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OZET

TEZiN BASLIGI : SAFTLARIN ROTASYONEL DiINAMIKLERININ
YARI ANALITIK STABILITE ANALIZI
YAZAR ADI : Emir MEMISOGLU

Bu ¢alismada; hareket denklemi Mathieu tipi denklem olan saft-pervane sisteminde,
pervane kanatgiklarinin, saft burulma titresimi uyarimindan kaynaklanan
titresimlerinin  dinamik kararlilig incelenmistir. Incelemelerde iki ydntem
kullanilmistir.  Birinci yontemde; hareket denklemindeki parametrik tahrik
fonksiyonu icin parcali fonksiyon yaklasimi yapildiktan sonra, periyodik katsayili
lineer adi diferansiyel denklemlerin kararlilik analizinde kullanilan Floquet teoremi
uygulanarak, kararlilik bolgeleri, sistemin bazi parametrelerine bagli olan diizlem
iizerinde olusturulmustur. Ikinci bir yontem olarak; Linstedt pertiirbasyon metodu ile
kararli ve kararsiz bolgeleri birbirinden ayiran kararlilik sinir egrileri elde edilmistir.
Her iki yontem ilk olarak basit bir sarkag sistemine daha sonra saft-pervane sistemine

uygulanmustir.

Onerilen parcali fonksiyon yaklasimiyla elde edilen kararhilik bolgeleri ve
pertiitbasyon metoduyla elde edilen kararlilik bolgeleri her iki sistem igin
karsilastirilmistir. Farkli iki yontemle elde edilmis olan sonuglarin birbirine belirli
sartlar altinda uydugu gozlemlenmistir. Elde edilen kararlilik haritalarinda,
kararli/kararsiz bolgelerden ve siir egrileri lizerinden secilen noktalarla, diferansiyel
denklemin ¢o6ziimleri zamana bagli olarak cizdirildiginde parcali fonksiyon

yaklagiminin dogru sonuglar verdigi ve uygun bir yontem oldugu gozlemlenmistir.



SUMMARY

TITLE OF THESIS  : SEMI-ANALYTICAL ANALYSIS OF STABILITY
OF ROTATIONAL DYNAMICS OF SHAFTS
NAME OF AUTHOR : Emir MEMIiSOGLU

In this study, vibration stability of a rotating blade due to shaft torsional vibration
excitation in a blade-disk-shaft system, that is governed by Mathieu type equation, is
analysed. Two different methods are applied in investigations. In the first method;
parametric excitation function in the equation of motion is approximated as a
piecewise linear function and the stability regions are obtained on plane of the
parameters which have importance in the system by using Floquet theory that is
applicable to linear ordinary differential equations with periodic coefficients. As a
second method, Lindstedt’s perturbation method is applied. Stability transition
curves that seperate stable and unstable regions are developed by this method. Both
methods are firstly applied to a simple pendulum system, then applied to blade-disk-
shaft sytem.

Piecewise function approximation, that is coupled with Floquet theory, and
Linstedt’s perturbation method are compared with each other for two different
system. Based on these investigations, one can say that two methods give the same
result under the certain conditions. When the time history of numerical integration
of the governing equation at selected points in the predicted stable /unstable regions
and on the transition curves are examined, it is observed that piecewise function

approximation is a reasonable method.
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1 GIRIS

Mekanizmalarin her gegen giin daha yiiksek hizlarda ¢alistirilmalar1 egilimi makine
dinamigi incelemelerinde rijit uzuvlu mekanizma kabuliinii giderek yetersiz hale
getirmektedir. Yapilan incelemelerde, birgok problem ancak elastik uzuvlu makine
modelleri  kullanilarak agiklanabilmektedir. Mekanizmalarin  belli  hizlarda
calistirildiklarinda tahrip edici titresimlere neden olmalar1 genellikle elastik uzuvlarin
dinamik kararsiziginin sonucudur. Periyodik hareket yapan bu tip sistemlerin,
genellikle matematiksel model olarak periyodik katsayili, lineer adi diferansiyel
denklemlerle (Mathieu ve Hill denklemleri) ifade edildigi bilinmektedir. Bu
sistemlere parametrik tahrikli sistemler denir. Bu sistemlerin rezonans durumu
(parametrik rezonans) sistemin dogal frekansi haricinde de olusmaktadir. Bu yilizden
bu rezonans bolgelerinin (kararsizlik bolgeleri) ortaya konmasi ve tasarim

asamasinda dikkate alinmas1 makine dinamiginde biiyiik 6nem tagimaktadir.

Periyodik yiik altindaki yap1 elemanlari, periyodik akisi saglayan borular, periyodik
hareket yapan esnek uzuvlu mekanizmalar bu tip sistem ornekleridir. Bu sekildeki
bir¢ok fiziksel sistem siniizoidal parametrik tahrikli Hill denklemi olarak asagidaki

gibi modellenebilmektedir;
X+p®x=0, (p®)=p+T))
Verilen Hill denkleminin 6zel durumdaki;
X+[0—egcos(at)]x=0
denklemine ise Mathieu denklemi denir.

Burada “¢6 7, x(t) ’nin periyodik katsayisinin sabit kismi, ¢ ise periyodik degisimin
genligini  gosterir(periyodik tahrik genligi). &=0i¢in, Mathieu denkleminin

harmonik osilatér formuna indirgendigi goriilmektedir.

Sonlim oran1 ¢ olmak tizere, kayipli formdaki Mathieu denklem:i;

X(t) + 24 %(t) + (8 —ecos at)x(t) =0



seklindedir. Burada Y(t)= eV X(t), (0= 5~ 4 2) dontigiimii  yapilarak
klasik Mathieu denklemi elde edilebilir.

Bu denklem, ilk olarak gergin eliptik zarin titresimlerinin incelenmesinde Mathieu
tarafindan ortaya konmustur.[E.Mathieu,1868] Ve ardindan eliptik dalga
kilavuzlarinin incelenmesinde McLachlan tarafindan[N.W.McLachlan, 1947],
geminin  hareketinin  incelenmesinde  Allievi ve Soudack tarafindan
kullanilmigtir.[A.Allievi and A.Soudack, 1990] Mathieu denklemi ile ilgili
uygulamalar, deneysel sonuglar ve tarihsel siire¢ McLachlan tarafindan detayli olarak
ele alinmistir. [N.W.McLachlan, 1947] Hill tarafindan gergeklestirilen ay yerberi
hareketi incelemelerinde Hill denklemi ortaya ¢ikmis ve ardindan kararlilik analizi
icin sonsuz Hill determinant: metodolojisi Hill tarafindan gelistirilmistir.[G.W.Hill,
1878,1886] Hill’in bu g¢alismalari dogrusal zamana bagli periyodik sistemlerin
analizinin temellerini olusturmasi agisindan olduk¢a onemlidir. Dogrusal zamana
bagli periyodik sistemler {izerine uzay araci ve yoriingesel dinamiklerinin
incelenmesinde Hughes ve Szebehely’in ¢aligmalar1 yer almaktadir. [P.C.Hughes,
1968],[V.Szebehely, 1967] Meissner tarafindan lokomotifin yan ¢ubuklarinin
hareketi incelenmis olup bu ¢alismada Hill denklemindeki p(t) periyodik katsayzst,

birim dikdortgensel dalga fonksiyonu seklinde ele alinmistir. [E.Meissner, 1918]

Dogrusal zamana bagli periyodik sistemler, donme hareketi yapan
mekanizmalarda(6zellikle rotor dinamiginde) cok sik karsimiza c¢ikmaktadir. Bu
alanda helikopter dinamigi ile ilgili baz1 ¢alismalar Johnson tarafindan yapilmistir.
[W.Johnson,1980] Yine donen mekanizmalar konusundaki bazi ¢alismalar -riizgar
tirbini konusunda- Dugundji ve Wendell tarafindan yapilmistir.[J. Dugundji and
J.H.Wendell, 1983]

Donel mekanizmalar icerisinde degerlendirilen ve giinlilk hayatta siklikla
rastlandigindan  dolay1r iizerinde birgok analiz yapilan kanatgik-disk-saft
sistemlerinde, donen pervane kanatgiklarinin titresimlerinin sistemde en ¢ok
aksakliklara sebep olabilecek etki olmasindan dolayr bu titresimlerle ilgili daha
giivenilir ve etkili dinamik modellere ve dinamik analiz prosediirlerine ihtiyag
duyulmaktadir. Yapilacak analizlerde donen pervane kanatgigi titresimlerinin diger
rotor bilesenleriyle dinamik etkilesim halinde oldugu gz Oniinde tutulmalidir.

Burada 6zellikle ana rotorun burulma titresimleri baskin etkiler olusturmaktadir. Bu



yiizden tasarim ve c¢aligma bolgesi sartlarint  belirlemek acisindan sistem

parametrelerine bagl kararlilik haritasini olusturmak ¢ok 6nemlidir.

Bu konuda, pervane titresimleri ile ilgili genel bir inceleme Srinivasan tarafindan
yapildi. [A.V. Srinivasan, 1984] Bu c¢alismada disk-kanat¢ik birlesiminin
titresimlerinin  modellenmesinin O6nemi vurgulanarak bu titresimler kategorize
edilmistir. Rotorun dinamik analizi i¢in bir model Tang ve Wang tarafindan
gelistirilmistir.[D. Tang and M. Wang, 1984] Loewy ve Khader tarafindan pervaneli
disk sistemlerinin dinamigi {izerine saft elastikiyetinin etkisi incelenmistir.[R.G.
Loewy and N. Khader, 1984] Duchrame ve arkadaslar1 tarafindan bir turbo fanin
kanatgik-disk-saft alt bilesenleri lizerine incelemeler yapilmistir.[E. Duchrame et all,
1986]

Yukarida bahsedilen ¢aligmalarda saft burulma elastikiyetinin donen pervane
kanatgiklarina etkisi incelenmemistir. Okabe ve arkadaslaritarafindan, pervane
kanat¢cigr egilmesi ve saft burulma deformasyonlarinin her ikisinin de
degerlendirilmesi ve modellenmesinin 6nemi ortaya koymustur.[A. Okabe et all,
1991] Al-Bedoor tarafindan, rotor dinamigindeki saft-burulma ve kanat¢ik egilme
deformasyonlart g6z oniine alinarak bir model gelistirilmistir.[B.O. Al-Bedoor 1999]
Pervane kanatcigr ve saft arasindaki dogrusal olmayan etkilesim tanimlanmaistir.
Burada sonlu elemanlar metodunun kullanilmasi, bu etkilesimlerin olgiilmesinde
birtakim zorluklara neden oldugu i¢in bu titresimlerin modellenmesi i¢in Assumed
Modes Method (AMM) denilen metot yardimiyla kanat¢ik deformasyonlart Al-
Bedoor tarafindan incelenmistir. [B.O. Al-Bedoor, 2001] Yapilan simiilasyon
sonuglari ile rotorun burulma titresimlerinin kanatg¢iklarda uyarim olusturdugu ortaya
konmustur. Kanatgik/saft parametrelerinin belirli kombinasyonlarinda kanatgik
titresimlerinin kararsiz hale geldigi tespit edilmistir. Fakat bu kombinasyonlar i¢in
net kriterler ortaya konmamistir. Al-Bedoor’un bu ¢alismasindan yola ¢ikilarak, Al-
Nassar ve Al-Bedoor tarafindan ¢ikarilan yeni bir denklem, bazi doniisimlerden
sonra, burulma titresimi etkisi altindaki kanatgigin dinamik davranisini veren genel
bir Mathieu denklemi formuna getirilmistir. [Y.N. Al-Nassar and B.O. Al-Bedoor,
2003]

Bu c¢alisma kapsaminda, hareket denklemi Mathieu tipi denklem olan periyodik

hareket eden sistemlerin dinamik kararlili§i incelenecektir. Kararlilik analizinde,



Mathieu tipi hareket denklemi, bazi doniisiimlerden gecirilerek parametrik olarak
yazilip  genellestirilecektir ve kararlilik bolgeleri parametre  diizleminde
olusturulacaktir. Burada, kararlilik bolgelerinin  olusturulmas: iki sekilde
yapilabilmektedir. Birincisi; tiim parametre diizlemindeki ikililerin tek tek
smnanmastyla yapilir ki bu islem sayisal yontemler kullanilarak yapilmaktadir. Digeri
ise kararli ve kararsiz bolgeler arasini ayiran sinir/gecis egrilerinin olusturulmasi ile
yapilmaktadir. Bizim incelememizde; parametre diizleminin taranmasi islemi,
hareket denklemi dogrusal adi diferansiyel denklem olan sistemlerin kararlilik
analizinde kullanilan Floquet teoremine dayanmaktadir. Sintizoidal parametrik tahrik
fonksiyonunun yerine bir “parcali dogrusal fonksiyon yaklasimi” Onerilerek ve
durum gegis matrisinin 6zelliklerinden yararlanarak Floquet teoreminin sonucunda
ortaya konan kararlilik kriterlerine gore siniflandirma yapilip kararlilik haritalar:
olusturulmustur. Onerilen ydntem ilk olarak, basit bir sistem olan sarkag sisteminde
uygulanmistir. Olusturulan kararlilik haritalari, Lindstedt pertiirbasyon metodu ile
elde edilen sinir egrileri ile ayni grafik iizerinde ¢izdirilerek karsilastirilmustir. Ikinci
olarak, yine parcali fonksiyon yaklasimi ve pertiirbasyon metotlar1 kullanilarak,
verilen kanatgik-disk-saft sisteminde Al-Nassar ve Al-Bedoor tarafindan ortaya
konan hareket denklemi referans alinarak, saftin burulma titresimleri tarafindan
tahrik edilen kanatgik titresimlerinin dinamik kararhilig1 incelenmistir. Onerilen
parcali fonksiyon yaklagimi yonteminin giivenilirliginin kontrolii igin olusturulan
kararlilik haritalar1 lizerinde secilen cesitli noktalara karsilik gelen parametrelerle
hareket denklemi c¢oziimlerinin zamana baglh grafikleri ¢izdirilerek sonuglar
incelenmistir. Elde edilen sonuclar incelendiginde karmagsik hesaplamalara dayali
pertiirtbasyon metodu yerine ve uzun zaman alan sayisal metotlar kullanilarak
yapilacak analizler yerine daha kisa zamanda sonuglarin elde edilebilecegi ve
pertiirbasyon metodunda bahsedilen kisitlart olmayan parcali fonksiyon yaklagimiyla

dinamik kararliligin incelenmesinin uygun bir metot oldugunu ortaya konmustur.



2 LINEER SISTEMLERDE KARARLILIK

Bu kisimda genel olarak kararlilik kavramindan ve bu tez kapsaminda incelenecek
olan sistemlerde kullanilacak olan durum uzayir gosterimi ve kararlilik analizinde

kullanilacak olan durum gegis matrisinden bahsedilecektir.

Genel olarak bir sistemden beklenen kararli, hizli cevap veren ve hassas olmasidir.
Bir kontrol sisteminin en onemli 6zelligi kararli olup olmadigidir. Sistem smirl bir

referans girdiye ve bozucu etkiye sinirli bir cevap veriyorsa kararlidir denir.

Baslangic Durumu Bozucu Etki Sonrast Birka¢ Sahmm Sonrasi Son Durum

%\ 0

r /‘ /
S vz ///’ /. //
Baslangic Durumu Bozucu Etki Sonras: Kararsiz Durum

Sekil 2.1 : Denge Noktasi ve Kararlilik-1
[http://www.exp-aircraft.com/library/heintz/stabilty.html]

|
A
A Y

Baslangiwc Durumu Bozucu Etki Sonras:
W W 7777 /%‘x 7
Cok Kararh Kararh Avm Pozisvonda Kararsiz  Cok Kararsiz

Sekil 2.2 : Denge Noktas1 ve Kararlilik-2
[http://www.exp-aircraft.com/library/heintz/stabilty.html]

Sekilde goriilen bilyalara saga ya da sola dogru verilecek bozucu etki sonucunda
bilyalarin eski konumuna gelip gelmemesine gore kararli olup olmadiklari

sOylenebilir. Bozucu etki sonucu denge konumuna ulasan bilya kararli durumdadir.



Dinamik bir sistemin kararlilig1 da benzer sekilde incelenebilir. Sistemin ani darbe
cevabi, sistem sonsuza giderken artiyorsa veya biiyliyen genlikli titresim seklinde ise
sistem kararsizdir. Kararsiz bir sistemde genlik devamli artar. Bu artis durdurulmazsa
tahribe neden olur. Kararli bir sistemin cevabi ise diizglin veya kiigiilen genlikli

titresim seklinde azalir.

Burada; yapilacak incelemelerde kullanilacak olmasi agisindan gerekli oldugundan,
sistem analizinde ve kontroliinde ¢okga kullanilan durum degiskenleri gosterimi ve

durum gecis matrisi ile ilgili genel bilgiler verilmistir.

Durum degiskenleri yaklagiminin temel 6zelligi, dogrusal ve dogrusal olmayan,
zamanla degisen ve zamanla degismeyen, tek ve ¢ok degiskenli sistemlere
uygulanabilir olmasidir. Buna karsin alisilagelmis diger bir gosterim big¢imi olan
transfer fonksiyonu yontemi ise sadece dogrusal ve zamanla degismeyen sistemler

icin gecerlidir.
n. mertebeden bir dinamik sisteme ait n adet durum denklemi i =1,2...n i¢in;

dx (t)
dt

X (6), X (0., (1), Uy 6), U (0)-..1, 8), W (6), W, 0)...0, ()] (2.)

olsun. Burada X,(t),%,(t)..X,(t) durum degiskenleri, u(t),u,(t)..u (t) girisler ve

W, (t), w, (t)...w, (t) bozucu etkilerdir.

Cikis denklemi j=1,2...qolmak iizere;

Y3 (0) = 95D (1), %, (1)..., (1), Uy (1), Uy (1), (£), W (1), W, (B)... W, (B)] (2.2)
olsun.
Bu durumda sistemin dinamik denklemleri igin;
n adet durum + q adet ¢ikis denklemi = sistemin dinamik denklemleri

Dogrusal zamanla degisen sistemler i¢in dinamik denklemler su sekilde gosterilir;

dx (t
’;E ) _ A@)x(t)+ Bu(t) 2.3)




y() = C)X(t) + DE)u(t) + H ()w(t) (2.4)

Burada bozucu etkiler inmal edilip; A(t) e P™(T) , B(t) e P™(T),C(t) e P*(T)

D(t) e P*(T) seklinde biitiin bu matrisler “T” periyodik olarak diisiiniildiigiinde;

sistem dogrusal zamana bagli periyodik sistem halini alir.

@ = A(t)x(t) + Bu(t)
dt (2.5)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (2.6)

(2.5) denklemini homojen formda ele aldigimizda elde edilen;

(1) = At x(t)
(2.7)

denkleminin homojen ¢oziimii;

Xh (t) = ¢(t7 to) X(O)
(2.8)

Durum gegis matrisi ¢(t,t;) ise; (t,,t,) =1 olmak iizere;

L) - Awo.t,) (2.9)

homojen ve dogrusal durum denklemini saglayan matris olarak verilir. Burada A(t)

matrisi “T” periyodik oldugundan, durum gec¢is matrisi de “T” periyodiktir. Ve

¢t+T,z+T)=0¢(t,7)
(2.10)

esitligi yazilabilir.

(2.9) denkleminde her iki tarafin laplace doniisiimiinii gergeklestirdigimizde;

L{%} = L{A®x()! (2.11)



sX(s) —x(t,) = AX(S) (2.12)
x(t) = LH{(s1- A x(t,) (2.13)

(2.8) ve (2.13) denklemlerine gore durum gegis matrisi igin;
o) =L {(sI-A)*} (2.14)

esitligi yazilabilir.

(2.7) durum denklemini ¢6zmenin diger bir yolu ise dogrusal diferansiyel denklem

icin ¢6zlim tahmini yontemidir. Bu yontemle;
X, (t) =e™x(t,) (2.15)

At

at

oldugu goriiliir. ( Ae™ =e™A)

.. At . C
Yani incelenen durumda € bize durum gecis matrisini verir. [Chen,1999]

“T” matris transpozunu gostermek lizere durum gecis matrisinin Ozellikleri su

sekildedir:

a) Durum gecis matrisi, durum gecis islemini ¢ok sayida bolgeye ayirmaya olanak

saglar.

¢(tn _tn—l)' . -¢(t2 _t1)¢(t1 _to) = ¢(tn _to) (2-16)
b) Vt,t, icin; ¢(t,t,) tekil degildir.
¢) vt rigin; ¢ *(t,7) = d(z,1)

d) %«V () =— AT OF (1,1



X(t) ry

Sekil 2.3 : Herhangi Bir Durum Degiskeninin Zamana Bagl Gosterimi

Durum geg¢is matrisinin burada verilen “a” maddesindeki 6zelligi sonraki kisimlarda

yapilan kararlilik analizi prosediiriinde kullanilacak olmasi bakimindan énemlidir.

2.1 Floquet Teoremi

Bu kisimda Floquet teoremi ile birlikte gerekli bazi tanimlar verilmis ve teoremden

bizim incelemelerimizde nasil yararlanacagimiz anlatilmistir.

Dogrusal zamana bagl periyodik sistemlerin analizinde siklikla kullanilan Floquet
teoremi, G. Floquet tarafindan 1883’te ortaya konmustur. Bu teoremden; eksenel yiik
altindaki kiriglerin burulmas1 [N.J.Fininzio, 1974], helikopter rotor pervane
dinamiginin kararlilik analizi [C.E. Hammond, 1974] gibi birgok alanda
yararlanilmigtir. Ayrica bu teoreme dayanan uygulamalarla ilgili ag¢ik c¢evrim
kararlilik analizi i¢in bir¢ok sayisal prosediir gelistirilmistir. [P. Friedmann et al,
1977], [Wereley, N.M, 1991]

Floquet teoremi; hareket denklemi, periyodik katsayili lineer diferansiyel denklemler

olan sistemlerin kararlilik analizinde kullanilir. Bu yapidaki diferansiyel denklemlere

Hill denklemi adi verilir. Mathieu denklemi ise Hill denkleminin 6zel halidir.

Periyodik katsayili bir lineer diferansiyel denklemin ¢6ziimii, genellikle periyodik
bir fonksiyonla, iissel olarak azalan veya artan bir fonksiyonun ¢arpimi seklindedir.
Periyodik katsayili, lineer, adi diferansiyel denklemlerde uygulanabilen “Floquet
teorisi” ile ¢oziim fonksiyonunun tissel olarak artan mi1 (kararsiz) ya da iissel olarak

azalan m1 (kararli) oldugu belirlenebilir.



10

Fizik ve miihendisligin degisik alanlarinda Mathieu-Hill denklemleriyle siklikla
karsilagilir. Teorik fizikteki elektromanyetik dalgalarin periyodik yapidaki bir
ortamda yayilimi gibi bazi problemler benzer esitliklerle ifade edilmektedir. Ayrica
Mathieu-Hill denklemleri bazi lincer olmayan sistemlerin ve parametrik tahrikli

sistemlerin kararlilik analizinde de kullanilmaktadir.

Floquet Teoremi: [Jordan and Smith, 2007]

P(7) 'nin n X n 'lik T periyodik bir matris fonksiyonu oldugu n boyutlu

X =P(7)x
(2.17)

sistemi igin (2.18) esitligini saglayan en az bir tane non-trivial x = y(z) ¢oziimii
vardir.

){(T+T) =uy(r) —wo<1T<® (2.18)

(2.18)’de u bir sabittir ve (2.17) denkleminin karakteristik ¢arpani olarak tanimlanir.
Karakteristik ¢arpanlar kompleks say1 da olabilir. Bu durumda kompleks eslenigi de
karakteristik ¢arpandir. Karakteristik ¢arpanlar, P(7)’nin Ozdegerleri ile

karistirllmamalidir.
(2.17) denkleminin, (2.18) esitligini saglayan herhangi ¢6ziimiine normal ¢oziim ya

da Floquet ¢oziimii denir.
e’ =u (2.19)

ile tanimlanan “ p , sistemin karakteristik tissiidiir.

p{%)ln(u) (2.20)

seklinde ifade edilir.

Sistemimizin temel ¢oziim matrisi ®(1)= L¢U (r)J olsun. (@(1) = P(0)®(1) )

Burada P(t + T) = P(7) oldugundan, ®(t + T) da ayn esitligi saglar ve
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det [®(t + T)] # 0 oldugundan ®(t + T) sistemin diger bir temel ¢oziim matrisidir
denir.
®(t + T) matrisinin kolonlari, yani ¢oztiim vektorleri, ®(t) matrisinin kolonlarimnin

bir lineer kombinasyonudur.

Burada ey , sabitler olmak iizere;

! (T+T):é(hk(r)ekj 2.21)
yazilabilir.
Boylece E =| e, | olmak iizere;

O(7+T)=D(r)E (2.22)

yazilir.

Burada; det®(t+T)=det®(t)det(E) oldugundan E matrisi tekil degildir.

Boylece; det (E) # 0 denilebilir.

E matrisi (2.22) esitliginde uygun “T,” degeri kullanilarak bulunabilir.

E=®"(7,)®(7,+T) (2.23)
Burada ®(0) =1 oldugundan;
E=®(T) (2.24)
olur.
“u” E’nin bir 6z degeri olsun;
det(E—ul)=0 (2.25)

“s” de p ile iligkili 6z vektor olsun;
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(E—,ul )SzO
(2.26)

x = ®(1)s = y(7) ¢oziimiine bagh olarak;
(@ ’ nin kolonlarinin lineer kombinasyonlar1 olmasindan dolay1 y(t) , (2.17)
esitliginin ¢ozlimiidiir.)

)((z'+T)=(I)(r+T)s

2.27)
2(7+T)=®(1)Es=®(1) s (2.28)
2(7+T) = ux(7) 229

Boylece (2.18) esitligi saglanmis olur.

(2.29) denkleminden goriilityor ki karakteristik ¢arpanlarin 6zel bazi degerleri igin

periyodik ¢oziimler vardir. ( T periyodik olmak zorunda degildir. 2T, 3T...)

Sozii edilen p sabitleri, temel ¢6ziim matrisi @’nin se¢ciminden bagimsizdir.

(2.26) denkleminde verilen E matrisinin “n” tane farkli 6zdegeri oldugunu

varsayalim.
W, (1=12,...,n)

O halde, (2.17) sisteminin n adet lineer bagimsiz normal ¢éziimii vardir ve su
sekildedir;
X = p (e (230)

Burada p;, 4 ile iliskili karakteristik iislerdir. P,(z) ise T periyodik vektor

fonksiyonlardir.

Burada; “E” monodromi matrisinin durum gegis matrisi seklinde yazilmasindan
yararlanarak, t, baslangi¢ zamani i¢in baslangi¢ durumu x(t,) olmak iizere, (2.24)

ve (2.18) denklemlerinden;

x(T +to) = E(T1to)x(to) (2.31)

yazilir.
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Floquet teoremini, tek serbestlik dereceli ve hareket denklemi (2.32) ile verilen

sistem {lizerinden inceleyip kararlilik analizi i¢in kriterleri ortaya koyalim;
U+ p,(tu+p,(tu=0 (2.32)

Burada p,, “T” periyodik fonksiyonlardir.

U= xexp(_?l [ pdt) (2.33)
doniistimii yapilarak (2.32) denklemi diizenlenirse;
X+ pt)x=0 (2.34)
elde edilir ki burada;

1.
Epl

p(t) = p, —% -
gecerlidir.
p(t) fonksiyonu “T” periyodik olmak tizere Hill denklemi esitlik (2.34)’deki
yapidadir. Burada 6zel durumda;

p(t) = a + S cos(t)

oldugunda;

X+[a+ pcos(t)]x=0 (2.35)
seklindeki Mathieu denklemi elde edilir.
Mathieu denklemi, dogrusal, 2. mertebeden, homojen bir diferansiyel denklem

oldugundan birbirinden bagimsiz iki ¢dziimii vardir. Bunlar U, (t) ve U,(t) olsun.

(2.32)denkleminin biitiin ¢oziimleri bu iki ¢6ziimiin lineer kombinasyonu

oldugundan bu ¢6ziimlere temel ¢6zliim seti denilmektedir.

C, ve C, sabitler olmak iizere;
u(t) =cu, (t) +c,u,(t) (2.36)

yazilir.

(2.32) denkleminde p;(t)=p;(t+T) olmasindan yararlanarak;
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Ut+T)=—p,t+THut+T)—p,(t+T)u(t+T)

- P, (Ut+T)— p(Bu(t+T) (2:37)

Déniisiimleri yapildiginda goriiliir ki U, (t+T) ve u,(t+T) de (2.32) denkleminin

temel ¢Ozlim setlerinden biridir.

Boylece;
U (t+T) =ay,u, (t) +a,u,(t)

U, (t+T) =a,u; (t) +a,u,(t) (2.38)
seklinde yazilabilir.

Burada a,, tekil olmayan ve sabit bir [A] matrisinin elemanlaridir. Bu matris

kullanilan temel ¢oziim setine bagli oldugundan farklilik gosterebilir.[Nayfeh and

Mook, 1995]
Asagida gosterildigi gibi;
Vi (t+T) = AV, (t)
V,(t+T) = v, (t) (2.39)

Ozelligine sahip ¢6ziim setleri vardir. Burada A kompleks olabilen bir sabittir. Bu

sekildeki ¢ozlimlere normal veya Floquet ¢oziimleri denir. Bunu gostermek igin,

U (t)ve U,(t) ile sabit 2x2’lik bir [P] matrisi tarafindan iliskilendirilen V,(t) ve
V,(t) *den olusan temel ¢dziim setini ele alalim. u(t) ve v(t); elemanlar1 sirasiyla

u,(t) , u,(t) ve vy(t), v,(t) olan kolon vektdrler olmak iizere;

u(t) =[P]v(t) (2.40)
yazilir.

(2.40) denklemini (2.38)’da yerine koyarsak;

u(t+T) =[P]v(t+T)=[A]u(t)

v(t+T) =[P] [A][P]V(t)
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V(t+T)=[B]v(t) (2.41)
elde edilir.
[P]'[A][P]=[B] oldugundan [A] ve [B]'nin zdegerleri aymidir. Ayrica burada
[P]matrisi, [B] matrisi Jordan kanonik formda olacak sekilde segilebilir. Jordan

kanonik form, [A] matrisinin 6zdegerlerine baghdir. [A] ‘nin 6zdegerleri i¢in;

[A]-A[1]=0 (2.42)
(2.42)’un kokleri farkl ise;
_|A 0
[B]_{O ﬂ,j (2.43)
seklindedir ve (2.41) denklemi;
Vi(t+T)=Av(t), (i=1.2) (2.44)

seklinde yazilir.[Nayfeh and Mook, 1995]

Daha genel haliyle “n” tamsay1 olmak kaydiyla;

V. (t+nT) ="V, () (2.45)

olur. Ayrica t - o0 igin;

{o, <1
v (t) =
0, |ﬂ,|>1

A =1ise V,, “T” periyodik, 4 =-1ise V,, “2T” periyodiktir.
(2.44)’u e 7“7 ile carparsak;
—p; (t+T) . -pt A—oT
e V.(t+T) =4 e V(1)
e e ATeATY () = Ae e ATV (1)
e v (t) =e” e e Ty (t)

e v () =e'V,(t) |, (e"'V.(t) = ¢ (t) olmak iizere)



16

V() =e”'d (1)

Burada ¢ (t)=@(t+T) olup “T” periyodik fonksiyondur. Ayrica A, = e tanim

olarak verilmistir. p,’ye karakteristik iis, A, 'ye karakteristik sayi veya ¢arpan denir.

Bu durumda temel ¢oziim seti;

V() =4 ()

v, (t) =™, (t) (2.46)
(2.42)’nin kokleri ¢akisik ise;
A 0
[B]{0 J (2.47)
Veya,
A 0
[B]:L /J (2.48)

seklindedir. [Nayfeh and Mook, 1995]
Bu durumda ise (2.47) igin ¢oziimler (2.46)’deki gibidir. (2.48) i¢in;
V(t+T)=Av,(t) (2.49)
V,(t+T) =4V, (t)+V,(t) (2.50)
seklindedir.

Yukaridaki doniistimlerin benzeri uygulandiginda;

v,(t) =e” 4 (t) (2.51)

pt L
V, (1) =e”[¢, (1) + T ¢ (1] (2.52)

seklinde ¢oztiimler bulunur.[Nayfeh and Mook, 1995]

Yukaridaki sonuglardan gorilmektedir ki [B] matrisi (2.43) veya (2.47) formunda
oldugunda; p, ve p,’nin gercel kisimlart pozitif olmadigi durumda hareket

sinirhidir. [B] matrisi (2.48) formunda ise; p 'nun gergel kismi negatif oldugunda

hareket sinirhidir.
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Karakteristik iislerin belirleneceginin anlagilmasi igin U,(t) ve Uu,(t)’yi (2.32)

denkleminin temel ¢6ziim seti olarak ele alalim.
u,(0)=1, u(0)=0
u,(0)=0, 1,(0)=1
olsun.

(2.38) denkleminde t =0 yazarsak;

a, = ul(T) y Ay = uz(T)

olur. Yine ayni denklemin t ’ye gore tiirevinde t=0 yazarsak;

a; =Uﬂ), , =l:|2(|')

elde edilir.

(2.42) denkleminden;
A2 —Ad+y=0
Burada;
A=, () +0,(T)
y =y (T)u, (T) -ty (T)u,(T)
seklindedir ki » ’ya U,(T) ve U,(T) nin Wronskian determinant: denir.

Boylece (2.54) denklemi ¢oziilerek;

p=2In(2)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

denkleminden yararlanilarak karakteristik islerin bulunabilecegi goriilmektedir.

Hill denklemi igin Wronskian’in 1 oldugunu (¥ =1 ) su sekilde gosterebiliriz. (2.34)

denklemi i¢in ¢dziimler U, ve U, olsun;
U, + p(t)u, =0

t, + p(t)u, =0

(2.58)
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Yukaridaki esitligin birincisi U, ile carpilir ve ikinci esitligin U, ile carpilmisg

halinden ¢ikarilirsa;
u,di, —tiu, =0
elde edilir. Elde edilen bu esitligin integrali alindiginda;
y(t) =u, (t)u, (t) —u, (t)u, (t) =sabit (2.59)
oldugu goriiliir. Ve t =0 igin baslangi¢ kosullar uygulandiginda »(t) =1 bulunur.
7 =1 oldugundan (2.54) denkleminin kokleri;

Ay =%_ %AZ -1 (2.60)

seklindedir ve kokler ¢arpimi asagidaki gibidir;

M, =1 (2.61)

Buna gore;

|A| >2 durumunda koklerden biri 1°den biiyiikken, digeri 1’den kiigiiktiir. Buna bagl

olarak normal ¢dztiimlerin bir tanesi sinirsiz, digeri sinirlidir.

|A|<2 durumunda kokler kompleks esleniktir. Ve 44 =1 oldugundan, koklerin

mutlak degeri 1°dir. Buna bagh olarak her iki normal ¢6ziim de sinirlidir.

|A| =2durumu ise kararlilk ve kararsizlik arasi gegisin oldugu smirdir. Cakisik
koklerin oldugu durumdur( Ah=h= i1). 4 =4 =1 durumu, “T” periyodik normal

bir ¢oziimiin var oldugu, A=24=-1 durumu ise “2T” periyodik normal bir

¢Oziimiin var oldugu anlamina gelir.

Incelenecek sistemler iizerinde, buradaki kararlilik kriterlerine gore, Sekil 2.4’teki
gibi Strutt diyagrami denilen parametre diizlemi iizerindeki kararlilik bolgeleri
olusturulacaktir. Sekildeki kararsiz bolgeler 2.mertebeden diferansiyel denklemin
¢ozlimlerinden birinin mutlaka sinirsiz ve periyodik olmadigr durumu, kararh
bolgeler her iki ¢ozliimiin de sinirli oldugu ve periyodik olmadigi, sinir egrileri ise
“T” veya “2T” periyodik ¢oziimiin oldugu kararli ve kararsiz bolgeler arasi gecis

noktalarini temsil etmektedir.
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&
|:| Some solutiens unbounded.
none periodic T —
" . -‘-""'- Unstable
‘:l All solutions bounded, none H‘\.
penodic .
S
it - Stable -
—— Transitien curve, solutions exist - Y
with period 23 or 40 "‘.. i
by
A
A\
x"'n
Y

Sekil 2.4: Parametre Diizleminde Kararli ve Kararsiz Bolgeler
[Jordan and Smith, 2007]

Buna gore Mathieu denklemi ele alindiginda A=A(«, ) gecerlidir. Yani parametre
diizlemindeki ikililere bagl olarak ¢oziim grafigi farkli formlar alacaktir. Kararsiz
¢oziimleri ifade eden sekiller Sekil 2.5, kararli ¢ozlimleri ifade eden ¢oziimler Sekil

2.6teki gibidir. [Nayfeh and Mook, 1995]

Sekil 2.5: Mathieu Denkleminin Kararsiz Coziim Fonksiyonlar1 Yapisi
[Nayfeh and Mook, 1995]
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Sekil 2.6 : Mathieu Denkleminin Kararli Coziim Fonksiyonlari Yapisi
[Nayfeh and Mook, 1995]
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3 KARARLILIK ANALIZI UYGULAMALARI

Bu boliimde; sarkag ve kanatgik-disk-saft sistemi olmak tizere iki ayri sistem ele
almacaktir. Incelenen sistemlerde; hareket denklemi olusturulacak ve olusturulan
hareket denklemindeki katsayilar parametrik olarak yazilacaktir. Ardindan parcali
fonksiyon yaklasimi ve Linstedt pertiirbasyon metodu olmak tizere iki farkli metot ile

kararlilik bolgeleri parametre diizleminde olusturulacaktir.

3.1 Sarkag Sistemi

Bu kisimda; Sekil 3.1°de goriilen dikey olarak salinim yapan destekle asilmis olan
sarkag sistemi incelenecektir. Ik olarak sistemin hareket denklemi olusturulacaktir.
Daha sonra pargali dogrusal fonksiyon yaklasimi ve pertiirbasyon metodu olmak

tizere iki ayr1 metot ile kararlilik analizi yapilacaktir.

Sekil 3.1 :Sarkag Sistemi

Sarkag sisteminin destek noktasi basit harmonik hareket yaptiginda sistemin hareket
denklemi Mathieu denklemiyle ifade edilir. Sistemde siirtiinmeler ihmal edilmis
olup, I uzunlugunda olan ve m kiitleli cismin asildig1 rijit sarka¢ destek noktasindan

¢ yer degistirmesiyle salinim yapmaktadir.

Hareket denkleminin elde edilmesinde Lagrange metodu kullanilacaktir.

Kinetik enerji T ve potansiyel enerji V olmak iizere;
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T= % m[(; — Isiné?é)2 +I2c05266’2} (3.1)
V =-mg(¢ +Icoso) (32)
13He)
dt\ 06 00

L=T-V (3.4)
BDEE -
dt\ o6 00 00

Lagrange denkleminde (3.1) ve(3.2) esitlikleri yerine konuldugunda hareket

denklemi su hale gelir;

Ié+(g—§"')sin9=0 (3.6)
Burada ¢ (t) = Asin @t oldugunda (basit harmonik hareket);

£ (t)=—Ao’sin ot (3.7)
olur.

(3.7) denklemi (3.6)’da yerine konulursa;
16+(g+ Aw’sin at)sin =0 (3.8)
é+(%+TAa)zsinwtjsin<9:O (3.9)
Kiiciik genlikli degisimler i¢in Sin & = @ oldugundan hareket denklemi;
é+[%+Tszsina)tje=o (3.10)

seklini alir.
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Burada;
doniistimleri yapildiginda (3.10) denklemi;
0+ (a, + S, sinat)f =0 (3.11)

halini alir.

(3.11) denklemi, 7=0t, a=q,/®" ve f=pf, /e’ doniisimleriyle frekanstan

bagimsiz halde yazildiginda;

d*o :
— +(a+psinr)f=0
dr (3.12)
seklini alir. [Jordan and Smith,2007]
(3.12) denklemini matris formunda yazdigimizda;
X =P(r)X (3.13)

halini alir.

X(7)
X(7)
kiigiik pozitif say1 T *dir.

Burada X ={ } ve P(7) ’nin periyodu T’dir. (3.13) esitligini saglayan en
P(r+T)=P(r),~0 <7< (3.14)
Bilindigi gibi (3.14) esitligi 2T,3T...nT, . . .degerleri i¢in de saglanir.
(3.12) diferansiyel denklemi;
0=06 (3.15)
ve

0 =—(a+ Bsint)0 (3.16)
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seklinde iki denklem halinde yazildiktan sonra birinci mertebeden 2-boyutlu vektor

sistemi olarak ifade edildiginde;

Yy — 0(z) _ 0 171 6(z)
®_[é(7)}_{—(a+ﬂsinr) 0}{9’(1)} (3.17)

seklini alir.

Hareket denklemi matris formunda yazilan sarkag¢ sisteminde, parcali fonksiyon
yaklagimi ve pertiirbasyon metodu kullanilarak iki ayr1 yontemle kararlilik analizi

yapilacaktir.

3.1.1 Sarkac Sisteminin Parcali Fonksiyon Yaklasim ile Kararhhk

Analizi

Bu kisimda pargali fonksiyon yaklasiminin anlagilmasi i¢in, ele alinan sistemde en
basit haliyle kare dalga fonksiyonu kullanilarak A(e, ) 'nin nasil elde edildigi

gosterilmistir. Sonrasinda, yontemin dogruluguna nelerin etki ettigi anlatilarak

incelenen sarkag sistemi i¢in kararlilik bolgeleri olusturulmustur.

Lineer olmayan sistemlerin bir¢ogu, dogrusal pargaciklarin birlesmesinden olusacak
sekilde bir yaklasimla lineer sistemlere benzetilebilir. Burada sozii edilen dogrusal
pargalar, sistemin tiim ¢alisma bdlgesinin iki veya daha fazla lineer sabit katsayili
diferansiyel denklemle ifade edilmesini saglayan lineer kisimlardir. Bu sekildeki
sistemin performansi1 birbirinden ayri1 haldeki denklemlerin ¢oziimleri bir araya
getirilerek ortay konabilir. Art arda gelen pargalardan birinci araligin son degeri
ikinci araligin baslangi¢ degeri olarak kullanilir. Boylece lineer kisimlar arasi geciste

stireklilik saglanmis olur.

Buradan yola ¢ikarak (3.12) denkleminde sinz fonksiyonunu kare dalga fonksiyonu

ile ifade edecek olursak;

@Z{g(f)}{ 0 1}{9@)}
o(r)| |~(a+pBf(x) 0] 6() (3.18)
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seklinde yazilabilir.
1
//\\/ SiSiniis Fonksiyonu
Pargali Fonksiyon

y(t)
o
\

-0.5 \ /

\X/ /
-1
0 1 2 3 4 5 6 7
t

Sekil 3.2 : Siniis Fonksiyonunun Pargali Fonksiyon Yaklagimi

Burada 0—27 arahigi iki lineer sistemin birlesimi seklinde disiiniilirse f (7)

fonksiyonu 27 periyodik kare dalga fonksiyonu olup su sekildedir;

h, 0<
£(0) = T<TT
—h, T<T<21

Boylece (3.12) denklemi;

d—2§+[a+ﬂf (n)]6=0
dr (3.19)

seklini alir.

Burada  hdegeri, I(Sin r—h)? =minimum  olacak sekilde, h=2/zolarak
0

belirlenmistir. Ayn1 deger alanlarin esitliginden yola ¢ikilarak da bulunabilir.

g(7) = a = fh doniisiimii yapildiginda;
6+q(r)0=0 (3.20)

n, =a+ o ve n,=a—- o oldugunda (3.20) denklemi su sekilde incelenir:
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ilk olarak Q(Z‘)=771=a)12 , u(r) ve v(r) coziim fonksiyonlar1 olmak {izere,

0<r<raraliginda diferansiyel denklemler ¢oziilecektir. Daha sonra O0<7<rx
araliginda elde edilen ¢6ziimiin son degeri, 7 <7 <27 araligindaki hesaplamalar
icin baglangic deger olarak alinarak, 7 <7 <2rarasinda diferansiyel denklemler
¢oziiliir. Burada baslangi¢ degerlere bagli ¢oziimlerin incelendigine ve u(z) ile v(z)

fonksiyonlarmin farkli baglangi¢ degerlerine sahip olduguna dikkat edilmelidir.
0<r<raraligi igin, q(r) = 0)12 olarak verildiginden;
i+@’u=0, u(0)=1, u(0)=0 = u(r)=cos(er)

U+ v=0, v(0)=0, v0)=1 =  v()=Lsin(mr)
@

T = 7T noktast i¢in u(z) ve v(r) fonksiyonlarinin degeri,
u(z)=cos(wyr) , U(r)=-awsin(er),
v(r) = Lsin(yr) » ¥(z)=cos(@y)
@

olur.
7 <t<2r araligi i¢in, q(z) = 0322 olarak verildiginden;

i+0,"u=0, u(r)=cos(eyz) , U(7)=—asin(er)
= u(r)=c, cos(@,7)+C,sin(x,7),
Burada;

¢, =cos(ay ) cos(w, ) + ﬂsin(cal;z) sin(w, )
.

2

¢, = cos(@y ) sin(w, ) — 2 sin(w, ) cos(w, )
.

2

Benzer olarak;
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. 2., 1 . .
V+," V=0, v(z)=—"—sin(eyz), V(r)=cos(wr)
@

= V(r)=c;cos(w,7) +C,Sin(w,7) ,
Burada;

Cy= isin(a)lﬂ') cos(w, ) — L cos(my)sin(w, )
2] @,

C, = isin(a)lzz) sin(w, ) + icos(a)lﬂ) cos(w, )
@ @,

7 =27 noktasi i¢in u(2z) ve v(2r) fonksiyonlarinin degeri;
u(2z) =c, cos(w,2x) +c, sin(w, 27)
u(27) =—c, @, sin(w, 2rr) + ¢, w, cos(w, 2rr)
ve
V(27) =c,cos(w, 27) + ¢, sin(w, 27)
V(27) =—Cy@, sin(@, 27) +C, @, COS(w, 277)
seklindedir.
Son olarak A degeri,
A=u(27)+v(27) =(c, — @,C;)sin(w, 27) + (C, + @,C,) COS(a, 277)

= A=u(2r7)+Vv(27) = 2cos(ew ) cos(w,7) —2Msin(w, ) sin(w,7)

Burada @ =a+ph, w,= a/a —ph,ve M= a/«faz —(ph)? olarak gosterilmistir.

Burada goriildiigii ve Kisim 2.3’te Floquet teoremi ile birlikte anlatildig lizere, elde
edilen A degerleri ¢ ve g ’nin bir fonksiyonudur. Parg¢ali fonksiyon yaklagimiyla,
parametre diizlemindeki her bir noktaya, yani («,f) ikililerine karsilik gelen A

degerleri yukaridaki yaklasimla bulunup, Floquet teoremi ile birlikte wverilen
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kararlilik kriterlerinden faydalanilarak segilen noktanin kararli bolgede olup olmadigi

ve sinir egrisi lizerinde olup olmadigr tespit edilmektedir.

Buraya kadar olan kisimda genel olarak parcali fonksiyon yaklagimindan bahsedilmis

olup kararliik analizine gegerken karsilastirmalarin  yapilmasi agisindan

- (t) = Acos wt doniistimii yapilarak sarkag i¢in kullanilacak denklem;
. ) 0 1|6
o= | 2 (3.21)
0(z) —(a+pcost) 0] 6(7)

Parcali fonksiyon yaklasimi ile inceleme yaparken bir periyot boyunca araligi

seklinde yazilir.

boldiigiimiiz parga sayist sonuglarin dogruluguna etki etmektedir. Parametrik tahrik

fonksiyonunu bir periyot boyunca “n” parcaya bolerek bazi o ve S degerlerine
gore, U,U,V,V  durumlart 7=2rigin degerleri karsilastirilmigtir. o ve A ’nin

degerlerine bagl olarak iyi sonug veren parca sayisi da degisiklik gostermektedir.
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Tablo 3.1 : Farkli “n” Degerleri Igin Pargali Fonksiyon Yaklasimlarinin
Simiilasyonla Karsilastirilmasi

Simiilasyon Parcali Fonksiyon Yaklagimi
cos(t) e(At), n=20] e(At),n=12 [e(At), n=8| e(At), n=4
u(T) -0,8111 -0,8144 -0,8159 -0,8187 -0.8458
alfa=2 | u_dot(T) -0,9068 -0,8997 -0,8977 -0,8948 -1,1211
beta=0.7| v(T) 0,377 0,3740 0,3723 0,3686 0,2539
v_dot(T) -0,8108 -0,8144 -0,8159 -0,8187 -0,8458
delta 1,6219 1,6289 1,6318 1,6373 1,6916

cos(t) e(At), n=48| e(At),n=12 |e(At), n=8| e(At), n=4

u(T) -0,2823 -0,2861 -0,3184 -0,3610 | -0,4116

alfa=2 |u_dot(T)| -0,8128 -0,8110 -0,8314 -0,8614 | -1,1112
beta=2 | v(T) 1,1360 1,1320 1,0807 1,009 | 0,7473
v_dot(T)| -0,2718 -0,2861 -0,3184 -0,3610 | -0,4116

delta 0,5541 0,5723 0,6368 0,7220 | 0,8232

cos(t) e(At),n=52| e(At),n=12 [e(At), n=8| e(At), n=4

u(T) -1,4920 -1,4760 -1,4307 -1,3716 | -1,0229

alfa=0,5| u_dot(T)|  4,3070 4,3033 4,1400 3,9433 | 3,2346
beta=0,8| v(T) 0,2797 0,2739 0,2528 0,2235 | 0,0143
v_dot(T)| -1,4770 -1,4760 -1,4307 -1,3716 | -1,0229

delta 2,9690 2,9521 2,8614 2,7432 | 2,0458

cos(t) e(At), n=36] e(At),n=12 |e(At), n=8| e(At), n=4

u(T) -0,6042 -0.5972 -0,5844 -0,5668 | -0,4792

alfa=0,5| u_dot(T)| 12,6600 1,6571 1,6258 1,5848 | 1,4336
beta=0,4] v(T) -0,3841 -0,3881 -0,4050 -0,4282 | -0,5373
v_dot(T)|  -0,6000 -0,5972 -0,5844 -0,5668 | -0,4792

delta 1,2759 1,1945 1,1688 1,1337 | 0,9584

Tablo 3.1’de goriildiigii tizere parca sayist arttirildikca dogru sonuca daha c¢ok
yaklasilmaktadir. Ancak bunun sonucunda hesaplama zamani artmaktadir. Bu durum

g0z Oniine alinarak yapilacak analizlerde n=12 pargali yaklagim kullanilmistir.
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vit)

Sekil 3.3 : Bir Periyot Boyunca n=12 Pargali Fonksiyon Yaklasimi ve cos(t)
Fonksiyonu

Bu yontemle elde edilen parametre diizlemindeki kararlilik haritas1 Sekil 3.4°te
gosterilmistir. Elde edilen sonucun Sekil 3.5’te gosterilen kararlilik haritasi ile

ortiistiigii goriilmektedir.

beta
[l

Sekil 3.4 : n=12 Parcali Fonksiyon Yaklasimi ile 6+ (« + fcos7)f =0 igin
Kararlilik Haritas1 (Mavi: Kararli Bolge)
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Sekil 3.5 : O+ (a+ cos7)0 =0 igin Kararlilik Haritas1 [Jordan and Smith, 2007]

3.1.2 Sarkac Sisteminin Pertiirbasyon Metodu ile Analizi

Bu kisimda; Sekil 3.1°deki dikey olarak salinim yapan destekle asilmis olan sarkag

sistemi Lindstedt pertiirbasyon metodu ile incelenmistir.

Kiigiik genlikli degisimler i¢in Sin@ = @ oldugundan sistemin hareket denklemi;

9+[%+TA602 Cosa)tjezo

seklinde verilmisti.

Burada;

dontisiimleri yapildiginda (3.22) denklemi;
0+ (5, + &, cos wt) =0

halini alir.

(3.22)

(3.23)
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(3.23) denklemi, X=0 7=t , 5=5,/0" ve s=¢/o’ donisimleriyle

frekanstan bagimsiz halde yazildiginda;

d’x
— +(0+ecost)x=0
dr (3.24)

seklini alir. Bu yapidaki periyodik katsayili diferansiyel denklemlere Mathieu
denklemleri ad1 verilir. [Jordan and Smith,2007]

| ﬂ| nin kiiclik degerleri icin, Lindstedt pertiirbasyon metodu kullanilarak kararli ve

kararsiz bolgeleri parametre diizleminde birbirinden ayiran gegis/sinir egrilerinin

denklemleri yaklasik olarak elde edilebilir. Sinir egrileri (3.12) esitliginin periyodik

cozlimlerini veren (a, Jij ) ikililerinden olugmaktadir.

Lindstedt metoduna gore | S| ’nin kii¢iik degerleri i¢in (3.12) esitliginin ¢6ziimii su

sekildedir;
X(z,€) = X%, (7) + X, (7) + &%, () + £°%,(7) + &* X, () +... (3.25)
Ve sinir egrileri i¢in;
5=05(&)=0,+&0,+&°0,+&°0,+&*5, +... (3.26)
yazilir.

(3.25) ve (3.26) esitlikleri (3.12)’de yerine konulup &’un kuvvetlerine gore

diizenlenip karsilikl1 terimler birbirine esitlendiginde;

0@ 2 X¢ +3,°% =0 (3.27)
O(e) 2X+ 87X =—(8, +COST)X, (3.28)
0(&?) CXS + 8y X, =—8,%, — (8, +C0ST)X, (3.29)

0(&?) X+ 5,2 Xy = —OyXy — Oy X, — (5, +COST) X, (3.30)
Burada ;

27 periyodik ¢oziimler i¢in; &, =n?, (n=0,1,2..)
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47 periyodik ¢oziimler igin; O, = (n+%)2, (n=0,1,2...) gegerli olup her ikisi
igin;

1 2 oqe
Oy = 2 n-, (n=0,1,2...) kullanilabilir.

1.sinir egrisi denklemi icin n=0 degerinden &, =0 olur;

(3.27) denkleminden X, =0 ve periyodik ¢dziim X, =a, olur. Burada a, sifirdan
farkli bir sabittir.

Boylece (3.28) denklemi x/=—(J, +cos7)a, halini alir ki yalmizca &, =0 i¢in

periyodik ¢6ziimii vardir.

Gerekli yerine koyma yapildiginda X =—a, cosz halini alan denklemin 6zel ¢6ziimii;
X, =a,C0ST (3.31)

seklindedir.

Boylece (3.29) denklemi x; =—a,(J, + %) —%ao cos2z halini alir. Burada periyodik

¢oziimlerin elde edilmesi i¢in o, = _—21 olmalidir. Gerekli yerine koyma yapildiginda

14

1
X; =——2a,C0s 27 halini alan denklemin 6zel ¢ozlimii;
2

X, = %ao Cos 27 (3.32)
seklindedir.

Boylece (3.30) denklemi x;=a,(-0;+ % COS7T — % cos3r) halini alir. Burada

periyodik ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in 0, =0 olmalidur.

(3.26) denkleminden yararlanarak n=0 igin sinir egrisini veren ifade;
1. 4
5(s)=—§g +0(&%) (3.33)

seklindedir.

(3.25) denkleminden ;
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X(r,€) = a, +£a,C0S 7 + & %ao cos 27 +0(&°) (3.34)
yazilir.

- - . 1
2.simir egrisi denklemi icin n=1 degerinden &, =~ olur;

(3.27)  denkleminden x{,’+%xo=0 , ¢Oziim ise x0=clcos%r+czsin%r olur.

Boylece (3.28) denklemi;

, 1 1 .1
x1+zx1=—(51+c05r) C1COSET+CZSIHET

1 1 1, .1 1 3 1 .3
=—01(51+§)COSET—C2(51—E)SlnET—ECICOSET—ECZSIHET (3.35)

halini alir.

Burada periyodik ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in;

I)c, =0, 0, = —% veya Il) ¢ =0, o, :% kosular1 saglanmalidir.

l.durum : c, =0, 51=—%
”+£ 1 COS—7
X 4X1 2C1 5
1 3
=-CC0S—T 3.36
X =76C087 (3.36)

(3.29) denkleminde x, yerine konuldugunda;
X +lx —(—}—5) coslr+ COS§T—C COSET
2 4 2 8 2 Cl 2 Cl 2 1 2

olur. Burada sekiiler terimlerin indirgenmesi i¢in 0, = 3 olmalidir. Boylece diger

egri denklemi;
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5(8)2——16‘—£8 +0(g”) (3.37)
2 8
olur.
1
Il.durum : ¢ =0, 51:5
Ayni prosediirii bu durum i¢in siirdiirdiigiimiizde X, yerine konuldugunda;

. 1 1 -1 .3 .5
x2+zx2:(—5—52)c2smir—czsmar—czsmEr

olur. Burada sekiiler terimlerin indirgenmesi i¢in &, = 3 olmalidir. Boylece diger

egri denklemi;
1 1 1
S(e)==+Ze-=&"+0(&° 3.38
(€)=7+56-g& +0(&) (3.38)

olarak elde edilir.

Incelenen sarkag sistemi icin, bir énceki kisimdaki pargali fonksiyon yaklasimi ile
olusturulan kararlilik bolgeleri ile burada elde edilen sinir egrileri ayni diizlemde
cizdirildiginde Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 elde edilmistir. Mavi bolgeler parcali fonksiyon
metodu ile elde edilen kararsiz bolgeleri gosterirken, beyaz olan bolgeler ise ayni
metotla elde edilen kararli bolgeleri gostermektedir. Pertlirbasyon metodu ile elde

edilen sinir egrileri ise kirmiz1 egrilerle temsil edilmektedir.
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sigma

Sekil 3.6 : Pargali Fonksiyon Yaklagimi ile Elde Edilen Kararlilik Haritast (mavi) ve
Pertiirbasyon (kirmizi) Metodu ile Olusturulan Sinir Egrileri (-0.4<6<0.7)

Sekil 3.6° da —0.4<6 <0.7 aralig: i¢in elde edilen kararlilik bolgeleri verilmistir.
Burada; A(5,¢), C(5,¢) ve E(J,¢) noktalari kararsiz bolgede, B(0,¢), F(5,&)ve

G(9, g) noktalar1 siur egri iizerinde ve D(0,¢) noktasi kararli bolgede segilmistir.

Bu noktalara gore elde edilen ¢oziimler zamana bagl olarak cizdirilmis ve elde

edilen grafikler Sekil 4.1, Sekil 4.2, Sekil 4.3, Sekil 4.4, Sekil 4.5, Sekil 4.6 ve Sekil

4.7°de verilmistir.

%J 0.8 09 i 1.1 12 1.3 1.4 15
sigma

Sekil 3.7 : Pargali Fonksiyon Yaklagimi ile Elde Edilen Kararlilik Haritas1 (mavi) ve
Pertiirbasyon (kirmiz1) Metodu ile Olusturulan Sinir Egrileri( 0.7 <6 <1.5)
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Sekil 3.7 de 0.7<6<1.5 aralig1 i¢in elde edilen kararlilik bdlgeleri verilmistir.
Burada;, B(5,&) ve E(J,¢) noktalari kararsiz bolgede, A(J, ) ve F (0, &) noktalar
siir egri tlizerinde ve C(0,g), D(Jd,¢) noktalart kararli bolgede segilmistir. Bu
noktalara gore elde edilen ¢oziimler zamana bagli olarak ¢izdirilmis ve elde edilen
grafikler Sekil 4.8, Sekil 4.9, Sekil 4.10, Sekil 4.11, Sekil 4.12 ve Sekil 4.13’te

verilmisgtir.

Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 incelendiginde pertiirbasyon metodu kullanilarak olusturulan
siir egrilerinin(kirmizi), ¢ >0.5degerleri igin pargali fonksiyon yaklasimi ile elde
edilen kararlilik bélgeleri(mavi) ile aymi olmadigi goriilmektedir. (3.26)
denkleminden anlasildigi {izere bu durumun beklenen bir sonu¢ oldugu

goriilmektedir.

3.2 Kanatcik-Disk-Saft Sistemi

Bu kisimda ilk olarak kanatgik-disk-saft sistemi i¢in hareket denklemi verilmistir.
Daha sonra parcali fonksiyon yaklagimi ve Lindstedt pertiirbasyon metodu ile
kararlilik analizleri yapilmugtir. Verilen sistemin dinamik denklemleri ve

pertiirbasyon metodu prosediirleri [Al-Nassar et al, 2006] ¢alismasindan alinmustir.

Blade

Flexible
Coupling \

Motor

Sekil 3.8 : Kanat¢ik-disk-saft Sistemi[Al-Nassar et al, 2006]

Sekil 3.8’de verilen kanatcik-disk-saft sisteminde safta tahrik elekrik motoru
tarafindan verilmistir. Disk rijit olarak kabul edilmis olup, elastik kanatgiklar radyal

olarak diske baglanmistir. Sistemde kiris uzamaz kabul edilip, Euler-Bernoulli
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teoremine gore uyarlanmistir. Verilen sistemde X"y™ motor saftinin koordinat

sistemi, x°y? diskin koordinat sistemi ve x"y® kanatcik koordinat sistemidir.
Burada, bagimsiz degiskenler; saft acisal yer degistirmesi @, burulmadan dolay:
sapma ¢ ve sekilsel deformasyon {q} 'dur. Sadece bir serbestlik derecesi dikkate

alinir, 0=0Q seklinde saft hizinin sabit oldugu ve ¢ ~0 seklinde burulma kaynakli

sapmanin karesinin yaklasik sifir oldugu kabulleriyle asagidaki esitlik elde edilir.
[Al-Nassar et al, 2006]
(h+ @)+ + 200+ (2pp+2n,) G+ (%, +C,(6+ ) +¢*)d =0  (3.39)

Burada & ’un kiiciikk degerleri i¢in, @ burulma tahrik frekansi olmak iizere rotor

burulma yer degistirmesi ¢@=gsinwt olarak gosterilebilir. ¢ ve ¢ (3.39)

denkleminde yerine konuldugu takdirde hareket denklemi asagidaki sekilde verilir.

[Al-Nassar et al, 2006];

G+RMOG+FMa= (1) (3.40)
Burada;
P (t) = e*wsin 20t + 2no,
P,(t) =’y +Q° + % &’ +2eax)cos wt +ggza)2 cos 2wt

f (t) = ehew’ sin 2ot — £*@Qsin 2wt

gq= xexp(—%j P (t)dt) doniisimi yapildiginda ve (3.40) denkleminin homojen
kism1 géz Oniine alindiginda hareket denklemi asagidaki forma indirgenir;
X+P(t)x=0 (3.41)

Burada P(t)=P, —% P? —% P, “dir. Ve gerekli yerine koyma yapildiginda (3.42)

denklemi elde edilir.
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> X

Sekil 3.9 : Deforme Olmus Kanatgik Yapisi

X-+[a, + f cos(at) + B, cos(2et) + B, cos(4at) + 4 SINRaN)]x =0 5 1o,

Burada;
Q : Rotorun donme hizi,

o, - Kanat¢ik dogal frekans,

@: Burulma titresimi tahrik frekansi, olmak iizere katsayillar su sekilde
tanimlanmastir;

B =2eaQ)
1 2 2
=—&w

P =3
142
=—¢c'w

F=3

Yukaridaki esitliklerden anlasilmaktadir ki sistemin kararliligini belirleyen iki

bagimsiz parametre vardir. Bu parametreler boyutsuz frekans oranlar1 olan
rl:a)y ver, :Sy “dir.
@ 0]

(3.42) esitliginin genellestirilmesi igin;
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) 4o 1 v e .
= %) , L= % , 0= a)_zl ve 7= Ea)t dontistimleri  yapilarak
boyutsuz hale getirilmistir. Incelenen durum séniimsiiz durum oldugundan (A4, =0)

sistemin dinamik denklemi;

X"+ [5 +8e¢r, €os(27) + 2 cos(4z) + % &t cos(&)} x=0 (3.43)

seklindedir. Burada;
S =417 +4r)? +%52
olarak tanimlanir.

3.2.1 Kanatgik-Disk-Saft Sisteminin Parcali Fonksiyon Yaklasim

ile Analizi

Bu kisimda; (3.43) denklemindeki cos(27), cos(4r) ve cos(87) fonksiyonlart pargali
fonksiyon seklide ifade edilerek parametre diizleminde (J,¢) ikililerine karsilik

gelen A degerlerine gore kararlilik haritasi olusturulmustur.

Hareket denklemi;

. 0 1
| X(7) X(7)
B {X’(r)} —(5 +8er, cos(27) + 2&* cos(47) +%g4 cos(8z)) 0 L‘((r)}
(3.44)
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cos(8t)

Sekil 3.10 : Cos(8t) Fonksiyonu ve Pargali Fonksiyon Yaklagimi

X(T) =exp(AT)x(0) (3.45)
Denklemindeki durum gegis matrisi 12 pargaya ayrilarak;

X(T) =exp(A,t) exp(At)........... exp(At)x(0) (3.46)

Seklinde yazilir. Burada her bir [A] matrisi (0,¢) ikililerine gore deger alarak

hesaplanir. Diger baslangic kosul icin diger ¢6ziim de bulunduktan sonra

A=u(T)+v(T) degerleri bulunarak Floquet teoreminde verilen kriterlerle

karsilagtirilip analiz gergeklestirilir. Elde edilen sonuglar, gelecek kisimda uygulanan

pertiirbasyon metodu ile bulunan sonuglarla ayni grafiklerde sunulacaktir.

3.2.2 Kanatgik-Disk-Saft Sisteminin Pertiirbasyon Metodu ile

Analizi

Burada pertiirbasyon metodunun prosediirleri uygulanarak;
X(7,€) = X, (7) + &X,(2) + 2%, (7) + %%, (2) + *X, () +... (3.47)

S=n’+¢&6,+&°6,+&°0,+&"5, +... (3.48)
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olarak yazilir. [Al-Nassar et al, 2006]

o) :x/+n’*x,=0

O(e) D X!+ n?X, = —3,X, —8r, cos(27) X,

O(&?) LX) +N%X, = &, X, — &,X, —8r, 0S(27) X, — 2¢0s(47)X,

0o(e%) DXY +NPX, = —5,X, — 5, X, — O, X, — 8, C0S(27) X, — 2C0S(47)X,

O(&*) LX)+ NPX, = =0, %, — 0, %, — 5% — 5, X, —8F, c0S(27) X, — 2C0S(47)X, — % cos(87)Xx,

& un kuvvetlerine gore diizenlenen diferansiyel denklem n=1,2,3,4 degerleri igin
incelenerek kararli-kararsiz bolgeler arasi smir egrilerini veren egri denklemleri

yaklasik olarak elde edilecektir.

n=1

2 2
X =acos(r) + 8r—22aCOS(3T) + gza{— 2r28 1COS(3T) + 2r, +1

COS(ST)}

2 2 2
+e’r,a r, 1 cos(37) — 4r, —1 cos(57) + [, +2
24 144

cos(h)} +...

2 2
2r, 1sin(3r)+2r2 +1

x:bsin(r)+gr—22bsin(3r)+gza{

COS(SZ’):|

ry -1

2 2
+ e3r2b{ ar, 1 "
24

] +2 .
sin(5 sin(7
(57) + v (r)}+

sin(37) +

S=1-¢gdr,—&?2r? +&*(r) -Dr, &’ (n”-1)* N
o 2 6 (3.49)

2 1y2
(r2-17°

- (3.50)

S =1+edr,—&°2r? - & (r,)) -Yr, - &*
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2
X = acos(27) + grza[—1+ %cos(4r)} refa e +3

cos(67)

2 2
reira| B 7L, 17201180 2 +11
3 864

cos(&)} +

4r? +3

X = bsin(27)+gr§2bsin(4r) L& sin(67)

20r -33 +11
+e’rh| - —2—""sin sin(87) |+
2 |: 864 ( ) 440 ( T)}

(3.51)

4 2
S=d4 s @rzz_l _ 4| 12208r," —2094r° +27 | |
3 864

4 2
S=4+¢° —ﬂr22+1 +&t 80r, —168r," ~27 +... (3.52)
3 864

n=3

2 2 _
x =acos(3r) + grzaB cos(57) —%cos(r)} + gza{ r24glcos(7r) + 2r, 1

cos(r)}

2 2 2
+e’r,a m -8 cos(57) — 21, 1cos(r) + 20 +7 cos(97) |+
320 32 1440

2

2
X = bsin(37) + grzbEsin(Sr) —%sin(r)} + gzb{rzl‘r—;rlsin(?r) _2h _1sin(r)}

2 2 2
+e3r2brr§20 8 sin(57)— 2220 Loin()+ 2124 4*07 sin(gf)}

(3.53)

4 2
5=9+6r —g3r22(r22—1)+e{13r2 825”2 +8}
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(3.54)

4 2
S=9+&r7 +&%2(r, -1+ & {_275 — 41, +8}+...

80

n=4

4r? -3 . 4r? +5
48 240

2 _ 2 2
5 {525 75008(&)+ 4412 +57 4r? +17

X =acos(4r)+er,a E cos(67) — % COS(ZT):| + gza{ COS(8T):|

+e’r,a cos(27) +

2 cos(107) | +...
1080 5040

2
X = bsin(4z)+ grzbEsin(Gr) —%sin(Zr)} + gzb[M;TgSsin(Br)}

2 2 2
520" 75 i 62y + 2%~ B singar) + 21T

+esr2b{ sin(lOr)}+...

(3.55)

— 4 2
5216457 S p2 4 go| 106725 +4200r, — 7875
o 54000

(3.56)

— 4 2
5216+ & % . +g4[ 5072r," +11400r, +12375}r

54000

Burada, agilimin gegerli olmasi icin & igeren terimin &*' igeren terimden daha

kiigiikk olmalidir. O halde gore gegerli bir agilim i¢in asagidaki sartlar saglanmalidir.

2 2
1>> g4, gar, >> g22r,} £°2r2 >> £3(r? -, g2 =Dr,>>¢&" (- 5 )

Bu kosullardan goriilmektedir ki € *un kiigiik degerleri i¢in (& <<1), agilimin gegerli

olmasi i¢in r, =0 olmalidir. Benzer kriter, 6 4,6 9,5 =16 noktalarindan ¢ikan

diger kararlilik kollar1 i¢in de yazilabilir.

Parametre diizleminde kararli ve kararsiz bolgeler arasi gecis egri denklemlerini
veren (3.49)-(3.56) esitliklerinden yararlanarak elde edilen kararlilik bolgeleri Sekil
3.11, Sekil 3.12, Sekil 3.13 ve Sekil 3.14’te verilmistir. Mavi bolgeler parcali

fonksiyon metodu ile elde edilen kararsiz bolgeleri gosterirken, beyaz olan bolgeler
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ise ayn1 metotla elde edilen kararli bolgeleri gostermektedir. Pertiirbasyon metodu ile

elde edilen sinir egrileri ise kirmizi egrilerle temsil edilmektedir.

0 05 15 2 25 3
sigma

Sekil 3.11 : Parcali Fonksiyon Yaklasimi ile Elde Edilen Kararlilik Haritas1 (mavi)
ve Pertiirbasyon (kirmizi) Metodu ile Olusturulan Sinir Egrileri (0 <6 <3)

Sekil 3.11°da 0<o6 <3 araligi i¢in elde edilen kararlilik bolgeleri verilmistir.

Burada; A(S,&) noktasi kararsiz bolgede, B(5,&) noktasi sinir egri lizerinde ve
C (0, &) noktasi kararli bolgede segilmistir. Bu noktalara gore elde edilen ¢oziimler

zamana bagl olarak c¢izdirilmis ve elde edilen grafikler Sekil 4.14, Sekil 4.15 ve
Sekil 4.16°da verilmistir.

1
4 4.1 42 4.3 44 45 48 47 4.8
sigma

Sekil 3.12 : Pargali Fonksiyon Yaklasimi ile Elde Edilen Kararlilik Haritas1 (mavi)
ve Pertiirbasyon (kirmizi) Metodu ile Olusturulan Sinir Egrileri (4 <6 <4.8)
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Sekil 3.12’de 4<6<4.8 araligi icin elde edilen kararlilik bolgeleri verilmistir.
Burada; A(S,&) noktasi kararsiz bolgede, B(0,&) noktasi sinir egri iizerinde ve
C(0,¢) noktas1 kararli bolgede se¢ilmistir. Bu noktalara gore elde edilen ¢éziimler

zamana bagl olarak c¢izdirilmis ve elde edilen grafikler Sekil 4.17, Sekil 4.18 ve
Sekil 4.19°da verilmistir.

10 %
0.9\

0.8 \\

aaﬁﬂ-qm’

91 9.2 93 9.4 95 9.6
sigma

Sekil 3.13 : Parcali Fonksiyon Yaklasimi ile Elde Edilen Kararlilik Haritasi (mavi)
ve Pertiirbasyon (kirmizi) Metodu ile Olusturulan Sinir Egrileri (8.9<6<9.6)

Sekil 3.13’de 8.9<6<9.6 aralig1 i¢in elde edilen kararlilik bolgeleri verilmistir.
Burada; A(0,&) noktasi kararli bolgede, B(05,&) noktast siir egri iizerinde ve
C (0, &) noktasi kararsiz bolgede secilmistir. Bu noktalara gore elde edilen ¢ozlimler

zamana bagh olarak ¢izdirilmis ve elde edilen grafikler Sekil 4.20, Sekil 4.21, Sekil
4.22 ve Sekil 4.23°de verilmistir.
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0.2r

01-

1 1 1 | 1 1 1 1 ]
‘?5.9 1595 16 16.056 161 1615 16.2 16.25 163 16.35 16.4
sigma

Sekil 3.14 : Parcali Fonksiyon Yaklasimi ile Elde Edilen Kararlilik Haritas1 (mavi)
ve Pertiirbasyon (kirmizi) Metodu ile Olusturulan Sinir Egrileri (15.9<6<16.4)

Sekil 3.14’de 15.9<6 <16.4 araligi icin elde edilen kararlilik bolgeleri verilmistir.
Burada A(S,&) ve B(J,&) noktalari kararsiz bolgede ve C(J,¢&) noktast kararl
bolgede segilmistir. Burada B(o,&) noktasi pargali fonksiyon yaklagimiyla elde
edilen sonuca gore kararsiz bolgede iken pertiirbasyon metoduyla olusturulan smir
egrisine gore kararli bolgede goriinmektedir. Bu noktalara gore elde edilen ¢oziimler
zamana bagli olarak ¢izdirilmis ve elde edilen grafikler Sekil 4.24, Sekil 4.25 ve
Sekil 4.26’da verilmistir. Grafikler incelendiginde pargali fonksiyon yaklagimiyla

bulunan sonucun dogru oldugu goriilmektedir.
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. F(18,0.0
7/
/ “—18 1 O
/

159 10 0. 142 ) 164

Sekil 3.15 : incelenen Sistem i¢in Elde Edilmis Kararlilik Bélgeleri
[Al-Nassar et al, 2006]

Sekil 3.15’te ayn1 sistem iizerinde yapilan analiz sonuglari[Al-Nassar et al, 2006]
verilmistir. Sekildeki mavi bolgeler sayisal bir metotla elde edilen kararsiz bolgeleri
ve mavi cizgiler ise pertiirbasyon metodu ile elde edilen ve bu g¢alismada da
kullanilan smir egri denklemlerinden olusturulmus, kararli ve kararsiz bolgeyi ayiran
gecis egrileridir. Burada ortaya konan sayisal metotlarla elde edilmis olan bolgeler
ile parcali fonksiyon yaklasimi ile elde ettigimiz sonuglarin ayni oldugu
goriilmektedir. Kullanilan sayisal metotla sonuca gidilmesinin ¢ok uzun zaman aldig1
g6z Oniine alindiginda Floquet teoremi ile birlestirilmis olarak kullanilan pargali

fonksiyon yaklagiminin katkis1 goriilmektedir.
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4 UYGULAMA SONUCLARI

4.1 Sarkac Sistemi Icin Elde Edilen Sonuclar

Incelenen sarkag¢ sisteminde Floquet teoremi ile birlestirilmis pargali fonksiyon
yaklasimi ile parametre diizleminde kararlilik haritalar1 olusturulmus ve Linstedt
pertiirbasyon metodu ile elde edilen kararli ve kararsiz bolgeleri ayiran siir egrileri
cizdirilerek her iki yontemle elde edilen sonuglar karsilastirilmistir. Ayrica elde
edilen kararlilik haritalar1 lizerinde ¢esitli noktalar segilerek sistemin yaniti sayisal
olarak diferansiyel denklemin ¢oziilmesiyle elde edilmistir. Sonu¢ olarak
pertiirbasyon metodu ile elde edilen sinir egrilerinin & ’un kiiciik degerleri icin iyi
sonug verdigi ancak ¢ >0.5 degerleri i¢in baz1 bolgelerde yakinsama probleminin
oldugu goézlenmistir. Buna kargin pargali fonksiyon yaklasiminda ¢ parametresi ile
ilgili bir kisitlamanin olmadig1 gézlenmistir. Ancak secilen pargali fonksiyonun bir
periyot boyunca boliindiigli aralik sayisina bagl olarak ¢oziimlerin dogrulugunun da
degisecegi goz onilinde bulundurulmalidir. Parametre diizleminde segilen ikililerden

elde edilen ¢oziimlerin zamana bagl grafikleri Sekil 4.1 - Sekil 4.13’te sunulmustur.

x 107

yer degistirme
w
T

0 20 40 60 80 100
zaman(s)

Sekil 4.1 : A(-0.273, 0.795) Noktasi i¢in Elde Edilen Coziim (-0.4<6<0.7)
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yer degistirme
o

-0.5

0 100 200 300 400 500
zaman(s)

Sekil 4.2 : B(-0.207, 0.774) Noktasi i¢in Elde Edilen Céziim ( —0.4<6<0.7)

x 10
5
4 f
3
o
E {
s 2
R
U’ j
o)
° 1
E /
>
0 /\\/
1 ¥
-2
0 20 40 60 80 100

zaman(s)

Sekil 4.3 : C(-0.142, 0.75) Noktas1 i¢in Elde Edilen C6ziim (-0.4<6<0.7 )

50
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awunsibap 18h

:
500

1500 2000 2500

1000

zaman(s)

Sekil 4.4 : D(0.035, 0.315) Noktasi1 i¢in Elde Edilen Coziim (-0.4<6<0.7)

L N 1.+ 1 O 1y o 1o

awunsibap 1ok

100

80

60

40
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zaman(s)

Sekil 4.5 : E(0.11, 0.317) Noktasi i¢in Elde Edilen Coziim (-0.4<6<0.7 )



Sekil 4.6 :

Sekil 4.7
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F(0.146, 0.193) Noktasi i¢in Elde Edilen Coziim (-0.4<6<0.7 )
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G(0.578, 0.877) Noktasi i¢in Elde Edilen Coziim (-0.4<6<0.7 )
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Sekil 4.8 : A(0.94, 0.79) Noktasi i¢in Elde Edilen Céziim (0.7<6<15)
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Sekil 4.9 : B(0.955, 0.792) Noktasi i¢in Elde Edilen C6ziim (0.7<6<1.5)
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Sekil 4.10 : C(1.1917, 0.721635) Noktast i¢in Elde Edilen Céziim (0.7 <5 <15 )
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400 600 800 1000

200

zaman(s)

Sekil 4.11 : D(1.2148, 0.81134) Noktas1 i¢in Elde Edilen Coziim (0.7 <6 <15 )
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Sekil 4.12 : E(1.2049, 0.8377) Noktasi i¢in Elde Edilen Coziim (0.7 <6<1.5)

200

-15
Sekil 4.13 : F(1.018181, 0.170184) Noktasi i¢in Elde Edilen Céziim (0-7/ <6 <1.5 )
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4.2 Kanatcik-Disk-Saft Sistemi icin Elde Edilen Sonuclar

Incelenen kanatcik-disk-saft sisteminde Floquet teoremi ile entegre pargali fonksiyon
yaklasimi ile parametre diizleminde kararlilik haritalar1  olusturulmus ve
makalede[Al-Nassar et al, 2006] verilen, Linstedt pertiirbasyon metodu ile elde
edilmis smr egrileri ¢izdirilerek her iki yontemle elde edilen sonuglar
karsilastirilmistir. Ayrica olusturulan kararlilik haritalar1 tizerinde ¢esitli noktalar
secilerek sistemin yaniti sayisal olarak diferansiyel denklemin ¢oziilmesiyle elde
edilmistir. Sonug¢ olarak Onerilen yontemin makaledeki sayisal yontem ¢oziimiiyle
uydugu ayrica Floquet teoremi ile birlestirilmis parcali fonksiyon yaklasiminda &
parametresi ile ilgili bir kisitlamanin olmadig1r gozlenmistir. Ancak segilen parcali
fonksiyonun bir periyot boyunca boliindiigii aralik sayisina bagl olarak ¢oziimlerin
dogrulugunun da degisecegi goz oniinde bulundurulmalidir. Pertiirbasyon metodunda
ise dogru sonucun elde edilmesi, &’un kuvvetlerine gore yapilan acilimin
yakinsamast ve ¢’un 0.5’ten kii¢iik degerli olmasi gibi kisitlara baghdir. Her iki
metottan yararlanarak elde edilen parametre diizleminden segilen ikililerden elde

edilen ¢oziimlerin zamana bagh grafikleri Sekil 4.14 - Sekil 4.26’da sunulmustur.
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Sekil 4.14 : A(1.502, 0.415) Noktasi i¢in Elde Edilen C6ziim (0 <6 <3)
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Sekil 4.15 : B(1.5, 0.32) Noktasi i¢in Elde Edilen Coziim (0< 6 <3)
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5 SONUC

Bu calismada, hareket denklemi Mathieu tipi denklem olan periyodik hareket eden
sistemlerin dinamik kararliligi incelenmistir. Kararlilik analizinde, Mathieu tipi
hareket denklemi, bazi doniistimlerden gegirilerek parametrik olarak yazilip
genellestirilmistir ve kararlilik bolgeleri parametre diizleminde olusturulmustir.
Kararlilik bolgelerinin olusturulmas: iki farkli sekilde yapilmistir. Birincisi; tim
parametre diizlemindeki ikililerin tek tek sinanmasiyla ki bu islem sayisal yontemler
kullanilarak yapilmistir. Digeri ise kararli ve kararsiz bdlgeler arasini ayiran
siir/gecis egrilerinin  olusturulmast ile yapilmistir. Bu ¢alismadaki parametre
diizleminin taranmasi islemi, hareket denklemi dogrusal adi diferansiyel denklem
olan sistemlerin kararlilik analizinde kullanilan Floquet teoremine dayanmaktadir.
Siniizoidal parametrik tahrik fonksiyonunun yerine bir “parcali dogrusal fonksiyon
yaklagimi1” onerilerek ve durum gegis matrisinin 6zelliklerinden yararlanarak Floquet
teoreminin sonucunda ortaya konan kararlilik kriterlerine gore siniflandirma yapilip
kararlilik haritalar1 olusturulmustur. Onerilen yontem ilk olarak, basit bir sistem olan
sarkag sisteminde uygulanmistir. Olusturulan kararlilik haritalari, Lindstedt
pertiirbasyon metoduyla elde edilen smir egrileriyle karsilastirilmistir. Ikinci olarak,
yine parcali fonksiyon yaklasimi ve pertiirbasyon metotlar1 kullanilarak, verilen
kanatgik-disk-saft sisteminde Al-Nassar ve Al-Bedoor tarafindan ortaya konan
hareket denklemi referans alinarak, saftin burulma titresimleri tarafindan tahrik
edilen kanatcik titresimlerinin dinamik kararlih@ incelenmistir. Onerilen parcali
fonksiyon yaklagimi yonteminin gilivenilirliginin kontrolii i¢in olusturulan kararlilik
haritalar1 iizerinde segilen ¢esitli noktalara karsilik gelen parametrelerle hareket
denklemi ¢oziimlerinin zamana baglh grafikleri kullanilarak sonuclar incelenmistir.
Elde edilen sonuglar incelendiginde karmasik hesaplamalara dayali pertiirbasyon
metodu yerine ve uzun zaman alan sayisal metotlar kullanilarak yapilacak analizler
yerine daha kisa zamanda sonuglarin elde edilebilecegi ve pertiirbasyon metodunda
bahsedilen kisitlar1 olmayan parcali fonksiyon yaklasimiyla dinamik kararliligin

incelenmesinin uygun bir metot oldugunu ortaya konmustur.
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8 EKLER

Bu kisimda pargali fonksiyon yaklagimi yaparak, sarkag¢ sisteminin ve kanat¢ik-disk-
saft sisteminin kararlilik analizinde kullanilan MATLAB kodlar1 verilmistir.

%$sarkac sistemi

%cos(t) 12 pcs'de, E matrisi ve deltanin bulunmasi
clear all

tic;

h1=3* (2-sqrt (3)) /pi;

h2=3* (sqrt (3)-1) /pi;

h3=3/pi;

parameters stable=zeros (100,2);
parameters unstable=zeros (100, 2);

m=0;
k=0;
for alfa=1.7:0.01:2.5

for beta=0:0.01:1
Al=[0 1;-(alfa + beta*h3) 0];
A2=[0 1;-(alfa + beta*h2) 0];
A3=[0 1;-(alfa + beta*hl) 07];
Ad=[0 1;-(alfa - beta*hl) 0];
A5=[0 1;-(alfa - beta*h2) 0];
Ao=[0 1;-(alfa - beta*h3) 0];
A7=[0 1;-(alfa - beta*h3) 0];
A8=[0 1;-(alfa - beta*h2) 0];
A9=[0 1;-(alfa - beta*hl) 0];
Al10=[0 1;-(alfa + beta*hl) 01];
All=[0 1;-(alfa + beta*h2) 0];
Al12=[0 1;-(alfa + beta*h3) 0];
u0=[1; 0];
v0=[0 ;17;

$her bir parcanin durum geg¢is matrisi carpilarak 0-2pi (1l periyot)
%arasi durum gecis matrisi bulunmasi
A=[Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 Al10 All Al2];

for 1=1:2:23
ul0=expm (A (1:2,i:1+1)*pi/6)*ul;
vO=expm(A(1:2,1:i+1) *pi/6) *v0;
end

u_ 2pi=ul;
v_2pi=v0;

E=[u 2pi v _2pil];

delta=abs(E(1,1)+E(2,2));

mu_=eig(E);

flag=imag (mu_(1,1))==0 && imag(mu_ (2,1))==0;

00 00000000000000000000 .
5%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% strutt diagram

if delta<2



mu_=eig(E);
display ('l 1 kosul')

if imag(mu_ (1,1))~=0 && imag(mu_(2,1))~=0
display ('l 2 kosul')

k=k+1;
parameters stable(k,1)=alfa;
parameters stable(k, 2)=beta;

end

elseif delta<2 && flag==
hold on

plot(alfa,beta, '*")
drawnow;
mu_
mutlak mu=abs (mu )
m=m+1;
parameters unstable(m,1l)=alfa;
parameters unstable (m, 2)=beta;
plot(alfa,beta, '*")

drawnow;
mu_
mutlak mu=abs (mu )

else

hold on

plot(alfa,beta, '*")
drawnow;
mu_
mutlak mu=abs (mu )
m=m+1;
parameters unstable(m,1)=alfa;
parameters unstable (m, 2)=beta;
plot(alfa,beta,'*")
drawnow;
mu_
mutlak mu=abs (mu )

end

end

end

xlabel ('alfa');
ylabel ('beta');
toc
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%$Burada cos(wt) n=12 parcaya bolunerek yaklasim yapilmis

tic

hl=3* (2-sqrt (3)) /pi;
h2=3* (sqrt (3)-1) /pi;
h3=3/pi;

hold on

r2=0.4;
k=0;
m=0

’

% parametre diizdelminde kararli ve kararsiz bdlgelere karsilik gelen
% i1ikililer ayri ayri matrislerde saklanmistir

parameters stable=zeros (100,2);

parameters unstable=zeros (100, 2);

for alfa=8.8:0.01:9.8
for beta=0:0.01:1

fdurum gec¢is matrislerinin hesaplanmasi icin
%$herbir parcanin A matrisi hesabi
Al=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*h3+2*beta”2*h3+.5*beta”4*h3) 0];

A2=[0 1l;-(alfa +8*beta*r2*h3+2*beta”2*h3+.5*beta”4* (h2)) 0];

A3=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*h3+2*beta”2* (h2)+.5*beta”4* (hl)) 0];

Ad4=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*h3+2*beta”2* (h2)+.5*beta”4* (-hl)) 0];
A5=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*h2+2*beta”2* (hl)+.5*beta”4* (-h2)) 0];
A6=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*h2+2*beta”2* (h ) .5*beta™4* (-h3)) 0];
A7=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*h2+2*beta”2* (-hl)+.5*beta™4* (-h3)) 0];
A8=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*h2+2*betaA2*(— 1)+.5*beta™4* (-h2)) 0];
A9=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (hl)+2*beta”2* (-h2)+.5*beta”4*(-hl)) 0];
A10=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (hl)+2*beta”2* (-h2)+.5*beta”4*(hl)) 0];
Al1=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (hl)+2*beta”2* (-h3)+.5*beta”4*(h2)) 0];
Al2=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (hl)+2*beta”2* (-h3)+.5*beta”4*(h3)) 0];
Al3=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-hl)+2*beta”2* (-h3)+.5*beta”4* (h3)) 0];
Al4=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*(-hl)+2*beta”2* (-h3)+.5*beta”4* (h2)) 0]1;
A15=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-hl)+2*beta”2* (-h2)+.5*beta”4*(hl)) 0];
Al6=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-hl)+2*beta”2* (-h2)+.5*beta”4*(-hl)) 01];
Al17=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h2)+2*beta”2* (-hl)+.5*beta”4*(-h2)) 01];
Al18=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h2)+2*beta”2* (-hl)+.5*beta”4*(-h3)) 01;
Al19=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*(-h2)+2*beta”2* (hl)+.5*beta”4*(-h3)) 0];
A20=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*(-h2)+2*beta”2* (hl)+.5*beta”4*(-h2)) 07;
A21=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h3)+2*beta”2* (h2)+.5*beta”4*(-hl)) 01;
A22=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h3)+2*beta”2* (h2)+.5*beta”4*(hl)) 0];
A23=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h3)+2*beta”2* (h3)+.5*beta”4*(h2)) 01;
A24=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h3)+2*beta”2* (h3)+.5*beta”4*h3) 0];
A25=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h3)+2*beta”2* (h3)+.5*beta”4*h3) 0];
A26=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h3)+2*beta”2* (h3)+.5*beta”4*(h2)) 01;
A27=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h3)+2*beta”2* (h2)+.5*beta”4*(hl)) 01;
A28=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h3)+2*beta”2* (h2)+.5*beta”4*(-hl)) 01;
A29=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*(-h2)+2*beta”2* (hl)+.5*beta”4*(-h2)) 01;
A30=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*(-h2)+2*beta”2* (hl)+.5*beta”4*(-h3)) 01;
A31=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h2)+2*beta”2* (-hl)+.5*beta”4*(-h3)) 01;
A32=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-h2)+2*beta”2* (-hl)+.5*beta”4* (-h2)) 01;
A33=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (-hl)+2*beta”2* (-h2)+.5*beta”4*(-hl)) 0];
A34=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*(-hl)+2*beta”2* (-h2)+.5*beta”4*(hl)) 0];
A35=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*(-hl)+2*beta”2* (-h3)+.5*beta”4* (h2)) 0];
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A36=[0 1;-(alfa +8*beta*r2*(-hl)+2*beta”2* (-h3)+.5*beta”4*(h3)) 0];

A37=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (hl)+2*beta”2* (-h3)+.5*beta”4* (h3)) 0]
A38=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (hl)+2*beta”2* (-h3)+.5*beta™4* (h2)) 0]
A39=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (hl)+2*beta”2* (-h2)+.5*beta”4*(hl)) 0]
A40=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (hl)+2*beta”2* (-h2)+.5*beta”4*(-hl)) O
A41=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (h2)+2*beta”2* (-hl)+.5*beta”4*(-h2)) O
A42=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (h2)+2*beta”2* (-hl)+.5*beta”4*(-h3)) O
A43=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (h2)+2*beta”2* (hl)+.5*beta”4*(-h3)) 0]
A44=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (h2)+2*beta”2* (hl)+.5*beta”4* (-h2)) 0]
A45=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (h3)+2*beta”2* (h2)+.5*beta™4*(-hl)) 0]
Ado6=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (h3)+2*beta”2* (h2)+.5*beta™4*(hl)) 0];
A47=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (h3)+2*beta”2*h3+.5*beta™4* (h2)) 01];
A48=[0 1;-(alfa +8*beta*r2* (h3)+2*beta”2*h3+.5*beta”4* (h3)) 0];
ul0=[1; 0];

v0=[0 ;11;

$her bir parcanin durum gegis matrisi carpilarak 0-2pi (1l periyot)
%arasi durum gecis matrisi bulunmasi
=[Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A1l0 All Al2 Al13 Al4 Al5 Al6...
Al7 A18 A19 A20 A21 A22 A23 A24 A25 A26 A27 A28 A29 A30 A3l
A32...
A33 A34 A35 A36 A37 A38 A39 A40 A41 A42 A43 A44 A45 Ad46 A4T
A48];
for i=1:2:95
ul=expm (A (1:2,1:i+1) *pi/48) *ul;
vO=expm (A (1:2,1:i+1) *pi/48) *v0;
end
u pi=ul;
v_pi=v0;
E=[u pi v _pi];
mu_=eig(E);

flag=imag(mu_ (1,1))==0 && imag(mu_(2,1))==0;
if abs(E(1,1)+E(2,2))<2
display ('l 1 kosul'")
if imag(mu_ (1,1))~=0 && imag(mu_(2,1))~=0

display ('l 2 kosul')

k=k+1;
parameters stable(k,1)=alfa;
parameters stable(k, 2)=beta;

end
elseif abs(E(1,1)+E(2,2))<2 && flag==
hold on
plot(alfa,beta,'*")
drawnow;
mu_
mutlak mu=abs (mu )
m=m+1;
parameters unstable(m,1l)=alfa;
parameters unstable (m, 2)=beta;
else
hold on
plot(alfa,beta, '*")
drawnow;
mu

muElakimu=abs(mu7)
m=m+1;



end

end

end

xlabel('alfa');

ylabel ('beta');

toc

parameters unstable(m,1l)=alfa;
parameters unstable (m, 2)=beta;
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