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OZET

Diflizyon, maddenin sistemin bir yerinden bagka bir yerine tasinmasi olayidir. Bu

olay dogada birgok sekilde rastlanan bir taginim mekanizmasi oldugundan hemen hemen

biitiin bilim dallar1 igin ¢ok dnemli bir yere sahiptir.

Diflizyon makroskobik diizeyde incelenirken, yayilimin fiziksel nicelikleri olan
konsantrasyon farki ve akig arasindaki iliskiyi esas alan Fick’in kanunlari temel alinir.
Bunun sonucu olarak homojen ve izotropik bir sistemde tek boyutlu diflizyon boyunca
konsantrasyon gradyentinin ¢? ile orantili olmasi beklenir. Fick diflizyonu yiizyildan
daha fazla bir zamandir yaygin bir bigimde kabul edilmis ve 1st iiretimi, gézenekli

" maddeler igerisindeki nem transferi, iyon ve membran tasinimi gibi bir gok olgu igin

uygulanmustir. Son yillarda kimya, biyoloji ve fizik te yapilan ¢alismalarda ¢

oranindaki sapmada artis olduguna dikkat ¢ekilmistir. Bu durum, °‘kural disi

(anomalaus) diflizyon’ genel adiyla gruplandirilmistir.

Polimer igerisinde penetrant diflizyonu her zaman standart Fick modeline uymaz.
Plastiksi ve camsi polimerlerde penetrant taginimi termodinamik aktiviteye ve géz 6niine
alinan sistemin sicakligina bagh olarak Fickian, Non-Fickian (anomalous), II. Hal

seklinde siniflandirilir.

Bu tezde farkli davramglar igin diflizyonun matematiksel teorisi incelenmigtir.
Peynir alti suyu proteini filmlerindeki potasyum sorbat difiizyonunun davranigini nicel
olarak tanimlamak igin bir matematiksel model olugturulmustur. Peynir altt suyu proteini
filmlerindeki potasyum sorbat yayiliminin deneysel verileri ile teorik sonuglar arasinda
bilylik bir uyum oldugu goézlemlenmistir. Yapilan analizler, Peynir alt1 suyu proteini
filmi igindeki potasyum sorbat difﬁzyonunuﬁ Non-Fickian veya anomalous davranig

sergiledigini gostermistir.

.
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SUMMARY

Diffusion is the process by which matter is transported from one part of a system
to another. Because diffusion is one of the most ubiquitous transport mechanisms in

nature, is remains a critical issue and has huge practical importance in all fields of

science.

Description of diffusion at the macroscopic level is based on Fick’s hypothesis,
which assumes proportionality between the flux and the concentration gradient of the
physical quantity diffused. A direct consequence of this is that one-dimensional

2 in homogeneous and

diffusion along a concentration gradient is expected to scale ¢
isotropic systems. Fickian diffusion has been accepted as universal for more than a
hundred years and applied to a vast number of phenomena including heat conduction,
moisture transport in porous materials and ionic and membrane transport. In the last
years, the deviation from the expected ¢'> scaling has been increasingly reported in
physics as well as chemistry and biology. This state has been grouped under the general

name of ‘anomalous diffusion’.

Diffusion of penetrants through polymers does not follow the standart Fickian
model. Penetrant transport in rubbery or glassy polymers can be classified as Fickian,
non-Fickian, Case I, depending on the thermodynamic activity and temperature of the

system in consideration.

In this thesis, the mathematical theory of diffusion is studied for the different
behavior. A mathematical model was constructed to quantitatively describe the behavior
of potassium sorbate diffusion through whey protein films. The theoretical results were
compared with the experimental data of the potassium sorbate diffusion through whey
protein films, and excellent agreements between the experimental data and the
theoretical results are observed. Analysis of showed that potasyum sorbat containing

whey protein films exhibited Non-Fickian or anomalous behavior.
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1.GIRIS
1.1 Molekiiler Difiizyon

Bir maddenin molekiillerinin kinetik enerjilerine bagli olarak rast gele
. hareketlerle bir sistemden bagka bir sisteme taginmasi islemine molekiiler yayinim
veya diflizyon denir. Molekiiller yogun olduklari ortamdan az yogun olduklan
ortama dogru yayilirlar. Difiizyon islemi agagidaki klasik deneyle agiklanabilir.

Silindir seklindeki cam kabin bir kismi iyot ¢ézeltisi ile doldurulur. Bu ¢6zelti
ylizeyine gok yavag bir sekilde saf su eklenir. Ik anda renkli ¢ozelti ve su birbirinden
bir ¢izgiyle veya incecik bir zarla ayrilmis gibi ayr1 haldedir. Kisa bir miiddet sonra
tist kisim renklenmeye baslar. Yiizeye dogru berraklik azalip, su soluk bir renk alir.
Dipteki ¢ozeltinin de renk yogunlugunun azaldigs goriiliir. Belli bir siire sonunda da
tim ¢bzelti tek renk goriiniir. Sadece gozlem yapilarak bile, bu deneyde iyot

molekiillerinin bazilarinn kabin alt kismindan tist kismina tagindig1 s6ylenebilir.

Deney fiziksel olarak su sekilde yorumlanabilir: Iki ¢6zeltinin molekiilleri
stirekli bir titresim hareketi i¢indedir. Bu hareket esnasinda molekiiller igerisinde
bulunduklar1 kabin geperlerine ve birbirlerine biiyiik bir hizla rast gele carparlar.
Cozeltiler arasinda yar1 gegirgen bir zar var olsa bile bu molekiillerden bazilar1 bu
zarin gozeneklerine rastlayarak, gézeneklerin iginden gegerler ve diger taraftaki
cozeltiye katilirlar. Bu sekilde gergeklesen, tek bir molekiiliin hareketi diizensiz-
ylriiylis veya rast gele hareket (Random Walk) olarak adlandirilmustir (Crank, 1975).

Boylece o molekiiliin kars: taraftaki ¢ozelti igerisindeki konsantrasyonu artmis olur.

Ozet olarak durgun bir akigkan iginde konsantrasyon farki ile kiitle
transferinin olmasi1 diflizyon (yaymmm) olayr ile agiklanmaktadir. Bu aligveris
molekiillerin zarin her iki tarafindaki veya ortamdaki konsantrasyonu esit oluncaya

kadar devam eder. Yani sonugta es konsantrasyonda bir karisim elde edilir.
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Buna benzer bircok gézlemi sadece sivilar i¢in degil, gazlar igindéq sualémak
miimkiindiir. Katilarda ise molekiil hareketleri daha yavas oldugu i¢in sivilardaki gibi
difiizyon olaym gézle gérmek pek miimkiin degildir. Béyle 6reklerde gozlemlenen
difizyon olayi, kinetik teoriye gdre molekiillerin termal enerjilerine bagli olarak
yaptiklar: titresim hareketlerinin bir sonucudur. Bilindigi gibi kinetik teoriye gore
molekiiller sicakliga bagli olarak belli bir termal enerjiye sahiptirler. Mutlak sifir
derecesinin (-273°C) {izerindeki sicakliklarda maddeyi olusturan molekiiller bu
enerjiden dolay1 siirekli hareket halindedir. Sivt ve gazlarda bu hareket molekiiller
birbirinden bagimsiz davranmasina izin verecek kadar biiyiiktiir. Bu hareket "Brown
hareketi" olarak bilinir. Hareketin sikligi ve biiyiikliigii ortam sicakligiyla dogru
orantil1 olarak artar. Bir molekiiliin komsu bir molekiille ¢arpistiktan sonra baska bir
komgu molekiille ¢arpisincaya kadar alabilecegi mesafeye ortalama serbest yol denir.
Akigkan ortam igerisinde bir bilesenin konsantrasyon farki varsa, o bilesene ait
molekiiller kinetik teoriye gére yaptiklar hareketi azalan konsantrasyonlar1 yoniinde
yapmay tercih ederler ve sonugta biitiin ortam i¢inde konsantrasyonlar1 aynt degere
ulagir. Bu islem sonucu, bir molekiiliin aldigi net yol, zig-zag seklindeki titresim
hareketinden dolay1 kat ettigi gercek yoldan ¢ok daha kisa olarak goriiliir. Bunun
neticesinde de net hareket mesafesi dikkate alindiginda, difiizyonun gok yavas bir
hareket oldugu anlasilir  (http://www.geoticies.com/piratord/browni/Difus.html,
2005).

Farkli konsantrasyonlarda madde igeren béliimler birbirinden bir zarla
ayrilmigsa diflizyon, molekiillerin 6zelliklerinden bagka konsantrasyon farki ve

difiizyon sabiti yaninda zarin 6zelliklerine de baglidir. Bu 6zellikler sunlardir:

1. Carpma sikli1 ve konsantrasyon farkinin (elektro kimyasal fark) 6nemi:
Bir molekiilin A sisteminden B sistemine ve oradan da tekrar geriye gegis hizi,
molekiillerinin zarin her iki tarafina ¢arpma sikhigina baghidir. Carpma siklig1 da,

molekiiliin konsantrasyonunun zarin her iki tarafindaki yogunluguna baglidir.



Buradan su sonug cikarilabilir: Belli bir molekiil i¢in her iki sistem arasindaki

konsantrasyon farki en yiiksek degerde iken, o molekiiliin A sisteminden B sistemine -

gegisi en fazla miktarda olur.

2. Difiizyon hiz1, mutlak sicaklik (ortalama 273 °K oda sicakligl) ile orantilidir.
260 — 280 °K arasinda degisen mutlak sicaklik derecelerinin difiizyon hiz1 tizerindeki

etkileri goz ard1 edilebilecek kadar kiigiiktiir.

3. Molekiil agirligi: Difiize olan bir molekiiliin agirhgi ne kadar fazla ise,
zara ¢arpma siklig1 ve diffizyon ile gegis huizi da o derece az olur. Diger bir deyisle,
bir ortamdaki molekiilin hizi, molekil agirhigs ile ters orantihidir. Kiigiik
molekiiller hizli hareket ettiklerinden dolay1 zarla sik sik g¢arpisirlar; boylelikle
difiizyon ile zardan geg¢is oranlan fazladir. Oysa biiyiik molekiiller diisiik hizda
hareket edip zara daha seyrek garptiklari igin zardan yavas gegerler.

4, Zar direnci:

a) Zarin kendisine baglh direng: Zarin molekil gegisine karsi

direnci; zar kalin, zar igindeki gdzeneklerin sayisi az ya da gdzenekler dar ise,
yiiksektir.
Ayrica zarin ylizey alani, gdzeneklerin geometri ve dagilimi, yiizey karakteristikleri

(ytik ve molekiiliin suya olan ilgisi) de molekiil gegisini etkiler.

b) Zara komsu bolgelerde bulunan durgun sivi tabakalarina bagl direng: Zarin her
iki tarafindaki karigmamug sivi tabakalari, zar yiizeyindeki efektif konsantrasyon
farkimi azaltarak molekiil gegisini engellerler (Trablus, www.tsn.org.tr/pazartl/

membran_transport mekanizmalari.pdf, 2005).



1.2 Knudsen Difiizyon

Katilar igindeki difiizyon incelenirken bir 6nceki bolimde detayli olarak
incelenen molekiler difiizyonun yam sira Knudsen diflizyonunu ve yiizey

diflizyonunu da dikkate almak gerekmektedir.

Sekil 1.1°de gosterildigi gibi molekiillerin ortalama serbest yol uzunlugu,
gbzeneklerin (porlarin) ¢apindan daha kiigiik ise, molekiiller gézenek geperlerine
carpmadan difiizyon ile azalan konsantrasyon yo6niinde kati madde igerisinde hareket
ederler. Eger ortalama serbest yol, gbzenek capindan daha biiyiik uzunlukta ise
molekiillerin birbirleri ile ¢arpigmadan 6nce gozenek ¢eperi ile carpisma olasiliklari
daha fazladir. Bu sekilde hem birbirleriyle hem de gézenek g¢eperleriyle garpigmalar
sonucu madde i¢inde ilerleyen molekiillerin bu hareketine Knudsen difiizyonu denir.
Bunlarin yam sira, gbzenek ylizeyinde bir noktaya tutunan bir molekiil, yiizeyi terk

etmeden ylizey lizerinde azalan konsantrasyon yoniinde hareket edebilir. Buna da

yiizey diflizyonu denir.

Cogunlukla  uygulamalarda yilizey diflizyonu Onemli  oranlarda

gergeklesmediginden, molekiiler ve Knudsen diflizyonu yaninda ihmal edilmektedir

(Uysal, 2003).

E 3
Gozenekli partikiil Gozenek iginde Godzenek iginde
molekiiler diftizyon Knudsen diftizyonu

Gozenek iginde

yiizey diflizyonu

Sekil 1.1.Gozenekli kati iginde difiizyon (Uysal, 2003).
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A molekiilii diger molekiillerden ziyade gbozenek duvariyla g;arplsariz“t bir “I’l“f\l()}@‘k“ﬁl

olsun. Gazlarin kinetik teorisi dikkate alinip, gdzeneklerin diiz ve silindirik yapida

olduklani varsayum yapilirsa Knudsen diflizyon katsayisi asagidaki gibi ifade”

edilebilir.

esitligi ile verilen ortalama molekiil hizidir. Burada;
T :sicaklik, K

R :genel gaz sabiti, 0.08205 n’.atm /(kg.mol . K)
M, :”A” bileseninin molekil agirligi, kg

D,, :Knudsen difiizyon katsayisi, m> /s .

(1.1)

(1.2)

Gozenekli pargacik igerisinde hem molekiiler difiizyonun hem de knudsen

difizyonunun etkin olabilecegi durumlarda ise bir toplam etkin difiizyon katsayismin

kullamilmas1 gerekir. Bu yaymim katsayist es molar ve ters yonlii difiizyon igin

agagidaki gibi yazilabilir.

1 1
+

1
D, D, Dy,

(1.3)

e



1.3. Difiizyon Mekanizmalar

Biitiin yayimm islemlerinde yayilan molekiiller igin ‘rast gele hareket’ genel
bir 6zellik olmasina ragmen maddenin farkl tiirlerine bagl olarak énemli farklar da
olugsmaktadir. Temel olarak, yayilma giicti (difiizivite); molekiillerin titresim frekansi
ve aralarindaki uzakliga baghdir. Bu iki 6zellik metaller, seramikler, likitler... vb
malzemelerdeki difiizyonun herhangi birine bagli olmaksizin karakterize edilebilir.

Yani bu 6zellikler ortamdan bagimsizdirlar.

Diflizyon mekanizmalari aym zamanda, diflize olan molekiillerin
biiyiikliikkleri, yayildiklar1 ortamdaki ana atomlara ve yapin bozuk olup
olmamasi gibi faktdrlere baghdir. Bu yiizden genel olarak, yogunlastirilmig
fazlarda difiizyon birgok faktore duyarli bir islemdir (Glicksman, 2000). Ayrica
difuzyon iglemi uygulanan bir maddenin kimyasal bilesimi, mikro yapist ve
Ozellikleri degismektedir. Maddelerdeki bu degisimleri anlayabilmek ve
gerektiginde kontrol altina alabilmek i¢in difiizyon mekanizmalarini, hangi
faktorlere bagli olarak molekiillerin hareket ettiklerini daha iyi kavramak
gereklidir. Ana diflizyon mekanizmalar1 kristalize katilar tizerinden detayli

olarak incelenebilir.

1.3.1. Dokular Aras1 Difiizyon Mekanizmasi (Ara yer difiizyonu)

Eger yayilan atomlar, kafes ana atomlarina kiyasla daha kiigiik ¢apli ise, bu
atomlarin kafes ana atomlarinin arasindan gegmesi sonucu meydana gelen atom

hareketlerine dokular aras1 veya ara yer difilizyon mekanizmasi denir.

Sekil 1.2°de difiize atomun ara yer mekanizmasindaki birbiri ardina siralanan
hareketleri gosterilmektedir. Diflize olan atomlar, dokular arasindaki boglugu
kapatabilecek biiytikliikte olsa bile etraflarindaki ana kafes atomlarinca uygulanan
bir itmeye maruz kalarak yer degistirirler. Bu itme gii¢leri dokular arast denge

pozisyonunun bozulup, atomik yer degistirmelerin artmasiyla olusur.
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Kayma diizleminde difiize olan atom, dengede bulundugu %ra
bitigikteki ara yere dogru harcket etmeye tesebbiis ettifinde g:evreleyen"ké‘ffeéﬁ;aflvéf;
atomlan tarafindan uygulanan biiyiik bir itici giice maruz kalir. 1k dnce aeng%
pozisyonunda iken bir hareketle maksimum kafes geriliminin olusturdugu kayma
diizlemine yerlesen atom, daha da ilerleyerek bitisikteki ara yere taginmakta ve

boylece yeni bir denge pozisyonuna gelmektedir (Glicksman, 2000).

Sekil 1.2. Ara yer difiizyon mekanizmasinda atom hareketlerinin semas1 (Glicksman,2000).

1.3.2. Halka Difiizyon Mekanizmasi

Ortamda yayimaya ¢alisan atomlar, kayma diizlemindeki kafes ana
" atomlariyla aym biiyiikliikte veya daha bilyiik ¢apta olabilirler. Bu durumda kafes ana
atomlan gevresindeki kayma gerilimi, o kadar biiyiik bir deger alir ki dokular arasi
hareket durma noktasina gelir ve ara yer difiizyonu boyunca karsilagilan itmeler ¢ok
siddetli olur. Bu yiizden atomlarin dokular arasina hareketleri ve yerlesme olasiliklar
yok denebilecek kadar azdir. Yayilan atomlar, kristal yap:1 igerisindeki kendileriyle

ayn1 boyuttaki atomlar ile farkli bir mekanizmayla yer degistirmektedirler.



Bu mekanizmaya halka difiizyon mekanizmas: denir ve bu meHﬁj{il%m

1.3°deki gibi gosterilmektedir. A

Sekil.1.3.Halka Difiizyon. (a) Direkt degisim, (b) Dairesel degisim (Glicksman, 2000).

Halka degisimi 1950’lerden sonra akigskan ve g¢ozeltilerde diftizyon igin ok

onemli bir mekanizma olarak kabul edilmektedir.

1.3.3. Bosluk Difiizyon Mekanizmasi:

J.Frenkel 1940’lardan Once kristallerde varsayimsal bir kusur olarak ‘kafes

bosluklar1’ ifadesini ortaya koymustur (Glicksman, 2000).

Kristal kafes igerisinde bir atom boglugu varsa, gevresindeki atomlardan bir
tanesi, kendi yerini terk ederek bu boslugu doldurur. Harcket eden atomun kendi yeri
bos kalir ve ayn1 hareket benzer sekilde tekrarlanir. Atomlarin bu hareketlerine bosluk

difizyonu denir. Bu mekanizma Sekil.1.4’te gosterilmektedir.

Kristal kafes icerisinde ne kadar atom boslugu varsa, bosluk difiizyonu o kadar
etkilidir. Ornegin, metaller yiiksek sicakliklara gikarildiklari zaman, atom bosluklart
artmaktadir. Dolayisiyla yliksek sicakliklarda siki yapilt metallerde yer degistiren

atomlar i¢in etkin mekanizma bosluk diflizyon mekanizmasidir.



Atom
boslugu

Sekil.1.4 Bosluk Difiizyon Mekanizmasi. (a) 1-2-3—4 nolu atomlar arasindaki bosluga y6nelim.

(b) 5 nolu atom ile bostugun yer degisimi (Glicksman, 2000).

Bogluk ve ¢evresindeki atomlar arasindaki degis tokus kafes yapisinda bir takim
bozukluklara sebep olur. Kafes yapisindaki bu agilmalarla ortaya ¢ikan harekete gegirici
hacim, ortama yayilan difize atom ile bosluk arasindaki degigim igin uygun bir ortam

yaratmus olur.
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2. DIFUZYON MATEMATIGI
2.1. Matematiksel Teorinin Temel Hipotezi

Is1 tasmmmu ile rast gele molekiil hareketi yani kiitle yaymimi (diflizyon)
arasinda iletimden dolay1 agik bir benzerlik vardir. Bunun ilk olarak farkina varan,
Fourier’in (1822) ortaya koydugu 1st iletiminin matematiksel denklemini difiizyona
uyarlayan Fick (1855) olmustur. Gergekten de kiitle transferi, momentum transferi ve
1st transferi gibi diger tasimim siireglerinden temel prensipler agisindan ¢ok farkl

degildir.

Momentum transferi incelendiginde, momentumun akiskanin katmanlari
arasinda hizin azaldig1 yonde, yani negatif hiz farki yoniinde transfer oldugu gortliir.

Ayrica momentum transferi prensipleri ile akiskanlar mekanigi incelenirse, akigkanin

azalan basing y6niinde akt1g1 da anlastlir.

Is1 transferi incelendiginde ise 1s1min sicakhigin azaldig: yone transfer oldugu
goriiliir. Benzer olarak, kiitle transferi gbz oniine alindiginda, bir kimyasal bilesenin
durgun bir akiskan iginde dahi azalan konsantrasyon yoniinde hareket ettigi

bilinmektedir.

Ozet olarak, akiskanin konvektif akisi icin gerekli itici giiciin basing farki, 1s1
transferindeki itici giicin sicaklik farki ve kiitle transferi i¢in de itici giiciin
konsantrasyon farki oldugu ifade edilebilir. Bunun yam sira, maddelerin birbirleriyle
hemen kangma egilimi, termodinamigin II. kanununun bir sonucudur.
(Termodinamigin II. kanunu, biitlin dogal siireglerin evrenin entropisini veya

diizensizligini arttiracak sekilde oldugunu ifade eder.)

Kiitle transferini digerlerinden ayiran o6zellik, tek bilesenli bir akiskan
icerisinde momentum ve 1s1 transferi olabilecegi halde, kiitle transferi i¢in en az iki

bilesenin veya iki farkli sistemin olmasi gerekliligidir (Geankoplis, 1993).
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2.2. Difiizyon Yasalan

Izotropik (es sicaklik) ortamda molekiiller rast gele hareket ettiklerinden her
yone dogru gitme olasiliklar1 aymidir. Molekiiller bir boélgede diger bir
bolgedekinden daha yiiksek konsantrasyonda bulunuyorsa yiiksek konsantrasyonlu
bolgeyi terk eden molekiillerin sayisi, bu bdlgeye gelen molekiillerin sayisindan
fazla olacaktir. Boylece yiiksek konsantrasyonlu bélgeden diisiik konsantrasyonlu
bolgeye net bir molekiil akist olur (Celebi, 2000). Daha 6ncede belirtildifz,i gibi bu
olaya ‘diflizyon’ denir.

Diflizyonun analitik agiklamasi igin, Sekil 2.1°de gosterilen yiiksek derisimli
bolgeden sagdaki diisiik derisimli bolgeye pozitif x-ekseni yOniinde akan

molekiillerin davranisi incelenebilir.

Yiiksek N N Diisiik
Derisimli _, A A Derisimli

Bolge Bolge

AX X3

Sekil 2.1 Kontrol Hacmi.

Cismin her kesitindeki pargacik konsantrasyonu (derisimi) farklidir. Herhangi

bir kesitteki konsantrasyon da zamanla degisir. Birbirlerinden Ax uzaklikta bulunan

x,ve x, kesitlerindeki pargacik konsantrasyonlarin sirast ile C, ve C, ile gosterilirse
At gibi bir zaman araliginda x,’den x,’ye gegen pargacik miktanmn C, ile dogru
- orantilt olacagi s6ylenebilir. Aym sekilde x,’den x,’e dogru hareket eden pargacik

miktar1 da C, ile dogru orantilidur.
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Ayrica bher iki yone gegen pargacik miktar1 cismin kesit alam (A) ile dogru

orantilidir.Bu ¢ikarimlardan At siiresi iginde x,’den x,’ye gegen net pargi%lcﬂ;"miktan

(Am) i¢in su bagint1 yazilabilir: V
Am

A—f o A[Cl —Cz]

Bu oranti, k gibi bir orant1 sabiti kullanilarak esitlige doniistiiriilebilir.

Am

27 _kalC —C,

= [C-C]

Am o AAC 2.1)
At

(2.1) denklemindeki (-) isareti x’in pozitif yoniine dogru konsantrasyonun azaldigini
gosterir. x, ve x, diizlemleri birbirlerinden ¢ok uzakta ise x,’den x,’ye gegen pargacik

miktar1 az olacaktir. Bu durumda k sabitinin degeri de gok kiigiiktiir.

x,ve x, diizlemleri birbirlerine ¢ok yakin kabul edildiginde ise x,’den x,’ye biiyiik
miktarda parcacik gegcisi olur ve bu nedenle k>min degeri de biiyiiktiir. O halde k’nin
- degeri Ax=ux,—x ile ters orantili olarak degisir. Bu iligki bir bagka sabit kullamlarak

su sekilde ifade edilir:

k= (2.2)

D
Ax

D sabiti, diflizyon katsayisidir. Bu sabit genellikle Fick difiizyon sabiti olarak da ifade

edilmektedir.



(2.1) denkleminde k yerine (2.2) denklemindeki esiti konulursa,

Am 4 AC 2.3)

yazilabilir. Az — 0 ve Ax — 0 giderken (2.3) denklemi asagidaki hale gelir.

om _ _pa%< (2.4)
or ox

Kiitle akis miktar1 hem zamanin hem de mesafenin fonksiyonlan olduklarindan

bu iki niceligin zaman ve mesafe ile degisimi % ve a—C seklinde kismi tiirevler
x

olarak belirtilmektedir.

Birim zamanda birim kesit alandan gegen kiitle miktarina aki (flux) denir ve F
ile gosterilir. Kiitlesel akinin SI birim sistemine gore birimi (kg /m’.s )’dir. Ak (2.4)

denkleminde yerine konulursa,

F=-p% (2.5)

Fick’in 1. Difiizyon Kanunu ortaya konulmug olur. Kiitle akisi, i¢ boyutlu uzayda
incelenirse, kartezyen koordinatlarda vektdrel bir toplam seklinde denklem (2.6)’daki
gibi yazilabilir (Glicksman, 2000):

F(x,y,z)=F.e, + F,e, + Fe, : (2.6)
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Sekil.2.2. Kiitle akis vektiirii F ve kartezyen koordinatlardaki bilesenleri (Glicksman, 2000).

Fick’in I. kanunu uyarinca kiitle akiginin, (2.6) denkleminde ve Sekil 2.2¢de
gosterilen farkli boyutlardaki akig biytikliikleri s6yle ifade edilir:

!
i
!
>
N

S~
%0

Q.7)
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>
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B 28 2|}
N—
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|
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7|
>_/

Fick’in l.yasasi birimler cinsinden yazilirsa, difiizyon katsayisimin birimi bulunabilir:

(SI birim sistemine gore)

F,=—D6—C, i=x,¥,2z
ox
kg kg
[mz.s =[] [;1—4—}
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Denklem (2.7)’de goriilmekte olan kismi tiirevler, bir bolgedeki konsanfglfasybnun

pozisyona ve zamana bagli oldugunu ve C(x,y,z) konsantrasyonunuxi siireklf L

degerler aldigim agik¢a ortaya koymaktadir.

(2.7) denklemindeki kismi tirevleri iceren konsantrasyon gradyent vektori

C ac
VC(x,y,z)=(%§J e",+(a ) e}.+(5] . 2.8)

seklinde tanimlanir. (2.5) de belirtilen Fick’in l.yasasi da yine gradyent vektorl

cinsinden F =-DVC seklinde yazilabilir.

I. Difiizyon kanunu boylece ortaya konulmus oldu. Fick’in II. yasasinn

incelenebilmesi i¢in 6nce kiitle korunumundan bahsedilmelidir.
2.2.1 Kiitle Korunumu

Kiitle korunumu difiizyon sistemleri i¢inde gegerli bir fiziksel sthirlamadir.
Bundan 6tiirli ortamda her noktada; hatta bir diflizyon akisi altinda dahi kiitle
korunur. Burada bahsedilmekte olan difiizyon sistemleri, radyoaktif islemlere maruz

kalan veya aktif i¢ kaynaklarin yer aldig1 difiizyon sistemleri degildir.

Diflizyon yavag gergeklesen bir olay oldugundan, difiizyon ile kiitle transferi,

durgun haldeki ve kiigiik hizlarla laminar rejim sartlarinda hareket eden akigkanlar

icinde etkin olabilir.

Kararli hal sartlarinda ve reaksiyon olmadig: hallerde belirli bir hacim (kontrol
hacmi) igerisindeki kiitlenin zamanla degisimi, bu hacme birim zamanda giren kiitle

_ ile birim zamanda bu hacimden ¢ikan kiitlenin farkina esittir, denilebilir.



Bu ifade ‘kiitle dengesi’ veya ‘madde denkligi’ olarak adlandirilir ve

C oy
o

Kiitle giris hizi— Kiitle ¢ikis hizi = 0 (29)

olarak gosterilebilir. Eger akigkan iginde segilecek sistem aktif ise kiitle transferine
maruz kalan ‘A’ bileseninin madde denkligi asagidaki gibi ifade edilir [Glicksman,
2000].

Kiitle giris hiz1 — Kiitle ¢ikis hizt + Homojen reaksiyonla
A ’nin iiretim hizi

=A min birikim hiz (2.10)

Kiitle dengesi denklemlerinin bagka bir sekilde ifade edilebilmesi igin Sekil
2.3’deki AAx hacminin daha ayrintili bir sekilde incelenmesi gerekir. Bu hacim
birbirine paralel kenar uzunluklari dx, dy, dz olarak verilen dikdértgen yiizeylerden
olusmaktadir. Hacmin tam ortasinda difiizyon konsantrasyonu C olarak olgiilen bir

P(x, y,z) noktasi olsun.

c c
dz ,77
D £
A
OF. Ax ' OF_ Ax
JoR Y2 | AP N I G L [F A e
[[ Ox H ¥ | sl B [( ok ZJded
\Z
A A
DI e >

Sekil.2.3. Kontrol Hacminde Akis (Crank,1975).



daha 6nce Sekil.2.1 de x, ve x, diizlemleri olarak belirtilmekteydi. ABCD duzlemlne X m,{:,

ke : L
% I e

dogrultusunda difiize olan (yayilan) madde miktar: e

(-l o

Benzer sekilde, A'B'C'D’ yiizeyinden ¢ikan madde miktari;

(e o[- o

olur. Bu iki ylizey arasindaki kismi birikim, (2.10) bagintis1 yardimiyla

l:( F, _%%dedz . [( ai Azx)j’dydz (Bmkzm Degerl)

- aaF* dxdydz = ( Birikim Degeri)\‘
» :

olarak ortaya konulabilir. y ve z dogrultusundaki kismi birikim degerleri de benzer

sekilde belirlenebilir

oF,
(Birikim Degeri) = —E;dxdydz

(Birikim Degeri) = —-%dxdydz
: z



olarak agagidaki gibi yazilabilir (Crank, 1975).

Toplam kiitle giris hizi— Toplam kiitle ¢ikis hizi1 =Toplam birikim hiz

@2.11)

toplam

[aF\. oF, oF,
- =t —L+—=

dxdydz = Birikim Degeri
6x6y8sz (Birikim Degeri)

Toplam birikimin yani kiitlenin, cisim igerisindeki konsantrasyonun birim zamandaki
degisimi ile hacmin ¢arpumu oldugu dikkate alinirsa (2.10) denkleminin sag taraft su
sekilde olacaktir:

oF. OF. oF
- =+ —=+
& oy oz

= } dxdydz = —aa—fdxdydz

(2.12)

oc [oF. oF oF
— = L
or & oy o

Denklem (2.7) de ifade edilen kiitle akiginin kismi tiirevleri, (2.12)’deki yerlerine

yazilacak olursa,

ac _ _[6(—D6C/6x) , 9D/ ) | 6(—D6C/6z)} 213

o % oy oz

bulunur.



Eger diflizyon katsay1s1 (D) sabit ise,

2 2 62
ac D[ac o°C C}

—=D| —t+—+
ot x? o o

yazilabilir. (2.14) denklemi tek boyuta indirgenirse, yani tek boyutta diflizyon

inceleniyorsa,
&« _plc 2.15)
ot -

yazilabilecegi agiktir. Boylece Fick’in II. difiizyon kanununa ulasilmis olur. Bu
denklem 2.mertebeden lineer bir kismi diferansiyel denklem oldugundan ‘lineer

diftizyon’ denklemi olarak dé adlandirilmaktadir.

2.2.2. Kiire ve Silindirde Difiizyon

Kartezyen koordinatlar kullanilarak ortaya konulan Fick’in 1. ve II. yasasi benzer

yontemlerle silindir ve kiire gibi farkli geometrilerdeki hacimler iginde yazilabilir.

x=rcos@d

y=rsinf

doniisimi yapilirsa veya kose elemanlart dr,rd@,dz olan silindir seklindeki bir
kontrol hacmi dikkate alimrsa, (r,0,z) silindirik koordinatlarindaki su difiizyon
denklemi elde edilir:

o0 r\or or o8\ r 068 ) oz oz
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Benzer sekilde (r,8,¢ ) kiiresel koordinatlarindaki bir kiire igin

x=rsinfcos¢
y=rsin@sing
z=rcosé

doniisiimii yapilarak ve kose elemanlart dr,rd@,rsin@dg olan kiire seklindeki

kontrol hacmi i¢in

§§_=L7 E(D1~2‘—a—£J+ _1 ji—(Dsin@a—q)+ [3 8_‘%’_ 2.17)
ot r|or or ) sin@ o6 06 ) sin” @ 0¢”

denklemi elde edilir. Biitiin bu difizyon denklemleri, en genel halde vektdr analizi

yapilarak asagidaki gibi ifade edilmektedir.

—aa—f— =div(D grad C)

2.2.3. izotropik Olmayan Ortamda Difiizyon

Bir hacim icerisindeki difiizyonun, her ySne dogru esit oldugu izotropik (es
sicaklik) ortamdaki diflizyon davramisi incelendi. Ancak mikro yapilar1 belli bir
diizenle yerlesmis olan ortamlarda diflizyon, bir yonde diger yonlere gore daha fazla
olabilir. Boyle ortamlara izotropik olmayan veya anizotropik ortam, gergeklesen

: diflizyona da anizotropik difiizyon denir.

A, b «
[zotropik Anizotropik

Sekil 2.4. Izotropik ve anizotropik difiizyon (Trablus, 2005).
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Anizotropik ortamda farkli yonlerde farkli difiizyon &zellikleri vardur. "Omegin
kristallerde, fiber yapilarda ve polimer filmlerdeki molekiillerin akig hallndeyken
tercih ettikleri bir yon vardir. Konsantrasyonun sabit oldugu bir ylizey boyunca  difiize )
olan maddenin akis ydniiniin belirli oldugu izotropik ortam i¢in yazilan (2.12)

denklemi her ortam igin her zaman dogru degildir.

Farkli yonlerde farkli difiizyon davranigt gorilebilen yapilar igin (2.7)
denklemindeki akis biyiikliikleri su sekilde genellenebilir:

oC oC oC

~F. =D, —+D,—+D

11 a ay 13_67
oC oC oC
—F, =Dy — o +D226y+D23—5; (2.18)

oC oC oC
—F.= D31‘§+D3z ‘87+D33”a;

. 0 -
Burada, émegin £, yalmzca a—’e degil, aym zama.ndai ve ai kismi tiirevlerine
X oy 'z

de baglidir. Denklemdeki D terimlerinin de manasi da sudur; drnegin D,3aa—c \Z
2z

yoniindeki konsantrasyon gradyentinin x yoniindeki difiizyon akisina veya transfere

katkis1 olmaktadir. Eger Dy terimleri sabit olursa, (2.12) denkleminde F,F, ve F,

yerine (2.18) denklemindeki karsiliklar yazildiginda,

oC o*C 0*C 0°C 0°C
_aTZD” axz +D22 ayz +D33 +[D23+D32]5y—5
(2.19)
o*C o’C
+ [1)31 + D‘:‘]&-a;-l- [D12 + D?-l]gxa

elde edilir.
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Dy terimleri sabit olmadigt durum iginde (2.13) denklemindeki 'foi"mvdik‘kate

alinip, kartezyen koordinatlan (&,7,7) segilerek yapilan bir dﬁnﬁsﬁm-'ille (2.19) '

denklemi,

oC o*C o*’C o*C
_ét—z DI afz +D2 8772 +D3 61'2 (220)

haline indirgenir. Bu, elllipsoid i¢in yapilan

D, x> + Dy, y* + Dyyz* +[ D, + D, | yz +[D,, + D, | zx +[ D, + D, ] xy =sabit 2.21)

denkleminin
D\&* + Doy’ + Dyr’=sabit (2.22)

formuna indirgenmesi ile aym doniisimdir. Yeni degiskenlere ana difiizyon

- parametreleri ve D, , D, ve D, de ana diflizyon katsayilari olarak adlandirilabilir.
Eger,

2 2

2 oD , D , D
e —_— , = ——— N = _— 2,23
J ng g ”1% g 703 2.23)

seklinde baska bir degisken doniistimii (D keyfi olarak secilmis olmak {izere)
yapilirsa, (2.20) denklemi agagidaki gibi yazilabilir:

2 2 2
o€ _p|oc,oc oc (2.24)
ot o&° on~ Ot
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Bu denklem izotropik ortam igin yazilan (2.14) denklemi ile aym foxjmdadlr-.“. Bu
nedenle anizotropik ortamdaki bazi problemler, izotropik ortamdaki bir problem gibi‘
incelenebilir. Yapilan bu kabul, problemin sinur sartlarina bagh degildir. éfﬁégin
anizotropik silindir igerisindeki diflizyon incelenirken 7, 7 boyutlarinin

siirlandirdiga & boyutu boyunca gergeklesen ve D, = D, esit oldugu, bir izotropik

difiizyon problemine dontisiir.

Carslaw ve Jaeger, 1959°da elipsoit ve difiizyon denklemleri arasindaki benzerlige
isaret ederek bazi ozellikler ortaya ¢ikardilar (Crank, 1975). Ornegin, herhangi bir
yiizeyin difiizyon katsayisi ile elipsoidin o yiizey yoniindeki radyal uzakhiginin karesi

ile ters orantilidir. Bu nedenle difiizyon katsayisi [),, normalleri difiizyon ana

koordinatlarina bagl: 1, m, n uzunluklarinin kosinisii olan ylizeylerle de verilebilir.

D, =1’D,+m’D, +n’D, (2.25)

Eger £=0 ve n=0 ylizeyleri simetrik ise o zaman (2.18) denklemindeki genel

iliskinin,

oC ~-F =D aC . -F.=D 99 (2.26)

~F,=D L
£ n 2677 T 3 or

l_az;*

seklinde ifade edilebilecegi gosterilmistir. Bu sadelestirme aymi zamanda diger
kristalografik simetriler iginde meydana gelir. Goriildiigii gibi bir yiizeydeki difiizyon
akis1 izotropik ortamdaki durumlara benzer olarak yiizeyin konsantrasyon gradyentine

baglidir.



2.3. Difiizyon Katsayisi
2.3.1. Katlar icin Difiizyon Katsayisi

Kat1 igerisindeki bilesenlerden biri, eger mevcut konsantrasyon gradyenti ve
sicaklik yeterli yiikseklikte ise Olgiilebilir sekilde diger bilegen igerisinde
yayilacaktir. Kati diflizyonu ve etkileri metaliirji miihendisligi agisindan oldukga

onemlidir.

Bir kristal kafesi igerisindeki atomlar, uygun kafes yapisina bagli olarak belirli
pozisyonlarda yer almaktadirlar. Bir atom, denge pozisyonu civarinda titresir ve
bazen bu titresim atomun kendi konumundan ayrilip yeni bir yere atlamasini
saglayacak bir giigte gergeklestir Atom disiik bir enerjiyle titresirken, kafes ana
atomlari arasinda yer degistirmek i¢in ¢ok daha biiyiik bir enerjiye ihtiyag
duymaktadir. Bu enerjiye aktivasyon enerjisi denir (Smith, 2001).

Bir onceki boliimde difiizyon mekanizmalar anlatilirken, kristal kat1 igerinde

atomun gergeklestirebilecegi hareketler izah edilmisti.

Aktivasyon enerjisi, bosluk konsantrasyonu ve islemin tiiriine bagli etmenler
bir araya getirilip, nicel bir teori olusturulup asagidaki gibi ampirik form edilebilir

(Glicksman, 2000):

-k
D = e FIRT

AB 0

D,, diflizyon sabitidir. Tablo 2.1°de birkag seyreltik kati sistemi igin diflizyon

katsayilar1 verilmektedir. Genel de D,,, 107,107 2 / sn mertebesindedir.



Tablo 2.1 Katilarda Diflizyon Katsayilart (Barrer, 1941).
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Sistem D,,m’/s E,cal/kg atom
Kursun igerisinde Bizmut 7.7. 107 18 600
Kursun igerisinde civa 3,6. 10° 19 000
Altin igerisinde bakir 5,8. 10" 27 400
Altin igerisinde antimon 5,3.10° 21 700
Bakir igerisinde aliminyum  1,2. 10° 37 500
Bakir icerisinde ¢inko 8.10° 38 000
Bakir igerisine kadmiyum 3,5. 10™ 8200

2.3.2. Swvilar icin Difiizyon katsayisi |

Sivilarda diflizyon, damitma, gaz emilimi ve birbirinden g¢ekilemeyen sivi-sivi

kartgimlart ayirma gibi islemler igin 6nemlidir.

Swvilarda difiizyon katsayisinin yaklasik olarak belirlenmesi i¢in kullarulan iki
onemli teori vardir. Erying teorisinde bir sividaki molekiiller kristal kafes gibi form
edilerek gosterilirler ve sivi diflizyonu katilardaki difiizyonla iligkilendirilir. Yayilma
giicli veya diflizivite, hidrodinamik teoride ise, boliinmez bir biitiin seklindeki bir
tabakadaki hareketlenmelerle olusan bir kuvvetle baglantilidir.

Bu kuvvet, Stokes yasasindaki terimlerden biri olarak degerlendirilmekte ve sonug
olarak Stokes-Einstein denkleminde ifade edilmektedir. Her iki teorinin sonuglan
agagidaki denklem ile form edilir. F(V) kansimin molekiiler hacmi V’ ye bagh bir

fonksiyon olmak {izere,

Bt _p(y) @27

» denkleminin sag tarafinda difiize olan molekiiliin yarigapina bagli bir fonksiyonda
yer aldiginda bu baginti Stokes-Einstein denklemi olarak ifade edilir.



Wilke and Chang, (2.27) bagintisim sivi diflizyon katsayisinin hesaplanni§s1‘ﬂi§in i
temel method olarak kullanmustirlar. Wilke and Chang’in olusturduklar denklem

asagidaki gibi belirtilmektedir (Wilke and Chang, 1955):

0.6
A

BENT
Dup s _y 1735100 (ZeMs) (2.28)
T

D, Sey?eltik Cozeltilerde Difiizyon katsayisi, m*/s
p : Cozeltinin vizikositesi, cp (1cp=10~kg/m.s)
T : Sicaklik, K
M, : Cozictiniin molekiiler agirligi, kg/kmol

V, :Normal kaynama sicakliginda ¢dziinen madde molar hacmi , m*/kmol

x  :Coziici (B) i¢in birlesme parametresi

Birlesme parametresi ¥ ; su i¢in 2.6, metanol igin 1.9, etanol igin 1.5, benzen,

eter, heptan ve diger polar olmayan ¢oziiciiler igin 1 degerini alir.

Bazi seyreltik sivi gozeltiler igin deneysel difiizyon katsayilarni Tablo 2.2de

gosterilmigtir.



Tablo.2.2 Sonsuz seyreltik sivi ¢ozeltilerde deneysel diftizyon katsayilan (U§’§

)

al’»’é‘(g‘

%
:

Cozunen Madde Cozicu T (K) D ,z*10* (m?/s)
Asetik asit Aseton 298 3.31
Benzoik asit Aseton 298 2.62
Karbondioksit Amil alkol 298 1.91
Su Anilin 293 0.7
Asetik asit Benzen 298 2.09
Karbon tetraklorir Benzen 298 1.92
Sinamik asit Benzen 298 1.12
Etanol Benzen 280.6 1.77
Etilen klortr Benzen 288 2.25
Metanol Benzen 298 3.82
Naftalin Benzen 280.6 1.19
Benzen Kloroform 288 2.51
Aseton Kloroform 288 2.36
Aseton Karbon tetrakloriir 293 1.86
Etanol Kloroform 288 2.2
Karbon tetraklorir Siklohekzan 298 1.49
Azobenzen Etanol 293 0.74
Karbondioksit Etanol 290/298 3.20/3.42
Gliserin Etanol 293 0.51
Piridin Etanol 293 1.1
Ure Etanol 285 0.54
Su Etanol 298 1.132
Su Etilen glikol 293 0.18
Su Gliserin 293 0.0083
Karbon dioksit Heptan 298 6.03
Karbon dioksit Kerosen 298 2.5
Kalay Civa 303 16
Asetik asit Toluen 298 2.26
Aseton Toluen 293 2.93
Benzoik asit Toluen 293 1.74
Kiorobenzon Toluen 293 2.06
Etanol Toluen 288 3

2.3.3. Gazlar I¢in Difiizyon Katsayisi

Iki bilesenli gazlar igin deneysel olarak bulunmus bazi difiizyon katsayilari
Tablo 2.3’de verilmistir.



Tablo 2.3. 1 atm basingta iki bilesenli gaz karigimlart i¢in difizyon kats
2003).

Sistem T (K) D10’ (m*/s)
Argon- Amonyak 333 0.253
Argon- Helyum 298 0.729
Argon-Hidrojen 2422 0.562
448 1.76
806 4.86
Argon-Karbondioksit 276.2 0.133
Argon-Metan 298 0.202
Argon-Sulfurdioksit 0.263 0.077
Hava-Etanol 313 0.145
Hava-Helyum 317.2 0.765
Hava-Karbondioksit 317.2 0177
Hava-Su 313 0.288
Helyum-Etanol 423 0.821
Helyum-Metan 298 0.675
Helyum-Nitrojen 298 0.687
Helyum-Oksijen 298 0.675
Helyum-Su 307.1 0.902
Hidrojen-Amonyak 298 0.783
| 358 0.093
473 1.86
Hidrojen-Aseton 296 0.424
Hidrojen-Nitrojen 298 0.784
Hidrojen-Su 328.5 1.121
Karbondioksit-Helyum 298 0.612
Karbondioksit-Nitrojen 298 0.167
Karbondioksit-Oksijen 293.2 0.153
Karbondioksit-Su 307.2 0.198
Karbonmonoksit-Nitrojen 373 0.318
Metan-Su 352.3 0.356
Nitrojen-Amonyak 298 0.23
Nitrojen-Benzen 311.3 0.102
Nitrojen-Su 307.5 0.256
Oksijen-Benzen 311.3 0.101
Oksijen-Karbontetraklorir 296 0.0749
Oksijen-Su 352.3 0.352

Difiizyon katsayisi, 1 atm basingtaki gazlar i¢in konsantrasyondan bagimsiz
olarak ifade edilebilir. Fuller ve arkadaslari birgok gaz ¢iftini i¢eren gok sayida veriyi
bir araya getirip, ¢esitli metotlan karsilastirmuglardir (Bennett and Myers, 1982).



29
Sonugta ortaya koyduklar: denklem,

_ 1‘00X10"7.T"75[(I/MA)+(1/MB)]UZ
AB P[(ZA 01)1/34'(23 01)1/3]2

(2.29)

olmugtur. M, , M, molekiil agirhiklan (kg), P basing (atm), v ise her bir molekiil
i¢cin diflizyon hacmi olup, Tablo 2.4’de bazi gazlar i¢in bu hacimler verilmigtir.
Gazlarin kinetik teorisi i¢in (2.29) denklemi temel alinmaktadir. Ancak var olan
deneysel verilerle iyi bir istatiksel uyum elde edilebilmesi i¢in bu denklem, su

sekilde gelistirilmistir:

(o)
D,;=1.8583x10" A7 (2.30)

7. » A ve B bilegenlerinin ¢aplar: arasindaki

Lty

r
4B
2

bagintisindan bulunan ¢arpisma ¢api, I,ise c¢arpisma ¢apina ve (Lenard-Jones)

potansiyel enerjiye bagh boyutsuz carpisma iﬁtegralidir.
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Tablo 2.4. Normal kaynama noktasinda atomik ve molekiiler hacimler (Uysal, 2003). -

Atomik hacim 10" Molekaler hacim>10°
~ (m’/katom) (m*/kmol)
Brom 27.0 Hava 29.9
Karbon 14.8 Br, 53.2
Klor " 248 Cl, 48.4
Hidrojen 3.7 CcO 30.7
fyot 37.0 CO, 34.0
Nitrojen 15.6 COS 51.56
Nitrojen (sekonder aminierde) | 12.0 H,0 18.9
Oksijen 74 H,S 32.9
Oksijen (asitlerde) 12.0 I, 71.5
Oksijen (metil esterlerde) 9.1 N, 31.2
Oksijen (yUksek esterlerde) 11.0 NH, 25.8
Oksijen (metil eterlerde) 9.9 NO 23.6
Oksijen (yuksek eterlerde) 11.0 N,O 36.4
Sulfar 25.6 0, 256
Benzen halkasi -15.0 SO, 448
Naftalin -30.0 H, 14.3
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3. DIFUZYON DENKLEMININ COZUMU

3.1. Difiizyon Katsayisinin Sabit Oldugu Durumda Co6ziim

Difiizyon katsayisi sabit oldugu takdirde, baslangi¢ ve siur sartlarina bagh
olarak diflizyon denkleminin genel ¢dziimii elde edilebilir. Coztimlerden biri
genellikle iki standart formdan biri olur. Bu formlardan biri, hata fonksiyonlarinin
veya belirli integrallerin bir serisi geklinde olugsmaktadir. Bu durumda ¢ok kiigiik
zaman araliklarinda yani difiizyonun ilk evrelerinde niimerik degerlendirmeler
yapilir. Digeri ise daha biiyiik zaman araliklari igin birbirine yakinsayan
trigonometrik fonksiyonlar igeren bir formdur. Mesela, bir silindirde diflizyon
gerceklestiginde ¢oziim incelenirken trigonometrik fonksiyonlarin yerini Bessel

fonksiyonlarinin bir serisi alir.

Bu bolimde sabit katsayili difiizyon denklemi icin {i¢ ¢6ziim metodu
incelenecektir. Ik iki metot, ¢oziimiin iki standart tipinin fiziksel anlamini
gostermektedir. Uclincti metot, Laplace doniistimlerinin uygulanmasi, aslinda
¢oziimiin iki tipiyle elde edilen bir operatér metodudur. Ozellikle gok kansik

problemler i¢in ii¢ metot igerisindeki en giiglii metot budur.

3.1.1. Yansima ve Siiper Pozisyon Metodu

Diizlemsel kaynak

oC o’C
—=D 3.1
ot ox? G-D

olarak verilen tek boyutta, sabit katsayili diflizyon denkleminin bir ¢6ziimii, A bir

sabit olmak tizere

C= A" exp!: —* ] (3.2)

seklindedir.

e i ™
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t>0 icin, x oo’dan -0’a giderken (3.2) ifadesi sifira yakinsar. Yani bu ifade x=0 da

simetriktir. t=0 i¢in ise, x=0 digindaki her yerde sonsuzdur.

Sonsuz uzunluktaki bir silindirde birim kesitte diflize olan toplam madde

miktari, M asagida belirtilmistir:

M= dex (3.3)

—

Eger konsantrasyon dagilimi C yerine (3.2) esitligindeki ifade yazilip, asagidaki

doniistimler yapilirsa;

2
—X

=£&2, dx=2(Dt)"*d
AD¢ g (Dry*"d&

(3.3) denklemi su hale gelir:

M =24D"? ? exp(~£?)dx = 24(xD)"” (3.4)

-0

Bu ifade gostermektedir ki, birim kesit alanda yayilan madde miktari, sabit
kalmaktadir ve x=0 diizlemindeki degerine esit olmaktadir. Bundan dolayi, (3.4)
denkleminden A‘y1 ¢ekip (3.2) denkleminde yerine koydugumuzda,

Co o exp| X (3.5)
22D | 4Dt

elde edilir. Bu, baglangi¢ zamaninda ve pozisyonunda biriken madde miktarinin,
difiizyonla yayimin ifade eden ¢6zimdir. Sekil 3.1°de farkli zamanlar igin
yayilimin tipik davranisi goriilmektedir. t=0 disindaki zamanlar i¢in konsantrasyon

x-ekseni boyunca her iki yonde sifira yaklagir.
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Sekil.3.1.Diflizyon probleminde t=0, x=0 noktasinda bulunan pargaciklarin zamanla x-

ekseni dogrultusundaki konsantrasyon dagifimi (Crank, 1975).

Bir Sinirda Yansima

Bir smurda yansima kavramu, lineer akis halindeki diger diflizyon
problemlerinin ¢6ziimiini agiklamak igin kullanilabilir. Dikkate alinan problemde
difiize olan maddenin yarisi, pozitif x-ekseni dogrultusunda digeri ise negatif x-
ekseni yOnilinde hareket eder. Eger x=0’da gegirgen olmayan bir sinir var ve x>0
bolgesinde yar sonsuz bir silindir varsa, biitiin difiizyon pozitif x-ekseni y6niinde
olusur. x=0 diizleminden —x yoniinde yansiyan ¢6ziime bakilirsa, x>0 bolgesindeki
yayillimin izdigiimii oldugu goriiliir. Bu ylizden, x=0 civarinda gergek ¢oziim

simetrik oldugundan yar sonsuz silindir i¢in diflizyon dagilimi:

M —x? |
C= 3.6
zDny? P [4Dt] (3-6)

bagntisi ile ifade edilir.

Yansima ve st iiste koyma yontemi, x=0 da yansima ile difiizyon denkleminin
iki ¢oziimiiniin birbirine eklenmesi seklindeki bir matematiksel anlama sahiptir. Bu

agidan, (3.6) denklemi lineerdir ve iki ¢dziimiin toplamui da bir ¢6ziim belirtir, denilir.

¥
&



34

.
{
Gegirgen olmayan sinirdaki sart sudur:
ocC T
—=0, x=0 3.7
o (3.7)

Bu bir sinir boyunca akis olmadigindaki matematiksel ifadedir. (3.5) ¢6ziimiinde x=0
da %S— =0 oldugu goériilmektedir. Yansima ve iist iiste koyma metodu uygulandiktan

sonrada x=0 da, konsantrasyon farkinin sifir olacagi aciktir.

Genisletilmis Baslangi¢c Dagilimlar:

Pratikte baslangi¢ yayilimi, sinirli bir bélgede kontrol edilir.

C=0C,, x<0
t=0
C=0, x>0

(3.8)

seklinde bir baslangic durumu incelensin. Bu baslangi¢ yayilumi, uzun bir kabin
icinde saf su ve ¢Ozeltinin yan yana bulundugu veya iki metal ¢ubugun boylu
boyunca temas edecek sekilde yerlestirildigi zamandir. Béyle bir problemin ¢dziimii,
sonsuz sayida temel ¢Ozlimiin st Gste eklenmesiyle ve sonsuz sayidaki g¢izgisel
kaynaklardan olusan bir genisletilmis yayilim dikkate alinarak kolaylikla ortaya

konulabilir.

Sekil 3.2°deki, genisligi d¢& ve C,d¢& gerilimindeki bir hacim igerisindeki

difiize olan madde incelenmektedir.

Co
/
/
% P i 5 ...... ] _
de x=0 P x

Sekil.3.2. Genisletilmis baglangi¢ yayilimi (Crank, 1975).



&
H

denkleminden hareketle, W o
R
ds =&
=W eXp|:4Dt:l (3.9)

olur. Ayrica (3.8) de belirtilen baglangi¢ dagilimu dikkate alinarak ve 7 =¢/2VDt

doniisitimii yapilarak tam ¢6ziim:

C K —&£2 Co ¥ 2
C(x, t)—m jexp[zg—t-]d§=”l/2 X/JE exp[-n* |dn (3.10)

seklinde ifade edilir.

Burada genis tablolarda yer alan ve standart matematiksel fonksiyonlardan

biri olan, erf z seklinde gosterilen hata fonksiyonu ve 6zellikleri hatirlanmalidar.

erfz=;lz-,z-]exp[—;f]dq (3.11)

Hata fonksiyonunun birkag 6zelligi su sekilde siralanabilir;
erf(-z)= - erf z, erf(0)=0, erf(co)=1

Bu ozellikler kullanilarak,

pzy Iexp[ ]dﬂ——u—zjexp[ ]dﬂ— 12/2 J.exp[—n ]dn

=l-erfz=erfcz (3.12)

yazilabilir. (3.12) esitliginde belirtilen erfc z, hata fonksiyonu tiimleci veya ters hata
fonksiyonu olarak bilinir.



Biitiin bunlar dikkate alinarak diftizyon probleminin (3.10) esitligindeléii c;ozumu .
N
genellikle su formda yazilir: SR

Clx,t) = %CO erfe (2—\/%-} (3.13)

Dagilimin eksponansiyel bir tipini temsil eden hata fonksiyonu difiizyon denkleminin

¢Oziimii i¢ine dahil olmaktadir. Ayrica (3.13) denklemine bakildiginda, t>0 i¢in x=0

da C= %Co oldugu agikga goriilmektedir.

Benzer yontemlerle, -h<x<h bolgesinde baslangigta sinirli bir maddenin
diflizyonu incelenebilir. Buradaki konsantrasyon da (3.10) denklemindeki

integrasyon sinuirlar1 x-h’dan x+h’a olacak gekilde degistirildiginde konsantrasyon

dagilimu:

1 h—x h+x
C(x,t) = ECO [etfc(m)_?) + e:ﬁfc(mﬂ (3.14)

olarak yazilir.

Bu problem igin farkli zamanlardaki konsantrasyon dagilimi Sekil 3.3’de
verilmektedir. Agikga goriilmektedir ki, sistem x=0"da dagilum simetrik oldugundan
bu noktada ikiye ayrilabilir. Bu nedenle (3.14) ifadesi aym1 zamanda yar1 sonsuz bir

sistem i¢in de verilebilir.
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Sekil 3.3 Smurli bir alanda bir kaynak i¢in konsantrasyon- mesafe egrileri.

Egriler lizerindeki sayilar, (Dt/h*)"* degerleridir (Crank, 1975).
3.1.2. Degiskenlere Ayristirma Metodu

Bir kismi diferansiyel denklemin ¢6ztimiinii elde etmek igin gelistirilen en
standart metotlardan biride degiskenlere ayrigtirma metodudur. Bu metot da, (3.1)

denkleminin ¢6ztimii C yerine agagidaki esitlik yazilarak bulunmaya ¢aligilir,

C(x,t)=Xx)T() (3.15)

(3.1) denklemi diizenlenirse,

Xd—T=DT dﬁ),( veya
dt dx”
1dT Dd*X
-2 = 3.16
T dt X ax’ 3.16)
haline gelir.

Boylece esitligin sap tarafi yalmizca x’e bagli, sol tarafi da yalmzca t’ye bagh
olacaktir. Esitligin her iki tarafi ayr ayrn —~A’D esitlenirse, difiizyon denklemi

kolaylikla ¢oziimii bulunabilecek iki tane adi diferansiyel denklem haline gelir.



_4 __p
T dt

| d*X

X ax =4

(3.17) ve (3.18) denklemlerinin ¢dziimleri sirasiyla,

T(t)=exp|-A’Dt ] (3.19)

X (x) = Asin Ax + Bcos Ax (3.20)

seklindedir. Bunlar1 (3.15) denklemindeki yerlerine koyarsak (3.1) denkleminin bir

¢Ozlimii de su formdadir:
C(x,1) = (Asin Ax+ Beos Ax)exp(—~A°Dt) (32D

(3.1) lineer diferansiyel denkleminin en genel ¢6ziimii, (3.21) tipindeki ¢éziimlerin

toplamu ile elde edilir.

C(x,t)= i(Am sin A,,x + B, cos ﬂ.,,,x) exp (—%,,,ZDt) (3.22)
m=]

Buradaki 4, B,,, 4, terimleri herhangi bir 6zel ¢oziim igin baglangig ve simr

m?* “"m

sartlariyla tiiretilebilir.
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Omegin, difiize olan maddenin baglangi¢ dagilimi ve konsantrasyonun sif;r kabul

edildigi yiizeyler boyunca, / kalinligindaki bir diizlem tabakanin digindaki diﬁ‘i“zyon.l‘g o

ilgileniliyorsa,
C=C, O<x<l, t=0
(3.23)
C=0 x=0,x=1I, t>0
sinur sartlarinn kullanildiginda
Bm :0’ Z’m = ','71775 (324)
oldugu goriilebilir. O halde (3.23)’teki baslangi¢ sart1 da,
C, ZA,,, sm( J 0<x<l (3.25)

yazilabilir. (3.25) denkleminin her iki tarafim1  sin (pTﬂx) ile garpilip, 0’dan ’ye

kadar integre edilir.

/ 0, m=p,
. [ p7 . [ mx

Jsm [————xj sm(—xj dx=<]

5 / { > m=p,

iligkisi de dikkate alinirsa, A4, terimi de goyle olacaktir:

A =iC—°, m=13,5,...

"
mn

Son olarak ¢6ztim m=2n+1, n=0, 1, 2, ...olmak iizere,

4 ”_02ﬂ+1

2n+Dzx (3.26)

exp{-D(2n+1)’z’t/I’}sin

seklinde yazilir.
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3.1.3. Laplace Doniisiim Metodu

Laplace dontisimii, matematiksel fizikteki birgok problemin ¢6ziimii i¢in ¢ok
kullanigli bir metodudur. Bu metot uygulandiginda degisken doniislimleri yapilarak,
difiizyon denklemini kolaylikla ¢6ztimii bulunabilecek bir adi diferansiyel denklem

haline getirmek miimkiindiir.

Yari Sonsuz Ortam

Laplace doniistimiinlin bir uygulamasi olarak, yari sonsuz ortamda, sinirlarda

konsantrasyonun sabit, baslangi¢ konsantrasyonunda sifir oldugu difiizyon problemi

incelenebilir.
oC o’C
—=D— 3.27
ot ox” ( )
C=C, x=0, t>0 \
.28
C=0 x>0, t=0 ( )

(3.27) denkleminin her iki yam e ”ile garpilip, t degiskenine gére sifirdan sonsuza

integre edilirse,

T, 0C 1% _,0C
e dt—— e —dt=0
[ = Oj e (3.29)

0

Sagdaki ilk integralde, integral ve diferansiyelin yerleri degistirilerck soyle

- yazilabilir:

T oa0°C Ot
fer 4= [cear (3.30)

0



Herhangi bir f(t) fonksiyonunun Laplace doniigimii, F(t)= J- f(®e"dt
[}

seklinde verilmektedir. Buna gére (3.30) esitliginin sag tarafi yeniden diizenlenirse,

%, u, 0C
Eof@ M =— (3.31)

olarak ifade edilebilir. Esitlik (3.29)’daki diger integral ise kismi integrasyon metodu
ile integre edilebilir.
I aC o % —
-pt . —pt -pt —
[e - dt=Ce A +p0jc(e dt = pC (3.32)

Boylece (3.29) esitligi su hale indirgenir:

D =pC (3.33)
(3.28)’deki sinir sartina da ayni doniisiim uygulanir.

C= j C,e"dt = gi, x=0 (3.34)
0 P

Bu sekilde (3.27) *deki kismi diferansiyel denklem Laplace déniisiimiiyle (3.33) de
goriildiigii gibi bir adi diferansiyel denkleme doniigiir. Bu adi diferansiyel denklemin
¢Ozimil,

C

7"e“”‘ (3.35)

C=

olur. Burada ¢*= p/D’dir. Ek-1 de verilen Laplace déniisiim tablosu ile bu

fonksiyonun, ters hata fonksiyonunun déniigtimii oldugu goriilmektedir.



2

C=Cyerfe 7= 636

i

Acik bir sekilde goriilmektedir ki, bu ifade (3.27) esitligi ile verilen ve (3.28)’deki
sinir ve baslangig sartlarina sahip diferansiyel denklemin ¢oziimiidiir.

Diizlem Tabaka

(3.27)’deki difiizyon denklemi, ylizey boyunca konsantrasyonun sabit oldugu
2/ kalinhgindaki bir diizlem tabaka igin de ¢dziilebilir. Tabaka, —/ < x </ arasinda
kalan bolge olarak temsil edilir ve x=0 da simetriktir. Bu duruma uygun baslangig ve
smur sartlar: da esitlik (3.37) de gosterildigi gibi olur:

C=C, x=I t>0

3.37
a—C=0 x=0, >0 ( )
Ox

(3.37) esitligindeki ikinci ifade tabakanin merkezide diflizyon olmadigini gdsterir.
Burada yar1 tabakayr yani 0<x</ arasindaki durumu incelemek daha kolay
olacaktir. (3.27) ve (3.37) esitliklerine Laplace doniistimii uygulandiginda agagidaki

formu alirlar:

57 ~9C=0 0sx<l (3.38)
BB_C =0 x=0
* (3.39)
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(3.38) esitligi ile verilen diflizyon denkleminin belirtilen baslalgglg_v ve smir

sartlarinda ¢6ziimii su olacaktir:
= C, cosh(gx)
C=22"-2~ 3.40
pcosh(ql) 40

Bu denklemdeki hiperbolik fonksiyonlar, exponansiyel fonksiyonlar cinsinden
yazilip binom teoremi kullamlarak seriye agilabilir. Bu islemler sonucunda (3.40)
denklemi agagidaki gibi yazilabilir:

€ =Soy > (1)eriemv=) +%E(— 1) otems i (3.41)
p

Ek—1 de verilen Laplace doniisiim tablosundan faydalanarak gercek ¢oziim,

A (2n+1)l—x Y (2n+1)Il+x
C_q,;( 1) erfc——————2 Tor +Co;( 1) erfc—z N (3.42)

seklinde yazilir. Gorlilmekte oldugu gibi bu ¢ozlim, yansima ve siiper pozisyon
metodu kullamlarak elde edildigi gibi hata fonksiyonlarmnin bir serisidir. Serinin
elemanlart yar1 sonsuz ortamdaki her /-x, I+x, 3/-x, 3/+x, ... noktalarindaki

konsantrasyonlardir. Seri Dt /1* nin kiiglik degerleri igin yakinsaktir.
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3.2. Difiizyon Katsayisinin Sabit Olmadig Durumlar

Diflizyon katsayisinn sabit oldugu durumda difiizyon denklemin ¢6ziimii bir
6nceki boliimde gesitli metotlarla incelendi. Gergekte diflizyon katsayisi zamana,

sicakliga ve konsantrasyona bagimlidir.

3.2.1. Difiizyon Katsayisinin Sicakhiga Olan Bagimlihig

Atomlar sahip olduklan aktivasyon enerjisi ile bulunduklar1 noktada sabit
durmayip bir denge noktasi civarinda titresim hareketi yaparlar. Bu titresim
hareketinin genligi sicakliga bagli olarak artar. Diflizyon katsayist da yayilan atom
veya molekiilerin hareketliliginin bir Slglistidiir ve sabit basingta sicaklikla olan

iligkisi su sekilde gosterilir:

D=Doexp(—Q%T) (3.43)

Bu denklem Arrhenius bagintisi olarak bilinir. @, aktivasyon enerjisi (J/mol veya
eV/mol ), D, sicakliktan bagimsiz diflizyon sabitidir (Glicksman, 2000). (3.43)
denklemi yeniden diizenlenirse,

n =)
[nD=InD_ —=£| — veya logD=logD  — —¢| — 3.44
0 R\T Y g g, 23R\ T ( )

yazilabilir. Agiktir ki, 1/T ve bunlara kargilik gelen InD veya logD’leri gosteren bir
profil olusturuldugunda, bu profiller kullanilarak aktivasyon enerjisi ve difiizyon
sabiti de hesaplanabilir ($ekil 3.4). Bu profillere Arrhenius profilleri denir (Callister,
2000).
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Sekil 3.4. Difiizyon katsayisi ve sicaklik arasindaki iligki (Callister, 2000).

(3.44) denkleminden hareketle aktivasyon enerjisi agsagidaki formiille bulunabilir.

(3.45)

3.2.2. Konsantrasyona Bagh Difiizyon Katsayisi

Difiizyon katsayisinin konsantrasyona bagli oldugu durumda II. Fick kanunu su
sekilde gosterilir:

0C_ [ pieyC
= (D(C) o ) (3.46)

Birgok sistemde, Grnegin seyreltik ¢ozeltilerde konsantrasyona bagimlilik
vardir. Ancak bu bagimlilik ¢ok kuvvetli degildir ve pratikte boyle sistemler igin
diftizyon katsayis: sabit kabul edilir. Yiiksek polimerlerdeki buhar difiizyonu gibi

olaylarda ise, konsantrasyona bagumlilik olduk¢a dnemli karakteristik bir &zelliktir.

o
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3.2.2.1. Boltzmann-Matano Metodu

Boltzmann 1894 yihinda yaptifn c¢alismada diflizyon katsayiéiﬁf s
konsantrasyona bagli oldugu durumda, konsantrasyonun ve baglangi¢ sartlarinin tek
bir degiskene bagh olmast halinde (3.46)’daki nonlineer diferansiyel denklemin bir
adi diferansiyel denkleme indirgenebilecegini gostermistir (Boltzmann, 1894).

Boltzmann 7 =n(x,t) seklinde yeni bir degisken atamis ve bSylece konsantrasyon
da C(n) formunda tek degiskene bagl bir fonksiyon olarak tanimlanmisgtir:

x
= 3.4
n \/; (3.47)
ac_scan_ 1 6c
ax Oy ox o
(3.48)
9C _oCam__ 1 oC
o omot 27 oy
(3.46) denklemi, bu ifadeler kullanilarak yeniden diizenlenirse,
1 aC 9 1 BC
BT I a
noC 0
a7 3.49
2 on Bx[ (C ) (3.49)

bir adi diferansiyel denkleme doniigiir.




Matano bu doniigiimii kullanarak asagida baslangig sartlari verilen, karglt ak1m11
difiizyon deneyinde elde ettigi bilgilere dayanarak konsantrasyona bagli d}ﬁlzydn ‘
katsayis1 D(C)’yi belirlemistir (Matano, 1933). e

C =—00,(x<0,t=0
C———{ L n 00 (x ) (3.50)

C, n= oo,(x>(),t=0)

C', C,<C'<C, araliginda bir yogunluk degeri olmak iizere (3.49)
esitliginin her iki tarafi C = C,’den C = C’ ye kadar integre edilirse,

15 dc
-3 [ndc=|pcy— 3.51)
Cr dn le,
15 dc
—= [ ndc=D(CH=—= (3.52)
2;{ dn|e.

(3.52) denkieminden D(C’) ¢ekilebilir.

dac

CI
D(C)——E - ] f ndC (3.53)
"

Cr

Boltzmann degiskeni tekrar x-t degiskenleri cinsinden yazilirsa,

CI

D(Cy= [—511-%] f xdC (3.54)

seklinde konsantrasyona baghh diflizyon katsayist bulunmus olur. Bu ifade
Boltzmann-Matano ¢6ziimii olarak bilinir.




Ag zaman=sabit

——C=0 —>

Xy R x
T x
Matano ditzlemi

Sekil 3.5. Boltzmann-Matano Geometrisi (Glicksman, 2000).

Cl
Sekil 3.5°de goriilen C-x grafiginden yararlamlarak % ve f xdC ifadeleri

Cr

hesaplanabilir ve diflizyon katsayis: bulunabilir.



4. NON-FICKIiAN DIiFUZYON

Bir¢ok polimerin difiizyon davranigi, sabit baslangi¢ sartlarina sahip Fick
kanununun konsantrasyonuna bagli bir formu olarak tam anlamiyla tanimlanamaz.
Ozellikle penetrant islemi, polimerin kontrolsiiz olarak sismesine sebep olur.
Genellikle bu, kural digi (anomalous) veya non-fickian davranig sergileyen camsi
polimerler i¢in soylenen bir durumdur. Bagka bir agidan lastiksi polimerlerde
diflizyon, genellikle Fick kanunlarina uygun olarak gerceklesir. Bu lastiksi polimerin
ortam sartlarinin degismesine kargilik ¢ok hizli tepkiler vermesinden ileri gelen temel
bir farktir. Ornegin sicakliktaki bir degisim, yeni denge hacmi igin acil bir degigime

sebep olur.

Camsi polimerlerde uygulanan kuvvet, gerginlestirilmis polimerin
bozulmasini yavaglatabilir. Penetrant molekiillerinin sogurma ve geri birakma
tepkileri ile polimerin yapisi degigebilir. Fick davranigindaki sapmalarin, bu yapidaki
son oranla iliskili oldugu diigiiniilmektir. Kural dis1 etkiler direkt polimer yapisindaki

¢cOziiniirliiglin ve difizyonel hareketlerin degisimi ile baglantili olabilir.

Polimerlerin genellikle yapisal degisimlerle ilgili genis bir genlesme
spektrumu vardir. Fakat polimerlerin hepsi sicaklik veya penetrant konsantrasyonun
ve polimer pargalarinin hareketlerinin artmasiyla biiziiliir. Belli bir konsantrasyonda,
cams! halden lastiksi duruma degisim, camda sicaklik gegisi olmasiyla agiklanir. Bir
sogurma islemi, 6rnegin difiizyon hareketlerinden daha yavas veya yaklagik olarak

ayn1 hizda olusan bu segmental hareketlerle etkili olmaktadir.

Plastik polimerlerde (camsi sicakligin istiindeki sicakliklarda), polimer
diizenlenebilir ve bir sekilde zincirlenir. Bu ylizden ¢abuk¢a penetrant isleminde

= bulunmak difiizyon isleminin anormalliklerine sebep olmaz.
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Alfrey ve arkadaglart 1996’da polimerin genlesmesi ve diflizyonun goreceli
degerlerine gore yararli bir siniflandirma ortaya koydular (Crank,1975):

i) Genlesmenin difiizyon degerlerinden ¢ok disiik oldugu I.hal veya Fick
diflizyonu,

ii) U¢ noktalarda genlesme islemine kiyasla difizyonun ¢ok hizli
gergeklestigi 11. difiizyon hali,

iil)  Diflizyon ve genlesme degerlerinin kiyaslanabilir oldugunda olusan Non-

Fickian veya kural dis1 difiizyon.

I hal ve II. hal, difizyon davramsimin tekbir parametreye bagli olarak
tanimlanabildigi basit iki durumdur. 1. hal sistemleri difiizyon katsayis: ile kontrol
edilebilir. II. halde parametre; difize olan maddenin diger madde igindeki yayilm
limitini belirten sabit iz ve sismis jel ile camsi 6z arasindaki sinurdir. I1. hal aym
zamanda ikinci bir smun veya sofurma-zaman egrisi ile ilgili olan sirlayict

durumdur.

K ve n sabit olmak {izere, eger:t anindaki sorbat miktar1 K t" ile ifade edilirse,
II. hal sistemleri n=1, 1. hal sistemleri n=1/2 ile karakterize edilir. Non-Fickian
sistemler, I. hal ve II. hal arasinda yer alir ve n, 1 ve 1/2 arasinda bir deger alir veya
bu noktalar arasinda sigmoidal olarak degisir. Ay zamanda Non-Fickian davranig
igin birbirlerini etkileyen diflizyon ve genlesme iglemlerini tanimlamak igin iki veya

daha fazla parametre gerekir.

4.1. Karakteristik Ozellikler

Deneysel olarak incelenen gesitli polimer sistemlerde (Rogers 1965; Alfrey
et.al. 1966; Park 1968; Stannet,Hopfenberg ve Ptropoulos 1972; Hopfenberg ve
Stannet 1973) diflizyon anormallikleri ele almmustir (Crank,1975). Bu
anormalliklerin agiklanmasi igin birtakim matematiksel modeller gelistirilmistir.

Davramgin farkls tipleri Sekil 4.1°de gosterilmektedir.
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Fickian Pseudo-Fickian
(a) (d)
M,

Sigmoid fki evre

D
C
(b} (<)
h
142
t—>

Sekil.4.1 Fickian tipi egrilerle kiyaslanan, ‘Non-Fickian’ veya ‘anomalous’ emilim ve

geri emilim egrileri (Crank,1975).

i) Fickian (I. hal): Konsantrasyona bagli bir diﬁizyon katsayisi ile kontrol edilen Fick
diftizyonunun daha onceki boliimlerde incelendi. Psdeu-Fickian terimi ise ilk kez
1965’te Rogers tarafindan aym genel sekle ve karaktere sahip, sogurma ve geri
birakma egrilerini tanimlamak i¢in kullanilmustir. Sekil 4.1.a da goriildigii tzere

baglangigta gok kisa bir an igin bu egriler tek bir egri gibi devam etmektedir.

ii) Sigmoid: Sekil 4.1.b’de goriildiigii goriilen egriler birgok sistemde gézlemlenerek
tecriibe edilen egrilerdir (Park 1968). Sogurulma egrileri, denge sogurulmasinda tek
bir noktadan biikiilen sigmoid egrilerdir. Geri sogurulmamin baslangic degerleri
sogurulmayr gegmektedir. Fakat kisa bir siire sonra geri sogurulma yavaglar ve iki
egri kesisirler (Crank,1975).
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iii) Iki evreli sogurma: Bagley ve Long (1955) seliiloz asetat ile asetonuriibelli bir
aralikta sogurma serilerini incelediler. Ilk olarak belli bir buhar basincinda pohmerm » i
aseton buhariyla dengede oldugu diistinildi. Daha sonra ise sogurma - t'?
arasindaki iliskinin sonucu olarak bubar basincinda ¢ok az miktarda artig oldugu
gozlendi. Baslangigta mzh bir yiikseltme, t'? lineer fonksiyonu Sekil 4.1.c de
goriildiigii gibi asetonun polimer igerisindeki artisina sebep olur ve yari dengeye
ulagilir. Daha sonra gergek dengeye dogru yavas bir yaklasim goriiliir. Bagley ve
Long (1955), ilk olarak polimer yiizeyinde daha sonrada polimer tabaka boyunca
basit difiizyonla hizli bir gekilde yar1 dengeye ulagtiklarinda basit bir yorumlama

gelistirdiler (Crank, 1975).

Sogurmanin ikinci evresi, diflizyon islemine kiyasla daha yavag meydana
gelen ve sogurma icin belli bir degere sahip bir faktdr olan,  ylizey
konsantrasyonundaki bir artigla iligkilendirilmektedir. Konsantrasyon, tabaka
boyunca hemen hemen es dagilimlidir ve tabaka kalinligindan bagimsiz bir hizla
artmaktadir. 1960 yilinda Long ve Richman tarafindan deneysel olarak gézlemlenen

aseton yaymimi, bu yorumu onaylamustir. C, ylizey konsantrasyonu olmak {izere bu

yorum, (4.1) denkleminde gosterildigi gibi temsil edilmigtir:

C,=C+(C,-C)(1-¢7) 4.1)

DenklemdeC, ,C, sirasiyla ani ve son denge durumundaki yiizey konsantrasyonu, t

zaman, [ bir sabittir.

iv) Genisleyen Sinirlar (II. Hal): Bir penetrant sivisi, bir polimer tabaka veya tel
igerisine diflize oldugu zaman mikroskop altinda incelendiginde keskin simrlar
goriilebilir. Bu konu Park(1968) ve Rogers(1965)’in makalelerinde tartigilmigtir.
Hartley (1946) ise ti¢ siura dikkat ¢ekmistir. Déhil (i¢) sinuir, penetrant sivisinin
niifuz etme limitini gosterirken, dig simr gigmis jelin limitini gosterir. Ugtincii siirm
ya da orta siurnn ise, camsi polimer ve elastiki plastik polimer arasinda kaldig:

distiniilmektedir.
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Polimer tabaka, penetrant sivisi benzeri gseylerden ziyade buharla temas hallnde

oldugu zaman, eger biitiin sistem camsi fazda ise orta siurn kayip oldugd*bi;r‘g:dk"

durum gdzlenmektedir. Sinrlarin konumlart t'? ile orantilidir. Her bir smurin sabit
bir hizla hareket ettigi durumlar, orta seviyede bulunan kuvvetler, Hartley (1946),

Kwei ve Zupko(1969) gozlemlenmisgtir.

Wang ve arkadaslarinin (1969) yaptiklar galigmada, a ve b sabit olmak tizere,
penetrasyonun ortasl igin at+bt'? seklinde alternatif bir ifadeye isaret ettiler (Crank,

1975).

Robinson (1950), paralel cam plakalar arasinda kloroform yayilmis seliiloz
asetatlarin interferometrik (iki 1simin garpigmastyla 6lgiilebilen hareket veya kigiik
mesafe) sacak fotograflarim elde etti. Ozellikle, konsantrasyonun i¢ sir bolgelerde
daha hizli degistigini go6zlemledi. Bu sonug, sisen polimer ile tabakanin
merkezindeki aktif olmayan 6zilin etkilesiminden dolay: i¢ baskilarin (kuvvetlerin)
varligmi gosterdi. Yalnizca bu kuvvetler tarafindan yOnlendirilen polimer
molekiilleri degil (Dreschel, Hoard ve Long(1953)), ayni zamanda Hemans(1948),
Alfrey ve arkadaglar1 (1966) anizotropik boyutsal degisimler ve sismeyen 6z{in enine
catlamalarinin da polimer molekiilliniin yoniinii degistirebilecegini gézlemlemislerdir

(Crank, 1975).

4.2. Temel matematiksel modelleme

Crank tarafindan 1955’te yapilan ¢aligmalarda, polimer molekiillerinin bir kisim
hareketlerinin aniden etkin olabilecegini fikrini kesfetti. Bu hareketler penetrant
difizyonuna kiyasla daha yavas gerceklesmektedir. Penetrant konsantrasyonundaki
" artigin, camst durumdaki genlegmenin karakteristiginin bir sonucu olarak belli bir
denge degerine dogru yavas bir egilim gdsteren difiizyon katsayisinda, ani bir artisa
sebep oldugu diistinlilmektedir. Bunun anlami sudur ki; bir sistemin herhangi bir
elemann diflizyon katsayisinin degeri, elemanin daha 6nceki konsantrasyon degerine

baglidir.

e
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Yiizey konsantrasyonunun sabit tutuldugunu ve birbirinden bagimsiz meydana gelen
difizyon katsayisinda hizli ve yavag degisimler oldugunu farz edelirit: ”‘_Eg‘er" e
konsantrasyon sinirsiz hizlarla degisiyorsa, ani degisimler gegiren bilesenin difiizyon

katsayis1 D, ile gosterilmek {izere,

D, = D,e* (4.2)

i

denklemi yazilabilir. Burada, C penetrant’in yani yayilan maddenin konsantrasyonu,

D, ve a sabitlerdir. Konsantrasyonu C olarak verilen bir noktada difiizyon
katsayisinin, son denge degerine (D,) ulasincaya kadar zamanla biiylik bir artis

gosterecegi farz edilir. b, a’dan daha biiyiik bir sabit olmak tizere D, denge degeri,

D, = Dye™ (4.3)

e

seklinde ifade edilir. Denge diflizyon katsayisi i¢in bu yaklagim asagidaki gibi birinci

- mertebeden bir degisimi ifade eder:

oD
== a(D,- D) (4.4)

(4.4) denklemindeki @, @ = ,e°“ seklinde konsantrasyona bagli bir fonksiyondur.

(4.2), (4.3) ve (4.4) denklemleri D diftizyon katsayisi igin diizenlenirse agagidaki

baginti elde edilir:

oD _(ap,YoC _
() -3 ) e “



(4.6) denklemi temel alinarak, Psedeu Fickian ve sigmoid tipli egrllerm fbu”g:okré\E L

Ozelligini sergileyen sofurma ve geri birakma egrileri igin hesaplamalar o

yapilmaktadir. Burada temsil edilen ve bilinen bes degiskenle, deneysel verilétle

ortaya ¢ikarilan egriler arasindaki kargilagtirmadan detayli bir sonug¢ ¢ikmasi
beklenmemektedir. Yinede (4.6) denklemi kullanilarak makul degerler elde

edilebilir. Bu model, ¢dziiniirliigiin bazi etkilerini gosteren iki evreli davrangi

aciklayamamaktadir.

4.3. Ince Bir Polimer Tabakada Difiizyon

4.3.1 Ince Bir Polimer Tabakada Fick Difiizyonu

Baslangigta uniform su konsantrasyonu C, ve yiizeylerdeki su konsantrasyonu
C, olarak olgiilen, 2/ kalinligindaki ince bir hidrofilik polimer tabakasinda, tek

boyutta izotermal penetrant diftizyonunu ele alinsin. Bu durum bir sogurma ve geri

sogurma deneyi igin tipik deneysel sartlar1 ifade eder (Peppas and et al., 1994).

Penetrant difiizyon katsayisi D sabit kabul edildiginde, yukandaki sartlar
tasiyan tek boyutlu difiizyon denklemi su sekilde yazilir:

oC o’C

—=D— 4.
C=C, —I<x<l, t=0

C=C, x==l,x=1, t>0

Degiskenlere ayristirma metodu kullanilarak bu difiizyon probleminin ¢6ziimii,

Cc-C, (-1)’ (2n»+1)2 ) Qn+1)rx
e R (. V) 22Dt |cos T 4.8
C.—C, :4:;2“1 [ u )T Ty 48

olarak bulunur.



Eger bir t aninda tabaka igine difiize olan su miktar1 M, ve sonsuz zamana karslhk
gelen miktar M ile gosterilirse, polimer tabaka tarafindan emilen su orani soyle :

form edilir:

M, | 8¢ 1 (2041,
KT{I D v p( ( 21 J”D'H “9)

o0

Cok kisa zamanlardaki davramgi yorumlamak igin, (4.8) denkleminin asagida

verilen hata fonksiyonunun bir serisi formundaki bir diger ¢6ziimii kullanilir (Crank,

1975):

2 " /-
22 1)'e f(2n+1) X Z( r (2n241;l+x (4.10)

M, _ _13_{5 TV e N
2% o5 {z £23 (1) zerfcﬁ} @1

n=l

Bu ifadelerdeki degisimin C, =0 veya C,=0alinmasindan kaynaklandig1 agiktir.

Burada ierfc x, x’in integre edilmis hata fonksiyonu tiimlecidir. Kisa bir zaman igin

(4.11) denklemi,
1
M, (DY
M- 2(._] (4.12)

ifadesine yakinsar. Bu ifade de agikga goriildiigii gibi, ince bir polimer tabaka
12

icindeki Fick diflizyonu ¢
miktarindaki artig oranmun ilk % 60°1 i¢in gegerlidir (M, /M <0.60).

ile karakterize edilir. Kisa zaman yaklasimi su



4.3.2 ince Bir Polimer Tabakada II. Hal Difiizyon

Ince bir polimer tabakadaki II. hal tagimmin matematik analizi, Enscore ve
arkadaslar1 tarafindan yapilmigtir [Enscore and et al., 1977]. Bu analiz su sekilde
ifade edilir; I1. hal penetrasyonuna maruz kalan, / kalinlifinda ve kesit alan1 A olan
ince bir polimer tabaka g6z Oniine almnsin. Sigsen bolge, X <x<[/2 arahifinda
tanimlansin. Burada X, suyun {iniform konsantrasyonunun denge su konsantrasyonu

C,’a esit oldugu bir ileri pozisyonu gostermektedir. Suyun difiize olmadig1 camsi

bolge ise 0<x < X aralif ile belirtilir.

Sogurulma hareketlerinin, bu ileri pozisyonda sinirhi bir oranla gergeklesen
genlesme (relaksiyon) olayt ile kontrol edildigi farzedilmektedir. Eger £, II .hal
relaksiyon sabiti olarak tamimlanirsa, tasvir edilen emilimin birinci mertebeden

kinetik ifadesi su olacaktir (Peppas and et al., 1994):

dM
— =k (4.13)

M,, V hacmindeki sisen bdlge iéine alman su miktarim gostermektedir. V
hacmi 4(/ /2 - X) ifadesine esit olup, herhangi bir t anindaki kiitle denkligi asagidaki

gibi ifade edilir:
)
M, =Cod (5~ X) (4.14)

Kiitle denkligindeki M, ifadesi, (4.13) denkleminde yerine konup X’e gore ¢6ziim

yapilirsa M,, zamana bagli bir fonksiyon olarak gosterilebilir.



M, =[2C°A)(%¢J (4.16)

2C,A/1 terimi, uzun zamanda ulagilacak olan M, ’dur. (4.16) denklemine sadece
M_ i¢in ani bir degigimin gozlendigi ¢t = C// 2k, degeri igin bagvurulabilir.

Bu yiizden, (4.16) denklemi,

M, _2k, (4.17)

M, CJl

Lol

seklinde yazilabilir. (4.17) denklemi ile agik¢a vurgulandigi gibi, bir polimer i¢inde
II. hal diflizyonu, iki yonden difiize olan maddenin tabakanin merkezinde
karsilagmasina kadar gecen zaman igin diflize olan madde miktarindaki artigin

zamana lineer bagimlilig: ile karakterize edilir.

(4.17) denkleminde gosterilen matematiksel model, Enscore ve arkadaglar

tarafindan farkli geometriler igin genellestirilmigtir (Enscore and et al., 1977).

N
M’—=l— 1- k°,t (4.18)
M Cya

o

Bu denklemde a', incelen geometrinin yarigapidir. Silindirik ve kiiresel geometriler
i¢in a gibi bir sabit, diizlemsel numune igin film kalinlignn yarist (1/2) olarak alinir.
N ile gosterilen kuvvet ise yine geometriye bagli olarak tanimlanir ve filmler igin 1,

silindir i¢in 2, kiire i¢in 3 degerlerini alir.



4.3.3. Ince Bir Polimer Kesitindeki Tasinimin Analizi

Deneysel Denklem

Peppas ve Sinclair tarafindan yapilan ¢alismada, camsi polimerlerdeki su
diflizyonunu tanimlamak i¢in yari deneysel bir denklem kullamilmugtir. (4.12)
denklemi, ince bir filmdeki Fick difiizyonu i¢in herhangi bir anda su miktarindaki
artisin ilk %60 ile zamanin karekokiintin karakterize edilebildigi gostermistir. II
difizyon hali, (4.17) denkleminde iki y6nden yayilan maddenin karsilagmasina
kadar, berhangi bir andaki su miktarindaki artigin zamanla iligkisinin lineer oldugunu
gosterilmigtir. Camsi polimerlerdeki birgok tagimim olayi, bu iki kisitlayici durum
arasinda yer alir ve Fick ve II. hal difiizyon mekanizmalariun bir bilesimi olarak
diistiniilmektedir. Bu gézlemin basit bir ifadesi, deneysel olarak kontrollii diflizyon
ile kontrollii genlesme artiglarinin bir toplamu seklinde yazilabilmektedir (Peppas &
Sinclair, 1983):

M,
H’—=klx/;+k2t (4.19)

o

(4.19) denkleminin genellestirilmis bir ifadesi,

= kt" | (4.20)

Slx

olarak yazilabilir. Burada k, penetrant ve makromolekiill ag sisteminin
karakteristiklerinin birlesimi olan bir sabiti, n ise taginim mekanizmalarin1 gosteren
bir difiizyonel kuvvettir. n Fick difiizyonu i¢in 1/2, II. hal diflizyon igin 1 degerini
alir. Bu jki sinirlayict durum igin k sabitinin fiziksel bir anlami vardir. Ornegin Fick
diftizyonu igin (4.12) denkleminde gorildigt gibi k=2(D/ #l*)"? ve II. hal
difiizyonunda da (4.17) denkleminde goriildigt gibi & =2k, /C,/ olarak alinmustur.
Anomalous veya Non-Fickian difizyon davramgi, Fick diflizyonu ile II. hal

difiizyonu arasinda yer alir ve buna bagli olarak bu davranig i¢in n, 1/2 ile 1 arasinda
degerler alir. Super IL hal difiizyonu da bu yar1 deneysel denklem ile gosterilebilir.
" Bu durumda n, 1°den biiyiik degerler alir.
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4.3.4. Deborah Sayisi

Diflizyonel Deborah sayisi (De), ilk olarak Vrentas ve arkadaglan tarafindan <~ '

tamimlanmig olan bir boyutsuz sayilar kiimesidir. Difiizyonel kuvvet n’ ye benzer
olarak De, difiize olan maddenin yayilimindaki mekanizmay: agiklayabilir. Aslinda
difiizyonel kuvvet ve diflizyonel Deborah sayisinin her ikiside, toplam sogurulma
davramsinda kontrollii diflizyon ve kontrollii genlesme islemlerinin nemini
vurgulayan birer dlglidiir. Deborah sayisinin analizinde, sogurma igleminin gesidi, iki
karakteristik zamanin oranlanmasi ile belirlenmektedir. Bu karakteristik zamanlardan
biri makromolekiil-penetrant sistemi igin A ile gosterilen genlesme siiresi, digeri ise
aym sistem igin 0 ile goOsterilen diflizyon siiresidir. Diflizyonel Deborah sayisi
asagidaki sekilde ifade edilmektedir (Vrentas and et al., 1975):

4.21)

N
]
NI

De>1 igin yani genlesme siiresinin diflizyon siiresinden daha uzun oldugu
durumda difiizyon iglemi boyunca makromolekiil yapisindaki degisim, zamana bagli
degildir. Bu sekildeki sogurma islemi Fick difiizyonu olarak tanimlanmigtir.
Genlesme siiresinin diflizyon siiresinden ¢ok daha kisa oldugu De <1 igin,
diflizyonun zaman sikalasina kiyasla, makromolekiil yapisinda ani yapisal degisimler
meydana gelir. Bu sofurma islemi ¢egidide Fickian difiizyonu olarak
tammlanmaktadir. Bu ylizden De>>1 veya De <1 degerlerini gosteren diizlemsel
sistemler i¢in difizyon kuvveti n, 1/2 degerine esittir. De=0(1) oldugunda,
genlesme ve diflizyon siireleri aym biiyiikliiktedir. Penetrant, makromolekiiler agin
icinde yayildig1 halde, zincirlerdeki yeniden diizenlenme hemen gergeklesmez. Bu
ylizden anlik makromolekiiler yapi, aymi su konsantrasyonundaki denge ag
yapisindan farkli olabilir. Bu durum, n’in 1/2 ve 1 arah@inda degerler aldigi,
kuraldig1 (anomalous) taginim davranigi ile agiklanmaktadir.
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De=1 degerini aldifinda su miktarindaki artig, sadece mahémolekﬁl
zincirindeki genlegme ile kontrol edilir. De ‘nin bu degeri, diflizyonel kuvvet n’nin
1’e egit oldugu I1. hal diflizyonu belirtmektedir (Peppas and et al., 1994).

Polimer-penetrant sistemi inceleyen birkag arastirmact da tagmim
mekanizmasinin, tizerinde galigilan numunenin boyutuna bagli oldugu fikrini ortaya
atmistir. Bu gozlemsel inceleme dayali olarak ince bir film igindeki tek boyutta
gerceklesen difiizyon igin karakteristik diflizyon siiresi,

f=—- (4.22)

seklinde tanimlanabilir. Buradaki &, karakteristik difizyon mesafesi olup, film
kalmligmm yanisidir (//2). D ise makromolekiiler yap: igindeki su difiizyon
katsayisidir. Bunlar dikkate alindifinda Deborah sayisi su sekilde yazilabilir:

Des-;;TD (4.23)

Tablo 4.1,Farkli geometriler igin difiizyonel kuvvet ve deborah sayisinmn aldigi degerler
(Peppas and et al., 1994).

Difiizyon kuvveti Tasimim
Deborah sayisi mekanizmasi
Diizlem tabaka Silindir Kiire
0.5 0.45 043 >1 Fick
<1
n>0.5 n>0.45 n>0.43 o) Anomalous
<10 <0.89 <0.85
1.0 0.89 0.85 1.0 1. hal

n>1.0 n>0.89 n>0.85 - Siiper I1. hal
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4.4. Uygulama

Bu boliimde difiizyon katsayisinin zamana bagli olmasi halinde ve difiizyonun ~*"
Non-Fickian karakter sergiledigi durumda diflizyon denkleminin ¢éztimii uygulamali
olarak verilmistir. Ozdemir ve Floros (2001) antimikrobiyal 6zellik tagiyan
yenilebilir peynir alti suyu proteini (whey protein) filmlerinden salinan potasyum
sorbat miktarini deneysel olarak belirlemislerdir. Bu tez ¢alismasinda Ozdemir ve

Floros’un (2001) deneysel olarak buldugu verilerin matematiksel modellenmesi

yapilmugtir.

4.4.1. Uygulamaya Giris

Yenilebilir filmler ve kaplamalar genellikle gidalarin gaz, su buhar1 ve madde
gecisini engelleyerek raf Omriini uzatmak igin gidalara uygulanan yenilebilir
malzemelerden yapilan ince tabakalar olarak ifade edilir. Yenilebilir film ve
kaplamalar ayn1 zamanda gidalarin gﬁrﬁnﬁmﬁnﬁ glizellestirmek ve yapisal biitlinligii
saglamak amaci ile kismen veya bazi zamanlarda tamamen sentetik polimer
malzemelerin yerini alabilirler. Son yillarda alisilmis ambalajlarin disinda yenilebilir
film ve kaplamalar da ambaléj olarak kullanilmaktadir. Bu ambalajlara 6rnek olarak
gida sanayinde elmali sekerler, kollajen kaplamali sosisler ve yenilebilir mumla
kaplanan kasar peynirleri ile ilag sanayinde ise antibiyotikler verilebilir. Yenilebilir
film ve kaplamalar; antimikrobiyal, antioksidan ve ¢esni gibi gida katkilarinin

tasiyiciligini yapmak igin de gida sanayinde kullanilmaktadir.

Yenilebilir film ve kaplamalarin gelisimi, karakterizasyonu ve uygulamasi
konularinda c¢esitli ¢alismalar yapilmistir. Torres ve arkadaglari (1985) zein proteini
kullanilarak imal edilen filmlerde sorbik asitin diflizyonunu incelemistir. Guilbert
(1988) tannik ve laktik asite maruz biraktigi jelatin ve kazein filmlerdeki sorbik
asitin salmmmim g¢alismustir. Redl ve arkadaslar1 (1966) lipid igeren ve igermeyen

yenilebilir gluten filmlerdeki sorbik asitin difiizyon katsayisim belirlemislerdir.
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Brazel ve Peppas (1999) ¢apraz bagli polimerik materyallerin su, ¢6zﬁnmﬁ$
madde ve ilag tastmumini incelemislerdir. Taginim davranmiginda bilesimin, ¢Oziinmiis
maddenin 6zelliklerinin ve polimer yapisiun etkili oldugunu tespit etmisiérdir.
Ozdemir ve Floros (2001) yenilebilir peynir alt1 suyu proteini filmlerinde kullanilan
potasyum sorbatin difiizyonunu incelemisler ve 25°C sicaklikta potasyum sorbatin
film igindeki difiizyon katsayisini belirlemislerdir. Ozdemir ve Floros (2003) peynir
alt1 suyu proteini filmlerindeki potasyum sorbatin diflizyonunun film bilesenlerinin
hepsinden etkilendigini géstermislerdir. Hartikainen ve arkadaglar1 (2003) farkl
potasyum klorit konsantrasyonlarinda ve farkh sicakliklarda amiloz film igerisindeki
potasyum kloritin difiizyonunu incelemisler ve diflizyonun konsantrasyondan

bagimsiz oldugunu fakat sicaklikla dogru orantili olarak arttigini belirlemislerdir.

Peynir alt1 suyu; igerisinde suda ¢oziinebilen ¢esitli siit bilesenlerinin oldugu
cok bilesenli bir ¢ozeltidir. Peynir alti suyunun kuru maddesi laktoz, protein ve
¢esitli mineraller igerir. Ayrica peynir alti suyu proteinlerinin besleme degeri ve
" 6nemli fonksiyonel 6zellikleri vardir. Yaklasik olarak her 1 kg peynir igin, 10 litre
stitten 9 litre peynir alt1 suyu elde edilir. Bu genel oran peynirin ¢esidine, ¢ig siitteki
yag icerigine ve diger faktorlere bagli olarak degisebilir. Peynir alti suyu

proteinlerinin ¢ogu degerlendirilmeden atilmakta olup, bu olay ciddi kirlilikler ve

atik problemleri olusturmaktadir (Ozdemir ve Floros, 2001). Yenilebilir film ve

kaplamalarda peynir altt suyu proteinlerinin kullanilmasi grdalarin besin degerini ve

raf 8mriind arttirmaktadir.
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4.4.2. Matematiksel Model

Bu ¢alisma ile iginde homojen potasyum sorbat konsantrasyon dagiliminin
oldugu ince bir peynir alti suyu proteini tabakasindaki potasyum sorbat difiizyonu,
film ¢oziicii igine batirildiginda incelenmistir. Coziici absorpsiyonu ve ¢Oziinmiis
madde difiizyonu ayni zamanda baglamaktadir. Sigsmis ince peynir alt1 suyu proteini
film tabakasindaki potasyum sorbat diflizyonu, zamana bagli diflizyon katsayisi ile
(peynir alt1 suyu proteini filminin kalinlifinin ylizey bolgesine kiyasla kii¢iik oldugu
bilinmektedir) tek boyutlu olarak Fick’in 2. kanunundan asagidaki gibi tiiretilebilir
(Crank 1975; Good, 1978; Ozdemir ve Floros, 2001):

QEZD(f)%’ O<x<L, t>0 (4.24)

ot

=0, x=0, >0
=0, x=L, (>0

C
C
C=C, =0, O<x<L

Il

(4.24) denkleminde C, film igerisindeki potasyum sorbat konsantrasyonunu; D(t) ise

potasyum sorbatin zamana bagli diflizyon katsayisini ifade etmektedir.

Good (1978) ile Korsmeyer ve Peppas (1981) ¢oziicii maddenin sigmesi
yiiziinden meydana gelen film kalinligindaki degismeler ihmal edildiginde, ¢oziicii
emiliminin ¢6ziinen maddenin difiizyon katsayis1 ile orantili oldugunu
gostermislerdir. Peynir alt1 suyu proteini filmi igerisindeki potasyum sorbat difiizyon
katsayisi, ¢oziici madde emilimi ile degismekte olup, her zaman film yiizeyinde
merkezdekinden daha biiyikk degerlere sahiptir. Coziici emilim miktart zamanla
artt1f1 i¢in peynir alti suyu proteini filmi igindeki zamana bagli difiizyon katsayisi
(4.25) esitligindeki gibi ifade edilebilmektedir (Good, 1978; Korsmeyer ve Peppas,
1981; Ozdemir ve Floros, 2001):
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&

D@®)=D, (A/[—] ff_ v (4.25)

M,

T

(4.25) esitliginde D, , ¢oziicti emilimi dengede oldugundaki potasyum sorbat

. . * ol . Z3 23 *1: . M .0 k<3 e *1
difiizyonunu, M'/M_, ise ¢dziicii emilim oranim gostermektedir. Coziicti emilim
orani, Fick’in 2. kanunundan tiiretilen ¢oziici emilim denkleminin ¢dziimiinden

hesaplanabilmektedir. Ince tabaka halindeki peynir altt suyu proteini filmindeki

¢oziicli emilimi asagidaki matematiksel model ile ifade edilebilir:

ocC _D o°C

—, O<x<L, t>0 (4.26)
ot ox”

(4.26) esitliginde C*, C, ve D ifadeleri sirasiyla géziicii konsantrasyonunu,

son ¢oziicli konsantrasyonunu ve ¢oziiciiniin diflizyon katsayisin1 gostermektedir.

(4.26) denklemi, sinir sartlari da dahil homojen olmayan, lineer ve parabolik bir

kismi diferansiyel denklem olup, ¢oziicli difiizyon katsayisi sabit kabul edildiginde

analitik ¢ozlimii vardir. (4.26) denkleminin analitik ¢6ziimii asagidaki gibi

gosterilebilir:
C (x,0) =V (x,t) + K(x,t) (4.27)
Burada V(x,t), (4.26) denkleminin ¢Oziimiintin homojen kismuni; K(x,f) ise

homojen olmayan kismini ifade eder. Bunlar (4.26) denkleminde, simr ve baslangig

sartlarinda yerine koyuldugunda asagidaki denklem elde edilir:

2 2
%+§£=D. 612/+8[’< , O<x<L, t>0 (4.28)
ot ot ox ox”

q4;,1»*‘
e
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V+K=C,, x=0, t>0 ,
V+K=C,, x=L, t>0
V+K=0, t=0, O<x<lL

s

Eger homojen olmayan kisum K(x,t), son ¢dziicli konsantasyonu C, degerine esit

segilirse,
K(x,t)=C, (4.29)
seklinde yazilabilir ve (4.28) denkleminin homojen kismi su hale gelir:

oV _ .oV

— ~ O<x<L, t>0 (4.30)
ot ox”

V=0, x=0, t>0
V=0, x=L, t>0
V=-C,, t=0, O<x<L

(4.30) denklemi bir homojen lineer kismi diferansiyel denklemi olup degigkenlere
ayristirma metodu ile agagidaki sekilde ifade edilebilir:

Vix,t)=X(x)T(1)
ifadesi (4.30) denkleminde, baslangig ve sinir sartlarinda yerine koyuldugunda:

1 or 18X

O<x<L, t>0 4.31)

D'T ot X ox°

X(0)=0, >0
X(L)=0, t>0
T(0)=-C;, O<x<L



5T=—,1 = Z_fmm’ 0 (4.32)

T o
1Px_ L X
X o’

(4.33)

(4.32) esitligi, birinci mertebeden lineer bir adi diferansiyel denklem olup,

yeniden diizenlenip 0 — ¢ aralifinda integre edildiginde asagidaki esitlik bulunur.

o _ —-AD"ot
T
InT|, =-AD"f
InT()~InT(©) =-AD"t = Ini® —_1p"
]
T(t)=—Cyexp| ~AD't | (4.34)

(4.33) esitligi ise ikinci mertebeden, lineer ve sabit katsayili bir adi

diferansiyel denklemdir. Karakteristik denklémi, »* + 1 =0 seklinde olup, n= +iA

ve r, = —iA seklinde iki kompleks koke sahiptir. Buna gére diferansiyel denklemin

genel ¢oziimii:
X(x)= Acos~Ax+ BsinJAx

seklinde olacaktir. Genel ¢oziimiin x = 0 ve x = L oldugunda aldiga degerler

bilindiginden A ve B katsayilar1 belirlenebilir.



X(0)=0, = 4=0

X(L)=0, = BsinNAL=0 = sinJAL=0 = 4, =

Burada 4, , (4.33) denkleminin 6zdegeri ve sin\/4,x de bu 6zdegere karsilik gelen
dzfonksiyondur (m = 0, 1, 2, ...). Belirtilen sinir sartlan igin 6zel ¢6ziim asagidaki
gibi yazilabilir:

X(x)=Bsin\J4 x (4.35)

Ill

(4.34) ve (4.35) esitliklerinde verilen ifadelerin ¢arpimu  (4.30) esitliginde

verilen denklemin ¢6ziimiinii verir.

V(x,t)=-C, ZB,,, sin \[4, x e\ip[: ,,,D‘t] (4.36)

=0

Baslangi¢ sart1 dikkate alindiginda:

V(x,0)=-C, ZB siny4,x =-C, (4.37)

m
m=0

olacaktir. B, katsayisini belirlemek igin (4.37) ifadesinin her iki tarafi 6zfonksiyon

ile garpilip, 0 <x < L arabiginda integral alindiginda asagidaki esitlikler elde edilir:

~C, ZB sin® \JA,x =-Cysin 4, x

m
m=0
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2
B =———|cosmm—1]|=
" mzz'[ ] 4 m tek
mnr

Yukaridaki esitlikler dikkate alindiginda (4.30) denkleminin ¢6ziimii en agik bigimde
asagidaki sekilde ifade edilebilir (m — 2m +1):

Pnn=—Se3 Lo [-( 2”2 *! )'_ nszsin Q-”i;—”nx (4.39)

T oo 2m+1

(4.26) denkleminin genel ¢6ziimi, (4.29) ve (4.39) denklemlerinin toplanmasiyla

elde edilir:

. . AC & ] 2m+1Y , . 1
C'(x,t)=C, _4G Z exp':—( mL+ ) z°D t}sin (2mL+ )n'x (4.40)

T oo 2+ 1

Bu ifade, ince tabaka halindeki peynir alti suyu proteini filminin kalinligr boyunca

herhangi bir zamandaki ¢6ziicii konsantrasyonu dagilimini vermektedir. Ince tabaka
halindeki peynir alti suyu proteini filmi tarafindan emilen ¢éziicti miktar1 (M) ve

denge ¢oziicti igerigi (M., ) sirastyla (4.41) ve (4.42) esitliklerinden hesaplanabilir.

. o .. 8LC. & .
M =4, jc (r,O)dx=4,| CoL——23" ! —exp —(2’"“) z'D't (4.41)
"5 ’ T ma (m+1) L

L
M, =4, [C'(x,0)dx=4,C,L (4.42)

Burada 4, peynir alti suyu proteini filminin yiizey alamni géstermektedir. (4.41)

denkleminin (4.42) denklemine boltimii, herhangi bir anda absorbe edilmis

¢Ozliciiniin, denge ¢6ziicl igerigine oranini verir.
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M 8 & 1 2m+1Y 5 ,
A -2y exp| - D't 443
M { nzzo(zmn)le’{p[ ( L J” H - @

Potasyumn sorbat difiizyon katsayisi, (4.43) esitligi (4.25) esitliginde yerine

konuldugunda asagidaki sekilde ifade edilebilir:

8 & |1 2m+1Y .
D(t)—Dp[:I——,Zmexp[—( 7 jn’DtJ:' (4.44)

T m=0

Potasyum sorbatin difiizyor katsayis1 D,, (4.44) denkleminde agikca

goriildiigii gibi sadece zamann bir fonksiyonudur. Boylece (4.24) denkleminde D(t)
yerine, (4.44) denklemindeki karsiigi yazilip, analitik ¢6ziimi yine degiskenlere

ayrigtirma metodu ile bulunur.

Clx,t)y=T()X(x)

X(x)= Bsin [, x

84D = (l—exp(~4,D't
T(t)=exp| —A,D t +——L E ( B - )
" 7D 2m+1)* 4

m=0 (o

ince tabaka halindeki peynir alt1 suyu proteini filmi igindeki potasyum sorbat

diflizyonunu veren ve (4.24) denkleminde agik¢a tanimlanan matematiksel modelin

¢cozlimii agagidaki gekilde yazilir:

o © (1—exp(—A D
Clx, ) = 2o L )expl:—lDt+8/1"D"Z( xp (-4, t)):‘sinlnx (4.45)

T = (2n+l TP DS m+)? A,

Burada, A, ve A,, sirasiyla (4.24) ve (4.26) esitliklerinde tanimlanan problemlerin

Ozdegerleridir.



71

i =((2n+l)7!)2
L

5= ( Qm+1)r Jz
L

(4.45) denklemi konum ve zaman iizerinden integre edilirse, peynir alt1 suyu
proteini filminden salinan potasyum sorbat orani asagidaki denklemden

hesaplanabilir (Sadikoglu ve ark., 2006):

AD & (l—exp(—/lmD*t))

M 8 1 8

—L=l-— —exp| —A,D t +——F 4.46

M, n’ ;{(2n+1)“ i = ZO Q2m+1)’ 4, (446)
4.4.3. Veri Analizi

Veriler, ¢ogu kez bir siireklilik boyunca farkli degerler olarak elde edilir.
Ancak bu farkli degerler arasinda kalan noktalarin tahmin edilebilmesi gerekebilir.
Bu tahmini yapmanin yollarindan biri, ilgilenilen aralik boyunca belli sayidaki farkl
noktada degerler 6lgmektir. Daha sonra bu degerlere uyan basit bir fonksiyon

tiiretilebilir. Bu yontem ‘egri uydurma’ olarak adlandirilir.

Egri uydurma igin, verilerle ilgili hatamin biiyiikliigiine bagli olarak
birbirinden ayrilan iki yaklagim vardir. Ilk ‘yaklasimda, verilerin 6nemli derecede
hata igerdigi yerde, verilerin genel egilimini gosteren tek bir egri tiiretilir. Yani egri,
bir grup olarak alinan noktalarin genel seklini izleyecek sekilde tasarlanir. Bu
yapidaki yaklagimlardan biri en kiigiik kareler metodudur. Ikinci yaklasim ise
verilerin ¢ok hassas olarak bilindigi durumda, bu noktalarin her birinden gegen bir
egri veya egri ailesi uydurmaktadir. Iyi bilinen ayrik noktalar arasindaki degerlerin

tahmin edilmesi ‘interpolasyon’ olarak adlandirilmaktadir.



v

Deneysel verilerde 6nemli hatalar oldugunda, ara degerleri tahmin etmek igin
polinom interpolasyonu uygun bir yontem degildir. Bu tip veriler igin, verilerin genel
egilimini karakterize eden diiz bir dogru segilmektedir. Verileri temsil edebilecek én
uygun dogruyu segmenin yolu, veri noktalari ile efri arasindaki farkliliklar:

minimum yapan bir egri tiiretmektir. Bu amac1 gergeklestirmek igin en kiigiik kareler

metodu uygulanir.

Lineer Regresyon

En kii¢iik kareler metodunun en basit 6rnegi (x,,¥,), (%,%,), --. , (X,,¥,)

seklindeki bir veri ¢iftleri setine diiz bir dogru uydurmaktir.
Diiz dogrunun matematiksel ifadesi,

y=a,+ax+e (4.47)

formundadir. Burada a, dogrunun ekseni kesme noktasini, @, ise dogrunun egimini

gostermektedir. (4.47) denklemindeki e ise deneysel veriler ile matematiksel model
arasindaki hata olup, (4.47) esitliginin yeniden diizenlenmesiyle agagidaki sekilde
ifade edilebilir:

e=y—a,—ax (4.48)

Gortildugt gibi hata, y’nin gergek degerleri ile g, + a,x dogrusal denklemiyle tahmin
edilmis yaklagik degerler arasindaki farktir.

Verilerden ‘en iyi’ dogruyu gegirmenin bir yolu, 6lgiilen y degerleri ile
dogrusal model ile hesaplanmis y degerleri arasindaki hatalarin karelerinin toplamim

minimum yapmaktir.
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SSE = ielz = Zn:(yl,dlgalen _yi,model )2 = Z (y, _a() - a,x, )2 , (4.49)
i=1 . .

i=1 i=1
Burada SSE hatalarin karelerinin toplamu, # ise toplam nokta sayisidir.

Olusturulan egrinin ideal olup olmadiginin 8lgiitli, regresyon katsayist (R?)
olup, asagidaki sekilde ifade edilir:

_ SSE, - SSE, , (4.50)
SSE,

RZ

(4.50) esitliginde SSE,, bagimli degiskenin (y) ortalama degeri etrafinda
karelerin tiim toplamudir. Yani regresyon oncesinde bagimli degiskenle ilgili olan

hatanin biiyiikligtidiir.
SSE, =Y (y,~7)
i=l

SSE, ise, regresyon yapildiktan sonra, regresyon dogrusu etrafindaki hatanin

karelerinin toplamidir.

SSE, = Z (yi —dy — a1 X, )2
i=l
SSE, =0ve R*= 1 olmasi, dogrunun ya da olusturulan matematiksel modelin

verilerin degiskenligini tam olarak agikladigi anlamina gelmektedir. R*= 0 oldugu

durum, yani SSE,=SSE, olmasi hali matematiksel modelin verilerle higbir iligkisinin

olmadigini gstermektedir (Chapra ve Canale, 2003).
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Nonlineer Regresyon

Birgok bilim dalinda, verilere ancak lineer olmayan matematiksel modellerii
uydugu birgok durum vardir. Nonlineer regresyon analizi, ya dogrudan bir bilgisayar
program ile ya da veri ddniisiimiiyle lineer regresyon haline getirilerek yapilir.
Peynir alti suyu proteinlerinden potasyum sorbat salinimi deneyinden elde edilen

potasyum sorbat salinim verilerini temsil edecek model de nonlineerdir.

Potasyum sorbat ve -¢Oziicli madde diflizyon katsayilarini belirlemek igin
Fortran IMSL altprogram: kullanilarak FORTRAN (Microsoft, Fortran
PowerStation, version 4.0, Microsoft Corp., WA, A.B.D.) dilinde bir program

yazumustir. Bu program Ek-2’de gosterilmigtir.

4.4.4. Matematiksel Modelin Uygulanmasi

Ozdemir ve Floros (2001) antimikrobiyal 6zellik tasiyan yenilebilir peynir alt:
suyu proteini filmlerinden salinan potasyum sorbat miktarmmi deneysel olarak
belirlemiglerdir. Peynir alt1 suyu proteini filmlerinin bilesimi ve film kalinliklan

Tablo.4.2’de verilmistir (Ozdemir ve Floros, 2001).
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Tablo 4.2. Peynir alt1 suyu proteini filmlerinin bilegimi ve film kallnhklaﬁ;"((")‘fzid_emir ve

Floros, 2001).

Film Bilesimi

Film Peynir alt1 suyu Sorbitol  Balmumu Potasyum Kalinlik
Numarast  protein izolati (%) (%) sorbat (mm)
(%) (%)

1 50.0 40.0 0.0 10.0 0.201
2 55.0 35.0 0.0 10.0 0.202
3 50.0 35.0 5.0 10.0 0.204
4 583 35.0 0.0 6.7 0.191
5 52.8 37.8 2.7 6.7 0.197
6 50.0 35.0 83 6.7 0.193
7 50.0 35.0 11.7 3.3 0.209
8 50.0 46.7 0.0 3.3 0.199
9 61.7 35.0 0.0 33 0.194

t aninda salinan potasyum sorbat miktari (M,) ve potasyum sorbatin salinim
oraniin degerleri (M, /M, ) hesaplanmistir. Her film numunesi igin yapilan bu

dlgtimler Tablo 4.3°de verilmistir (Ozdemir, 1999).



Tablo 4.3. Peynir alt1 suyu proteini filmlerinden zamana bagli olarak salinan potasyum
sorbat orani (Ozdemir, 1999). Parantez igindeki numaralar, Tablo 4.2de verilen ve farkli

bilesime sahip film numunelerini gostermektedir.

Peynir alt1 suyu proteini filmlerinden salinan potasyum sorbat oran1 (M¢/M.)

Zaman
ey ) 3) 4) ) (6) (7 ®) ®)

(saniye)

0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.1775 0.2005 0.0783 0.0978 0.0671 0.0829 0.0641 0.1262 0.0726
10 0.2812 0.2767 0.1414 0.1976  0.1308 0.1499 0.1108 0.2252 0.0982
15 0.3628 0.3513 0.2219 0.3068 0.1911 0.2240 0.1611 03263 0.1507
20 0.4463 0.4172 0.2783 0.3855 0.2449 0.2736 0.2249 0.4002 0.2030
30 0.5614 0.5262 03972 0.4879 0.2289 0.3813 0.2989 0.4753 0.2865
40 0.6339 0.6138 0.4649 0.5899 0.4043 0.4661 0.3542 0.5603 0.3466
50 0.7062 0.6910 0.5563 0.6617 0.4716 0.5552 04716 0.6391 0.4555
60 0.7948 0.7635 0.6817 0.7524 0.5948 0.6411 0.5673 0.7439 0.5213
90 0.8907 0.8899 0.7817 0.8733 0.7672 0.7947 0.6328 0.8178 0.6358

180 0.9672 0.9526 0.9310 0.9574 0.8995 0.91310 0.8323 0.9433 0.8148
300 0.9918 0.9915 0.9906 0.9723 0.9818 0.9605 0.9583 0.9986 0.9745
600 0.9984 0.9959 0.9938 0.9759 0.9913 0.9691 0.9842 0.9994 0.9917
900 1.0000 1.0000 1.0000 1.00000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000




5. SONUCLAR

Bu c;a11$mada difiizyon islemi ayrntii olarak incelenmistir. Molskuler™
diftizyon, Knudsén diflizyonu ve difiizyon mekanizmalari ortaya konulmustur.
Diflizyon matematiginin temelini olusturan I. ve II. Fick yasalan ispatlanmus, farkls
geometriler igin difiizyon denklemi tamimlanmugtir. Farkli fazlar i¢in diflizyon
katsayisinin nasil hesapldndlgl gosterilmigtir. Diflizyon katsayisimin sabit oldugu
durumlar i¢in diflizyon denkleminin ¢dziimi yapimugtir. Difiizyon katsayisinin

sicakliga ve konsantrasyona bagimlilif irdelenmistir.

Polimer iginde bir maddenin difiizyonu ele alindiginda, goriilen farkl
diflizyon davramslari; 1. hal (Fick) difiizyonu, Non-Fickian (anomalous) difilizyon ve
I1. hal difiizyonu incelenmistir.

Karsit akimli difiizyon igleminin goriildiigii peynir alt1 suyu protein filmleri
icindeki potasyum sorbat yayiliminin incelenmesi i¢in bir matematiksel model
olugturulmugtur. Bu model belirli baslangi¢ ve sinir sartlari igin analitik olarak
¢oziilmiistiir. Ozdemir ve Floros (2001) tarafindan yenilebilir peynir alti suyu
filmlerinden salinan potasyum sorbati incelemek izere yapilan deneysel galigmanin

verileri ile bu ¢aligmada olusturulan matematiksel modelin verileri arasinda iyi bir

uyum oldugu gozlenmigtir.

Coziicli difiizyon katsayisi (D') ve ¢bziinen (potasyum sorbat) difiizyon
katsayis1(D,), en kiigiik kareler regresyon analizi ile (4.46) denkleminin her film
formiilasyonu i¢in deneysel veriler kargilagtirilarak hesaplanmistir. Ek—2’de verilen
bilgisayar programu yardimiyla yapilan nonlineer en kiigiik kareler regresyon analizi

sonuglarina gore tahmin edilen D" ve D, degerleri Tablo 5.1°de verilmigtir.



sonuglan (Sadikoglu ve ark., 2006).

Hatalarin
Film Tahmin Edilen Difiizyon Katsayis1  karelerinin Regresyon
Numarast D x 10%° D, x 10" toplami katsays1
(m/s) (m%/s) (SSE) R

1 7.604 9.337 [15%107 0.9992

2 8.743 8.632 2.82x107 0.9980

3 1.390 8.427 7.16x107 0.9961

4 2.332 7.481 5.01x107 0.9969

5 6.807 7.719 7.61x107 0.9961

6 1.378 6.992 6.48x107 0.9964

7 2.045 4.829 1.03x107 0.9948

8 6.104 7.422 9.63x107 0.9938

9 1.446 4.122 8.04x107 0.9961

Deneysel olarak hesaplanan potasyum sorbat salinim orani degerleri, her film
i¢in zamana bagli olarak ¢izilmis ve grafikler $ekil 5.1-5.3’de gosterilmistir. Bu
analizlerde peynir alti suyu proteini filmleri igindeki potasyum sorbat yayiliminin
sigmoidal davramg gosterdigi goriilmektedir. Bagka bir ifadeyle, peynir alti suyu
proteini filmlerindeki potasyum sorbat yayiliminin Non-Fickian veya anomalous
davranig sergiledigi belirlenmistir. Fick davranigindaki bu sapmanin bﬁyﬁk olasilikla

peynir alt1 suyu proteini flimlerindeki genlesmeden kaynaklandig: diigiiniilmektedir.

Bu ¢aligmada incelenen peynir alti suyu proteini filmlerindeki potasyum
sorbat difiizyonunun matematiksel modellenmesi, ‘A mathematical model for
potassium sorbate diffusion through whey protein films>> baslikhi makale olarak
Drying Technology dergisine sunulmus ve 2006 yilinda yayinlanmak {izere kabul

edilmistir.
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Sekil 5.1. (a), (b) ve (c) grafikleri, sirasiyla 1, 2 ve 3 numarali filmlerde 25°C

sicaklikta zamanin karekokiine karsiltk gelen potasyum sorbat salinim oranlarini (e,

deneysel veriler; — matematiksel model) gostermektedir (Sadikoglu ve ark., 2006).
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Sekil 5.2. (a), (b) ve (c) grafikleri, sirasiyla 4, 5 ve 6 numarali filmlerde 25°C sicaklikta

zamanin karekokiine karsilik gelen potasyum sorbat salinim oranlarini (e, deneysel veriler; —

matematiksel model) gostermektedir (Sadikoglu ve ark., 2006).
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Sekil 5.3. (a), (b) ve (c) grafikleri, sirasiyla 7, 8 ve 9 numarali filmlerde 25°C

sicaklikta zamanin karekokiine karsilik gelen potasyum sorbat salinim oranlarini (e,

deneysel veriler; — matematiksel model) gdstermektedir (Sadikoglu ve ark., 2006).



10.

11.

12.

82 h
KAYNAKLAR

Barrer, R. M., Diffusion in and through Solids. The MacMillan Comjﬁany,
New York, 1941.

Bennett, C. O. and Myers, J. E., Momentum, Heat, and Mass Transter. 3rd
edition. McGraw-Hill Book Company, 1982.

Boltzman, L., Zur integration der diffusiongleichung bei variabeln
diffusioncoefficienten, Wiedemann’s Ann. Phys., 53, 959-969, 1894.

Brazel, C. S. and Peppas, N. A., Mechanisms of solute and drug transport in
relaxing, swellable, hydrophilic glassy polymers. Polymer, 40, 3383-3398,
1999.

Callister, W. D., Jr., Materials Science and Engineering: An Introduction.
Fifth Edition. John Wiley and Sons, 2000.

Chapra, S. C. and Canale, R P., Numerical Methods for Engineers: With
Programming and Software Applications. 3rd edition. McGraw-Hill Book

Company, 1997.

Crank, J., The Mathematics of Diffusion. 2nd edition. Oxford University
Press, 1975.

Celebi, G., Biyofizik. 2. baski. Baris Yayinlari, Fakiilteler Kitabevi, izmir,
2000.

Enscore, D. J., Hopfenberg, H.B. and Stannett V.T., Effect of particle size
on the mechanism controlling n-hexane sorption in glassy polystyrene
microspheres. Polym. Eng. Sci., 18, 793-800, 1977.

Geankoplis, C. J., Transport Processes and Unit Operations. 3rd edition.
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1993.

Glicksman, M. E., Diffusion in Solids: Field Theory, Solid-State Principles,
and Applications. First edition. John Wiley and Sons, Inc, 2000.

Good, W. R., Diffusion of water soluble drugs from initially dry hydrogels.
In R. J. Kostelnik, Polymeric Delivery Systems, New York: Gordon and
Breach, 139-153, 1978.

R



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

83

Guilbert, S., Use of superficial edible layer to protect intermediate moisture
foods: Application to the protection of tropical fruit dehydrated by osmosis.
In C. C. Seow, T. T. Teng, and C. H. Quah, Food Preservation by Moisture:

Control, Elsevier, London, 1988.

Hartikainen, R., Lindstrdm, M. and Forssell, P., Diffusion of KCl in an
amylose film. Carbohydrate Polymers, 52, 375-380, 2003.

http://www.geoticies.com/piratord/browni/Difus.html, 2005.

Korsmeyer, R.W. and Peppas, N.A., Effect of the morphology of
hydrophilic polymeric matrices on the diffusion and release of water
soluble drugs. Journal of Membrane Science, 9, 211-227, 1981.

Matano, C., On the relation between the diffusion-coefficients and
concentrations of solid metals. Japanese Journal of Physics, 8, 109-113,
1933.

Ozdemir, M., Antimicrobial releasing edible whey protein films and
coatings. Doktora tezi, Purdue University, West Lafayette, Indiana, USA,

1999.

Ozdemir, M. and Floros , J. D., Analysis and modeling of potassium sorbate
diffusion through edible whey protein films. Journal of Food Engineering,

47, 149-155, 2001.

Ozdemir, M. and Floros , J. D., Film composition effects on diffusion of
potassium sorbate through whey protein films. Journal of Food Science,
68(2), 511-516, 2003.

Peppas, N. A., and Peppas, L. B., Water diffusion and sorption in
amorphous macromolecular systems and foods. Journal of Food
Engineering, 22, 189-210, 1994.

Peppas, N. A., and Sinclair, G., Anomalous transport of penetrants in glassy
polymers. Coll. Polym. Sci., 261, 404-409, 1983.

Redl, A., Gontard, N. and Guilbert, S., Determination of sorbic acid
diffusivity in edible wheat gluten and lipid based films. Journal of Food
Science, 61, 116-120, 1996.

Sadikoglu, H., Sen, D. and Ozdemir, M., A mathematical model for
potassium sorbate diffusion through whey protein films, Drying
Technology, accepted to be published in 2006.



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

84

Shellhammer, T. H. and Krochta, J. M., Whey protein emuls'ivon film

performance as affected by lipid type and amount. Journal of Food Science,

62, 390-394, 1997.

Smith, W. F., Malzeme Bilimi Miihendisligi. 3. baski. Literatlir Yayinlar,
Istanbul, 2001.

Torres, J.A., Motoki, M. and Karel, M., Microbial stabilization of
intermediate moisture food surfaces. I. Control of surface preservative
concentration. Journal of Food Processing and Preservation, 9, 75-92,

1985.

Trablus, S., Membran Transport Mekanizmalari, www.tsn.org.tr/pazart1
/membran_transport_mekanizmalri.pdf, 2005.

Uysal, B. Z., Kiitle Transferi Esaslari ve Uygulamalan. 2. Baski. Gazi
Universitesi Yayinlari, Ankara, 2003.

Vrentas, J. S., Jarzebski, C. M. and Duda, J.L., A deborah number for
diffusion in polymer-solvent systems. AIChE J., 21, 894-901, 1975.

Wilke, C. R. and Chang, P., Correlation of diffusion coefficients in dilute
solution. AIChE J., 1, 264-270, 1955.



85

OZGECMIS

08.03.1980 tarihinde Uskiidar’da dogdu. Ilk ve orta 6grenimi Istanbul’da

tamamladiktan sonra 1997 yilinda fIstanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Fizik
Béliimiinii kazandi ve buradan 2001 yilinda mezun oldu. 2002 yilinda GYTE’ de
yliksek lisans yapmaya hak kazandi. Aym tarihlerde girdigi Istanbul Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisti Fizik Ogretmenligi Tezsiz Yiiksek Lisans Programum 2004
yilinda bitirdi. Halen GYTE’ deki yiiksek lisans egitimine devam etmektedir.



-86
EKLER
EK-1: Laplace Doniisiim Tablosu (Crank, 1975)
Clp)= [er"C(t)dt
0
(g=+/p/D,D,x, hherzaman pozitif, a ise keyfi )
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EK-2: En Kiiciik Kareler Regresyon Analizi ile (4.46) Esitligindéki |

Coziicii Difiizyon Katsayis1 (D°) ve Potasyum Sorbat "l?ifﬁzyon

Katsayisinin (D,) Hesaplanmasi I¢in Yazilan Fortran Programi . ... ..+~

PROGRAM NLREG
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
INTEGER LDR, NOBS, NPARM

PARAMETER (NOBS=20, NPARM=2, LDR=NPARM)
INTEGER IDERIV, IPARAM(6), IRANK, IWK(NPARM), NOUT

REAL ABS, DFE, R(LDR, NPARM), RPARAM(7), SCALE(NPARM), SSE,
& THETA(NPARM), WK(11*NPARM+4)

INTRINSIC ABS

EXTERNAL EXAMPL, R2LIN, R8LIN, UMACH, WROPT, WRRRN
COMMON/VEC 1/DNM(50)

COMMON/VAR/AL, DY, DS, P

COMMON/INT1/M,NN, N

DATA THETA/4.82d-6, 6.69d-7/

CALL UMACH (2, NOUT)

IDERIV = 0
CALL R8LIN (IPARAM, RPARAM)
RPARAM(3) = 0.0

RPARAM(4) = 0.0

IPARAM(6) = 0

IPARAM(1) = 1

SCALE(1) =1.0/ABS(THETA(1))

SCALE(2) =1.0/ABS(THETA(2))

CALL R2LIN (EXAMPL, NPARM, IDERIV, THETA, R, LDR, IRANK, DFE,
& SSE, IPARAM, RPARAM, SCALE, IWK, WK)

WRITE (NOUT,*) 'THETA =, THETA

WRITE (NOUT,*) IRANK =", IRANK, ' DFE ="', DFE, " SSE =",

& SSE

WRITE (NOUT,*) 'Number of iterations = ', IPARAM(3)

WRITE (NOUT,*) 'Number of SSE evaluations = ', IPARAM(4)
CALL WROPT (-6, 2, 1)

CALL WRRRN (‘Gradient at solution’, 1, NPARM, WK, 1, 0)

CALL WRRRN (Last step taken', 1, NPARM, WK(NPARM+1), 1, 0)
CALL WRRRN (R', NPARM, NPARM, R, LDR, 0)

END
SUBROUTINE EXAMPL (NPARM, THETA, IOPT, I0BS, FRQ, WT, E, DE,
& IEND)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
INTEGER NPARM, IOPT, IOBS, IEND

REAL THETA(NPARM), FRQ, WT, E, DE(1)

r



INTEGER NOBS
PARAMETER (NOBS=14)

REAL EXP, XDATA(NOBS), YDATA(NOBS)
INTRINSIC EXP

COMMON/VEC1/DNM(50)
COMMON/VAR/AL, DY, DS, P
COMMON/INT1/M,NN, N

DATA YDATA/0.0, 0.097798, 0.197598, 0.306834, 0.385473, 0.487846,

& 0.589934, 0.661710, 0.752359, 0.873319, 0.957391,
& 0.972261,
0.975979, 1.00000/
DATA XDATA/Q, 5.0, 10.0, 15.0, 20.0, 30.0, 40.0, 50.0, 60.0, 90.0,
& 180.0, 300.0, 600.0, 900.0/

WRITE(*,*YMAIN' THETA(1), THETA(2),I0BS
CALL SOLVER (THETA, NPARM)

DO 1=1,NOBS ,
WRITE(*,*)'Sonuc=",1, DNM(I)
END DO

[F (10BS. LE. NOBS) THEN

WT =1.0E0

FRQ =1.0EQ

IEND=0

E =YDATA(IOBS) - DNM(IOBS)
WRITE(*,*)’CON="YDATA(IOBS), DNM(IOBS),IOBS
ELSE

IEND =1

END IF

RETURN

END

C
C ACIK EULER METODU ILE COZUM
C

SUBROUTINE SOLVER (THETA, NPARM)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)

dimension cold(50),cnew(50)

REAL THETA(NPARM)

COMMON/VEC1/DNM(50)

COMMON/VAR/AL, DY, DS, P
-~ COMMON/INT1/M,NN, N

N=15
NN=N+2
M=N+1



al=0.0197d0

dx=al/(n+1)
dt=0.5d0
C Potasyum Sorbat % miktar
C
Pt=0.0067D0
C Hacim
C
Hc=2*2*al
C Difuzyon Katsayilari
C

dy=ABS(Theta(1))

ds=ABS(Theta(2))
p=3.1417d0
t=0.0d0

Saklama icin dosya acilmasi

OO0

OPEN (1,FILE='DNM5-1.TXT")
OPEN (2,FILE='DNM5-2.TXT")

Baslangic Konsantrasyonu

a0

CO0=Pt/Hc

Denge Konsantrasyonu

Cdenge=CO0*al

Boyut,cm
B=20

Surface,cm?2
S=B*B

t=0 anindaki dagilim
do i=1,n+2
cold(i)=C0

end do

Baslangic Degerler:

Oo0

cold(1)=0.d0
cold(n+2)=0.d0
cnew(1)=0.d0
cnew(n+2)=0.d0

Difuzyon Katsayisinin Hesaplanmasi

Integrasyon Dongusu -——Ana Denklem

do 10
t=t+dt



o0

TT=DS*T/(AL**2)-DS/DY/12d0
AM=Ctop2*S
WRITE(1,)T,(Cdenge-Ctop2)/Cdenge

TOP=0.d0
DO K=0,50
TOP=TOP+EXP(-((2*K+1)**2)*(P**2)*DY*t/
% (AL**2))/((2*K+1)*2)
END DO

df=DS*(1-(8.d0*TOP/(P**2)))

do i=2,n+1

cnew(i)=(df*dt*(cold(i+1)-2*cold(i)+cold(i-1))/
& (dx**2))+cold(i)

end do

do i=1,n+2

cold(i)=cnew(i)

end do

Data Saklama

SNON@)

Ortalama Konsantrasyon Hesabi

Ctop=0
do i=1,nn
Ctop=Ctop+Cnew(l)

write(*,*)i,cnew(i)
end do
Cort=Ctop/nn

QOO0

integral hesabi

Ctop2=0
DO I=1,M

Ctop2=Ctop2+0.5*(Cnew(l)+Cnew(l+1))*dx

END DO

QOO0

Regression lcin Kayit

DNM(1)= 0.0D0
IF (T.EQ.5) DNM(2)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge

IF (T.EQ.10) DNM(3)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge

IF (T.EQ.15) DNM(4)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge
IF (T.EQ.20) DNM(5)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge
IF (T.EQ.30) DNM(6)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge
IF (T.EQ.40) DNM(7)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge
IF (T.EQ.50) DNM(8)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge
IF (T.EQ.60) DNM(9)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge
IF (T.EQ.90) DNM(10)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge

IF (T.EQ.180) DNM(11)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge



IF (T.EQ.300) DNM(12)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge
IF (T EQ.600) DNM(13)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge
IF (T.EQ.900) DNM(14)= (Cdenge-Ctop2)/Cdenge

Durdurma Kriteri

OO0

IF (T.GT.900) THEN
DO I=1,14
c . WRITE(*,*)'Sonuc=",, DNM(I)
END DO
CLOSE(1)
CLOSE(2)
GOTO 22
ELSE
CONTINUE
END IF

C
10 continue

C

22 end

module msimsl
use msimsimd
use msimsims
use msimsisd
use msimsiss
end module msimsl|



