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OZET

Bu calsma, uygulamali matematik ve sayisal yontemler kurbakimindan
oldugu kadar, tatbiki bakimdan da 6nemli bir fizikseblplemin, fiziksel anlamina
uygun, matematiksel olarak gucli ve sayisal olaragrimli bir ¢6zime
kavusturulmasini ele almaktadir: Elektromagnetik dalgalaeksenel simetrili ince

yassi halkalarin okiurdusu yizeyden kirinimi.

COzum, bu tirden yassi yuzeyler icin Grinberg yagmte temel alan sinir
integral denklemler tekpi kullanilarak elde edilmgtir. S6z konusu yiizeyin eksenel
simetrili olmasi, ilgkin kirirnim problemini birbirinden @amsiz, sonsuz, tek boyutlu
bir probleme indirger. Bu sayedglenmis, “Serbest Ayar Sabitleri” iceren birinci
turden integral denklemlerin afiwrdugu sistem ile kaslasilir. S6z0 edilen sabitlerin
varhigl ve belirlenmesekilleri, bir cismin ince ayrtlari yakinindaki g#i akim
yogunlugu bilesenlerinin, iyi bilinen fiziksel gerekler uyarincaygun davrargina
(“aynt kosullarina™) dayanir. Bu sisteme ait her integralldem ise G.Ya. Popov'un
gelistirdigi Ortogonal Polinomlar Yontemi ile lineer cebrik rddem sistemine

indirgenmitir.

Sonucta elde edilen sonsuz boyutlu lineer cebrikkgn sistemi birinci
turdendir. Bu turden denklemlere kesme uygulanmgasbilinen sorunlari igerir:
Kesilmis sistemlerin matrislerinin ters almaya duyagimin (condition number),
matris boyutunun agn ile beraber hizli artmasi. Bu nedenleskiin Analitik
Regulerlgtirme prosedurl gafiirilmistir. Bunun sonucunda, ele alinan vektor
Kirinim sinir dger problemini, ona denk olan ikinci tirden sonsuzlibeer cebrik

denklem sistemine indirgemek miamkundur:

(I+H)x=b, xbOl
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Burada, | ve HJ, karesi toplanabilir dizilerin Hilbert uzayindarasiyla birim
ve kompakt operatorlerdiikinci tiirden bir lineer cebrik denklem sisteminieskne
yontemi ile ¢ozulmesi her zaman kararldir, cinkisistemlere ait matrislerin ters
almaya duyarhfii matris boyutu arttikca sinirh kalir. Bu, eldeled sayisal sonuclar

ile de tespit edilngtir.

Ele alinan eksenel simetrili yassi halkalar 6zHliknilimetrik dalga boyu
uygulamalarinda gitgide geaniuygulama sahasi bulan Fresnel bélgesi mercek
antenlerine uygun bir model glurmaktadir. Halihazirda fiziksel optik (veya
Kirchhoff) yaklssiklari ile incelenen bu anten yapisi i¢in, mateksai olarak gucli
ve fiziksel uygunlukta bir modele varilgtir. Anilan tirden yakkak yontemler ile

sunulan kesin model arasindaki farklar sayisabaléespit edilmtir.

Calsmada, sozu edilen modeli daha da gercekgi ele laleki Uzere s6zu
gecen elektromagnetik olayin miukemmel iletken hieldm Gzerindeki dielektrik
tabakanin icinde oldiu uzayda gegli de digunulmistir. Bu tirden 3 boyutlu bir
uzayin Helmholtz denklemi icin skaler Green fonksiynun elde edilmesine yonelik
yakinsak bir algoritma da sunulgtur.

Analitik Regulerlgtirme ile varilan sonuclar, bklangictaki sinir dger
probleminin indirgenmi oldugu ve ona denk ikinci tirden bir lineer cebrik deil
sistemi ile elde edildikleri icin, ilkesel olaralsayisal olarak verimli, fiziksel
uygunlukta, herhangi bir gouluk payi ile deneylere denetim bilgisigtayabilecek

niteliktedirler.
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SUMMARY

This work is devoted to construction of a physicalevant, mathematically
strong, and numerically efficient method of solvimgractically important physical
problem which is very interesting one from the pahview of applied mathematics
and numerical methods theory: Electromagnetic wdifraction by system of

axially symmetrical flat thin rings.

Solution is obtained by Grinberg method based bapndhtegral equations
technique. Axially symmetrical structure allows tbensidered diffraction problem
to reduce to an infinite number of independent dingensional problems. Thus, one
has a system of integral equations of the firstkimcluding “free constants”. The
presence of these constants and the way of thrrdimation is based on the well-
known physical requirement of proper behavior ofrioies current density
components near thin edges of an obstacle (edgdtioors). Each integral equation
of this system can be reduced to a linear algelgieation system by means of
Orthogonal Polinomials Method which was originaltgydG. Ya. Popov.

Final linear algebraic system obtained is of thstfkind. Treating it with
truncation procedure involves well-known problen@ondition numbers of the
matrices of truncated systems rapidly increasehbyiricreasing dimension of these
matrices. For this reason, corresponding AnalytiRalgularization procedure is
developed. As the result, initial vector diffractiboundary value problem is reduced

to an infinite algebraic system of the second kind:
(I+H)x=b, xbOl

Here | and H are identity and compact operatorgesvely inl,, the Hilbert
space of square summable sequences. Linear alg&gaations of the second kind
can be solved by truncation stably because theiwomchumbers of the matrices of
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truncated systems are uniformly bounded. This heenldetermined by means of

numerical results.

The considered axially symmetrical flat rings ao®d models of Fresnel zone
lens antennas which are widely used in millimetavevapplications. Mathematically
rigorous and physically relevant model is reachaedthis type of antennas whose
current investigations are carried out by physigsics or Kirchhoff approximations.
The discrepancies between those approximate meaelsthe exact one obtained

herein are determined.

For the sake of considering the mentioned modelemealistically, the case,
where the electromagnetic phenomena is supposectto in a 3 dimensional space
including an infinitely conducting plane and a dutic slab on it, is considered. An
algorithm for obtaining the scalar Green’s functfon Helmholtz equation in such a

space is presented.

As the results using analytical regularization @oéained by means of a linear
algebraic system of the second kind equivalenhéoinitial boundary value problem
considered, principally, they are numerically afit, physically relevant, and of the

quality to provide test data for experiments in agyuired accuracy.
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1. GIRIS
1.1. Konu ve Onemi

Elektromagnetik dalgalarin, eksenel simetrili in@ssi halkalarinSekil 1.1,
Sekil 1.2) olygturdugu ytuzeyden kirinimi 3akh bu ¢alsma, uygulamali matematik
ve sayisal yontemler kurami bakimindan @gldkadar, tatbiki bakimdan da dnemli
bir fiziksel problemin, fiziksel anlamina uygun, ramatiksel olarak gucli ve sayisal

olarak da verimli bir c6ziime kasturulmasini ele almaktadir.

A7

X

Sekil 1.1. Sonsuince Eksenel Simetrili Yassi Dairesel Halka
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Sekil 1.2. Sonsuince Eksenel Simetrili Yassi Dairesel Halka Sistemi



Problemin matematiksel kurulumu sirasinda, bu srmoelde, yegane fiziksel
yaklasiklik olarak, ele alinan halkalarin sonsuz incenigkemmel iletken secilmesi
ile fiziksel uygunluk sglanmaktadir. Modern kirinim teorisinde iyi bilinmekolup,
genk bir kullanim sahasi bulan bu yagldik, gercekte iyi iletken olan bir ylzeyin
kalinhginin, gelen dalganin boyundan cok daha kicuk, agdaky malzemesinin
cidar kalinlgindan da buyuk oldiu durumlar igin gergcekci ve kabul edilebilirdir.
Ayrica bu yaklaikhk — 6zellikle uzak alan bolgesinde, yluzey kafmin, dalga
boyu ile kiyaslanabilir oldgu durumlarda da niteliksel olarak go sonuclar

vermektedir.

Ince yassi halkalarin meydana gefirdistem, giiniimiizde 6nemi gitgide artan
Fresnel antenlerinin de temel yapisinstaumaktadir. Milimetrik dalga boylarinda,
disik maliyette, kugluk boyutlarda, mevcut sistemlege ikolay tumlgebilen
duzlemsel yapidaki boyle bir odaklayici anteniratami ve buna ifkin benzetim
(simulation) yontemleri birgcok modern yayinin koadsr ([1] -[8] ). Bu yayinlarda
kullanilan anten benzetimleri, ele alinan kirininskgemini Kirchhoff yaklaikligi*
ile cbzmeye dayanmaktadir. Bu yontem acikca, ikepeen oturt oldukca yetersiz
kalir: Birincisi, bu yaklaiklik bir halkadan olgmus basit bir sistem igin dahi ytzey
Uzerindeki akim dalimini dagsru nitelikte veremez. Bu yontemin ikinci ve en 6riem
sakincasi ise, Kirchhoff yaldekliginin, halkalarin kendi aralarindaki etkil@lerini
dikkate almamasidir. Halkalarin yatay bir sistenostoirdusu yapilarda, komu
halkalar arasindaki uzakgln dalga boyuna gore kicik offludurumda bu etkikgm
onem kazanmaktadir (Ozellikle, ensdfresnel bolgesiffekarsi gelen en buyik

yaricapli halkalar acgisindan).

Kirchhoff yaklssikligina alternatif olabilecek sayisal yaydalar moment
yontemi, sonlu elemanlar yontemi gibi yontemlerdsircok bakimdan tatminkar

! Skaler problemlerdeki adi bu olan yakkiik, elektromagnetik problemlerde fiziksel optik
yaklasikli g1 olarak anilir.

2 Radyo iletsiminde genelde dairesel acikliklarigima diyagraminda hacimler tanimlayan,
teorik olarak sonsuz sayidaki merkezli donel elipsoidlerden biri. Ndtk Fresnel Bélgesinin kesiti
daireseldir. Ardyl Fresnel bdlgeleri kesitte halkasal ve birincisle esmerkezlidir.
(www..its.bldrdoc.gov/fs-1037/dir-016/_2398.htm)



sonug¢ vermeyen bu yontemlerin temel sakincaslabgictaki sinir dger problemini
birinci tirden bir lineer cebrik denklem sistemimedirgemeleridir. Bu glem
sonucunda, elde edilen sonlu cebirsel denklem rslisetein ¢6zUminin esas
problemin ¢éztmine herhangi bir tipte yakingakin olup olmadil sorunu ortaya
ctkmaktadir. Bu tirden bir matematiksel yakingakliolmaysina iliskin berrak bir
kanit, [9] 'da, dalga kilavuzu sureksizliklerindiskin problemler icgin, yer
almaktadir. Skaler veya elektromagnetik kirinimbpemlerinin oldukca gegibir
sinif icin s6zu edilen yakinsagin bulunmawi, ancak buna fanen hata
incelemelerinin nasil yapiimasi gergktHsiao ve Kleinmann'in ¢calmasinda ([10]
ve oradaki referanslar) konu edikmi. [11] ' de analitik olarak ¢6zime sahip
dielektrik bir silindirik borudan dalga kirinimi gaolemine dahi, uygulanmolan s6z
konusu bu sayisal yontemler tatmin edici sonu¢ meddkleri ortaya c¢iknstir.
Burada varilan sonug itibari ile, bu tirden yontnmnl icin en zorlu durum cisim
parametrelerinin rezonans bolgesinde gldwaman ortaya cikar. Bunun nedeni,
Ozellikle sistemin yuksek kalitedeki rezonans béiggakinlarinda, sonlu cebrik
denklem sistemlerine ait matrislerin ters almaygadliginin®, matris boyutunun

artisi ile beraber hizli bigekilde artmasidir.

Bu yuzden yukarida anilan sayisal yontemlerin, iiaff yaklgikligina iyi bir
alternatif olmalar zordur, ¢inkd bu iki yontem imdan hangilerine ait hatalarin

daha buyuk oldgunu sdéylemek mumkin olamamaktadir.
Bu nedenle, 6zellikle kirinim teorisinde, ozellikldalangictaki kirinim
problemine uygun olan ve daha sonra da, ongorigehnamgi bir dgrulukta sayisal

¢6zUmU sglayabilen bir yontemin kurulmasina biyuk ihtiyagoa.

Boyle bir yontemin kurulmasi, bu ¢gnanin temel amacini aiturmaktadir.

% «Condition Number” terimini kanlamak tizere [12] 'de kullanilrgr.



1.2. Analitik Regulerlestirme Yontemi

Analitik Regulerlgtirme Yontemi (ARY) olarak da anilan, bu tirde yintem
kurmaya ilgkin fikirsel temellerin, eski Sovyetler Bigi (SSCB), vesimdi Ukrayna
ve Rusya'da olmak uzere kirk yila yakin gele tarihgesi vardir. Ayrica, ARY adi
altinda formallgtirilen yontemin 6zundeki fikri kullanmadan, sadesenucunu
iceren cakmalarin yani sira (6rgen [13] ), boyle bir yaklaamin gereklilgine isaret
eden calkmalar da bulunmaktadir [10] . ARY’nin ilkesel fikrele alinan kirinim
sinir deer problemini, ona denk olansagidaki sekilde yazilmg, ikinci tlrden

sonsuz bir lineer cebrik denklem sistemine indirglketin:
(I+H)x=b, xbOl (1.2.1)

Burada, | ve HI, karesi toplanabilir dizilerin Hilbert uzayini géstnek tzere,
sirasiyla birim ve kompakt operatorlerdir. Yontendinl, sinir dger probleminin
¢b6zUmUnun “regulerktirici’si adi verilen kapal birsekil kurarak, s6zi edilen
indirgemeyi analitik olarak gercekkirmeye dayanirlyi bilindigi gibi ([14] ), ikinci
turden bir lineer cebrik denklem sisteminin kesmatgmi ile ¢ozulmesi her zaman
kararhdir, cinkd bu sistemlere ait matrislerinstatmaya duyarlign matris boyutu
arttikca sinirh kalir ve ayrica kesilgnsistemlerin ¢ézumleri, sonsuz sistemlerin
cbzimlerine yakinsar. Bu nedenle bu sistemler, rmbraeya sonlu elemanlar gibi

sayisal yontemler icin tipik olan yakinsama sorumsahip dgildir.

ARY, sabit bir yontem olmaktan Ote, ele alinan rsideser probleminin
cozUmUNUN yapisina pla olarak degisen bir yontem sinifi tanimlar. Ornek olarak,
[16] [17] ve Ek 2'de, ele alinan kirinim sinirgee problemine ikkin ARY
uygulamasi, dalga kilavuzu sireksizliklerinin irsehesinde [9] 'da Onerilen ¢6zim
yontemlerini temel alngtir. Ek 2’de dginilen ve ARY’nin 6zel bir hali olan Yari-
Ters Alma (YTA) yontemi ile s6z konusu sinirgge problemi, bglangictakine denk
ikinci trden lineer cebrik denklem sistemine ig@inmaitir. ARY’nin bu bigimi,

orada sOzu edilen probleme en uygun olanidir.



1.3. Logaritmik Tekillikli integral Denklem Sistemleri

Bu calsmada, ele alinan kirinim problemine ydnelik olavalaya ¢ikan birinci
turden tekil integral denklemler icin Ortogonal iRoimlar Yontemi (OPY)'ne
dayanan yeni ve 0zel bir ARY bicimi kurulgtur. OPY, benzeri yontemlere
literatirde rastlansa da (Ogine [18] ), ilk olarak G.Ya. Popov ([19] - [21] )
tarafindan getirilmistir. Bu yontemin esasli, kanonik logaritmik tekillikntegral

denklemin “spektral ikki’leri kavramina dayanmaktadirT,(x) ve U, (x)ile

gosterilen sirasiyla birinci ya da ikinci tirdeneblgshev polinomlarina bu kanonik
integral operatorin 6z fonksiyonlari goziuyle bdkilla Bu durumda, Fourier —

Chebysev dongiima ile, logaritmik tekillikli genel integral derdin, sonsuz lineer
cebrik denklem sistemine kolayca indirgenebilir.

Bu bicimde elde edilen lineer cebrik denklem sistembirinci tirden oldgu
basitce gosterilebilir. Bu ¢amada, Popov’'un Onergli yontemden hareketle, ikinci
turden lineer cebrik bir denklem sistemi elde etene@ykan veren “gegtirme” yer

almaktadir.

Yukarida s6zU edilen bu ggirme, skaler dalga kirinimi yontemlerinde
oldukca iyi sonuclar vermgir ([22] - [26] ). Ancak bu yontem, sz konusu
calismanin ana konusunu gluran elektromagnetik dalga kiriniminakin vektor
problemi icin yeterli dgildir. ilgilenilen problem vektor yapida olgu icin, temelde
daha karmgk olan ve “Serbest Ayar Sabitleri - SAS” iceregleamis, birinci tirden
iki adet integral denklemden glmus bir bicimde ortaya cikar. Serbest ayar
sabitlerinin varlgl ve belirlenmesekilleri, bir cismin ince ayritlari yakinindaki ge
akim yagunlugu bilesenlerinin, uygun fiziksel davraglarina (“ayrit kgullarina”)
dayanir. Bu cajmadaki matematiksel formulasyonda, bu tipten biryrita
kosulu’nun kapsanmasi ileskenmis, SAS iceren integral denklemlerin ¢ézumu
amaclanmaktadir. Sonuc olarakslaagicta vektdr karakterdeki kirinim problemi,
(1.2.1) bicimindeki, ikinci tirden sonsuz bir limeeebrik denklem sistemine

indirgenecektir.



1.4. Grinberg Yontemi

Ele alinan sinir dger problemini, yukarida anilan tiptekslenmis integral
denklem sistemine indirgemek icin, iyi bilinen Gnefnksiyonu tekriine dayali,
yuzey integral denklem yodnteminden yararlanilir][27Bu tlrden bir yaklam,
herhangi bir yassi mikemmel iletken bir ylzeydeekibmagnetik dalgalarin
kirinimina ilgkin G¢ boyutlu problemi, skaler ve vektdr potanigrn tanimladg
iki-boyutlu  problemler kimesine indirgeyen “Gringer Yontemi” olarak
bilinmektedir([28] sayfa 30-37, 37-45, [29] , [30] Burada ele alinan vektor
karakterdeki kirinim problemini incelerken GrinbeY@ntemi esas alinstir. Ele
alinan temel yluzey is8ekil 1'de verilen eksenel simetrili halkadir. Buz@yin
eksenel simetrili olmasi nedeniyle s6z konusu kamproblemi, birbirinden Gamsiz
sonsuz saylida tek boyutlu skaler problemin ¢ozumidegenir. Bu problemlerin
her biri yatay aci indisinin belir@gii bir tam sayiya kar gelir. m=0t1+2,... . Bu
sayede, genmis, SAS iceren integral denklemlerin elurdusu sistem ile

kargilasilir.

1.5. Green Fonksiyonu

Yukarida s6zu edilen yuzey integral denkleminiregnandi, skaler homojen
Helmholtz denklemine ait temel cozifrilermektedir. S6z konusu bu ¢oziim, dalga
olayinin gecgi ortamin sinirlarina ait kollari saladigl igin, o ortama ait Green
fonksiyonu olarak adlandirilir. Bouzay icin, Sommerfeld radyasyon skatunu
sgilamasi gereken bu fonksiyon, yarim uzay icin sddilee radyasyon kaluna ek
olarak, araylzey uzerindeki sinirskdarini, katmanlarin yer algh bir uzayda ise,
bu katmanlar birbirlerine Igayan arayizlerdeki sinir kallarini sglamalidir. Bu
calismanin ele algn eksenel simetrili halkalarin, Fresnel antenlermodellemekte
kullanilabilecgine yukarida d@nilmisti. Modelin daha gercekci olabilmesi icin,
yuzeyin bulundgu uzayin, mukemmel iletken bir tabaka Uzerine yérienis
dielektrik katman §ekil Ek 1.1) icerdii dustunulebilir. Bu durumda, yukarida sz

* Helmholtz denkleminin temel ¢6ziimii,gsgani delta dirac distribiisyonundan ibaret olan

Helmholtz denklemine ait ¢ozimddr.



edilen Green fonksiyonu, Sommerfeld radyasyogukma ek olarak, dielektrik
katmanin iki yanindaki yuzeylere ait gkdlari da sglamalidir. Bu ¢cakmada, g6z
Undne alinan Grinberg yonteminde kullanilabilecereen fonksiyonunun
bulunmasina yonelik bir yontem de Ek 1'de 6nerikticeOnerilen yontem sayesinde
sikca kagilasilan yava yakinsak integraller, Ustel olarak yakinsak iradgr

cinsinden ifade edilebileceklerdir.

1.6. Cok Halkali Sistemden Dalga Kirinimina ilskin

Sayisal Benzetim

Sayisal sonuglar, ikinci turden olan lineer celdnklem takimi aracg! ile
elde edilmgtir. Bu sisteme ait matris duyarliliklarinin ve kel Gzerindeki akim
yogunluklarina ait dgerlerin, sistem boyutlari ile @simi verilecektir. Bunlar

aracilgl ile kullanilan algoritmalarin kararlgi ve yakinsaklik hizi tespit edilecektir.

Elde edilen algoritma sayesinde bulunan akiguyduklari, halka i¢ ayritinin
ve yoresel olarak gili gin ¢c6zime etkisini azaltmak Uzere secilen buylkedcds
yaricapli halkalar icin, fiziksel optik, moment yémi gibi bilinen yontemler ile
sonsuz uzugerit igin varilmg olan sonuglar ile kadastirilacak ve birbiriyle uyumlu

tatminkar sonuclar elde edilmesi beklentisi sorgataktir.

Gelistirilen algoritma ile bulunan cok halkali sistemkskin uzak alan
dagihmlarinin, sik¢a kullanilan Kirchhoff ya da figkl optik gibi yaklatk
yontemlerle elde edilmiolanlar ile kagilastiriimasi neticesinde, sonuclar arasinda

ortaya ¢ikan farklar belirlenecektir.



1.7. Anlatim Plani

Bu calgma, ele alinan ylzey sisteminden elektromagnetikgatkrin
kKinnimina ilskin - sinir dger problemini ARY ile ¢6zUme kagturmayi
amaclamaktadir. Bu nedenle g olarak ilk adim, ARY’nin tanitilmasi olacaktir.
Sonraki adim ise, OPY icin temelskd eden logaritmik tekillikli integral denklem
sistemlerinin, o6ncelikle basit, daha sonra da SA&ein bigimlerinin tanitiimasi
olacaktir. Her iki bicimde de g6z 6niine alinan ltekegral denklemler, dnce birinci
tirden sonsuz lineer cebrik denklemlere indirgekece daha sonra bu cebrik
denklemlere ARY uygulanarak ikinci tirden sonsuedr cebrik denklem sistemine
varilacaktir. Daha sonra yeni bir integral denklsmstemi olarak, genmis SAS
iceren integral denklem sistem cifti ve bu ciftlendolgan glenmis denklemlerin

olusturdugu sistemler tanitilacaktir.

Batin bu aciklamalar takiben tezin konu gidgeometri olan, sonsuz ince ve
mikemmel iletken halkalardan e@haus bir sistemden elektromagnetik dalga
kiriniminin Grinberg yontemi ile ¢c6zUmu anlatilaicakElde edilen denklem sistemi
onceki bolumlerde tanitilan ve ¢6zum yontemi verik@anonik tipteki denklemlere

indirgenecektir.

En sonunda ise, ele alinan probleme ait sayisaeglemeye igkin ayrintilara

deginilirek, sayisal sonuglara yer verilecektir.

Ayrica bu camada yer alan iki ekten birincisinde mikemmel ietldizlem
Uzerindeki dielektrik katmanin icinde olgim U¢ boyutlu uzaya ait Green
fonksiyonunun hesabi icin bir yontem 6nerilecekilerin ikincisinde ise, ARY’nin
degisik bir bicimde uygulanmasina ornekskd eden “Oluk — Koprisu Benzetimi”
tanitilacaktir.



2. ANAL ITIK REGULERLE STIRME VE
UYGULANACA GI KANONIiK INTEGRAL
DENKLEMLER

2.1. Analitik Regulerlestirme Yontemi

Bu bélimde cebirsel akisemasi ile ARY ([32] , [33] ) verilecektir. Birinci

tirden bir integral denkleme ait operator gosteyrili

Az=b (2.1.1)

fonksiyonel denklemi ile verilsin. Bu denkleme, skanusu integral denklemin

indirgendgi lineer cebrik denklem sistem gdzuyle de bakilabBu denkleme ARY
uygulanmasi, 6ncR gibi lineer ve tersi alinabilir bir operator adagiyla y =Rz

biciminde yeni bilinmeyenleri tanimlayarak, sonadenklemin iki yanina bir ger
lineer ve tersi alinabilir bir operatdr yi uygulayarak yapilir. Sonug olarak, (2.1.1)

denklemi buna denk,
LARy= Lb (2.1.2)
bicimine donigtaraltr. En énemlisi, iki yonli regulegerici operator cifti (L, R) i

insa edebilmek ve asil nokta olan, bu cifti, kareglaoabilir dizilerin Hilbert uzayi

¢, de,H bir kompakt operator viebirim operator olacak halde,
LAR= |+ H (2.1.3)

denklemini sglayacak bicimde elde edebilmektir. Bu, yukaridalamibir boyutlu

lineer cebrik denklemlerirg=Lb olmak Uzere,
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(I+H)y=c, y,cls, (2.1.4)

tipindeki ikinci turden lineer cebrik denkleme ingiendgi anlamina gelir. Kesilngi
(truncated) sisteml(+H" y)=c"’e ait y" c¢ozumleri, (2.1.4)’deki sonsuz sisteme
ait cozum olan §’a yakinsar vasiftadir, yalﬂ'y“’ -y" H ~ 0% N - o (HY vec"
sirasiyla sonlu boyutlu operator sutun vektor kigmelve N - o igin

[H-H"] - 0,]c-c"] - 0).

Kesilerek ele alinan sisteme ait matrislerin  duliéarl sayilan

vy =[t+HNdi +H ") duzgin sinitidir ve sonlu bir limite sahiptigekil

4.2.6,Sekil 4.2.8) , yanv, < sabit, N - e igin v, — v, =|I +H| 0 +H)7].

Bu nedenle, kesilmisisteme ait gercek sayisal ¢ozumler keyfi buyutdik
secilebilecek kesme sayidl,icin - yuvarlatma hatalarina glaolmak tzere - kararli
yapidadirlar. Buna tgh olarak uygulanan algoritmanin yegane ogeltirtaya c¢ikar:
Baslangicta ele alinan kirinim probleminin ¢c6zimUed&l olarak, gereken herhangi

bir dogrulukta elde edilebilir.

®|, uzayinda normHX“I2 = /ki|)q<|2, xd L
=1
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2.2. Logaritmik Tekillik  Iceren Kanonik integral
Denkleme OPY Ve ARY Uygulanmasi

Bilinmeyen fonksiyonuz(v) olan, ve tim dier terimleri bilinen,

1

[-Lou-dek(uaf 4y ae 0h alnf @2y

-1

bicimindeki kanonik integral denklem ele alinsuin=cos?, v= cog dongumleri

neticesinde
w(8,7)=K(cosd ,cos) ¢ 0[] 07 (2.2.2)

fonksiyonu yeteri kadar diizgun bir fonksiyon olakaksayilsin. Yani bu fonksiyon

kendi ve birinci mertebeden tirevleri sirekli;

w(8.1) oc([o.a]x[ 07]) (2.2.3)

op(8,1) op(s.1)
g8 or

ve kismi turevli hali karesi integrallenebilirdir:

oy (3,1)

2901 0L, ([0.7]x[0.7]) (2.2.4)

b(u) tamamen diizgiin bir fonksiyondum(v), [-11] aralginda Hélder sinifind&n

bir fonksiyon olmak [Jzere:(v) icin, asagidaki bicimdeki céziimler aranmaktadir

“m(u)-my< Auw {, va[-1], A 0u>(

" Kinnim teorisindeki, (2.2.1) tipindéntegral denklemlerdez(v) akim yagunlugudur ve

(2.2.5) bu akim ygunlugunun uydgu ayrit kauludur.
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2(W=@a-v¥)2n(y, [-11 (2.2.5)

G6zum sirasinda ortonormal Chebyshev polinonl&r{x)) kullanilacaktir.
Bunlar birinci turden Chebyshev polinomlaringg@daki formullerle bghdir (J,, -

Kronecker deltasid, , =1 ve s# nigin J,,=0):

7,(x)= (. (T(cosd) = coss pO[-r m)

, (2.2.6)
x0[-19, d=7"2, d,=(7/2"*, nz 0
1
J1-¢) "R T() =2, sm01,23. (2.2.7)
-1
[34] 'deki 5.4.2.9 numarali formal
3OS, 2sin—>1, x0[- 27, 21] (2.2.8)
= N 2
kullanilarak elemanter dogiiimler ilesu formule varilabilir:
1 > 7, (u) T, ()
~ZInju-V = ., uvO[-11,
74 |u \4 ; Y [ ]] (2.2.9)

Z(v), b(u ve K(u,v)'nin yukarida verilen 6zellikleri onlarin Fourier —

Chebyshev serileri ile ifade edilebilmelerine imkaarir:

2(v)=(1- \?)‘”2; 2TV (2.2.10)
b(u) :gq%n( 9, (-1 (2.2.11)
Kuv) =SS kI (0T, uva-1] (2.2.12)
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Burada{z,}”_  bilinmeyen fonksiyona ait olan v{abn}:zo ile {k,}_ _ sirasiyla,

s,n=0

b(u) ve K(u,v) fonksiyonlarinin, Fourier-Chebyshev katsayilaridir

. (2.2.13)

(2.2.3) ve (2.2.4) ozellikleri nedeniyg, katsayilarsu ssitsizlige uyar:

ii(“”z)(“ &) k,|* <, (2.2.14)

s=0 n=0

(2.2.9), (2.2.10), (2.2.11), (2.2.12) serileriniag syanlarini (2.2.1)'de yerlerine
yazdiktan sonra, integrasyon ve toplgtamlerinin siralari d@stirilir. Elde edilecek

denklemden,{'f’n(u)} ::0 fonksiyon sisteminin (2.2.7)'de verilen ortogomalbzelligi

nedeniyle, save sol yanlarin Fourier — Chebyshev katsayilaregith gi ¢cikar:
Vilz,+Y k.z=1h, 012, (2.2.15)
s=0

(2.2.15) denklemleri, ilkesel olarak kesme ile débilecekms gibi distunulebilir.
Ancak, bu sistemin birinci tirden olgu cok aciktir. Bu ylzden, uygun

regulerlgtirme islemine tabi tutulmahdir.

(2.2.15) icin gereken ARY uygulamisi(2.1.2)'deki R operatoriinii
R:diag{]/y,?} biciminde imsa etmek ile, yani yeni bilinmeyen katsayilari

tanimlamakla bgdar:

8Bolum 2.1
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Y. =2/V" (2.2.16)

(2.2.15)deki her denklemiy>“ ile garpmakla, yani (2.1.2)'deKki operatorini

L=diag{ y>“} biciminde insa etmekle biter ve yeni sistem elde edilir:

Yot D VIV K = VA7b,  n=0,12,.. (2.2.17)
s=0

[35] 'de a=0 alinmasi 6nerilmektedir. Bu se¢im [36] -[39] 'dke alinmg olan
ve “yari-ters alma - YTA” (semi-inversion) olaralsimlendirilen yonteme ait
fikirlere dayanmaktadir. [40] 'da analitik regulketirme olarak anilan yontem de
YTA yonteminden bgka bir sey deildir. Bu calsmada ARY terimi, yukaridaki
tanimlardaki anlamda algilanmaktadir ([22] - [26B2] -[33] , [41] -[44] ). Buna
gore, YTA yontemi, ARY’'nin ¢ok 0Ozel bir halidir. Ba problemlerde iyi sonug
vermektedit. o parametresinin hesaba katilmagf.“y“k . katsayilarinin azalma
hizini, mimkun olanlarin arasindan en kitydlacak bicimde tespit etmeyi mimkun

kilar. Daha da 6nemlisi bu sayede matris operafopfi“y7k Yya ait kalite

Ozeliklerini garanti altina alacak bicimdejcin en iyi deger bulunabilir.

Ele alinan, halkalardan kirinim probleminin ¢6zlmin, « i¢in en uygun
degerin a=1 oldusu ispat edilebilir. Bu sec¢im kullanilan yontemin XRolduguna
isaret edera=0 yerinea=1 olmasi, kullanilan (2.2.1) denkleminin sonsuzrubir
serit icin “esas”, ancak ¢6zUmu aranan halka icin rbiktar “suni” olmasindan

kaynaklanmaktadir.

Bu noktadan sonra=1 deseri ilave bir belirtme olmaksizin kullanilacak we

notasyonda yer almayacaktir.

K matris operatorilk . katsayilari ve siitun vektorleri tanimlansin:

°Ek2
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K ={|<}0 k.=yyk,n=012,. (2.2.18)
y={y} o b={B} . B=r.h (222.19)

Bunlara gore (2.2.17) yeniden yazilacak olursa,
yn +zknsys= bnl n= 011121-- (2220)

ve (2.2.17)’e denk,

A

(l +|€)y:b, y, b0, (2.2.21)

bicimindeki fonksiyonel denklem elde edilir. (2.2)ve (2.2.18) denklemlerinden,

iio(m)(ﬁ Ik <e (2.2.22)

n=0

oldusu cikar ve aciktir ki K operatorii kompakttir ve hatta Hilbert-Schmidt
operatdriinden daha duzgin yapidadir.

Son denklem olan (2.2.21), dl@ngictaki kirilnim sinir dger problemine,

cozuimlerindeki bire bir ifikinin varligi anlaminda denkdif [27] .

(2.2.22) ozellgini teyit etmek icin ise, (2.2.3) ve (2.2.4) 0zeldiri goz onunde
bulundurularak, trigonometrik fonksiyonlar ile Clyshev polinomlari arasindaki

basit bginti, T,(cosf) = cos¥ uyarinca (2.2.12), (2.2.13)deki ikinci formul ola

Fourier — Chebyshev katsayilarinin integral ifadbkkate alinarak ele alinir. Kismi

integrasyon sonrasindag[trir] ve Lg[-1i1] ikiz uzaylarindafi* iki fonksiyonun

2 Buna bélim 3.4'de dgnilecektir.

11 p—l+ q—l =1
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carpimina ilgkin genellgtiriimis Parseval bantisi [57] kullanilabilir ve (2.2.14)
sonucuna varilabilir. Bu ve (2.2.16) ile ise (22).2yid edilebilir.

Ikinci tirden bir denklem olan (2.2.21)’e kesme uggmasi, ele alinan
Kirinim probleminin ¢ézumu, ilkesel olarak istenilleir dgzrulukta, yukarida (2.1.4)
denklemi i¢in aciklangh gibi, bulunmasina imkan verir. (bkz [32] - [33] )

2.3. Logaritmik Tekilik ve SAS liceren Kanonik
Integral Denkleme, OPY ve ARY Uygulanmasi

1

[-2imumviek(ug) 4y o= e () @ (n [-1i@31)

-1

denklemini ele alalim. Onceki bélimde ele alinandaak denklemden farkli olarak,
burada®*(u), ilgilenilen probleme ait lineer gamsiz diizgiin fonksiyonlar, drgie,

bir homojen diferansiyel denklemin lineergo@siz ¢ozumleri, (yani (3.3.13) icin
Bessel fonksiyonlarinin tlrevierA ve B ise serbest ayar katsayilardir. Bilinmeyen
fonksiyon z (v), m(A,B;v), A ve B parametrelerine lga diizgiin bir fonksiyon

olmak Uzere, (2.2.5)" e gore ,
2(V=2ABY=(1- %) 0 AB) (2:3.2)

bicimindedir. Genelde (2.3.2) ifadesi, keyfive B parametrelerine [gh olmaksizin
Z(A, B; v) fonksiyonunun tekil davragidir. EK olarakA ve B katsayilarim(A, B; v)

diizgun bir fonksiyon olmak kaydiyla, bilinmeyen ksiyonu artik,

1/2

z2(\=4ABY=(1- %) AB) (2.33)
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bicimine getirsif®. Bu, z (v) fonksiyonununv=+1 noktalarinda tekil olmagh (ve
sadece ilk tUrevinde tekifinin oldugu) anlamina gelir. Bu yuzderA ve B
bilinmeyenlerini, (2.3.3) ifadesini gecerli kilacdd¢cimde tespit etmek gereklidir.

Bunun icin sglanmasi gerekli yegarsart ise aciktir ki:

m(A B+1)=0 (2.3.4)

Fonksiyonlarin Fourier — Chebyshev katsaygarbicimde tanimlansin:

1

o () =Y gT (0, w[-1], ¢ =[(1- &) o (9 T( ) o (2.35)

n=0 -1

quni =y, tammi yapilsin. Bu durumda, (2.3.1) denklemindékimlerin

tumundn Fourier — Chebyshev katsayilarini 6ncekirbde ele alinan algoritma ile
ayni bicimde bulmak mumkindir ve (2.3.19u lineer cebrik sisteme
indirgenebilecektir :

00

Yo+ D koY, = b+ AgL+ Bp, =012, (2.3.6)

s=0

(2.3.2) denkleminin seriye acilimi olan (2.2.18itligzini (2.3.4) denkleminde

yerine yazarak,
i;ﬁn(i )=0 (2.3.7)

oldugu goralur. (2.3.6) ve (2.3.7) beraber birinci timdeir lineer cebrik sistemi
olustururlar. (2.3.7)'dekiT,(+1) katsayllar azalmayan yapidalardir. Bu yiizden,
z, =y,Y, oldusunu dikkate alarak ve,'i (2.3.6) sayesinde yeniden ifade ederek,
(2.3.7)su bicimde yazilabilir:

2 Ele alinan kinnmim probleminin fiziksel 6zellikle¢3.3.15) sayesinde ele aliichda bu

gorular
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Zynfn(il){—Z kYot byt A7+ } =0 (2.3.8)
n=0
Daha sonra, toplama siralaringdgirerek ( (+) ve (-) indisleri ile),

S Qiy, - ARY - BB = (2.3.9)

s=0

denklemine gegisu sayilarin tanimlanmasi ile gercetielebilir:

QI =Sy kT (1), =012,.. =Yy BT ) (2310
n=0 n=0
P =3y (29), B=Yrat(s) @31
n=0 n=0

Qf) sayllart mevcuttur ve indisi arttikca (2.2.22) 6zeflinden dolayl hizla
sifira giderler. (2.3.5) ifadeleri diizgun fonksiyamn Fourier-Chebyshev acilimi ile
ilgilidirler, bu yizden qf) sayllarl n-»co olurken hizla sifira gider. Bu is@f)
sayllarinin mevcut oldiunu gosterir. Bu nedenle (2.3.6) ve (2.3.9) denléeind, B,
{yn}::O bilinmeyenler olmak Utzeré; uzayinda ikinci tirden bir lineer cebir denklem

sistemi olgtururlar.

Son denklem olan (2.3.6) ve (2.3.9),slbagictaki kirinim sinir dger
problemine, ¢ozumlerindeki bire birgkinin varligi anlaminda denktir ([32] - [33] ).

Ikinci tirden bir denklem olan (2.3.6) ve (2.3.9Kasme uygulanmasi, ele
alinan kirinim probleminin ¢6zimu —ilkesel olarakiangi - gerekli bir dgrulukta,
yukarida (2.1.4) denklemi icin agiklagdgibi, bulunmasina imkan verir. (bkz [32] -
[33]).
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2.4.Logaritmik Tekilik ve SAS Iceren Klenmis
Kanonik Integral Denklemlere, OPY ve ARY

Uygulanmasi

Onceki bolumde ¢ozum yontemi verilen tipteki, A Be(SAS) ile z (V) ve
zz(v) bilinmeyenlerince birbirlerineseenmis iki denklemin olgturdusu sistemi ele

alalim:

J

1

Rt (9] 2y ) o

=t (u)+ A0 (1) + B (1),

] {-Kz(u,V)zl(W{-,—lT'nl = YK,y &f} q )f} dv (24.1)

i =b (u)+ Ab~"(u)+ BP™( U,
ud[-1]]

Burada,®**(u) ilgilenilen probleme ait lineer gamsiz fonksiyonlar, A ile B

ise serbest ayar katsayilaridir(u,v) ve K,(u,v) cekirdekleri (2.2.1) ve (2.2.2)

denklemlerinde rastlanaid (u,v) fonksiyonu sinifindandir.

Kirinim sinir dger problemlerinde rastlanan (2.4.1) denklem ciftzamanl

¢Ozum gerektirir ve bilinmeyenleng(v) , m,(v) diizgiin fonksiyonlar olmak tzere),

z(v)=(1- ¥)" m( v, 2(y=(1- 97" n(y (242

yapisinda oldukea, (2.4.2) deki ilk denklemin dagatz (+1) = Osartlari ileA ve B
ayar katsayilari ilez, (v) ve z,(v) bilinmeyenlerini 6nceki iki bolimiin sungu

algoritmalar kullanarak cozilebilir kilar. Oyle,kiliskin analitik regulerlgtirme

islemleri (2.4.1) denklem sistemingagidaki gérinumlerde ele alarak yapilir:
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{inlu=vi+ k(w29 ol &7 (e 07 ()= 1

7
(1) =0, (2.4.3)

(=0 (0= (w) 39 o

Le—r

4 N

{—7—17In|u—v1+Kl(U’V)} z(y de T( Y

(2.4.4)

()= (w2 ow o ye @ ( o e--()Jj

TN Le— e

(2.4.3) ve (2.4.4) denklemlerinde parantez icindenirhlanan f*(u)
fonksiyonlari bir an icin bilinmekte olarak varsiyn. (2.4.3)’Un icerdii denklemler
ile z(v), AveB ‘nin belilenmesi mimkiinduiliskin analitik regulerlgtirme z (v)
degiskenine gore yapilir ve kullanilan algoritma bolun3'@e aciklanmytir. (2.4.4)
'de yer alan denklemdekig(v) desiskeni bolim 2.2’de verilen algoritma uyarinca

belirlenecektiriliskin analitik regilerlgtirme de bu dgisken temelinde yapilacaktir.

Bu &amalar sonucunda nihayi ikinci turden lineer cebdknklem sistemi

olusturulabilir:

Y3 (REYI+ R2Y2) = b a+ B

yi +

M+ £

(K22 - R2Y)=To,+ aoy + W, (2.4.5)

1]
o

S

;Q&) Y =B+ AR + BR)
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2.5. Logaritmik Tekilik ve SAS Iceren Klenmis
Kanonik Integral Denklem Sistemlerine, OPY ve ARY

Uygulanmasi

Bu bélimde birden fazla sinirin yer @dkirinim sinir dger problemlerinin
indirgendgi integral denklem sistemleri tanitilacaktir. Buaia2.2.1) denklemindeki

gibi bir sg yana sahip

1

T N iy _
| 77'”'” MZ2(V+ £ K'(uy z(yde by o[-1], #12,..,1251)

-1 J:l

ve (2.4.1) denklemindekikenmis sistem biciminde ortaya ¢ikmi

H—%mw—u(w% (K (u) By K (u)A )q} &

e} j=1
:h+(u)+ A|\q3|++(U)+ $q)|+—( L), (252)
ud[-14], 1=12.N

H—%IMU‘W%(‘)"‘EJ- K'(uy 2( y+ K (u)y'A )\]} 4y

=by (u)+ A (U + B (Y, (253)
ud[-11], 1=12.N

kastedilmektedir. Analitik reguleggrme uygulanmasi igin tekil kisimlari agtrilmis
bicimde yazilan (2.5.1) ve (2.5.2) - (2.5.3) indgitenklem sistemlerinde ¢ekirdeklerin
kalan kisimlar (2.2.2) deki 6zellikleri @ayacak duzgin fonksiyonlardir. Buna gore
(2.5.1) ve (2.5.2) - (2.5.3) sistemleri sirasiylaliin 2.2 ve 2.4’de aciklanan

algoritmalar kullanilarak (2.5.1) icin,
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Y+ SRIy.=b, n=012.. 1= 12,..N (2.5.4)

j=1s=0

ve (2.5.2) - (2.5.3) icin,

eSSk R )= e e B
j=1s=0
N o ~ ~ ~ ~ ~
2, Lil \,2] _ k2jl ) — bl, o, — 3
yn +;;( S yS ns yJ‘S) n + n + n (2.5'5)
N : ~
S5 a0y =h+ ar + Bg
j=1s=0
n=01.2,.. 1=12,..N

ikinci tdrden lineer cebrik sistemlere indirgeneter. Bu sistemler het=1,2,3,..N

icin, iliskin bloklar regulerlgtirerek elde edilmsitir.



23

3.SONSUZ INCE MUKEMMEL ILETKEN
YASSI HALKADAN ELEKTROMAGNET IK
DALGALARIN KIRINIMI

3.1. Maxwell Denklemine 1iliskin Biyukliklerin, Ele

Alma Kolayli g1 Bakimindan Normalizasyonu

S6z konusu problemdeki fiziksel buyuklikleri basit bicimde ele alabilmek
uzere e’ zaman bamlilikli Maxwell denklemleri ve ona #kin biyiklukler
monokromatik haldesagidaki bicimde dgunulebilir [27] (¥ skaler iken dier tim

blyuklukler vektorlerden olumak Gizere):

rote = ikH - M; (3.1.1)
rotH = —ikE + J; (3.1.2)
H =rotA, (3.1.3)
E = ikA- grady; (3.1.4)
divA= iky (3.1.5)

Burada ele alinan bayukltkler, standart bayuklikéerbicimde bghdirlar:
E=+VeE H=JuH; M =JeM; J=Jul y=Je¥; A=A/l u

k, 1, & siraslyla, icinde bulunulan binyeye ait dalgasaynagnetik gecirgenlik ve

dielektrik katsayilaridirlar.
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3.2.Yass! Ylzeylerden Elektromagnetik Sacilma igin

Grinberg Yontemi®®

S yuzeyi, dairesel silindirik koordinat sisteminde,
S={(p¢ 2: p0(ab, p0[-mn], =0} (3.2.1)

biciminde verilsit*(Sekil 1). Bu yizey, zaman penlihig e'“ olan (E, H)

elektromagnetik dalgasi ile aydinlatilsin. Amag;, (B) sagcilan alanina ait kapali
ifadelerin bulunmasidir. S6z konusu yat8yylzeyinin Uzerinde magnetik vektor
potansiyeliA, A; bileseninden yoksun olagaicin (A ve A, en genel halde sifirdan

farkli olmak Uzere), (3.1.4) denklemi ve bu yuzezerindeki sinir kgulu olan

E(t:gtleet‘gr:e(q) = E(iegetse(q) + E(detse(q) =0 uyarinca,

—E‘X:ikAj—aaiX, -E = ikpg—a;i’/ (3.2.2)

olur. (3.2.2) denklemlerinden birincisi x’e, ikistiy'ye gore turetilip taraf tarafa

toplanir ve (3.1.5) denklemi de g6z 6nlinde bulunllusa, ¢/° skaler potansiyelinin

_OE,
0z

[At +k2]¢/5 = , (3.2.3)
S ylzeyi Uzerinde homojen olmayan Helmholtz denktersesladigi gorulur (A,:

yuzeye tget bilesenlere gore Laplace operator®)ylzeyi Uzerinde magnetik vektor

potansiyel

3128] - [31]
4 Bu béliimdeki inceleme, problemeskin yiizey ézelinde olmasina kar herhangi bir z=0

duzlemindeki yassi yuzey i¢in gecerlidir.
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Alg)=[IPQqpds o (3.2.4)

S

biciminde bir integral gosterime sahip olsun [2{f} ve g sirasiyla integrasyon ve
gozlem noktalar1).J(p), S yuzeyi Uzerindeki akim yunlugunu gosterir ve bu
yuzeyin iki yanindaki vektdr potansiyedh’ ya ait normal tdrevlerin farkindan
ibarettir. G@,p) ise elektromagnetik olayin icinde yer &dB boyutlu uzay icin

Helmholtz denklemine ait skaler Green fonksiyonudDyle ki, olayin gecgi bu

uzayin bir kovuk, bir dalga kilavuzu, bir yarim yz#éir cok-katmanli uzay, ya da
mikemmel iletken diizlem ile destekli katman iceveay™ olmasi formiilasyonun

gecerliligini ortadan kaldirma?.

(3.2.4) integral gosteriliminden yararlanilarak 2(2) denklemi yeniden
yazilacak olursa, vektdr buyuklukler iceren birin@rden bir integral denklem elde

edilir (grad, — ylzey gradyani):

[I(MGapds= Uy @ (3.2.5)

U (q) =(ik) [ gradg(q) - B (9] (3.2.6)

Bu sistemin ¢6zimuine, (3.2.3) icin en genel halolecbzim 6nermek ile
baslanir. Daha sonra bu genel ¢Ozimi (3.2.5) denkldenityerine yazarak,
bilinmeyen J(p) icin de, (3.2.3) denkleminin parametreleringlbair genel ¢6zim
bulunur. Fiziksel olarak disu olacak ¢6zime ise, (3.2.1) ile tanimli ylzeynici

J(p) 'nin ayritlara dik bilgeninin sglamasi gerekli kgul ile varilir:

J,(p=0, pO([p=4U[p=14) (3.2.7)

YEk1
16 Cunku Green fonksiyonu icin yontem bakimindan 6nestdin tekil kisminin 6zellidir ve anilan
uzaylarin Green fonksiyonlari ayni tekili sahip oldukca, bir hlka deysle uzaylarin Green fonksiyonlarindan

herhangi ikisinin farki diizgiin bir fonksiyon oldakgygulanan ¢6zim ydntemi gecerlidir.
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3.3. Eksenel Simetrili Dairesel Halkadan
Elektromagnetik Dalga Kirinimi Problemine Grinberg

Yonteminin Uygulanmasi

(3.2.1) yuzeyi icin (3.2.3) ile (3.2.5) denklemledairesel silindirik

koordinatlarda yazilacak olursay bicimi alirlar:

mhb

: PP~ d = ;
[[3(0n8,)0(000,84=0 )0 00 0 ,= U(p 8 ) 33

qz(pq’¢q); as p,<b; ¢‘4D[_ﬂ’ﬂ]

10 1 0° 2 __0
2 oL uod) s wlo ) Kulod) =SB (00), o

pO[ab]; ¢ O[-m,7]

Akim yogunlugu J (pp,¢p) p indisli integrasyon noktasinin silindirik
koordinatlarina gore bijenlerine ayrilmalidir. Buna gore:
I(pn8,) = 5 (opts) S+ E(008,) §
=920y 8, )cos,=8,)+ 3} (0, 8,) sinb =9, )& (3:3.3)
+[_J§( p’¢p)5in(¢q —9,)* ‘];(pp’¢ p) cosp .~ ¢ pﬂ%

olacaktir. Bu sonu¢ (3.3.1) denkleminde yazildtakdirde, (3.3.1) ve (3.3.2)

denklemlerindeki terimlerin Fourier acihmlarinigénine alalim:

=Y u(0)e™ -SE(0d)= X f(p)€ (334

m=-oo m=-oo

G(y:0,:¢) cosp = {Z_G (pppp)é“‘"”nf%(pppp)é“ﬂ

. (3.3.5)
G(pp,pp,¢)sm¢——{ z i (pp’pp) S Z Gn*l(p p’pp) éw}

m=—oo
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m=oo

Ie(p8)= 2 in?(p)e™, U(p.8)= mzof u.(0) €  (3.3.6)

m=-c

(3.3.4), (3.3.5) ve (3.3.6)'daki ilk ifade skaldB.3.6)'daki ikinci ifade ise
vektor buyudkliklerden olmaktadir. (3.3.4) denklemlerinden birincisi, (3)3.2

denkleminde yazilacak olurs¢/m(,o) icin s& yani fm(p) olan diferansiyel denklem

elde edilir:
1i{piwm(p)} {kz —ﬂz}wm(p) = f.(0). pO[ay (3.3.7)
pop|" dp o

Bu denkleme ait genel ¢6zim,
Wa(P) = Andu( ko) + BY( o)+ Z( 10), (3.3.8)

J,.(ko) ve Y, (ko) sirasiylam. mertebeden Bessel ve Neumann fonksiyonfss,

Bnm heniiz bilinmeyen sabitler, &, (ko) (3.3.7)'ye ait 6zel ¢ozimdtit

b

{vm(ko)f 0€) 2.06) &+ 3 )] 1(¢) Y[ & ﬁ} 339

p

€y, €4 dairesel silindirik koordinat sistemine ait birirektorler olmak tzere,
RS im g
grady/(p.¢) = AP Yn(p) € (3.3.10)
yazilabilir. Buna gore yeni tanimlanacak skalerk&iponlar A2, A¢ araciliklari ile

(K) Bl 0,0) = 3. [12(0)e, +2%(0) ¢ ] & (3.3.11)

m=-oc

17 Bkz. Bolim 4.1.5
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G;(pq'pp) :%[Gml(pq”op) * Gml(’o ak ')]
1 (3.3.12)
G (0aPy) :E[Gml(pq’pp)_ Grna(0.4 ’)]

ifadeleri elde edilebilir. (3.3.3) ifadesi ve (HBdenklemlerinden birincisi géz 6niine
alinip (3.3.10), (3.3.11) ve (3.3.12)skileri ise (3.3.1) denkleminde kullanilacak
olursa, e, es vektorlerinin diklikleri ve (3.3.1)'in iki yanindakifadelerin Fourier
katsayilarinin g@tligi sayesinde iki adet skalerslenmis, birinci tirden integral

denklem elde edilir:

b

2nf{ it (0,)Gu(oyp )+ P )G o o )} o 80,
a - (3.3.13)
=/1n‘j(pq) +Ea_pq‘/'”‘(p“)’ m=0,£1+243,..

b

2nf{~it(p,)Gu(pep )+ 140 )G 0 W0 J} o dp

) . (3.3.14)
=2¢(0,) +%l//m(,0q),m= 0,£1£2: 3,..

q

Syiizeyine ilskin ayrit kaullari [9] j2 (o) ve j?(p) fonksiyonlarinin,

i2(p)=[(p-a)(b-p)]"r(p). It(p)=[(p-2)(b-p)] " H(p) (33.15)

biciminde gdsterilebilmelerini gerektirith? (o) ve h?(p) diizgiin fonksiyonlardir).

Yani j?(p) ayntlarda sonsuz derler alir iken, j2(0) sifira gider. (3.3.15) ile
verilen kaullar, (3.3.13) ve (3.3.14) denklemlerinin ¢ozinmer ait fonksiyon
siniflarini belirler. (")zeldejn’j(p) ile ilgili kosul, (3.3.8) denklemindeki Ay, Bn

sabitlerini belirlemeye yarar.
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3.4. Skaler integral Denklemlerin Kanonik OPY Birinci

Tirden integral Denklemineindirgenmesi

n@t), t0[-11, [a,l aralginin [-11] aralgina bire bir pozitif turevli
(/7'(t) >0) parametrizasyonu olan diizguin bir fonksiyon olsgn= n(u), Py :/7(v)

tanimlamalari ile (3.3.13) ve (3.3.14) yeniden lgagindasu bicimi alirlar:

2;7_}1{2:;( G(uV+ Z(YG(uWn( W ( Va( »="8
znjl{—zng() (w9 Z(Y G un(m( Vel =4

(3.4.1)

(Go®(u V)= Ga*(n(U.n(9), 257 (v) = i2* (7(v), ve §2°(u) (3.3.13) ve

(3.3.14) denklemlerinin gayani). Bu caimadaki sayisal sonuglar,

b>a tO[-11] (3.4.2)

parametrizasyonu ile elde edikftir.

(3.4.1) denklemlerini ¢Ozebilmek iginé,ﬁ;s(u,v) cekirdeklerinin tekillik

yapilarini ve duzgunluk ozelliklerini incelemelidigt v oIdukgaé,‘ff(u, v) tamamen

dizgun bir fonksiyondur. Ayrintili incelemeyi u=ivar icin yapmak gerekir. Boyle

bir inceleme sonunda,
C m l m-1 ml S m 1 ml ml]
Ar={AT e AT A= AT AT (3.4.3)

olmak Uzere,
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3

G;(u,v):—4nzm{ln|u— ¢{1+n2:; “A (Y| w p}+ H( u)1}(3.4.4)

3

58 SUNN S : u v+
(0= Mo V2 A U+ i u)| @49

oldugu gorulebilir. BuradaHJ, (u,v) ve HJ(u,v), tglincii mertebeye kadarki tim
kismi turevleri ile birlikte surekli ve sadece kisdbrdinci tlrevinde logaritmik

tekilligi olan bir fonksiyondur. (3.4.3) de rastlan&a]’ @@ A% (u),

n(u

wioy 2 LKW -yaf(w) w2 =240 (W)Y
A7 (u)= " e my. A7 (u)= 2 ) (3.4.6)
gosterilglerine sahip tamamen dizgun fonksiyonlardir.

G (uv) =42 n(un(V) G (uY ve K,(uv) fonksiyonlarini géz

onlne alarak,
L o(uv)= ——In| ¥+ K.(uV, mE0+1+x2£3,.. (3.4.7)
T

ili skisi ele alinsin. (3.4.4), (3.4.5) ve (3.4.7) demklerinden, In|u-v| fonksiyonundan
¢ok daha duzgun bir fonksiyon olan

o092 nfu i3 A (Y P2 vy @an)

EIII—\

olarak yazilabilir. Bu fonksiyonun tekillik yapism (3.4.5)'deki G;(u, v) ile ayni

oldugu belirtilmelidir. (3.4.7) denklemi kullanilarak @1) integral denklemi
yeniden yazilacak olursa,
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{2200 ~Eilu- k()¢ AV B 0w )
(220G 2 2l ek (0]} o g @49

ub[-11 ,m= 0% 1t 2,...

|
|

elde edilir. Yeni bilinmeyen ve §ayan fonksiyonlari,
> D, ¢ 1/2 | 0,0 1/2 ¢
Zet(W=[n()] () 229, g (9=2n( 9] "6*( ¥ G410

olarak tanimlidirlar. (3.4.9) tiirinden denklemldy;? (v)O C*“[-1,1] biciminde

Holder sinifindan fonksiyonlar olmak Uzerar  bicimdeki c¢c6zimlere sahip
olmahdirlar ([27] ):

(3.4.11)

Sonug olarak (3.4.9) gibi, her m=@]1, +2,... icin birinci tirden iki integral
denklem sistemi elde edilgtir. Bu denklemlerin her birinin ¢cekirge —iln|u—v1
T

ve dizgun bir fonksiyonun toplamindan ghaktadir. Bu denklemin herhangi bir
¢6zUmuU (3.4.11) bicimlerine uymalidir. (3.4.9) diemkinin s& yaninin (3.3.12) -
(3.3.13) uyarinca (3.3.8)'i yanAn,, Bn henlz bilinmeyen sabitlerini iceli
hatirlanmalidir. (3.4.9) ve (3.4.11) denklemlerirbBlim 2.4 de ele alinan tipte
oldugu aciktir. Bu tip bir sisteme skin sayisal ¢6zim bdolium 2.4 de verilen
algoritma ile bulunabilir. Orada yer alan lineergimasiz fonksiyonlar bu problem
icin Bessel ve Neumann fonksiyonlari ve onlarin eWgrinden olgan
fonksiyonlardir. Sg yan ise (3.3.10)'un, (3.3.9) ile tanimli kismirofusturdusu
bilesenler ve (3.3.11)'in bilgenlerinin toplaminin okturdusu yapidadir. (3.4.11)
'deki bilinmeyenler tespit edildikten sonra, (3@)1lve (3.3.6)' daki ifadeleri
aracllglyla geri gidilerek akim ygunluklari bulunabilir. Bunlarin okiurduklari
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elektrik ve magnetik alanlar magnetik vektor potgels A aracilgl ile (3.2.4),
(3.1.3) ve (3.1.4) Uzerinden bulunmaya hazirdirlasiyla ele alinan kirinim

problemi ¢oziimine gkin algoritma kurulmstur.

Ele alinan sinir Gzerinde, (3.3.10) ve (3.3.11)atusturdusu integral
denklemin sg yani ile, (2.2.13)'deki ilk ifade ve (2.2.16) ilearilan katsayilar
arasindaki bire bir ki aciktir. Bu iliskiye uygun olarak, nihayi lineer cebrik
denklem sistemi (2.2.21)'in, (3.2.5) ile verilemisidezer problemine denk olgu,
ele alinan yuzeye gkin tek ve cift tabaka potansiyellerinin 6zelliklg/ardimi ile
ispat edilebilir ([27] [33] ). Dier taraftan, (2.2.21) ile verilen sistem Fredholm
alternatifine uyar ([15] ). Yani homojen sistemirsgoztime sahiptir, ve keyfi §yan
icin ¢cozum vardir ve tektir. Dolayisiyla, yukandailan denklik ve (3.2.5) sinir
deger probleminin tekfii uyarinca [27] , elde edilen ¢6zim tektir. Bu yémagdsonsuz
lineer cebrik denklem sisteminin ¢6zUmu vardir ektit. Bu sistem ikinci tlrden
oldugu icin, yeterince buyik kesme sayilarindan itibasistem s6zu edilen, tek olan

¢6zUma verir [14] .
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3.5. Eksensel Simetrili Dairesel Halka Sisteminin

Cozumu

Bu bdlumde, yukarida verilen algoritmanin sonlu 1daki halka icin
genellgtiriimesi yer almaktadir.S yizeyi bu durum icin eksensel simetrili

halkalardan olgur:

s={Js. $N §,=0 (3.5.1)

N
=1

Her halkaya ait ylzey ise dairesel silindirik kooatlarda,
S ={( zp.9): = z.p0| A b ,¢D[—7T,7T]} , £1,2,...N  (3.5.2)

biciminde tanimlanabilir §ekil 1.2). Bu tipteki halkalarin ofturdusu yizeyden
elektromagnetik dalgalarin kirinimi icin tek haika yapilan incelemenin adimlari
ayni bicimde uygulanabilir. Bu yapiginda (3.5.2) yizeyi icin karasilan integral

denklemler,

}ppdpp ='g2(z0,)

~lin(zip,) " Gl 2 g ) +
{ (J p) (lZ a p) }ppdppz'gﬂ(;;pq), (3.5.3)

p,0[a.h], 1=1,2,..,N

" 1=1,2,...N fonksiyonlarj oldukga,{ ""an}Nzl fonksiyonlari

=1 j

olur. Burada{ j"an}
isej=l oldugunda dahi, tamamen dizgun fonksiyonlardir. Dolgdasdvunlara ilgkin

Fourier — Chebyshev katsayilari, indisleri buyludiikezla azalan yapidadirlar [57] .
j=I oldugunda "G fonksiyonu ile kagilasilir ki, bu (3.4.4) vasitasiyla dzellikleri

yukarida anlatilan fonksiyondan ibarettir. Boylegek halkaliS ylzeyine ilgkin
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kirlnim problemi sagidaki birinci tirden genmis integral denklem sistemine

indirgenmg olur:

[ 22(0{-2infu- k(a9 v+ 3020 G o g e

j=1-1
J#l

ij 20 (v m(u,\)dwjl' 20V 2] ek (W) 0 Ju @59

1=12,.N,ud-1}, m= & % 2,..

Bu sistem, bolum 2.5 de tanitilan sistemden ibardu denklemlerin her biri
(3.4.9) denklemi icin uygulanan ¢o6zimdeki dgimiler ile ele alinabilir. Bu sayede
bloklar halinde sonsuz bir lineer cebir denklenmests elde edilir. Kgegen lzerindeki
bloklarin her biri, bir halka ylzeyine ait operatdenk dger. K&egen olmayan
bloklardaki katsayilar ¢ok hizli azalan yapidadaolayisiyla analitik regulerigirme
islemi sadece kéegen bloklara gére uygulanabilir. Bu sayede bolugde de verilen

tipteki, ikinci tirden sonsuz bir lineer cebir dék sistemi elde edilebilecektir.
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4. SAYISAL GERCEKLEME VE SAYISAL
SONUCLAR

4.1. Sayisal Gercekleme

Bu bdlumde ele alinan problemin sayisal olarak ejdepmesi sirasinda

kullanilan tekniklerden bahsedilecektir.

4.1.1. Ana c¢ekirdek Ky (u, v)’ nin hesabi

(3.4.8) numarall ifadede yer alany(d,v) ele alinacaktir. Ele alinan halka

yuzeyi i¢in bu tirden bir cekirdekagidaki ifadeler araci@ ile bulunmuytur:

Km(U,V) =|:Hm(pq’pp)]pq:”(u)’pp:”(v) - L( u’\O’
lIn‘M, uzv (4.1.2)
| u-v
L(u,v)=
lIn/7'(u) u=v
p :

Hesaplamalarda kullanilan parametrizasyon sonugunda

n(u):b;a+¥lu, uo[-11] = L(u,\):i—le( b;a) (4.1.2)

(4.1.1)'deki aitli gin sg yaninin ilk terimi icin

Ho( 0 0,) = Ho(0g0 )+ HY £ 40 ) (4.1.3)

yazilsin. BuradalR(pq,pp,¢) = \/(pq —pp)2 + 4pqppsirF% ) olmak Uzere,
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1 ”cosm¢eikR(pq’p"’¢) -1
Ho( 04 0,) =4/ PP = dg; (4.1.4)
( 4 p) q/?pn£ R(,oq,,op,¢)
ifadesi sayisal olarak goudan entegre edilebifi.
C=Juf(u+n);  u=dpp, B=(p,-p,) (4.1.5)
tanimlamalari altinda
1
Ha(P0 )= 5 Dol Py )+ 2S()} (4.1.6)

olarak verilebilir. BuradaK (Z) ise birinci trden eliptik integral olmak tzere,

S(¢) = K(<) +%In(1—() (4.1.7)

D, (040,) = (1-¢)IN(1-¢) + n[(1+ ) (o, + £,) ] (4.1.8)

olarak belirlidir (/ =1 yani p, = p, oldugunda(1-¢)In(1-{) = 0).
S(¢)’nin K(¢) aracilgi ile belirlenmesi, birinci tirden eliptik integtetin

hipergeometrik  fonksiyonlar tlrinden hesaplanagildi dikkate alinarak

gerceklgtirilmi stir:
11
K({)==F|=,=,1¢° 4.1.9
(©)=2F (3 31¢°] @19)

(4.1.5) uyarincap, = p, oldugunda { =1 olur. Buradan{ 00(0,1) oldugu
cikar. [53] ' de (4.1.9)'da yer alan hipergeometokksiyon

'8 Buradaki sonuglar icin iteratif yamuk yontemi laniimstir.
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F(a.8.y.2) :g(iz/”)(’i!)“ z (4.1.10)

biciminde bir seri acilimina sahiptir. Ancak z=Yarinda (4.1.10) yerine, gkr bir

lineer b&imsiz ¢6zim olan

()" (a+B-n+1)
M(a-n+)r(B-n+1(n-1!
l:(//(a—n+1)
+y(B-n+1)-y(n)
+®(a, 8,0, 2)

F(a.8.a+B-n1-2)=

}F(a’ﬂ’n’z) (4.1.11)

kullaniimasi daha az terimle hesap yapabilmekdaina uygun olmaktadir. Burada,

e (e,
L I e P R
Inz+y(a+k-¢(a-n+1)| (4.1.12)
AR R AV s

+y(n)-g(n+ K-kt

ile tanimh seri acilimina sahip fonksiyondur. Yukiaki ifadelerde gecen

@(n),r(n) fonksiyonunun logaritmik tiirevidir (bkz [53] ). Axa, kullanilan dier

bir gosterilim, (8), = B(B+1)..(B+n-1) :F(%/;)n)

alan S({), uygun dgisken doéngumu altinda (0,1) ara@inin (0,0.5] kisminda

dan ibarettir. (4.1.7)'de yer

(4.1.10), (0.5,1) arghinda da (4.1.11) - (4.1.12) kullanilarak duzgtnce

hesaplanabilir.
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4.1.2. Elektromagnetik Alanifadeleri

Bu bélimde p noktasindaki J(p) akimgyolugu vektorinin kaynak olgu
elektromagnetik alan vektorlerinin ifadesi verilktie (3.2.4) uyarinca bir magnetik
vektor potansiyel arac@li ile hesaplanacak bu ifadeler, akimgyolugu ifade edilen

hacim tzerindensagidaki entegrandlari entegre ederek bulunur:

Yakin Alan Entegrandlari:

(o) =-kF(|R(q g]) 1 )

F'(IR(ap)) A A
1 IR(q )
ik F(Ra D)L Ra B Rap|
* F"(‘R(q, p)‘)— R(q p) R(g p)‘z
oy F(R(apN[A B K ad]
"= [R(q p)

Uzak Alan Entegrandlari:

(90 - (9 9. b & e
HO(s)0 ik[ I( p), o 9 =- &( ¥ b & o

Yukaridaki ifadelerde g ve p sirasiyla gbzlem veegnasyon noktalarina ait

konum vektorlerini belirtmek tzergy tanimlamalar g6z 6ntine alinmalidirlar:
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J('p): pnoktasindaki akim ganlugu vektori

RELCY

PR A =~ e 37
SO ik—ﬁj 0 )
Riag FURaH)- € F & a))

R(q p) entegrasyonnoktasi' p den gdzlemnoktasi q yeutiousvektor,
IR(a p)|: R g §' ningend;
R(g p)

R(q p)
(+,0) 1+ veo vektorlerinin skaler carpimi

Fr(R(a p)=-

:entegrasyonnoktasi'p den gdzlemnokKtasi q yaudmus birimvektor,

S=

[+,0] :+ veo vektorlerininvektor carpimi

(4.1.13) ve (4.1.14) sayesinde, hem kaynak terimfezaten bilinen, hem de
ele aldgimiz problemdeki halkalar i¢in bulunan akim gdanlarina iliskin

elektromagnetik alan ifadelerine kolayca gecilebili
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4.1.3. Kullanilan Elektromagnetik Kaynaklar

Duzlemsel Dalga:

Sayisal benzetimlerde kullanilan birimgdaortam parametrelerine sahip basit
bos uzaydaki monokromatik dizlemsel dalga (—zgrdtiusunda ilerleyen, birim
genlikteki, (+x) yonunde elektrik, dolayisiyla (+ydnitinde de magnetik bglenli bir

elektromagnetik alandir:

E(p)=€"¢g, H g= €& ¢

Halkasal Kaynak
Sayisal benzetimlerde halkasal kaynak da kullagtimi Silindirik
koordinatlarda pfs=a, ¢pLI(-1;1], z,=h) noktalari L @risini olustursun. Bu @ri

Uzerinden akan akim icin, birim genlikli hacimskira yogunlugu vektoru:
I(p)=0(%-13(p,- 9 ¢

bicimindedir. e, =-sing ¢ + cosgp g oldusu da goz Onunde bulundurularak ve

yukaridaki akim ygunlugu vektori (4.1.13) ve (4.1.14)'deki entegrandlayegaine
yazilarak buna ait elektromagnetik alargidiani bulunabilir.

Noktasal Kaynak
Sayisal benzetimlerde noktasal kaynak olarak ekl ve magnetik dipol

kullaniimistir. p (%=X, Yo=Y, %=2) noktasindaki hacimsal akimgmlugu vektor:

I(p)=Po( - %3(%- Yo 3- ¥

distnulebilir. Burada P Amper-metre boyutundaki birgenlikli, sistemin dipol
momentidir. Bu akim ygunlugu vektort (4.1.13) ve (4.1.14)'deki entegrandlarda
yerine vyazilarak buna ait elektromagnetik alangildal bulunabilir. Ancak
hesaplamalarda gerek elektriksel gerek ise magrdipkl icin [58] de verilen
ifadeler kullaniimgtir.
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4.1.4. Integral Denkleme Ait Fourier - Chebyshev
Katsayilarinin Gauss - Chebyshev Formdulleri ile Heabi

Gauss Chebyshev Kuadratik Formuilleri (54] , sayfa 156)

|(f):jl\/fl(_><)22 dx (] Lzlg f(t) (4.1.15)

Buradat, =cosd , 4 :Zzﬂ—:ﬂdir ve bu formiller m. dereceden polinomlar

icin, m< 2(L+1)-1=2L+1 oldukca kesin gouluktadir

Fourier — Chebyshev Katsayilari

Hesabi s6zkonusu olan formiller, (2.2.13) ile ‘egrilFourier - Chebyshev
katsayilaridir. (4.1.15) vasitasi ile (2.2.13)'deki ifade LxN adet glem ile
bulunabilir ( L (integrasyon arg@indan o6rnek adedi )>N (katsayl adedi)). Ancak
(2.2.13)'deki ikinci ifadenin icergh iki katl integral ifadesi, biraz daha dikkat
gerektirmektedir. Formul ilkks@mada gagidaki gibi yazilabilir.

ksn:(LZJZZL:ZL: K(ui,vj)t(q) t( \{) (4.1.16)

ic toplam dgerlendirildiginde
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Fo=—=>K(uv )T (y) (4.1.17)

elde edilir. Daha sonra ise,

k., = _Z F.T(u) (4.1.18)

bulunur. Gorulmektedir ki biky, , katsayisi icin toplam LxLxNslem yetmektedir.
Bu ise (2.2.13)'deki ikinci ifadeyi herhangi bir pi&émle entegre ederken yapilan
(LxN)? islem sayisindan N kez daha akein ve o kadar azlem zamani demektir.
Halka probleminde N=200 secifilihal icin, dnceki yontemden 200 kat hizh bir
hesap s0z konusu ola@gagiktir.
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4.1.5. Skaler Potansiyelfadesinin Hesabi

Bu bélimde

10 0 m?

2| = k? -— = f , Ola b 4.1.19
pap{papwm(p)}{ pz}wm(p) () pOan  ( )

denklemine ilgkin Sturm-Loiville probleminin ¢6zimu [55] olan.®8) ve (3.3.9)

ifadelerinin sayisal gerceklenmesi ele alinacaktir:

Yn(0) = Adn( ko) + B W)+ Z( Io) (4.1.20)

(4.1.20) aitli ginin sg yanindaki ilk iki terim, diferansiyel denklemin Zi@munin
arandgl aralgin sinirlarinda gdanmasi gereken kallardan, tglncu terim ise s6z
konusu aralik icinde gtanmasi gereken sureklilik ve sigramasditarindan

tiiremistir. Céziim bunlarin lineer kombinasyonudur, (ko) ve Y, (ko) sirasiylam.

mertebeden Bessel ve Neumann fonksiyonkas B, hentiz bilinmeyen sabitler, ve
Z.. (ko) (4.1.19)'e ait 6zel ¢ozumdiir:

b

zm(kp):’—;{vm(ko)j: () 36) €+ A B)] 1) ¥ & a} @121)

P

(4.1.20)'de yer alan Bessel ve Neumann fonksiyomgjarcel argiimanlar icin,

iyi bilinen ters tekrarlamali algoritmalar aragiile hesaplanmtir ([54] sayfa 230).
(4.1.21) ifadesindeki integrallezm(kp) fonksiyonunun trevinipp=¢ noktasindaki
sicramasinin sayisal hesaplara etki etmemesi mglaranoktadan parcalangtir. Bu

sayede entegrandlar diizgiin kilighm integraller ise bu sayede 5 noktali Gauss —
Legendre formulleri ([54] Sayfa 151) sayesindeapénmstir.
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4.2. Sayisal Sonuclar

Bu bolimde, eksenel simetrili sonsuz ince yassiredal halkalardan
elektromagnetik dalga saciimasi problemi icin dearialgoritma ile elde edilmi
sayisal sonuclar yer alacaktir. Oncelikle literdéki var olan sonuglar ile
kargilastirma yapilarak kurulan algoritmanin geceglilisunulacaktir. Daha sonra
uygulama acisindan 6nemli bir halka dizeni eleaahktir: Fresnel bolgelerine
oturtulmus 6 halkadan olgan sistem. Bu sistemesiin sonuclar sayesinde, yakil
yontemler ile, kurulan yontem arasindaki benzeglikle farklar belirlenilecektir. Ele
alinan orneklere gkin ikinci tirden lineer cebrik sistemlerin matashin ozellikleri

de sunulacaktir.

Sekil , Sekil 32 ile, Sekil 3, Sekil ile kagilastirma yapmak icin cizilnglerdir.
Sekil 32 ve Sekil , [56] 'da verilmg olan sonsuz uzuserit i¢in iki ayri uyarma
altinda akim ygunuklarinin grafikleridir. Bu uyarmalar sirasiylaéizgye normal
gelen duzlemsel dalga ile, sonsuz uzun cizgiseh&klyr. Eser halka, ic ayriti
arasindaki etkilgmini azaltmak Uzere yeteri kadar buyuk i¢c yaricapblON) ve
halka gergligi yukarida anilanseritin gengligine eit secilirse akim ygunlugu
dagihmlarinin benzer olaga 6ngorilmi ve ¢ikan sonuclaSgkil ve Sekil 3) ile bu

ispat olunmtur'®.

Tablo 4.2.1'deki ka=0.3 ve kb=0.9 olan dar halkapw@, kp=0.6 noktasindaki
akim ygunlugu deserinin kesme sayisi ile ggimi, bu deerin hizli yakinsagani
belirtmektedir. Sekil 5'de, dalga boyuna goére kicuk boyutlu bu halkanormal
gelen diuzlemsel dalga ile aydinlatgohdaki sagilan alana skin kompleks Poynting
vektorinin uzak alani yer almaktadiekil 6’da ise s6zu edilen halkaya ait ¢c6zimun
elde edildgi ikinci tirden olan lineer cebrik denklem sistemigit matrisin duyarlilik

katsayisinin tipik davragiyani dizgin sinirli okw sunulmaktadir.

1 Qlgekler arasindaki farklar, ele alinan yiizeyleerinde birim uzuniga disen enerji

miktarinin gitlenmesi suretiyle giderilebilir.
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Benzer 6zellikSekil 8'de 6 Fresnel bolgesi halkasi igin glurulan sistem igin
de verilmgtir. Halkalarin bu 6zel niteli nedeniyle matris duyarlginin Gst sinirinin
blyluk old@gu tespit edilmgtir. Buna kagin matris elemanlarinin kégenden
uzaklgtikca azalan yapida alu Sekil 7’de gosterilmgtir. Hata! Basvuru kaynagi
bulunamadi.'de [4] 'teki incelemede kullaniingiolan, odak noktalari yizeyden 4
dalga boyu uzakta olan Fresnel bdlgeleri, bu bélgebelirlemek igcin gereken

yaricap formula ile birlikte verilmtir. Sonraki 7sekilde Hata! Basvuru kaynagi

6
n=

bulunamadi.’deki {a, = 0,,.,b,=0,} , alanlarini kapsayan 6 halkayaskin

sonugclar yer almaktadir.

Fresnel bdlgesi halkasal sistemlerinin sikca figiksptik yaklgikligl ile
incelendgi, giris boliminde belirtilmgti. Boyle bir inceleme ile yeni elde edilen
algoritma ile bulunan sonugclarin, uzak alan diyagrébakimindan uyumlu, ancak
genlikler bakimindan farklar icerebifgini gostermektedirSekil 10 veSekil 11'de
ise uzak alandaki normajkriimis kompleks Poynting vektdr gepii cizilen iki
yonteme dair sonuclar, bu halka dizeni icin, uyadialemsel dalgadan farkh bir
kaynak ile, orngin noktasal bir elektriksel dipol veya magnetik daipile
gerceklatirildi ginde fiziksel optik yaklgkliginin  gecerlilgini  sorgulamak

gerektgine isaret etmektedir.

Sekil 12, Sekil 13, Sekil 14 ve Sekil 15, 6 Fresnel bdlgesi halkasinin
yuzeylerine normal duzlemsel dalga ile aydinlakimhinda ayritlarina dik ve kat

akim ygunluklari bilgenlerinin genlik ve faz dalmini sergilemektedir.
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Sekil 3.2.2. Yuizeye Normal Gelen Diizlemsel DallgaAydinlatilan 2
Dalgaboyu Gesli gindeki Sonsuz UzuSerit Uzerindeki Akim Ygunluklar ([56]

'daki sonuglar)
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Sekil 4.2.3. Yarim Dalgaboyu Yikseklikteki Halkas&@ynakile
Aydinlatiimis 2 Dalgaboyu Gesili gindeki Geng Halkaicin Akim Yogunlugunun
Yatay Aci Bileseni
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3.00 —  :DalgaBoyu
w: serit genisligi,
[ h: gizgisel kaynak yiksekligi
[~ w=2x,A=05\
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Serit lizerindeki konum

Sekil 4.2.4. Yarim Dalgaboyu Yukseklikteki Cizgigéhynakile Aydinlatilms
2 Dalgaboyu Gesili gindeki Sonsuz Uzuferit igin Akim Yogunlugunun Yatay Acl
Bileseni ([56] 'daki sonuclar).
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Tablo 4.2.1. ka=0.3, kb=0.9 Halkasi Uzeringle0, kp=0.6 noktasinda Akim

Yogunluklar Genliklerinin Yakinsamalari

Kesme 195l 19|

Sayisl
1 9.59984e-16 2.15359
2 1.55555 2.79931
3 1.5311 2.74368
4 1.53106 2.7732
5 1.52779 2.76578
6 1.53073 2.76559
7 1.53054 2.76491
8 1.53056 2.76512
9 1.5306 2.76513
10 1.53065 2.76518
11 1.53064 2.76514
12 1.53062 2.7651]1

ka=0.3, kb=0.9, Normal Gelen Diizlemsel Dalga

Sekil 4.2.5. ka=0.3, kb=0.9 Halkasi Uzak Alan Diyagm Kompleks Poynting
Vektorinin Gengi
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ka=0.3, kb=0.9 HALKASTIICiN MATRIiSiN DUYARLLIGININ
KESME SAYISIILE DEGISiMi
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Sekil 4.2.6.1kinci Turden Bir Lineer Cebrik Sisteme Ait Matrisuarlilig 1
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b Fresnel Balgesi Halkasi igin Kesilmis Matris
Kesme SayisifHalka=35
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Sekil 4.2.7. 6 Fresnel Bolgesi Halkd ilgili ikinci Tiirden Lineer Cebrik
Denklem Sistemindiskin Kesilmis Matris



6 FRESNEL BOLGESi HALKASIICiN MATRiSiN DUYARLLIGININ
KESME SAYSIILE DEGISiMi
10 \ \ ‘

10

MATRIS DUYARLILIGI

102 1 1 1 1
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KESME SAYSJHALKA
Sekil 4.2.8. 2.Turden Bir Lineer Cebrik Sisteme RKiatris Duyarlilgl 2

Tablo 4.2.2. Oda 4 Dalgaboyu Olan Fresnel Bolgeleri (F: Odak Ugakl

o, = /nFA +(_r
Fresnel Fresnel Fresnel
Bolgesiindisi Bdlgesi Yaricap! | Bolgesi Yaricapi
(n) Pn, F=4\ kpn,
F=25.1327
1 2.062A 12.96
2 3\ 18.85
3 3.74%\ 23.53
4 447 28.1
5 5.12 32.2
6 5.749\ 36.1
7 6.344\ 39.9
8 6.928\ 43.53
9 7.9\ 47.12
10 8.062A 50.66
11 8.617 54.14
12 9.169\ 57.59
13 9.708\ 60.99




Kompleks Poynting Vektoriiniin Genligi

54

6 Fresnel Bolgesi Halkasinin Uzak Alan Diyagrami
10 E T T T T T T T ]
' — ARY
— FO

0 50 100 150 200 250 300 350
Disey GOzlem Acisi - Derece

Sekil 4.2.9. Yuzeye Normal Gelen Diizlemsel DallgaAydinlatilan 6 Fresnel
Bolgesi Halkasinin Uzak Alani
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Odagindaki Elektrik Dipollin Uyardigi 6 Fresnel Bélgesi Halkasinin Uzak Alani
1 ‘

T % L1 T T

0.9 — FO

o
o]

o
N

o
o
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0.1

Normallestirilmis Kompleks P oynting Vektoriiniin Genligi
o
Ul

0 | | | |
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Diisey Gozlem Acisi - Derece

Sekil 4.2.10. (0, 0, 25.132Noktasindaki Elektrik Dipoliin Uyargh 6 Fresnel
BolgesiHalkasinin Uzak Alani



Odagindaki Magnetik Dipoliin Uyardigi 6 Fresnel Bolgesi Halkasinin Uzak Alani
90

1 — ARY
— FO

Sekil 4.2.11. (0, 0, 25.132Noktasindaki Magnetik Dipolin Uyaigl6

Fresnel BolgesiHalkasinin Uzak Alani
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6 Fresnel Halkasi Uzerinde Akim Y ogunlugunun Genligi

0 200 400 600 800 1000 1200
Omeklem Noktalari
Halkal Halka2 Halka3 Halka4 Halka5 Halka6

Sekil 4.2.12. Cok Halkali Sistemde Akim Fanluklarinin Genlikleri — Ayrita
Dik Bilesenler -
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6 Fresnel Bolgesi Halkasi Uzerinde Akim Y ogunlugunun Faz Dagilimi

arg(J,;,,) - radyan
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Sekil 4.2.13. Cok Halkali Sistemde Akim ¥anluklarinin Fazlari — Ayrita Dik
Bilesenler -
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6 Fresnel Bolgesi Halkasi Uzerinde Akim Yogunlugunun Faz Dagilimi
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Sekil 4.2.15. Cok Halkall Sistemde Akim ¥anluklarinin Fazlari — Ayrita
Kosut Bilesenler -
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5. SONUCLAR

Elektromagnetik dalgalarin eksenel simetrili sonsoze yassi halkalarin
olusturdusu yizeyden kirinimi problemi Analitik Regllegieme Yontemi ile ele

alinmstir.

CoOzum, bu turden yassi yuzeyler icin Grinberg yimte temel alan sinir
integral denklemler tekpi kullanilarak elde edilmgtir. S6z konusu yiizeyin eksenel
simetrili olmasi, ilgkin kirrnim problemini birbirinden @amsiz, sonsuz, tek boyutlu
bir probleme indirgemektedir. Bu sayedéeamis, SAS iceren birinci tirden integral
denklemlerin olgturdugu sistem ile kamlasiimistir. S6z0 edilen sabitlerin vagh ve
belirlenme sekilleri, bir cismin ince ayritlari yakinindaki g&# akim yogunlugu
bilesenlerinin, iyi bilinen fiziksel gerekler uyarincaygun davramina (“ayrit
kosullarina”) dayanir. Bu calmada, matematiksel kurulum esnasinda bu tipten bir
“ayrit kosulu” nun kapsanmasi veslenmis, SAS iceren integral denklemlerin
¢6zUmU bgariimistir. Bu sisteme ait her integral denkleme ise GP&gov’'un icat
ettigi Ortogonal Polinomlar Ydntemi temelli cebrik ayagirma prosediri

uygulanmgtir.

Elde edilen nihayi sonsuz boyutlu lineer cebrik ldem sistemi birinci
turdendir. Bu turden denklemlere kesme uygulanmgasbilinen sorunlari igerir:
Kesilmis sistemlerin matrislerinin ters almaya duyagimin, matris boyutunun agti
ile beraber hizli artmasi. Bu nedenleskin Analitik Regulerlgtirme prosediri
gelistirilmi stir. Bunun sonucunda, ele alinan vektor kirinimrsd&ser problemini,
ona denk olan ikinci tirden sonsuz bir lineer debdenklem sistemine

indirgenmitir:
(I+H)x=b, xbOl

Burada, | ve H sirasiyld, karesi toplanabilir dizilerin Hilbert uzayinda,

sirasiyla birim ve kompakt operatorlerdir.
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Elde edilen algoritma ile, moment yontemi, sonlenehnlar yontemi gibi
sayisal yaklgmlarin ¢6zumleri indirgeni oldugu birinci tirden lineer cebrik
denklem sistemlerinin yerine, ikinci tlrden lineeebrik bir sonsuz denklem
sistemine varilngtir. Boyle bir sistemin kesme yontemi ile ¢ozUmurainncisinin
aksine, kararli, ve ilkesel olarak, istenilen gddukta elde edilebilir oldgu
bilinmektedir.

Ozellikle milimetrik dalga boyu uygulamalarinda gitte ger§ uygulama
sahasi bulan Fresnel bélgesi mercek antenlerinerulpy model olgturan bu yapilar
incelenerek, halihazirda fiziksel optik veya Kirdfihyaklasiklari ile incelenen bu
anten yapisi icin, matematiksel olarak gucli veks$el uygunlukta bir modele
variimistir. Anilan tirden yakkak yontemler ile sunulan kesin model arasindaki

farklar sayisal olarak tespit edilgtir.

Elde edilen sayisal sonuclar, literatirde var aanile kasilastirilarak
gecerlilikleri ortaya konmgiur. Buna ek olarak, fiziksel optik yakl#lig
kullanilarak ¢ok halkall bir sistemin uzak alaniunup, kurulan yontem ile bulunan
uzak alan dgerleri kagilastiriimistir. Bunun sonucunda kaynak, dizlemsel dalgadan
farkhlastiginda s6zU edilen sistem icin bu yakkdigin gecerlilginin sorgulanmasi

gerektgi ortaya ¢ikmgtir.

Calsmada, sozu edilen modeli daha da gercekci ele laleki Uzere s6zu
gecen elektromagnetik olayin miukemmel iletken hieldm Gzerindeki dielektrik
tabakanin icinde oldiu uzayda gegli de digunulmistir. Bu tirden 3 boyutlu bir
uzayin Helmholtz denklemi icin skaler Green fonksiynun elde edilmesine yonelik

yakinsak bir algoritma da sunulgtur.

fleriye donik cakmalar arasinda, elde edilen algoritmanin Fresnel
antenlerininin tasarimi ve en iyilenmesi igiakillendiriimesi ve elektromagnetik
olayin icinde gec#ii uzayin ceitlendirilerek daha gercek¢i modellere skin

matematiksel olarak gucli ¢ozimlerin belirlenmsayilabilir.
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EKLER

Ek 1. Uc¢ Boyutlu, Mikemmel iletken Diizlem Ile
Destekli Katman Igeren Uzayin Helmholtz Denklemi

Icin Green Fonksiyonu.

(3.2.4) denkleminde gorule@(q,p) fonksiyonu skaler Helmholtz denklemine

ait Green fonksiyonudur. Bu fonksiyonun ¢ boydttty uzay icin:

1 /@

B s 51.1
47 R(q, p) ( )

Gbosuzay(q! p) ==

oldugu bilinmektedir. Ozeli, e'™ zaman baamhlikli dalga yayillimi igin be
uzayda Sommerfeld radyasyonsktunu ([9] ) s&layan, Helmholtz denklemine ait
temel ¢c6zim ([45] ) olmasidir. Bu Green fonksiyomumikemmel iletken dizlem
ile destekli katman iceren uzay icin gdgetmek yani G(qg,p) fonksiyonunu
belirlemek amaclanmaktadir. Bu yapilirken bu fop&sal,

G(d, P) = Goyua(ad B+ H(Q P (5.1.2)

olacak bicimde 06yle okturmak mumkundir ki,H(g,p) homojen Helmholtz
denklemini sglasin ve mukemmel iletken dizlem ile destekli katnsanirlarina ait

kosullari G(q,p)’ye s&latsin.
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K1

z=d

k
z=0 2

=

Sekil Ek.1.1. Mikemmelletken Diizlem Uzerinde Dielektrik Tabaka

Sekil Ek.1.1’den de gorulebilegegibi bu sinirlar, z =1-mikemmel iletken
dizleminden ve l<z<d deki katman (dalga sayisi) ke, z>d deki acik uzay (dalga

sayisi k) arasindaki z = d diizleminden ibarettir.

YOntem

G(q,p) fonksiyonunun belirlenmesinde d¢l@ngicta izlenecek yolu Stratton,
yerylzunun radyo dalgalarina etkisini incelerke#6][ sayfa 573) ve elektriksel
Hertz dipoline ait elektromagnetik alan gdamini ele alirken kullanngtir.

Yontemin 0zu, (5.1.1)'de verilei® (0, p fonksiyonu benzeri okan kiresel

bas uzay
alan d&ilimini duzlemsel dalgalarin stperpozisyonu olaitaide etmektir. Her

dizlemsel dalgaya #kin yansima ve kirllma probleminin ¢ézimia ise, iyi
bilinmektedir ve basittir. Boylece afturulmaktaki Green fonksiyonu igin, (5.1.2)'de
yer alanH (g, p) fonksiyonunu ilgkin bolgelerdeki yansiyan ya da kirilan dizlemsel

dalgalarin stiperpozisyonundan ibaret olur.

S0zl edilen stiperpozisyon,
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—iOO

=— €Y sina da dg,
R(a p) 2753 I

kRcosy = kxsimr co®g + ky sir sif+ kz cos (5.1.3)
=kpsina co{¢ - B) + kz cosr

s
e|kR(q, )] _ ik 22

uyarinca,a ve 3 sirasiyla dizlemsel dalganinséy ve yatay acilarip ise konum

vektorine ait yatay acl olmak tzere,verimi([46] ).
Sinir Kosullari

Uygulanacak yakkam, elektromagnetik dalgalarin polarizasyonunungegt
elektriksel dipolininkine kar geldigi hal icin sunulacaktir. Buna kan, s6z konusu
polarizasyonun alternatifi olan ve yatay elektrikdi@ol polarizasyonuna kargelen
tipte polarize elektromagnetik dalgalarin incelemnesunulmanstir, ancak benzer
bicimde yapilabilir.

Elektromagnetik olaylarin, yukarida anilan iki potasyona kan gelen
bicimlerde ifade edilebiliyor olmasi, problemin Herpotansiyellerine igkin iki

skaler probleme indirgenmesine imkan verir.

M iliskin bdlgelerdeki toplam alan igin, (5.1.2)'deki gaime uygun,
elektriksel Hertz potansiyelini simgelesin. Elenai polarizasyon bakimindan'“e
zaman bgimhlikli Maxwell denklemlerininSekil EK.1.1" deki sinirlarda, toplam

alanlara dayattiklar kallar, séyle verilir:

on, (g, p) _an,(q p k’ K
: 1 _I_I b :_I_I il 1 : d
5 3 " (a, p) 7 (ap, z
ar,

0z

(5.1.4)

(a.p) =0, z=-1
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Yansima ve Kirilma Katsayilari

(5.1.4) kaullari altinda, (5.1.3) ifadesi biciminde ele ahnsiiperpoze edilen
her dizlemsel dalga z=d sinirinda Snell yasasnngaryansir ve kirilirken, z= -|
sinirinda Neumann turiinde bir sinigldunu sglamaktadir. G6zlem noktasina ait z
koordinati, -I<g<d ve z>d oldusu haller ayri ayri incelenmelidir. Her iki durumda

da notasyon birfji acisindan yansima ve kirllma katsayiégle tanimlansin:

A: z=d sinirindan z o dogrultusunda ilerleyen dalgalara ait katsayi,
B: z=d sinirindan z -c0 dogrultusunda ilerleyen dalgalara ait katsayi,

C: z=-I sininndan z c dogrultusunda ilerleyen dalgalara ait katsayi.

Radyasyon kgulu nedeniyle, katmanin Uzerindeki bolgede A katayn
belirttigi yansiyan alan hep-ze dogrultusundadir. Ancak, katmanin icinde, B ve C
katsayilarinin belirtfii sirasiyla, z.-co ve z-o yoninde yayillan dalgalar yer
alacaktir. Bu tanimlamalar gbz onunde tutularals&atar arasi igkiler asagidaki

gibi bulunur:

z,>d
k,cosa, (1~ A) = k, cosr,( B- Q)

2 2 5.1.5
ﬁ(1+A)=ﬁ(B+ C), (5.1.5)
H H;

C= Beikzcosaz[z(Hd)].
-l <z,<d
k,cosa,A= k, cosr,( + B- Q)
(5.1.6)

ﬁzA=ﬁ2(1+ B+ C),
oo H,

C= (1+ B) eik2 cosa,[ 2(I+d):|.

Yansiyan ve kirilan alan ifadelerinde (5.1.3ginasindaki yatay ac¢i integralini
kapali bicimde yazmak icinsagidaki 6zdglikten (yanindaki yayh parantez icindeki
degisken donigumleri goz 6nlne alinarak) yararlanilabilir ([4éy$a 412):
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- 1%, a1 A =ksina d/
J (Ap) e == [ diocodo-p)whz do=——"~— 5.1.7
o(40) 277J- b dA = kcosa da’ i 12 —Kk2 (1.7

0
(A0(0,®), J,(Ap):0. mertebeden birinci tir Bessel fonksiyonu).

K(A,k)=+vA? - K (5.1.8)

olarak tanimlansin. Katman icinde ve katmanigindiaki dizlemsel dalgalar, k

iliskin bélgenin dalga sayisi olmak (izegs<("h)?

‘e orantili bir gérinimdedii>k
icin bu ifadeler ilerleyen dizlemsel dalgalardincak, katmanin dindaki bélgede
bu dalga sadece uza dgru gitmelidir. Bu nedenle gkin karekok fonksiyonunun

uygun kolu secilmelidir.

Bunun icin, katman Uzerinde, kg icin karekodk fonksiyonu\/—_1=i olan

Riemann yuzeyi ile tek gerli kilinirken, katman icinde K& icin karekodk

fonksiyonu\/—_lz -i olan Riemann yuzeyi ile tek gerli kilinmistir.
N, (1) = tIC K (A, k) £ 1, K(A, k) (5.1.9)

tanimlansin. Yukaridaki bicimde uygun secinRiemann ylzeyinde yansima ve

kirilmaya iliskin katsayilar gagidaki gibi verilebilir (AC(0,0)) :

%> d
N, (1) + w20l ()
A(/])= N ( ) K(A,k)[2(1+d)] ( )'
(1) +¢€ N, (4)
A K (1K) (5.1.10)
B(A) —_ kllLIZ ! '

= N (/1) N eK(/l,kz)[Z(Hd)] N+ (/1)
C(/]) — B(A) gk ) 21+d)]



—I<zq<d

A(A) = 21K (A,k,)
(1+ eK(/l,kz)[Z(Hd)]) N, (/1),

N+ (A) + eK(/l,kz)[Z(Hd)] N_ (/])

B(1)=

C(A) = (1+ B(A)) &l

(1+ eK(/l,kz)[2(I+d):|) N, (/1) ’
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(5.1.11)
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Green Fonksiyonu ve Hesaplanmasi

Aradigimiz  Green fonksiyonu (5.1.3), (5.1.8) ve (5.1.10) (5.1.11)
ifadelerinden, gd icin,

G(a p)=
eiklR(q,p)
R(q p)
T “K(Ak)(z-d) KA k)(7-9 AdA
B +£A(A)Jo(/w(q, p)e e KOa) 7> d 5112
. 3,(40(q p)) e" e AdA
—, 1<z, <d
_([ (B(/‘)e—K(A,kz)(zp—d)+ C(/]) eK(A,kz)(%“?) K(/Lkl) Zy
olacak iken, -I<g<d i¢in
G(a. p) =
T K(Ak)(z-d) =KA.K)(z-9 AdA
.([A(/})JO()Ip(q, p) € e KO > d
elsz(q,p)
_1JR(ap (5.1.13)
ar - -
o B( 1) ellz—d KAk)(5- 9 1d
+[3,(40(a, p) ) et e e
5 +C(/1)eK( k)z-d gk k)(7-9 | =K (A,k,)
-l<z,<d
olacaktir.

(5.1.12) - (5.1.13) ifadelerining ke k nin karmaik sayilar oldgu genel halde
incelenmesi amaclanmaktadir. Busdder gercel olduklarinda, sonucta elde edilecek

ifadeler yine gecerli olacaklardir (“Limiting Abgmtton Principle” — Bakiniz [47] ).
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Sayisal olarak verimli ve hizli yakinsayan bir algatma

Yukarida verilen (5.1.12) - (5.1.13) ifadeleri, edlenan problem icin kapali

formullerdir.  Ancak z[ld oldugunda integraller asimptotik olarak

1
cog(Ap+3)(Ap) 2 (A - ) biciminde davranirlar ve bu yiizden ok yayakinsak

yapidadir. integraller mutlak yakinsak bilegddirler. Sayisal olarak ele alinirsa,
bunlara ilskin yontem c¢ok verimsizdir ve @goudan integrallenmeleri pratikte
miumkin  dgildir. Bu tirden integraller “Sommerfeldintegralleri” olarak

aniimaktadirlar ve s6zU edilen problem iyi bilinrtexkir. Bu ylzden etkin bicimde
degerlendirilmeleri icin bir ¢cok yazar g#li yontemler 6nermektedir ([48] ve
oradaki referanslar). Yine de bu problemin ¢Ozumi tamamen tatminkar bir

yaklasim hala bulunmamaktadir.

Burada &nerilecek olan yaklan™ ise [51] 'de,F (1) basit kutuplara sahip bir

fonksiyon olmak tizere, entegrandi,(A)F(A) biciminde olan yari sonsuz

integraller icin Onerilen fikirlere dayanmaktadEle alinan problem ile [51] 'de
Onerilen arasindaki fark, basit kutuplara ek olafald.12) - (5.1.13) ifadelerindeki

entegrandlarin dallanma tirtiinden tekillikler demgesidir.

S6z konusu yawayakinsamayi ortadan kaldirmak Uzere, var olaneitzd
asimptotik olarak Ustel olarak azalan entegrandiaren ifadelere dosgtiirmek

amaglanmaktadlrJo(/i,o) fonksiyonu, Hankel fonksiyonlari cinsinden

1
3,(A0) =§[Hgl) (40)+ H (40) ] (5.1.14)
biciminde yazilarak, integraN kompleks dizleminde uygurgrder aracilgiyla ifade
etmek mimkindir - +ico icin H{ (1p), A - -iw igin ise H{ (1p) ustel olarak

azalirlar.

% Karmaik dizlemde uygun giler arayan bu yakiamin benzerlerinin, [49] ve [50] 'de

kullaniimis oldugu gorilebilir
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A kompleks dizleminde integrasyon grisinin secimi

T(A), A kompleks duzleminin gayarisinda analitik (Rex0) ve tek bir

fonksiyon olmak tzere entegrand,
T(1) (1) (5.1.15)

biciminde olsun. Bu tirden bir entegranditkompleks dizlemind8ekil 'deki egri

uzerinden entegre edilmesini ele alalingriEizerinde,

IT(")JO(/‘)=£ [ TR+ [ T()HI(A)| (5.1.16)
¢ cf+gm &g

yazilabilir. Ek olarak, C} veC} egrileri tizerinden }|- o icin (5.1.16) nin sa
yanina gelen integral katkisi sifirgitevarsayilsin. Bu durumda gayandaki her

integrali sadece, sirasi il€™" ve C)™ egrileri Uizerinden gelen katkilar belirler.
Kolayca gorilebilir ki,H{" (1) ve H{? (1) fonksiyonlar, sirasiyla arti ve eksi sanal
eksenler UzerindenT(/]) gibi bir tek fonksiyon ile carpilarak entegre @thirse
toplamlari sifirdir. Bunu gorebilmek iginK()(Ap): Modifiye Bessel fonksiyonu
veya MacDonald fonksiyonu [52] ) ,
@ (; _2 ) (5 __2

Hg (Mp)—EKO()Ip), Hy (-idp) = ﬁKO(Ap) (5.1.17)

ile T(-A)=-T(A) oldugunu géz 6nunde bulundurupc,"ve C;™ egrileri

Uzerinden yonleri ve dgskenlerin karetlerini de dikkate alarak, integralleri
degserlemek vyeterlidir. Dolayisiyla (5.1.16) deki intag ele alinan bu Ornekte
yapilan varsayimlar altinda sifirgitér.
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(5.1.12) - (5.1.13) ifadelerindeki integrallerdIg(A) fonksiyonunun carpant,

tek bir fonksiyondur ve bu integraller 6nceki pasftpki aciklamalarinsiginda
degerlendirilebilir. Clnki, ayni zamanda (5.1.12) -1(%3) ifadelerindeki integraller
(5.1.14) uyarinca awtiriip (5.1.16)'ya benzer yaplya kayturulduktan sonra,

H{"(Ap) iceren pargasfekil Ek.1.2'deki CR, H{’(Ap) igeren pargasi Sekil

Ek.1.2.deki CX, egrileri tzerinden, |- icin deserlendirilirse, ilskin Jordan

teoremi uyarinca, bugelerden gelen katkilarin sifir olgu goralur.

ReA

R
Cimoo A CZ
2

Sekil EK.1.2.A Kompleks Duizleminde Integrasyorgsi 1.

(5.1.12) - (5.1.13) ifadelerinde (5.1.8)’deki bigdeki karektk fonksiyonlarinin
yer almasi, igkin karekoklerin dallanma noktalarini hesaba katnvayintegral icin

egrinin uygun Riemann yapraklar tzerinden kapatiimeagerektirir Sekil Ek.1.3).

(5.1.12) - (5.1.13) ifadeleri igin (5.1.16) benzagirstirma, H{" (Ap) igeren

parcanin ilk ceyrek dUzIemdeH((,z)(/],o) iceren parcanin ise dordunci ceyrek

duzlemdeki kutuplari, bunlaragkin rezidu katkilarini da integral hesabina katmayi
gerektirir. Sekil Ek.1.3)



78

Im A4 . I

A
—
A
—

ReA

ON

< A
<« <

Sekil EK.1.3.A Kompleks Dizleminde Integrasyorgisi 2

Batin bunlaringiginda, (5.1.12) - (5.1.13) ifadelerindeki integrall¢s.1.14)
sayesinde (5.1.16) biciminde agmdiktan sonraSekil Ek.1.3'deki griden yola
cikarak, kutuplarin katkilarini da ileride hesalb#nkak tzere, entegrandlarin icgidi
karekok fonksiyonlarini dikkate alip, kompleks dizlemindesagidaki gibi bir egri

tizerinden dgerlemek uygun olacakf:

21 [46] 'da radyo dalgalarinin yeryiiziiniin varlhalindeki yayilmasi incelenirken ortaya ¢ikan

Integrallerin de benzegsgler aracilg ile deserlendiriimesi 6nerilmektedir.
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|
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y |
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ReA
0 pC

Sekil EK.1.4.A Kompleks Dizleminde Integrasyogisi 3

Buradaki C;, egrileri ki ve k dallanma noktalarina ¢kin, (5.1.8) benzeri
karekok fonksiyonu igin uygun kesimlerdi€;, egrileri ise € yarcapl ve merkezleri
iliskin dallanma noktalari olan ¢emberlerdir. Ele atnategrallerdes — 0 olurken
yani C;, egrileri izerinden)-ki|- 0 ve h\-ko| -0 olurken, (h-ki]*entegrand)- 0 ve
([A-ko]*entegrand)- O oldusu icgin bunlardan son integrale gelecek katki daresif
esittir. Dolayisiyla sonuc¢ olarakF ()l) (5.1.12) - (5.1.13) integrallerinde Bessel

fonksiyonu haricindeki fonksiyonu temsil etmek (eer

o L [ FAH (A0)dA+
[F(2)3,(10)dA =J| e (5.1.18)
° +2niZ[reZidl‘:{.geyrekdUzlem_ reZidg. geyrekdUzIe]n

elde edilir. Integraller C;, egrileri tzerinden dgerlenirken, dgiskenin A=a+i*t
biciminde sabit bir gercel kisim (a) iled@sgken bir sanal kisimdan (t) ibaret olgca

gorulmektedir.H{" (Ap) fonksiyonunun asimptotik davramin,
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HY (Ap) 0 /mipei o) (5.1.19)

oldugu g6z 6nunde bulundurulurs&,’, egrileri tizerinden\ — o olurken, sézkonusu

entegrandin Ustel olarak azalmakta @gldagciktir. Buna ek olarak; ve C; egrileri

Uzerinden alinan integraller de bitieilerek birer integral haline getirilebilir.

Dolayisiyla balangicta kagilasilan yava yakinsak yapidaki integralleri, Ustel
olarak yakinsar yapidaki integraller ve buna ekralagelen rezidi katkilar

sayesinde ifade etmiolunur. Tekrar hatirlamalidir ki bu ifadele}kz— qu 1
civarindaki incelemeler icin mutlak surette gerékli Boéyle olmadginda yani,
lkz— kd[l 1 iken (5.1.12) - (5.1.13) ifadeleri ustel olarakkyesar olduklari igin

kullanilabilirler.
Muhtemel Genellatirmeler

Bu yontem, c¢cok katmanli bir uzayin Green fonksiyobelirlenirken de
kullanilabilecek bigcimde gegletilebilir.

Bir diger gelstirme, dnerilen algoritmanin, i@ s6zu edilen yatay elektriksel
dipol polarizasyonuna kgr gelen tipte kutuplanmi elektromagnetik dalgalarin
incelemeleri icin gereken polarizasyon icin elenaasidir. Bu sayede, keyfi bir
polarizasyon icin gerekli Green fonksiyonu, eldelesdiki ayri polarizasyona ait

sonugclar suiperpoze edilerek elde olunabilir.

Nihayi ifadelerin Ustel yakinsak integraller banmaasi, 6nerilen algoritmanin

glcld, ve sayisal olarak verimli olgunu gosterir.
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Ek.2. Yarl Ters Alma Ornegi: Bir Dalga Kilavuzu Oluk
Koprusu Kullanarak Akl skan Dielektrik Olguimu igin

Kuramsal inceleme

SOzl edilen oluk koprust - OKekil Ek.2.1’ de verilmgtir. Dairesel dalga
kilavuzlarinin duvarlari sonzu ince ve mikemmeikéa varsayilmgtir. Bu tirden
bir elektromagnetik yapi icin kirinim problemi (6]1- [17] ) OK icindeki sacilan

alan genigini belirlemeye yonelik sinir ger problemi olarak kurulmgtur.

YA
s€—] I Sa
el _ W
Z ﬁ_d:: J 44— /
E

Sekil EK.2.1. Oluk Koprisu

COzum sdreci yari-ters alma yontemine dayanir. Ysnir dger problemine
iliskin A operatoriinden analitik olarak tersi alinabilecindemel tekil parga, yani
A, operatori cikarilir. AYy operatoriiniin A operatérii  Uizerine uygulanmasi
baslangictaki denklemi reguleggrir: A%y, A=+ Ay(A- Ay )=I+H ve dolayisiyla,
baslangictaki sinir dger problemini uygun ve gkin fonksiyonel uzaydaki ikinci
turden (+H)x=b denklemine indirger.A; uygun secilerek,H operatorinin iz
sinifindan olmasi ganir. Dolayisiyla, uygudy' in, 6zellikleAy' in secimi, bunun
sarih kapali bicimde yapilandiriimasi i¢in ilkebakimdan énemlidir. Bu agidan, ele
alinan elektromagnetik yapi icin anahtar problemaliik ¢c6zimu [9] 'da elde
edilmis olan paralel duzlem dalga kilavuz surekgizfproblemidir. Bu ¢6zimun,
genellatiriimis sagiima matrisi tekgi ile ¢alistirlmasi, oluk kdprusu modeli igin

gerekenA; ve Ay operatdrlerinin yapilandiriimasini elvgrikilar. Sonug olarak,
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verilen kirinim problemi (1.2.1) denklemine indinge Bu nedenle, (1.2.1)
denkleminin ¢6zimu, (1.2.1)'i kesilgnsonlu NxN boyutlu matris+Hy ile ¢cozerek
verimli bir bicimde elde edilebilir. Kesilrgisistemlere ait matris duyarliliklaty

lerin dizgun sinirh olduklari ispat edilgtir: N- oo iken vy < sabit Bu ¢6zim

surecinin kararligini ve d@rulugunu garantiler.

Bu sayede, ele alinan kargria elektromagnetik yapinin rezonans hallerinin
temel niteliksel Ozelliklerini kuramsal olarak gahak mimkin olur. Ustelik,
tahmini (%5 gibi) bir dg@rulukla elde edilen sayisal sonuglar sayesindegeylen
dizenginin ayari ve gereken frekans bandina uygun emmiliekurulumu belirlemek
icin yapilan hantal 6n inceleme artik iptal edilebgtir. Kuramsal incelemeler,
akiskanin tipine ve frekansina uygun geometrik paragh&in secimi icin kesin
tavsiyeler verir ve rezonansl ya da rezonansliagtam bolgelerdesiem hali icin

secim yapmaya imkan gar.
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