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OZET

Bu tezde monoton iterasyon teknik kullanilarak lineer diferansiyel
denklemlerin ¢o6ziimleri yardimi ile elde edilen fonksiyon dizilerinin birinci
mertebeden nonlineer terminal deger probleminin maksimum ve minimum

¢oziimlerine diizgiin ve monoton olarak yakinsamalar1 farkli durumlar igin

incelenmigtir.

Monoton iterasyon teknik; (i) sonlu boyut da ki terminal deger problemi igin
genellestirilmiy (i) ayn1 zamanda sonlu boyut da ki terminal deger problemi farkl:

kuasi monoton fonksiyonlarin 6zellikleri kullanilarak da uygulanmistir.



SUMMARY

In this thesis; we use monotone iterative techniques in order to find maximal
and minimal solutions of nonlinear terminal value problems which is converged
uniformly and monotonically by monotone sequences of functions such that these

sequence of functions are solutions of linear terminal value problems.

Moreover, monotone iterative techniques for terminal value problems are

generalized to finite dimensions in terms of two mixed quasi-monotone functions.
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1. GIRIS

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin g¢6zimlerinin karakteristigi
hakkinda daha fazla bilgi edinebilmek icgin genellikle lineer denklemlerin
karakteristigi kullanilmaktadir. Teoriye bakildiginda genel olarak lineer diferansiyel
denklemler igin yapilmig galigmalar, lineer olmayan diferansiyel denklemlere gore
daha yogunluktadir. Bu tezde birinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel
denklemler teorisinde oldukg¢a sik kullanilan monoton iterasyon teknik
kullanilacaktir. Bu metodun en 6nemli 6zelligi lineer diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlerinin olugturdugu fonksiyon dizilerinin lineer olmayan diferansiyel

denklemin ¢éziimiine yakinsamasidir.

Bu inceleme igin ilk olarak agagidaki lineer olmayan terminal deger problemini
yani feC[R, xR,R] i¢in

w'=f(tu), u(w)=u,, teR,

problemini ele alalim. Bu incelemede goriilmektedir ki problemin ¢oziimiine alttan
ve Ustten yakinsayan monoton fonksiyon dizileri mevcuttur ve bu dizilerin her

elemani bir lineer diferansiyel denklemin ¢ozimiudiir.

Birinci mertebeden ve sag tarafi iki monoton fonksiyonun toplami seklinde
yazilabilen lineer olmayan terminal deger probleminde monoton iterasyon teknik ele
alindiginda gorilmektedir ki verilen problemin eglenmis minimum ve maksimum
¢oziim ¢iftlerine yakinsayan her bir terimi lineer diferansiyel denklemin ¢6éziimii olan

" monoton fonksiyon dizileri mevcuttur.

Son olarak sonlu sistemler igin monoton iterasyon teknigi gelistirilmigtir. Bu
incelemede gorulmektedir ki sag tarafi tek bir fonksiyon cinsinden veya farkli
monoton Ozelliklere sahip iki farkli fonksiyon cinsinden olan sonlu lineer olmayan
sistemler igin her bir terimi lineer diferansiyel denklemin ¢oziimii olan monoton
fonksiyon dizileri elde edilmistir. Bu fonksiyon dizileri eslenmis minimum ve

maksimum kuasi-¢6ziim ¢iftlerine yakinsamaktadir.
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2. NONLINEER TERMINAL DEGER PROBLEMI
[CIN ALT VE UST COZUMLER METODU

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu bsliimde kullanacagimiz bazi temel kavramalar tammlayalim.

Tanim 2.1.1: f e C[R, xR, R] olmak tizere
u'=f(tu), u(w)=u,, teR, 2.1.1)

sistemine terminal deger problemi (TDP) ve u () fonksiyonuna da TDP nin bir

¢Oziimii denir.

Tanum 2.1.2: (2.1.1) TDP nin R, da bir ¢oziimii 7 (¢) olsun. R, da ki her u(7)
¢oziimii igin u (1) <r(¢), teR, saglamyorsa r(t) ¢oziimiine TDP nin maksimum

¢cOzimii denir.

Tamm 2.1.3: (2.1.1) TDP nin R, da bir ¢oziimii p(7)olsun. R, da ki her u(r)
goziimii igin p(1)<u(t), teR, saglantyorsa p(t) ¢ozimiine TDP nin minimum

¢Oziimi denir,

Tanum 2.1.3: Eger ve C'[R,,R]
vV 2 f(t,v), v(wo)<u,
esitsizligi saglaniyorsa Ve R, igin v(¢) fonksiyonuna TDP nin bir alt ¢oziimii

denir,



Tamm 2.1.4: Eger we C'[R,,R]
w < f(t,w), w(o)2u,
esitsizligi saglantyorsa V/ e R, igin w(¢) fonksiyonuna TDP nin bir tst ¢6zimi

denir.

Ilk olarak diferansiyel esitsizliklerin terminal deger probleme gére temel bir

sonucunu ispatlayacagiz.

Teorem 2.1.1: Kabul edelim ki f € C[R, xR, R] olsun. w,ve C[R,,R] 6yle ki
w(e);v(e0) meveuttur ve

ND,w(t)< f(t,w(t)), 1 €[0,)
i#)Dy(1) 2 f(Lv(t)), 1e[0,)
iif) f(t,x) fonksiyonu V¢ igin x e gore azalmayandir.

Eger v(0) < w(c0) ise 0 zaman ¢ €[0,00) igin v(£)<w(¢) olur.

ispat 2.1.1: Ik olarak teoremi esitlik halini kaldirarak ispatlamaliy1z. Varsayalim ki
v(t)<w(t) dogru olmasin. O zaman ¢ €[0,00) vardir 8yle ki v(f)=w(t,) ve
te(t,) igin v(r)<w(t) olur. h>0 igin,

v(t,+h) <w(t, +h)

ve dolayisiyla

v(t,+h)-v(1) B w(t, +h)-w(t,)

buradan

yazilir.
(?) ve (ii) kabullerinden
f(t]av(tl))<f(thw(t1))
celigkisi elde edilir.
Bu nedenle #€[0,00) igin v(f)<w(f) dir.

Simdi keyfi bir & >0 tamimlayalim.



5(t)=v(t)-&(1+e")
O zaman r€[0,) igin #(r)<v(t) ve #(w)<v() olur. Bu sebeple (iii).yi
kullanarak ‘
D5(t)=D,v(t)+se” = f(t,v(t))+ge™ > £(1,5(1)) +ee™ > £ (1,5(1))
elde ederiz.

O zaman daha onceki iddiay1 takip edersek #(7) <v(¢) dir. Simdi, £ >0 ve

1€[0,00) igin v(t)<w(r) elde ederiz. Bu da ispat: tamamlar.

Dikkat edilirse terminal deger probleme gore alt ve iist ¢oziim tanimlarinin
beklenenden ters sirada oldugu gorilebilir. Buna ek olarak baglangig deger problemi

i¢in benzer teoremde f tizerinde Lipschitz gartini kullanmigken, Teorem 2.1.1 de

monotonluk sartin1 kabul ettik. Asagldaki ornek gosteriyor ki Teorem 2.1.1 in

sonuglari, eger f monotonluk sarti yerine Lipschitz sartini sagliyorsa gegerli

olmayabilir.

u'= f(tu)=-u, u(w)=u,=0, teR, denklemini diigiinelim.
t
v(t)=e? ve w(t)=e™
olmak iizere
H
V(1) = —%e_i ve w(1)=-2e7"
burada
fLv)=-e? ve f(t,w)=—e™
dir. Bu durumda
Vo2 f(t,v) ve w < f(t,w)
elde edilir.
L
v(tf)=e? ve w(t)=e™ Teorem 2.1.1 kosullarini saglamaktadir. Fakat

v(t) X w(t) olmaktadr.

Bu ornek, diferansiyel esitsizliklerin terminal degerlere gore 6zelliklerini,

baslangi¢ degerlerin benzer teorisiyle kiyasla géstermektedir.



Remark: Kabul edelimki f e C[R, xR,R] olmak tizere

u'=f(tu), u(w)=u,, teR,
terminal deger probleminde ¢ ——)% donigimi yapilirsa
u = %: f(t,u(t)), u(w)=u,

TDP igin ¢ = %, dt = —tizdt degerlendirilirse yeterince kiigiik her € > 0 igin

AL ) e

dt dt t

i) o

;: s olarak alirsak

—s’u'(s) = f(s,u(s)), u(e)=¢&
simdide s=¢ kabul edersek

cu(1)==7 (tu(), u(e)=¢
ur(z):ﬁtiz F(6u(d), u(e)=¢

ve buradan da

u'=F(tu), u(g)=¢£, teR,
| baglangi¢ deger problemi elde edilir.

Simdi kapali bir kiimede TDP nin sonuglarinin varligini ispatlayacagiz ki bu

Teorem 2.1.1 in bir uzantisidir.



Teorem 2.1.2: v,w e C'[R,,R] dyleki e R, igin v(¢)<w(t) olsun.
Q:[(z‘,u) () <u(t)<sw(t), te RJ ve f :Q—>R ye sirekli olsun. | :
Varsayalim ki |

) V()= f(tv(1)), teR,

i) w(t)< f(tw(?)), teR,
ve Q izerinde f(t,u)<A(t), A€l olsun.
Eger v() <u(w) <w(o) ise 0 zaman (2.1.1) TDP nin bazi a >0 igin [a,0) da

v(t) <u(t) <w(t) olacak sekilde bir ¢oziimii vardir.

Ispat2.1.2: P:R, xR >R
P (t,u) =maks{v(¢), min {u,w(¢)}} tansmim dikkate alalim. f fonksiyonu
A(t) ile sinirlt oldugundan f (t, p(t,u)), A(¢) ile sturlidir. O zaman
f (t, p(t,u)), f fonksiyonunun R, xR ye siirekli geniglemesidir.
Bu sebeple, TDP |
W=7 (p(n), u()=u,

[a,0)c R, da u(f) ¢oziimiine sahiptir.

Gosterebiliriz ki # € [a,0) igin v(¢) <u(f) <w(t) ve bu sebeple u(¢), (2.1.1) TDP
h nin ¢ézimudur.

£ >0 igin

w(t)=w(t)+&(1+e")

(1) =v(()-s(1+¢)

dikkate almnabilir.

O zaman w(t)>w(t), ¥(t)<v(t) ve ¥(0)< u, <W(w0).

iddia edebilirizki [a,0) da #(r)<u(r) < (r) dir. Eger dogru degilse,
o zaman £, €[a,0) vardir 8yleki #e[z,0) igin ¥(¢) <u(r)<w() ve

(1) =u(t,) yada w(z,)=u(t,) olur.



Eger u(t,)=w(t,) ve yeteri kadar kiigiik bir 4> 0 segildiginde

u(t _"_hlz_u(t]) 3 (1, +hl2—u7(tl), u'(4) < (1)

oldugunu gosterir.

Bu nedenle (ii) yi kullanarak w(t,)=P(t,u(t,)) oldugu gergegini goz éniine
alarak
F(6.P(6u(8))=u (&) <w (1) =w (1) —se™ < f (4, w(1))-se
=f(t.P(6,u(t)))-se < f (4, P(t,u(1)))

- “geligkisini elde ederiz.

Eger ¥(#) =u(t,) oldugu zamanda benzer geliskiye ulastriz.

Bu yiizden [a,) tizerinde #(¢) <u () <% () oldugu anlagilir.
Simdi, & — 0 a giderken [a,0) tzerinde v(¢) <u(t)<w(7) elde ederiz. Buradan da
u(t), TDP nin gergekte bir ¢oziimi oldugu sonucuna varilir ve ispat tamamlanmig

olur.
Simdi agagidaki 6rneklerle terminal deger probleminin gercek hayattaki

uygulamalarini gérelim.

Ornek 2.1.1: Bir canli kitlesinde ¢ zamamnda ki birey sayis1 N (1) ile gosterilsin.

1836 da Pierre Frangois Verhulst bir poptlasyon gereginden fazla genis olursa kendi

kendini sinirlayan bir stirecin devreye girecegini disiinmiig ve

d_jv_ng(l—ﬁj
dt X

gibi bir model 6nermistir. Buna popiilasyonda lojistik bityiime denir. Burada » ve
K pozitif sabitlerdir. X sabiti ¢gevrenin tagtyici kapasitesini yansitmaktadir. =

igin N (oo) = N, terminal degérine bagli olarak bu denklemi ¢ozelim.

%:rN(l—%], N(w)=N,, N=N()



denklemi Bernolli tipli bir diferansiyel denklemdir.

— =L N(x)=N,
N*dt N K ( )
burada u = L doniigimii ve au = ——1—2% ile birlikte
N dt N* dt
du v
—tru=—
dt
lineer diferansiyel denklemine ulasiriz.
du r 1 1
—AtFU=—, (=00 D> U= =—
dt K N(©) N,
i erlu] — ert L
dt K
rt
e"u:J.e” dt=—+C

N(t) :"L_T veN(o)=N, = K KN degerini kullanirsak
1+Ce™ 1+C N,

o

K KN, KN e"
N(t)= = J = =
(1) KNy v +(K—Nw) N, (e'-1)+K
Nco LY ert

¢oziimii elde edilir. Burada 1 — o igin

N’er(l—%}, N(w0)=N,=K

terminal deger problemine ulagilir. Yani uzun bir siire sonra popiilasyonda birey

sayis1 gevrenin tagtyici kapasitesine yakinsamaktadir. (K = 50)



wel
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Sekil 1: Lojistik Popiilasyon Buyiimesi Grafigi

Ornek 2.1.2: 4 ve B kimyasallari tepkimeyé girdiginde C bilesigini vermektedir. Bu
iki kimyasal arasindaki reaksiyona, 4 nin her grami igin 4 gram B kullanilmaktadir.
10 dakikada 30 gram C Grini olugtugu gézlenmistir. Eger reaksiyon hizt 4 ve B
kimyasallarinin reaksiyondan kalan miktarlar1 ile orantili ise herhangi bir zamandaki
C nin miktarin, baglangigta 50 gram 4 ve 32 gram B durumuna gére, belirleyin.

t — oo igin ¢ozimi yorumlayin.

Coziim 2.1.2: x(t) , C nin her hangi bir zamandaki gram olarak miktari olsun.
x(0)=0 vex(10)=30
Ornek olarak, 2 gram C bilesigi elde etmek igin a gram 4 ve b gram B kullanilir. Bu

yuzden a+b =2 ve b =4a. Buna gore a = % gram A kullanilmali ve

8
b= 3 = 4(%} gram B kullanilmalidir. x gram C igin % gram A ve fs—{ gram B.
Herhangi bir zamandaki 4 ve B kimyasallarinin reaksiyondan sonra kalan miktarlar

sirastyla 50 —~§ ve 32 _45_x dir. Buna'gore C bilegiginin olugma hizi

f".oc[so—f](zz—ff)
a s 5

ve rasyonel katsayilar atarak

-j—::k(ZSO—x)(40—x)

denklemini buradan da
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1 1

120 4 120 g _ gy
250-x  40-x

denklemine ulagiriz. Denklemini ¢ozersek

250—x :CIeZIOkt ’
40-x

r=0,x=0isec :% vet=10,x=30ise210k =0,1258 igin

-0,1258¢
1—

=1000
x(1)=1 >

_ 4012581

esitligi bulunur. Asagidaki grafikten de goriilecegi gibiz — oo igin x — 40 olur.

P(- miktar 40

25T
2T
157

07

—A

ot
0 5 10 15 20 25 30 3 40 45 50

t-zaman

Kimyasal Reaksiyon Grafigi

Sonug olarak
x'=k(250-x)(40-x), x(ew)=x, =40

terminal deger problemine ulagiriz.

Ornek 2.1.3: Grip viriisii tagiyan bir dgrencinin, izole edilmis 1000 kisilik bir kolej
kampusine girdigini digtinelim. Virisin yayilmas: sadece enfeksiyonu almus kisi
sayist x ile orantili olmayip, ayn1 zamanda enfeksiyonu almamus kisi sayistyla da

orantili oldugunu farz edelim. Eger 4 giin sonra viriis almis 6grenci sayisi x(4) =50
ise 6 giin sonra enfeksiyonu almig 6grenci sayisina bakalim.



Coziim 2.1.3: Hastalik boyunca kimsenin kampiisten ayrilmadigini varsayalim.

%:w(moo_x), x(0)=1

baglangi¢ deger problemini ¢ézmeliyiz. Buradan a =1000% ve b = k alarak

aP.
P(t)= 0
(t) bP, +(a—bPo)e“"‘

lojistik denkleminden

1000k 1000

x(1)= % +999ke 1 11 0QQg 000K

elde edilir. x(4) =50 kullanilirsa —1000 =—0,9906 olur. O halde

1000
x(’) - 1+999e—0.9906t

Istenen x(6) =276 6grenci yapar.
Sonug olarak
%' = ke(1000—x), x(0)=x, =1000

terminal deger problemine ulagiriz.

x- enfeksiyge
875 T
750 T
625 T
500 |
375 7
250 T

125 T

0 t t ¥ + + + }
0 2 4 6 8 10 12 14

t-zaman{ain}

Lojistik Bliylime Grafigi

11
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3. TERMINAL DEGER PROBLEMI ICIN
MONOTON ITERASYON TEKNIK

Monoton iterasyon teknigini (2.1.1) TDP iginde gelistirebiliriz oyle ki lineer
terminal deger probleminin ¢oziimlerinin olusturdugu monoton fonksiyon dizileri
TDP nin minimum ve maksimum g¢dzimlerine yakinsarlar. Bu metot kapali bir kiime
tizerinde elde edilmis c¢ozimlere ek olarak ekstirimal ¢ozimlerin varliginin

ispatlanmast igin de bir yol sunar. $imdi asagidaki teoremle bunu gorelim.

Teorem 3.1.1: Kabuledelimki f(z,x)e C[R, xR,R] ve A€ L' [0,) igin
If(t,u)l < A(t)|u/ olsun. Bundan baska v,,w, e C'[R,,R] ve € R, igin

v, (1) < w, (1) ile v, (o), w, () meveuttur ve

i vy=f(tv,), teR,
iy wy < f(t,w,), teR,

Farz edelim ki R, tizerinde v, (1)< y <x <w, (t) ve M € L [0,) oldugu her zaman

f(tx)-f(ty)sM(6)(x-y) (3.1.1)

olsun.

Bu durumda {v,},{w, } gibi iki monoton fonksiyon dizisi mevcuttur ¢yle ki
n— o igin (v, »>v,w, >w) v,w fonksiyonlarina diizgiin ve monoton olarak

yakinsarlar. Ustelik bazi a>0 ve f € [a, oo) igin v,w sirasiyla TDP nin minimum ve

maksimum ¢oziimleridir.

Ispat 3.1.1: Her 7€ C[R,,R]6yle ki 77(c0) vardir ve R, tizerinde v, <77 < w,
F(tu)=f (1,77(1))+M (1)(u—7) ve vy(o) < u, <w,(o) esitliklerinin oldugu

yerde
u'=F(tu), u(w)=u, (3.1.2)
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|7 (t,u)| ff (t,n(2)) |+M(t)lu n(6)| < (A(6)+M (£)|n (2) l+M(z)|u|
o () =(A(t)+ M (£))|n(¢)| oldugu yerde g (r,r) =M (£)r+o(r)
Goririz ki r'=g(t,7), r(t,)=r, sirlandirmalari ile 7(7) ¢oziiminin
varligindan g elde edilir.
Bu nedenle (3.1.2) TDP, bazt a> 0 igin [a, ) Gizerinde bir # ¢dziimiine sahiptir.
F, u da lineer oldugundan ¢ozim tekdir. A ya gore An =u tamimi yazilabilir. Bu
yazs, {v,},{w,} dizilerini tanimlamak iginde kullanilabilir.
Ispatlayabiliriz ki
a) v, < Av,, wy,= Aw,
b) A monoton operatoriin pargalart iizerinde olmak tizere
vyl fu < CIR..RL, w(0) <a(t) <wo (1)
esitligi yazilabilir.
(a) y1ispatlayalim.

1 =Y, ile (3.1.2) nin tek ¢oziiminin oldugu yerde Ay, = v, tayin edebiliriz.
¢ =v, —v, alarak gosterebiliriz ki

¢ =V v, < f(t,9)+M (O)[v, = v, |- f(t,v,) =M (£)$ ve (=) >0
Bu da gosterir ki

#(1) 2 ¢() exp( I )dsj >0 ve bu nedenle [a,00) araligindaki baz: degerlerde

v, <, yada v, < 4, olur.
Benzer sekildew, > Aw, da ispatlayabiliriz.

(b) yi ispatlayalim.
7,71, €[ vy, W, ] olsun 6yle ki 7, <, dir. Farz edelim ki
u, = An, ve u, = An,olsun. g =u, —u, igin

¢ = f(tm)+M (&) (u, —m,)— f (t.m) —M (2)(w, = ;)

yazalim.
Simdi, (3.1.1) i kullanarak

¢'5M(’f)[772 _77|]+M(t)[(”2 ~1‘1)“(772 —7h )]

yada



# <M (1)$ ve §(x)=0
elde ederiz. :
Bu ifade (b) yi kamtlayarak Az, < An, oldugunu gosterir. Bu da 4 operatorunin
monoton bir opératt')r oldugunu gosterir.
Simdi v, = 4v, ,, w, = Aw,_, dizilerini tammlayalim. v, = 4v, ve v, < Av,
oldugundan v, <v, elde edilir. A monoton bir operator oldugundan Av, < 4v, =v,
olup v, <v, elde edilir. Benzer sekilde devam edilecek olursa

=Av, _,,v,,<v, ,olupAv, ,<A4v, vev, <V,

n-2° "n-2 —

Y%

n-1

olur. Boylece

dizisi elde edilir.
Benzer sekilde w, = Aw, <w,, w,<w,. A monoton bir operator oldugundan
Aw, < 4w, ve w, <w, olur. Ayni sekilde devam edilecek olursa
w,,=A4w, ,,w, <w, ,olupAw, <Aw, ,vew <w,
olur ve boylece
W, SW, | S SW, SW SW,
dizisi elde edilir. v, £w, oldugunu biliyoruz. 4 monoton bir operator oldugundan
Avy < Aw, dir.
v, Sw ise AV, < Aw, ve v, Sw, ise AV, < Aw,,...,v,  Sw, |

v, sw, k=12..n

elde edilir. Bu durumda [a, ) tizerinde

VoSV SV, S5y, SV, SW, SW, S SW, SW, KWL
esitsizligi mevcuttur.
Ustteki ifadeden sonra [a,«)da

limv, =v ve limw, =w

n-yeo n—c

yazilabilir.

vo=f(tv,  )+M () (v, ~v,.,), v(o)=u,



w, = (6w, ) +M () (w,-w,.), w(®)=u,
esitliklerinin oldugu yerde v(¢),w(¢) siireklidir. Her » igin,
E ()= f(t,v,.,)+M(t)(v, v, ) tammlanabilir. O zaman {Fn (t)}:;] fonksiyon

dizileri suireklidir. Sonug olarak
lim 7, () =lim £ (1,v,(1)) = £ (£.v(1)) = F (r)

Ayrica, [a,c) tizerindeki bazi @ lar igin F (1) dlgilebilir oldugu dikkate alinirsa

ve [0,) araliginda

v, (1) < v, (1) <w, (1)

den dolay1 bazi K sabitleri igin

. )l = lf(t, v, (1)) +M () (v, -V, )[ < l(t)lv” (z)[+2M (z)]vn (1)[ <K[A(t)+M )]

esitsizligine sahip oluruz.
[(A(s)+ (s))ds < oo
t

oldugundan

«w

I[f (s, Vo (S)) +M (s) (vn (s)-v,, (?))]ds <o

t

Simdi Lebesgue Yakinsaklik Teoremini kullanarak

llij (s)ds = IF(s)ds

n—®

yada

Ll_)ng[ (s))+M (s)(v,-v,. ])]dy J.f s v(s)

esitliklerini elde ederiz. Mademki her v, (¢) igin

v, () = v, () - I[ 7 (5,901 () + M () (v, -v,.)Jds

. adl
E (SR AN
e 15 © e
S [
' .
[N



esitligiyle bir ¢oziimii var o halde 7 — oo igin limit alinirsa

fed

V(t) = v(oo) —_[f(S,V(S))ds, ‘e [a,oo) 5\ :~ el

esitligini elde ederiz.
Simdi, v(f) fonksiyonunun belirsiz integrali siirekli ise v(r) de siireklidir
sonucuna varabiliriz. Benzer bir yolla w (!) ninde stirekli oldugunu gosterebiliriz.

Bu durumda v vew (2.1.1) TDP nin bir ¢éziimtdir..

Ispatlanabilir ki v,w (2.1.1) TDP nin minimum ve maksimum ¢oziimleridir.
Bunu gosterebilmek igin eger # (2.1.1) TDP nin her ¢6ziimi oyle ki [a,oo)
araliginda v, <w <w, ozaman [g,©)da v, SvSu<w<w, .

Bunu yapmak igin farz edelim ki baz1 » ler igin [a,0)da v, <u<w, ve
¢=u~—v,, esitligi alinip bunun igin

#'=f(tu)-f(v,)-M()[v,y—v, ] <M (O)[u-v,]-M ()[v,.. —v, ] =M ()[u-v,,]

veya
¢'SM(1)¢ s ¢(OO):O

olur. Boylece, [a,) iizerinde ¢(£)>0 ve u>v

n+l

olur. Benzer sekilde u<w,_,
dir. Boylece [a,0) da v,,, <u<w,,, elde edilir.

[a,) tzerinde v, <u <w, oldugundan bitiin » ler igin [a,»)da
v, <u <w, oldugunu tiimevarim yontemiyle ispatlayabiliriz.

n—>o igin limit alinirsa [a,OO) tizerinde v<wu <w sonucuna variriz ve ispat

tamamlanir,



4. TERMINAL DEGER PROBLEMI iCIN IKI e
MONOTON MONOTON IiTERASYON el
FONKSIYON CINSINDEN TEKNIK

Bu boliimde teorem (2.1.1),(2.1.2) ve (3.1.1) deki f fonksiyonu iki monoton

fonksiyonun toplami seklinde yazilabildigi durumlarda olusacak sonuglar
incelenecektir. Bunun igin

u'=f(t,u), u(w)=u,, teR,

terminal deger probleminin ikinci tarafindaki f fonksiyonunu iki monoton
fonksiyonun toplami seklinde yazarak asagidaki tanimi verelim.

Tamm 4.1.1: Varsayalim ki f.ge C[R+ xR, ]R] olsun
u'= f(tu)+g(tu), u(o)=u,, tef0,x) 4.1.1)
terminal deger problemini goz dniine alalim. v,w e C' [R+, R] igin

vz f(L,v)+g(t,w), v(o)<u,, 1eR,
w's fLw)+g(1,v), w(o)=u,, (eR,

esitsizlikleri saglaniyorsa £ € R, igin v(¢) ve w(t) fonksiyonlarmna (4.1.1) TDP nin

eslenmis alt ve ust ¢oziim giftleri denir.

Teorem 4.1.1: Varsayalim ki f,g e C[R, xR,R] olsun. v,we C[R,,R] 6yle ki

w(oo), v(o0) meveuttur ve

) D)< £ (bW (@) 2(9(0). 1<[0.%)
i) Dy (1) = f(t,v(1))+g(Lw(t)), te]0,)
iii) f (t,x) fonksiyonu V7 iginx e gore azalmayan ve g(t,x) ise
Vt igin x e gore artmayandir.
' Buna gore v(w) <w(w)ise 0 zaman #€[0,) igin v(¢) <w(r)dir.
Ispat 4.1.1: Ilk olarak teoremi esitlik halini kaldirarak ispatlamaliyiz. Varsayalim ki
bir an igin v(7) <w(¢) esitsizligi saglanmasin. O zaman ¢, €[0,)vardir 6yle ki
v(t)=w(t,) ve te(t;,) igin v(r) <w(t) olur. Yeteri kadar kigik ~> 0 igin

v(t, +h)<w(t, +h)



ve dolaysiyla

Wl 1) -AE) W+ = w(t)
h h

[v(tl +h)—v(zl)}

< lim sup

lim su
p h—0t

h—0* h h

[w(mh)—w(a)J

i) ve ii) kabullerinden hareketle

Dv(t) <Dw(t,)
Flov(0)+g(t,w(t))<Dy(t) <Dw(t)< f(t,w(t))+g (6. v(1))
f(t],w(l,))+g(tl,v(t,))<f(t],w(tl))+g(tl,v(t]))

geliskisi elde edilir. Bu nedenle 7 €[0,) igin v(¢) <w(¢).

Keyfi bir& > 0 igin
v(1)= v(t)—g(1+e") ve w(l)= w(t)+g(l+e").
O zaman ¢ €[0,) igin ¥(¢) <v(¢) ve ¥(o)<v(o)olur. Bu sebeple (iif) yi
kullanarak
D,i(t)=D,v(t)-ee™

D(t)= f(t,v(1))+g(t,w(t))+ge”
D,5(t)= f(1,5(2))+g (6, (1)) +ze”
D.#(1)> f(1,5(1))+g(t,w(1))

w(t) :w(t)+8(l+e"’)
w(t)>w(t)
W(oo) >w(oo)

D, (t)=D.w(f)-ge™
D)< (6 w(0)) 8 (v(0)) - se”
D#(0) < £ (05(0) g (15(0))—se”

D(0)< 1 (15(0)+(17(2)

i(t)<w(t), t—>oo igin $(w0)<w() ve £ -0 igin limit alinirsa



[ v() -o(tre”)] < tim[w() + &(ive”) ]

buradan

v(t)<w(t)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.1.2: Varsayalim ki v,w e C'[R,,R] oyle ki e R, igin v(z) <w(f)olsun.
Q= [(t,u) v(t)susw(i), te ]RJ ve f,g:Q—>R ye siirekli olsun.

Farz edelim ki
NV ()= f(Lv(t)+g(Lw()), teR,
iyw' ()< f(Lw(l))+g(tv(1)), teR,

ve () Uzerin
f(Lu)si(t), Ael
g(Lu)<i (1), Lel

A(t)= min {4, 4,} seklinde tanimlanirsa

fLu)<A(r), g(tu)sa(r), teR,

Eger v(o) <u () <w(w) ise 0 zaman TDP nin a >0 igin [a,0)da

u'=f(tu)+g(tu), u(w)=u,
v(t) <u(t) <w(r) olacak sekilde bir ¢oziam vardr.

Ispat4.1.2: P:R, xR >R
P(t,u) = max {v(£),min {u, w(¢)}} tanmint dikkate alalum.
/g fonksiyonlari A(¢) ile snirls oldugundan
F(Lu)<a(r), g(tu)<Ai(r) ise [ £ (¢ p(t,u))+g(t, p(tu)) ] <24(r) olur.
O halde | £ (¢, p(t,u))+g(t p(t,x))] da smurlidir ve de

[ f (z‘, p(tu))+g(tp (t,u))} , [ +g fonksiyonun R, xR ye siirekli geniglemesidir.
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Bu sebeple TDP
w=f(Lpn)+g(tptn), u(=)=u,

. [a,0)c R, da u(¢) bir ¢dziime sahiptir.
£>0igin

w(1) :w(t)+g(1+e”‘)

#(0)=v()-z(1+e™)
dikkate alinabilir.
O zaman () >w(1), ¥(t) <v(¢) ve ()< u, <W() ve [a,0)da
#(t) <u(t) <(t) oldugunu iddia edebiliriz. Eger dogru degilse , &[a,) vardir
dyle ki € (4, ) igin ¥(r) <u () <w(t)veya (1) =u(t,) yada w(z,)=u(t,) olur.

w(t)=p(1,u(s)
£t p(tu(0))+ & (6, p(tau (1)) =1 (6) < (4)=w' (1)~ e
< f(t,w())+g(t,v(1))-ee "
<f(tl,p(l],u(l,)))+g(t,,p(tl,u(t])))

celigkisini elde ederiz. O halde
i(t)<u(t)<w(r)
v(z‘)—g'(1+e*’) <u(f)< w(t)+s(1+e”’)

& —> oo igin limit alinirsa  v(¢) <u (1) <w(r) olur.

Teorem 4.1.3: Kabul edelim ki f (#,x),g(¢,x) e C[R, xR, R], g artmayan bir
fonksiyon ve A€ L'[0,00) igin lf (t,u) +g(t,u)| < A(¢)|u| olsun. Bundan baska
v, W, € C'[R,,R] ve € R, igin v, (£) <w,(z) ile v, (), w, (=) mevcuttur ve
Dz f(tv,)+g(tw,), teR,
i) wy < f(t,w,)+g(t,v,), feR,
Farz edelim ki R, tizerindev, (1) <y <x<w, (1), F(1,x) =f(t,x)+g(t,x) ve

Mel [0,0) oldugu her zaman
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iy wy < f(t,w,)+g(t,v,), teR,
Farz edelim ki R, tizerindev, (1) <y <x<w, (1), F(t,x)=f(1,x)+g(t,x) ve
M e L'[0,) oldugu her zaman
F(t,x)=F(t,y)<M(t)(x~y) (4.1.2)

olsun.

Buna gore {v,},{w,} monoton fonksiyon dizileri mevcut dyle ki n — oo igin

(v, = v, w,—w) ye diizgiin olarak yakinsarlar ve ustelik a > Oigin [a,00)da v,w

fonksiyonlar verilen diferansiyel denklemin minimum ve maksimum ¢oziimleridir.

Ispat 4.1.3: Her e C[R,,R] dyle ki 1(0) mevcuttur ve R, iizerinde v, <7 <w,

= () = £ (1) £ (e (0) + M (2) (u—n)
ve v, (00) <u, <w, () esitliklerinin oldugu yerde

u'=F(tu), u(w)=u, (4.13)

TDP yi diigiiniiriiz.
Simdi

|F (1,4)| < lf(l,?](t)) +g (L (0)|+M (e —n (1)

" (1.42)de x=u vey=nalnisa |F(1,n)|< A(£)|n(2)] "
S A(0) (1)) + M () (0)]+ M () (2|
= ln(l)](l(t) +M (1)) +M(z)]u (z)[

o (£)=(A()+M (1)) (1)) oldugu yerde h(t,r)=M (1)r +o ().
Goririz ki »'=h(t,r), r(t,)=r, smirlandirmalar ile r(t) ¢dziimiinin
varligindan % elde edilir.
"u'=h(t,u), u(o)=u, iginr maksimum ¢ozim u <7 olur."

O halde ¢6ziim mevcuttur.
An = u donigimiinid tanimlayalim. Bu dontsim, {v,},{w, } dizilerini tanimlamak
iginde kullanlabilir.

Ispatlayabiliriz ki

a) v, < Av,, w2 Aw,
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(a) y1 ispatlayalim.
n=v, ve Av,=v, olsun. .
v =F(1,v) :f(t,v9)+g(t,v0)+M(t)[vl —v]
n ¥v0 i¢in verilen diferansiyel denklemin tek ¢oziimi vardir.
¢ =v,—V, olsun.
¢ =v v, < f(t,v)+g(Lv)+M ()[v,—v, |- f(t.v,)— g(t,w,)
", <u, <w, icin g(2,v))2g(,w,)esitsizliginden”
¢ =v v, zg(t,w))+M()[v, v, ]-g (1, w,)
g2M(t)p,  v(0)<u,
$() =3 () =% () 2 () =7, (0) 20

Buradan

é(1) = ¢(e)exp (— I M(s) ds] >0 ve bu nedenle [a,) araligimdaki bazi degerlerde

v, <v, yada v, < 4v,olur.
Benzer sekilde

n=w, ve Aw,=w, olsun.
W= ()= £ (o) (6m) M () (-,
W< f(em)+g(er,)
b=w —w,
5 == < () 1)+ MO -, £ (00) - ()

", <w,=>g(t,v,)2g(t,w,), gartmayan bir fonksiyon"
Yukaridaki esitsizlikte g (2, w,)=g(t,v,) esitligini kullanirsak

| # <M, §(w)=w, () -, ()= #() <0
ve buradan da ¢(¢) <0, w, <w, esitsizlikleri elde edilir.
Simdi (b) yi ispatlayalim.
s, €[V, W, ] olsun yle ki 7, <7, dir. Farz edelim ki
u, = A, ve u, = An, olsun.

¢=u,~u igin ¢' =u,—u/



X!

u, =F(t,u)=f(t,u)+g(t,u)+M(t)(u,—n), u () :uw
w, = F(t,u) = f(t,u,) +g(t,u) +M () (u, ~1,), w,(0) =1,
¢ =u;—u

‘¢’:f(t,n2)+g(t,772)+M(If)(uz —m,)=f(tm)—g(t.m)-M(()(u —-m)

(4.1.2) yi kullanursak
¢,SM(t)[’ 771 +M [(”z ’72) (u =7 )]

g <M(t)p ve ¢(0)=0=u,
gﬁ(oo):u2 (oo)—ul (oo):O =u,

elde ederiz. Buradan da (b) kanitlanur.
An, < An, elde edilir.
Simdide v, = Av, , ve w, = Aw,_, dizilerini tamimlayabiliriz ve [a,)iizerinde

Vy SV SV, <o Sy KW - SW, SW, SW, .

n n

Bu ifadeden sonra limv, =v ve limw, =w gelir.

now R0

v, = f (v )+ g (Lw )+ M () (v, =v,0), v(o)=u,
w,=f(tw,)+g(tv, ) +M()(w,~-w,.), w(e)=u,

esitliklerinin oldugu yerde v(), w () nin stirekli oldugunu gosterebiliriz. Her 7 igin

E ()= f(tv,.,)+g(ty, ) +M () (v, -v,.)

tanimlanabilir. O zaman {Fn (t)}::] bir stirekli fonksiyon dizisidir. Sonug olarak,

lim F, (l‘)*hm[f 1, () +g(2,v, () :l S (tv( t))+g(t v(t))=F(¢) dir.

n—yc0

Ayrica, [a, ) iizerindeki bazi a lar igin F(7) olgilebilir oldugu dikkate almirsa
ve [0,0) araliginda
v, (£) <, (2) <w,(¢) dendolay:

bazi K sabitleri igin

=|f (v 2 (0)+&(6v, (0)+M () (v, =, )| < A (1)

<K[A(r)+M(1)]

esitsizligine sahip oluruz.

Ondan sonra
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(A(s)+M (s))ds <o oldufundan u{'-:\» o

T[f (s,v,H (S)) +g (S, v, (s))+M(s) (vn (s)-v,, (s))]a’s <w olur.

Simdi Lebesgue Yakinsaklik Teoremini kullanarak

Llﬂ}jﬂ (s)ds = Jw.F(s)ds
yada
llmf[fs v, () +g(s (s))+M(s v, nl):fds I[f sv(s) +g sv(s ]dx

elde ederiz.

Mademki her v, (f) nin

v, (£)=v,(x)- f[f n,(s) +g( s, nl(s))+M(s)(v v 1)]a’,s

esitligiyle bir ¢ozimii vardir o halde » — oo igin limit alinirsa
v(1)= v(oo)~J'[f (s,v(s))+g(s, v(s)):lds , tela,o)
!
¥(0)= £ (v(0) +£((0)

esitliklerini elde ederiz.

Simdi, v(¢) fonksiyonunun belirsiz integrali siirekli ise v(z) de stireklidir

sonucuna varabiliriz.

Benzer bir yolla w(?) nin de siirekli oldugunu gosterebiliriz.
Ispatlanabilir ki v,w (4.1.1) TDP nin minimum ve maksimum ¢ozimleridir. Bunu
gosterebilmek i¢in eger #, (4.1.1) TDP nin her ¢dziimii dyle ki [a, 00) araliginda
v, Su<w,. O zaman [g,c0)da v, <v<u<w<w, di.

Bunu yapmak igin farz edelim ki bazi 7 ler igin [a, w)da v, <u<w, ve
¢=u~-v,, esitligi alinip bunun igin

¢ =f(u)+g(tu)-f(t,v,)-g(tv,)-M()[V,. -]
<M (O)[u—v,]-M(O)[v,, —v,]=M ()[u-v,.]



yada {
¢ <M(t)p, ¢(©)=0 olur

u<sw v, Su<w,, esitsizliklerini""

n+l

Boylece, [a,)iizerinde u >v,

n+lo n+lo

igeren ifade (15(1‘) >0 dir.
[a,0) tizerinde v, <u <w, oldugundan bu bitin 7 ler igin [a,)da
v, <u <w, oldugunu timevarim yontemiyle ispatlayabiliriz.
n—> oo igin limit alinirsa [a, ) iizerinde v<u <w sonucuna varilir ve ispat

tamamlanir.



5. SONLU SISTEMLER iCIN TERMINAL
DEGER PROBLEMI

5.1 Sonlu Sistemler Icin Alt ve Ust Céziim Metodu

Buraya kadar ki incelemelerimizde alt ve tist ¢6ziim metodunda sonuglar tek bir
denklem igin ele alindi. Simdi sonlu sistemler igin aymi distinceleri gelistirecegiz.

fe C[R+ xR", R"] olmak tzere n tane terminal deger problemini ele alalim.

w = fi(Lu,uy,. ), w(o)=u,

u, = f, (t,ul,uz,.,.,u”), u, (OO) =Uy,

u, = f,(tu,uy,.ou,), u,(©)=u,,

Eger u = (u,,u,,..,u,) ve f=(f,f,...f,) seklinde alirsak yukaridaki sistemin

kapalt formu
u'= f(tu), w(o)=u,, teR, (5.1.1)

seklinde gosterebilir.

Tanum 5.1.1: fe C[R+ xR", R”] olmak tizere f fonksiyonunun kuasi monoton

azalmayan (kuasi monoton artmayan) olabilmesi igin asagidaki kosul saglanmalidir.

Jie{l,2,..,n} 3 u,=v,, u<vold.daf (t,u)< f(1,v) (]j(t,u)zfi(t,v))

olmalidir.

Teorem S.1.1: Kabul edelimki f € C[R+ xR", R"] olsun. w,ve C[R“ ]R":I oyle
ki w(c), () meveuttur ve

ND,w(t)< f(t,w(t)), te[o,)
i)D,v(1) 2 f(t,v(t)), t €[0, )
iii) f(t,u) fonksiyonu Vf igin # ya gore kuasi monoton azalmayan

Eger v(0) <w(c0) ise 0 zaman £ €[0,o0) igin v(r) s w(¢) dur.



Ispat 5.1.1: Ilk olarak teoremi esitlik halini kaldirarak ispatlamaltyiz. v(eo ) b j
.,

olsun. v(¢) <w(t) oldugunu gostermeliyiz. Varsayallm ki dogru olmasin. O halde« ... T

Z= U[t eR,; w, (1)<, ()] kiimesi bos degildir. 1, €[0,0) olmak tizere inf Z =1,
i=1
olsun.
Jjoyleki w, (1) =v,(1,) vet e (t,0)izerinde v, (t)<w,(t), i j iginw, (1) 2V, ()
elde edilir. 2> Oigin

v, (6, +h)<w, (4 +h)
v (64 1) =, (6) <w, (44 ) -, (1)
{ (), (i )J [ f(za+h)—w,(a)J

< lim inf

lim inf
h—0*

h—-0*

h h

£ty (1)) <Dy, (1)< Dw, (1)< f(t,w, (1))

buradan da

7 b0y, (0)) < £ (8w, (1)

celigkisi elde edilir.

O halde V7 e R, igin v(¢) <w(t) olur.
Simdi esitlik hali igin ispatlayalim.

L= max{L;:i=1,2,..,n}, te€R, olmak iizere £ >0 igin
W, (¢)=w, (1) +ge ™™
D,(t)=D,w,(t)~&(n+1) Le "
< f(tw, (1)) -&(n+1)Le ™
(#ii) yi kullanirsak
< £ (6%, (£))-&(n+1) L
<(6%,(1)
D,w,(£) < f (#,%,(¢)) ve benzer sekilde D,5,(1)> f(t,7 (¢))olur.

Buradan da



v, () <w, (1)

v, (1) —ge "M <w (1) +ge(mDH g — 0 i¢in limit alinirsa,

v,(0)<w (1), i=12,..,n

Her i igin v, (¢f)<w,(¢) oldugundan R, da v(z)<w(¢) olur.

Teorem 5.1.2: Kabul edelimki v,we (' [R” R"] oyleki teR, igin v(£)<w(r)

olsun.

Q=[(tu):v()su<w(), teR,] ve feC[QR"] olsun. Varsayalim ki
DV ()= f(,v(r), 1eR,
iy w' (1)< f(Lw()), teR,

ve AeL[R_,R"|, min(4(t))=A(t)olmak iizere Q tizerinde | f(t,u)|< A(t)

olsun.

. Eger v(w) <u(0)<w(w) ise 0 zaman TDP nin a >0 igin [a,«) da
u'= f(t,u), u(o)=u,, teR, (5.1.2)
v(t) <u(t) <w(t) olacak sekilde bir ¢oziim vardr.

Ispat 5.1.2: P:R, xR" — R" tammlayalim oyle ki Vi e {L,2,...,n}igin
B (t,u) = maks{v,(£),min{u,, w, ()} olsun. f fonksiyonu A(r) ile smurls
oldugundan f(t, p(t,u)), A(t) ile sinwhdir. O zaman £ (1, p(t,u)), f
fonksiyonunun R, x R” ye siirekli genislemesidir.
Bu sebeple, TDP
w'=f(tp(tu), u(=)=u,
[a,0)c R, da u(f) gozimine sahiptir.

Simdi,  €[a,®) igin v(¢) <u(f) <w() oldugunu gosterelim.



Ve >0 igin
w, (1) :w(t)+g(1+e“”’)
v, ()= v(t)—s(l+e‘”’)

olsun. O zaman w, (£)>w(t), v,(t)<v(t) ve v ()< u,<w (o)

Iddia edebiliriz ki [a,o0) da v, (1) <u(t) <w,(¢) dir. Eger dogru degilse,
ozaman f €[a,0) vardir 8yleki £e[f,0) igin v, (1) <u(t) <w,(2) ve
v, (t,)=u(t) yada w () =u(t,) olur.

Eger u(t,)=w,(1,) ve yeteri kadar kiigiik bir 2> 0 segildiginde

u(t,+h)—u(t) e (t, +h)-w_(1,)
h h

ve buradan da
w' (1) <wi (1)
oldugu goriiliir. Bu nedenle (if) yi kullanarak w(z,) =P (t,u(t)) oldugu gergegini
g6z oniine alarak
S(6P(6,u(8))) =2 (6)<w. () =w (1) -nee™ < f (£, (1))~ nse
= F (4. P(t,u (1)) ~nee™ < £ (1, P(4,u(1)))
celigkisini elde ederiz.
Eger v, (t,)=u(t,) oldugu zamanda benzer geliski elde edilir. Yine yeteri
kadar kiigik bir 42> 0 segildiginde

v, (4, +h)—v (1) . u(t,+h)—u(1,)
h : h

ve
v (n)suw'(n)
oldugu goriiliir. Buradan da (i) yi kullanarak v(#,)=P(t,,u(t)) oldugunu goz 6niine
alarak
S (0. P(6,u(8))) =u'(8)2 v, (1) =v'(t) +nse™ = £ (£,v(1,)) + nse™
= f(6,P(t,u(t,)))+nee™ > £ (1, P(4,u(1)))
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geliskisini elde ederiz. Bu yiizden [, ) tizerinde v, (1) <u(f) <w,(¢) oldugu
_ anlagihir. $imdi, & — 0 igin [a,) tzerinde v(¢)<u(t)<w(r) elde ederiz.
Buradan da u(t), TDP nin gergekte bir ¢6ziimii oldugu sonucuna varilir ve ispat

tamamlanmig olur.
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5.2 Sonlu Sistemler I¢in Monoton Iterasyon Teknik

Burada monoton iterasyon teknigin sonlu sistemlere uyarlanmasini ele
alacagiz. Simdi kullanacagimiz yeni notasyonlar ve tanimlara deginelim.

Tamim 5.2.1: 1</ <n olmak izere her bir 7 sabit degiskent i¢in p, ve g, negatif
olmayan tamsayilar 6yle ki p, +¢, = n—1 olsun. Bu durumda u vekt6rini

U= (u,.,[u]pi ,[u]q}) seklinde pargalanmig olarak diigiinecegiz. Simdi (5.1.1)

sisteminin yeni ifadesi
u=f(tuful, [ul,), w(w)=u,, teR, (5.2.1)

seklinde olacaktir.

Tanim 5.2.2: f e C[R+ xR", R"J olsun. (5.2.1) terminal deger problemini goz

onane alalim. v,we (' [R“ ]R”] igin

v,.'zfi(l‘,vi,[v]pé ,[w]qi), v(o)<u,, reR,

w! < i(t,w,.,[w]p’,[v]ql), w(w)2u,, (R,

esitsizlikleri saglaniyorsa v,w fonksiyonlarina (5.2.1) sisteminin sirasi ile eslenmis
alt ve Ust kuasi-¢6ziim ¢iftleri denir.

Tanim 5.2.3: (5.2.1) terminal deger problemini gz 6niine alalim.
vwe (' [R+, R"], fe C[R+ x R”, R”] olmak tizere
= f (], ], ). v()=u. e,

w,f:f,.(z,w,.,[w]pl,[v]q'), w(o)=u,, teR,

esitsizlikleri soz konusu ise v ve w fonksiyonlarina (5.2.1) sisteminin eslenmis
kuasi-¢oziim ¢iftleri denir.

. Tanim 5.2.4: fe C[IR{+ xR”,R”] olsun. Vi igin ﬁ(l,ui,[u]p ,[u]%) fonksiyonu
[u]pi icin monoton artmayan, [u]q igin monoton azalmayan bir fonksiyon ise f nin

karma kuasi monoton ézelligine sahip oldugu soylenir.
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Teorem 5.2.1: Farz edelimki feC [R+ xR", R”] , f karma kuasi-mon(;ton
dzelligine sahip ve Ae L'[0,0), u= (ui,[u] 4 ,[u]q‘) igin

Kol )

v, w, € C' [R+, R"J ve L€ R, igin v, (1) <w, () sartint saglayan eslenmis alt ve tist

< A()|u,| olsun. Varsayalim ki bundan baska

kuasi-¢oziim giftleri ve v, (@), w, (e} mevcut olsun.

D)2 f(tva [l w],)s () <u,, teR,
i)wy < f (6w [,], [0, )2 o () 22, (R,
© Farz edelim ki R, tizerinde v, <u <wj, v, <&, <u, <w,, ve M, € L'[0,0) olmak
Uzere

A(tus [l [u], )= £ (@[], [], ) <M, () (u ~7,) (5.2.2)
esitsizligi saglanir.

Bu durumda {v, },{w, } gibi iki monoton fonksiyon dizisi mevcuttur 6yle ki
n— o igin v, - v, w, — w fonksiyonlarina monoton ve diizgiin olarak

yakinsarlar.
Burada vilew a>0igin [a,oo) da (5.2.1) sisteminin eslenmis minimum ve

maksimum kuasi-¢6zim ¢iftleri olup #, (5.2.1) sisteminin v, <u <w, sartin
saglayan herhangi bir ¢ozimi olmak lizere v <u <w esitsizligi saglanir.

Ispat5.2.1: Vn,ue C[R+, ]R"] oyle ki 77(0), u(e0) vardir ve R, tizerinde
v, <17, L <w, olsun.
F(tu)=f (z,n,.,[n]p’ ’[“];,)J’ 1,1, —1,) ve vy () < u,, <w, (o) esitliklerinin
oldugu yerde

u'=F(tu), u(o)=u, (5.2.3)
terminal deger problemini ele alalim. Bunun igin

s (6) |7 (6], ) e, [ O, 0] = (20 M ) 0]+ M (Ol

Buradan g, (t,7) =M (t)r+0,(t) ve gorillebilirki r'=g,(1,r), r(t,)=r,

sinirlandirmalar ile r(t) ¢Oziimiiniin varligindan g, elde edilir.



33

Bu nedenle (5.2.3) TDP, bazi a >0 igin [a,) izerinde bir u gézﬁmﬁn; é%thiptir.
Ayni zamanda F;, u da lineerse ¢oziim tekdir. 4 ya géreA[ﬂ, ,u] =u tamrfii' .
yazilabilir. Bu yazis, {,},{w,} dizilerini tanimlamak iginde kullanilabilir. BunL;n
icin oncelikle agagidaki a) ve b) ifadelerinin gergeklendigini gorelim.

a) v, < A[v,, w,] ve w > A[w,,v,] esitsizlikleri saglamir. A[v,, w,]=v, ve V¢ igin

B (£) =9, (£) = vy, (1) olsun. B ()=, ()=, (OO) =t (@)= vy, (0) 20

P (1)=v,(1)-v, (1)
Sf(tav()ia[vo]p;’[wo]qi)—l_Mi (Vl,f"Vowi)“f(’:vov[vo]pi’[WO]qi)
:M,.(v -vo,,.)zM,P,(t)

1i iti

©

s )ds

Mi(s)
P (t)<M P (1)ise P,(t) 2 B () e! ,B(1)=0 Viiginv,(£)=v,, (1)
isev, 2, elde edilir. A[v,,w,]zv, du.
Benzer sekilde A[w,,v,]=w, ve Vi igin e R, olmak iizere
B (t)=w,, (t)—w,, (f) olsun. P, () =W, () —w,, () =u,, (©)—w,, (0} <0
B (6)=wi, () =wy, (¢)

Zf(t, wm.,[wo]pi >["o]q,~)+Mi (w]’,. —wo‘,.)—f(t,wm,[wo]pi A ]qi)
=M, (wl.i —WO,i) =M,F, (t)

B (t)2M,B(t)ise B(£)<0 ve Viiginw, () <w,, (¢)ise w, <w, eldeedilir.

A[wy,v,]<w, olur.

b) [ve.wo]= {u € C[R+, R”], v, <u< wo} kiimesi tizerinde A4 operatoriiniin

karma monoton ¢zelligine sahip oldugunu gosterelim.

N 1,1, 1 € [vy, W, | alalim Syle ki 7, <n, dir.

Aln,u)=u,, Aln,,u]=u,, teR, olmak iizere
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E(t)=u, () ~u, (1)
E (6=, (1), (¢)
=/, (t, > [771 ],,i ’ [#]qi) +M, (”u - 771.:') -/ (l‘, 772.i>[772 ],,i > [ﬂ]qi)_Mi (”2.:' - 772,i)

f nin karma monoton 6zelligini kullanirsak,

> f; (t, Thi» [772]1,,~ >[:u]q,~)+Mi (uu _771,1') -/ (t: This [ﬂz]pi ’[:u]q,- ) -M, (uz,i - 772,i)
=M, (’71,f T, ) +M, (”w R ) -M, (”2‘:‘ - 7721)
=M, (ul,i _”2,1‘) =MF, (t)
B (t)=M.P(t)ise B(£)<0 ve Viiginu, (1)<u,,(¢)
sonucu ¢ikar. Bu sonug tim /=1,2,...,n igin dogru oldugundan R ,tzerinde

u, (1) <u,(¢) olur ki buda 4 operatoriiniin birinci degiskene gore monoton

azalmayan oldugunu gosterir.
(Vn],n2 e[y, Wy |31, <, iken Afm, u] < A[nz,,u])

Simdi V7, 14, 4, €[v,,w,] alahm Syle ki 24 < s, olsun.

Aln,u]=u, A[n,um]=u, ve teR, olmak iizere

B(t)=u,(t)-u, (1)
F ()=, (£)=u3, (2)
= (bl L], )+ M, (g =)= £ (tnaln] L], ) M, (7))
f nin karma monoton 6zelligini kullanirsak,
< j; (t’ﬂi’[n]pi ’[fuZ]qi) +Mi (ul.i ~77i)—f; (t’ni’[n]pi ’['uz]qi)_Mi (uz,i _771')
=M, (ul.i _”2‘:‘) =MF, (t)
P (t)<M P (1), B()20 ve Viiginu,,(¢)> u,,(f) vebusonugtim i=12,..,n
igin dogru oldugundan R, iizerinde u, (¢)<u, (¢) olur ki bu da 4 operatdrinin
ikinci bilegene gore monoton artmayan oldugunu gosterir.
(V,u”,u2 €[V, wo ]2 1 < pyiken Afn, 14 ]2 A[n,,uz])

Bu durumda A operat6rii karma monoton 6zelligine sahiptir. Simdi 4 operatorii
yardumu ile {v,} ve{w,} dizilerini tanimlayalim

vn = A[vn~l’wn~l] ve wn = A[wn—]) vn—!]

seklinde tanimlayalim. v, <v, ve w, > w, oldugunu gostermigtik. Varsayalim ki

te R, olmak tizere v, , <v, ve w, <w, , olsun.

n-1 —
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w24y, v, ]=v,

W :A[wn’vn]SA{wn—l’vn—)]:wn
elde edilir. O halde Ve N, n21i¢inv, <v,,, w, 2w, olur.

Simdi Vrne N, nxliginv, (t)<w,(r) oldugunu gdsterelim. v, (£) < w, (¢)
oldugunu biliyoruz. 4 operatdriiniin karma monoton ozelligini kullanirsak;

v = Ay, w,} < A]wy,w, ] = A[we, vo [ =W,

1

Varsayalim ki v, <w_ olsun.

= Alv,,w,| <A[w,,w,]|<A[w,,v,]=w,, dir

ni n

v,

ntl

O halde VreN, nz1igin v, (t)<w, (¢) elde edilir. Bu durumda

olacak gekilde {v,} ve{w,} monoton dizileri elde edilir.

[a,0) araliginda limv,, =v, ve limw,, =w, olur.

n—yw 2 n—0

H

f(> n—na[ n—«l] [ n~1] )+M (t)( - n—~li)’ Vi(oo):uoo
f(> n—lz?[ Wy ],,ga[vml] )+M (Z)( W, 11) wi(w):uoo

esitlikleri igin v, (¢),w, (¢) nin sirekli oldugu goriilebilir. V2 igin,
E.(0)= ( Vris [V ]ﬁ,[wn_l]qi)+Mi ()(v,, ~V,..,) tamumlanabilir ki

{F,. (1)}, sirekli fonksiyon dizileri olusturur. Sonug olarak
lim £, (0) = lim| J; (5, D Lo [ ], )+ (00, -0
=tim| £ (63,0010 0], )|
= A (6w, )= E ()

F(t)ler bazi a=0 igin [a,)aralid: iizerinde olgulebilirdir. [0, ) araliginda
Vo (1) v, (t) <w,, () olur. Bazi K sabitleri igin



oy O (7 D [ 0], L0 0L, ) M O v
<A(1) vn’,.(z)[ v""‘()l -

- <K[A(t)+M,(1)]

esitsizligine sahip oluruz.

T(/l(s) +M(s))ds <o olup

O A ON A CIMEACI EAC (MO RAO)| LR
olur. Simdi Lebesgue Yakinsaklik Teoremini kullanarak
im [ 1, (5= [ (5)as
yada
i 75 D0 (9], D ) 1, (6) 0 9) -, ) i =

o0

= [[£( ). @], v, ) Js

t

esitliklerini elde ederiz. Her v, , () asagidaki denklemin ¢dziimii yani

b 0 ) =~ [ (59 5. Lo 9] L (901, )4, (5) s () 9) s

n— oo igin limit alinirsa

v, (£) = v,(0) - I[ (s v (5),[ ] Jw ]qi)]ds, t€[a,oo)

()= 460 (0 17,%,)- v () =w,
Sonug olarak v, (t) ler stirekli, ¢linki genellestirilmis integrali siirekli ancak ve ancak
mutlak siireklidir. Bu durumda v (5.2.1) sisteminin bir eslenmis kuasi-gozimdir.

w, (t) ler iginde benzer sekilde gosterilebilir.
v, (t) ve w,(t) ler igin



V@ = 1(om bl L), ()=
w, ()= f, (t,wi,[w]pi ,[v]qi), w, (o) =u,

esitlikleri soz konusu ise {v,w}¢ifti (5.2.1) sisteminin eslenmis kuasi-goziim
ciftleridir. Simdi {v,w} ¢iftinin (5.2.1) sisteminin eslenmis minimal ve maksimal
kuasi-goziim giftleri oldugunu gosterelim. ul,.u2 & [vy, w,] olmak tizere {u,u,} ¢ifti
(5 .2.1) sisteminin herhangi eslenmis kuasi-¢6ziim olsun. Kabul edelim ki bazi nler

igin [a,o0) aralig tizerinde

Vi <u, u,<w, olsun. Vi igin B (t)=v, (t)—u, () olsun.

n-1 —

E () =v,:(6)-u; (1)
=Ji (t’ Voetio [V ],,a W L )+M«' (Vn.i T Vot ) -/ (l> w1, [, ]qz‘ )
> (vl ], [], ) M, (=) = £ (600 [14],, [ 1,)
=M, (vnwu - ”u) +M, (vn,i - vn_l,,.)
:M,.(vn.—uu), P (»)=0

R4

P (t)2MP(1)ise B(1)<0 ve Viiginv,,(1)<u,(t) elde edilir. Bu durumda

v, (¢) < u, (¢) dir. Benzer gekilde w, (¢) = u, (¢) oldugu gosterilebilir. Buradan da
[a,0) da Vn i¢in v, <u; ve w, >u, elde edilir. n—> o igin limit alacak olursak
v<u, ve w2u, elde edilir. O halde {v,w}gifti (5.2.1) sistemi igin eslenmis
minimal ve maksimal kuasi-¢oziim ciftleridir. (5.2.1) TDP sisteminin her # ¢ozimii
ue [vo,wo] olmak tizere {u,u} eslenmis kuasi-¢6ziim ¢ifti olarak diigiiniilebilecegi

icin R, tzerinde v<u <w dir.



5.3 Sonlu Sistemler i¢in iki Monoton Fonksiyon Cinsinden Tei‘mgngm
Deger Problemi %’5%\%;;?5 e
Yoy, g gire
Bu bolimde sonlu sistemler igin sag tarafi monotonluk ozelligine sahlp kT
fonksiyonun toplami geklinde yazilan nonlineer terminal deger problemi igin

monoton iterasyon teknigini inceleyecegiz.

f,geC[R+xR”,R"] i¢in
u'= f(tu)+g(tu), u(o)=u, (5.3.1)

terminal deger problemini ele alalim.

Tamum 5.3.1: Kabul edelim ki (5.3.1) TDP igin

v,weC‘[R+,R"] ve f,geC[R+xR",R”J olmak tizere

v'zf(t,v(z’))Jrg(t,w(l)) , v(wo)<u,, teR’
w'sf(t,w(t))-l-g(t,v(t)) , w(w)2u,, teR"

esitsizlikleri saglaniyorsa v,w vektor degerli fonksiyonlarina (5.3.1) sisteminin
sonlu eslenmiy alt ve Ust ¢oziimleri denir.

Teorem 53.1: Varsayalm ki f,geC[R, xR".R"] olsun. v,weC[R,,R"]
olmak tzere (5.3.1) sisteminin sirast ile sonlu eslenmis alt ve st ¢ozimleri dyle ki
»(00),w(0) meveuttur ve
z‘)’HD+w ()< f(tw(1)+2(tv(1)), 1e[0,»)
i) Dy (f)= f(t,v(t))+g(tw(t)), te[0,»)
iii) f(t,u) fonksiyonu V¢ igin u ya gore kuasi monoton azalmayan ve

g(t,u) ise V1 igin u ya gore kuasi monoton artmayandir.

Buna gore v(oo) <w(w) ise 0 zaman € [0,) igin v(z) <w(t) dur,

Ispat 5.3.1: Ilk olarak teoremi esitlik halini kaldirarak ispatlamaliyiz. v(o0) <w(w)
olsun. v(#) <w(t) oldugunu goéstermeliyiz. Varsayalim ki dogru olmasin. O halde
Z={J[teR,; w,(f)<v, ()] kiimesi bos degildir. 7, € [0, ) olmak iizere inf Z =1,

i=l
olsun.



3 joyleki w, (1) =v,(t,) vet € (1, ) tizerinde v, (¢)<w,(¢),i# j igin w
~elde edilir. 2> 0igin

v, (t,+h)<w (t,+h)
v (4 +h)—v, (1) <w, (4, +h)-w, (1)
, (6 +h)-v,(4) S (6 +h)-w, (1)
< gy )

< lim inf

lim inf
h—0*

h—0"

h

(1’ 1(1))4‘8’](1, J(t))<D+vj(tl)SDw1(t)<f(l’ ](t))+g](1’ ](t))

buradan da

(1’ 1(1)>+g1(11’ 1(1))<f(!’ ](z‘))+g](t,,v (t))

celigkisi elde edilir.

O halde VzeR, igin v(¢) <w(?) olur.
Simdi esitlik hali igin ispatlayalim. Vi igin

L=max{l,;i=12,.,n}, R, olmak iizere &> 0 igin
#,(£) =w, () + e ™ 5 (1) =v, (£) - se ™™
D,w, (z) =Dw,(t)-¢&(n+1)Le "
( w, (1)) +g (t,v, (1)) - & (n+1)Le "I
<Al fv(r»+g,< 5,(0)-(n1) e "
<£(e#(0)+8(15()
D, ()< £,(t,%, (1)) + g (£, 9.(¢)) ve benzer sekilde
D% (t)> f,(t,% (£))+ g (t,%,(¢)) olur. Buradan da
v, (1) <, (1)
v,(t)—ge " <w, () +ee ™ &0 igin limit alinirsa
v,()<w, (1), i=12,..n

Her i igin v, () <w,(¢) oldugundan R, da v(f)<w(t) olur.
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i

“;'fl“eorem 5.3.2: Varsayalimki v,weC' []R+, R”] oyleki teR, igin v(tji';s w(t)

1‘01sun

[(z‘ u <u <w(t), teR ] ve f, geC[Q R" ] olsun. Varsayalim ki
i) V()= f(tv(0)+g(t,w(?)), teR,
| i)w'(f) < f(t,w(t))+g(t,v(t)), teR,
;}e Q {izerinde
[/ (tu)|sA4(0), 2eL[R,R], min(2,())=4 (1)
lg(t,u)l <A(1), A, el [R+, R"J, min (/’LAl (t)) =4,(1)
~ ‘ﬂ;(z‘)=rtrelnizr+1 {4,4,} seklinde tammlamirsa 7€ R, igin f(t,u)<A(¢)

ve g(t,u)< A(¢) olsun.

‘tf;,%r’ger v(e) <u () <w(w) ise 0 zaman TDP 'nin a>0 igin [a,0) da
u'=f(tu)+g(tu), u(w)=u, teR,

v(t) <u(t) <w(t) olacak gekilde bir goziim vardir.

iépat 5.3.2: P:R,xR" - R” tammlayalim 6yle ki Vie{L,2,..,n}igin
B (t,u):maks{v,. (t),min{u,.,w,. (t)}} olsun. f,g fonksiyonlart A(z) ile sl

gldugundan [f (£, p(tu))+g(tp(t, u)) ]< 22(t) olur ve
(t p(t, u))+g(t p(t, u)) stnrlidir. O haldef(t r(t, u))+g(t p(t, u)) f+g

fOnks1yonunun R, xR" ye stirekli gemglemeSIdlr

B

.+ Bu sebeple, TDP
i

’1 u' = (t,p(t,u))+g(t,p(z‘,u)), u(c)=u,, teR,

[q,oo) cR, da u(t) ¢dziimiine sahiptir.

I
|
t
l
i

{ -

Simdi, 7 €[a, ) igin v(¢) <u(f) <w(r) oldugunu gosterelim.

y{a >0 igin
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w,(t)=w(t)+z(1+e™), >0, neN, teR,

v, (t)=v(t)-s(1+e™), £>0, neN, teR,
olsun. O zaman. w, () >w (1), v,()<v(t) ve v ()< u,<w, ()
Iddia edebiliriz ki [a,») da v, (¢) <u(t)<w,(¢) dir. Bir an igin bu esitsizlik dogru
degilse o zaman oyle bir ¢ €[a,c0) vardirki fe[t,) igin v, () <u (1) <w, (1)
ve
v, (t)=u(t,) yada w_(1,)=u(t,) olur.

Eger u(t,)=w_(1,) ve h> Oyeteri kadar kiigiik bir say1 olarak segildiginde

u(t,+h)-u(t,) - w, (4, +h)-w, (1)
h h

've buradan da 2 — 0O igin limit alinirsa

u'(t)<w.(1,)

oldugu gorilir.
Bu nedenle (i) yi kullanarak w(z,) = 1”(11 Ju(t, )) oldugu gergegini goz oniine
alarak
FP ())& (6, P(6u(n))=u () <w.(6)=w (1) -nse™
| < f(6.w(t))+g(,v(1))-nse™
= 7 (6.2 (t,u(1)))+ & (6. P (4, (1)) - nee™
<f(t,,P(t,,u(tl)))+g(ll,P(tl,u(t, )))
celiskisini elde ederiz,
i Eger v, (1,)=u(t) oldugu zamanda benzer geliski elde edilebilir.
Bu yiizden [a,c0) tizerinde v, (f) <u(r) <w, (¢) oldugu anlasilir. Simdi, & — 0 igin
[a,c0) tizerinde ¥(7) <u(t) < w(r) elde ederiz
; | Buna gore u (t), TDP nin gergekte bir ¢6ziimii oldugu sonucuna varilir. Buda

ispat1 tamamlar.

l

T
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Tanim 5.3.2: f,geC[R+xR",R”] olsun. (5.3.1) TDP yi goz énii}né alalim.

1<i<n olmak iizere her bir 7 sabit degiskeni i¢in p, ve g, negatif olmayan

tamsayilar 6yle ki p,+¢,=n—1 olsun. Bu durumda u:(u], u,.., ”n) R —

u= (ul.,[u]p‘ a[”]%) seklinde pargalanmis olarak diigiinecek olursak (5.3.1) sistemi

u,.':f,.(t,ui,[u]pl ,[u]qi)+g,. (t,u,.,[u]h ’[”]q,)’ u(w)=u,, teR*
(5.3.2)

seklini alir.

Tamm 5.3.3: (5.3.2) TDP ni goz 6niine alalim.

f,geC[R+xR",R”] ve v,we(C' [R+,R”] olmak iizere
Vo> £ (B[], [, )+ & (w0 [wo], [0 ], ) v () Sy 2ER,

w,, sﬁ(t,wm,[wo]p‘ ,[vo]qi)+gi (t,"on["o],,, ,[wo]qi), W, () >u,, teR,

esitsizlikleri saglaniyorsa v, ve w, fonksiyonlarina (5.3.2) TDP nin eslenmis alt ve
tist kuasi-¢oziim g¢iftleri denir.

Tanmm 5.3.4: (5.3.2) TDP yi goz oniine alalim.

f.g€ C[R+ xR”,R”:l ve vweC(C' [R+,R":| olmak iizere
= Ao, ), ) s (o], ), v =, teR,
wi=1, (l‘,w,.,[w]pl ’[V]q: ) +& (t’vi’[v]pl ’[w]q, )’ w(oo) =u,, teR,

esitsizlikleri saglaniyor ise v vew fonksiyonlarina (5.3.2) sisteminin eglenmis
kuasi-¢oziim ¢iftleri denir.

R
R
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Teorem 5.3.3: Kabul edelim ki f,geC [R+ X R”,R"] olmak iizere

< A(0)|u,|

| Alouful, [, )+ & (b fud, ], )

olsun. v,,w, eC' [R“R"] ve € R*igin v, (£) <w, (¢) olmak tizere v,,w, (5.3.2)
sisteminin sirast ile eglenmis alt ve st kuasi-¢oziim giftleri olsun. f fonksiyonu;
u,ve [”],,i bilesenlerine gére monoton azalmayan, [u]qi bilegenine gore monoton
artmayan, g fonksiyonu; u, ve [”]p; bilesenlerine gore monoton artmayan, [u]qi

bilegenine gore monoton azalmayan olsun.

Bu durumda v, (¢)<v,(¢) ve w, () <w,(?) olacak sekilde {v, (7)} ve
{wn (t)} gibi diizgiin yakinsak monoton fonksiyon dizileri vardir ki 7 — o igin
v,(t) > v(t) ve w,(t) »>w(r) dir. Burada v(f) ve w(t) (5.3.2) sisteminin sirast ile

eslenmis kuasi-¢ozim giftleridir.

Ispat 5.3.3: Her n>0 igin asagidaki lineer denklem sistemlerini gbz oniine alalim.

vr'i+l.i = -f; (t’ vn.i’[vﬂ]p‘ ’[wn]qi)+gi (lﬂwn.i."[wn]p, ’[Vn]ql )’ vn+l (CX)) = uoo (533)

W =f (t, W, . [wn]p‘ , [vn ]q} )+g,. (t, vm.,[v"]pi ,[w” ]q! ), W, . (oo) =u, (5.3.9)

Her i=1,2,..,n igin f ve g, fonksiyonlar1 R, xR"de siirekli olduklarindan (5.3.3)
ve (5.3.4) sistemlerinin R, iizerinde ¢dziimleri vardir.

Simdi e R, igin
pi(t)=w, (#)—v,(t)olsun. p,(0)=0dir. v,(¢)<w,(¢) oldugunu birde f ve g

fonksiyonlarmm artanlik ve azalanlik ozelliklerini kullanacak olursak
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" Bu durumda her i=1,2,.,n igin p(£)>0 ise p, ()20 ve w,({)2v, () ve
teR,igin w, (£)2v,(¢) elde edilir. Bu durumda ¢ € R, igin
Vo (1)< v (1) s w, (£) <w, (1)
elde edilir. Varsayalim ki e R, igin
v, (&) <v, () <w, () <w,, (1)

olsun.

2, (t)=v,,,, (£)—v,,(¢) segelim.

LAQRRR R GESA CRUR 1'% W 17 ) RPN (R0 (78 N (8 I
(vl ,,41 [w,,lL,,) g (e [ W], oD,
=34 (RON '8 N 70 ) AP (AN (78 R 8 I
= F(t o, 9], ) (, [ W] o[¥nci], )

,(t, i ,,M,] ]%)+g,(, Wyt [ W ]p,,[vn]q,)
f; (t, Vo ,, W,, 1]% )_gi (Z, wn~l,i9[wn—l ]pi a[vn—l ]qi )



2 f; ( Voris [V ], o [ ], )+g,(, Wi Waa ], o "l]q)
_f( ’ ""l"[ ]pi’[w ] ) g,( r:—11’|:1"’rx—1:|‘,,,v|:1’,._v1\];};:)‘_v"‘”i

pi(1)=0

p/(1)=0 ise p, ()20 dirViigin v,,, (f)2v,(f) oldugundan R, iizerinde
Vi (£)2 v, (1) elde edilir.
Pi (1) =W, (1) =, (1) segelim.
PO =y ()0 ()= (w0101, [0, )+ & (8010, [0,
~F (Wi W], D], )= 8 (B [ ], 9],
<fi(twenwl, v, )+ & (vl 0],)
~A(Evolmal, Bl )-8 (v ], [0 1,)
<f(twnlral, ), )+ & (0o ], ], )
S /% CA2H 208 I O ) A (AR LY W 7 1
<h (6wl ], )+ & (6], 9],
S /L AN 720 S U I B CAPAPON Y R (A

p/(t)<0 ise p,(¢)<0 dir. Bu durumda Viigin w,, (f)<w,, (1) oldugundan
R, izerinde w,,, (£)<w,(t) elde edilir. R, tzerinde

2, () =W, (£)=v,.., (¢) segelim.

PO =W ()i O = £ (6w, [0,], [0, )+ & (9[9[, )

- Ayl ], )-8 (6w v, 1],

1 (A 7 N 8 - (708 8 N A

G AR AR A (AT B



p/(1)=0 ise p,(1)20 dir.Vi igin w,,, (£)2v,,,(¢) oldugundan R, iizerinde

W, (£)2v,,,(¢) olur.

Sonug olarak R, tzerinde Vn e Nigin
b, (6) < v, (1) S W ()W, (1)

esitsizligi saglanir. Béylece #e R, igin {vn (t)} ve {W,. (t)} dizileri
v () sy ()< <v () <sv, () sw, () <w, (1)< <w (1) <w, (1)

olacak gekilde esitsizligini saglarlar.

a>0igin [a,0) arabginda limv,, =v, ve limw,, =w, olur.

n—s0 n—ye0

:f,.(, DL L) 8l ), ()=
f( s W m[ n—l]piﬂ[vnwl] )+g1() n—m[" —1],,,~>[wn—1]q,~)a wi(w):uoo

esitlikleri igin v, (¢),w, (¢) siireklidir. Her n igin,
{Fn’i (t)}:;I strekli fonksiyon dizileri olusturacak sekilde

Foy ()= AtV o 0], ) + £ (6 Ws 9], [ ],)

" olarak tanimlanabilir.

Sonug olarak



i ()= ] 7 (L D) (0D, P )|
- lim [f(,,,,,[ o) es(oma il L)]
= Aol 1o, )+ g (tm v, [0,)
F,()

F,(t)ler [a,0) aralig1 iizerinde olgiilebilirdir.
[0,0) araliginda v, (1) <v,,(t) <w,, (¢) ve

Eu(O1= | (19000 (. [3s 0], [ (0, )8 (180000 s 0, [0 0, )

< A(t)u,

esitsizligine sahip oluruz.

[ = [ (59 (9L (0], [ 91, )
+g1( Wt (s),[w » (s)]pi,[v . (s)]qi)] <

olur. Simdi Lebesque Yakinsaklik Teoremini kullanarak

11m J- (s)ds = JF (s)ds
- esitligini elde ederiz. v, (¢) asagidaki denklemin ¢oziimii yani

5 (O ) =[50 0 Do 0] Lo (9], )
& (6200 (5.9 9], 2 (9], |

n—> oo igin limit alinirsa

()= ()~ [[ A (59, 090, )+ & (5.9, 5). 19,101, ) ] £ €fao)

t

vi(£)=f; (t,vi (t)’[v]pi ’[w]qi) +&; (t,w,. (t)>[w]p,~ ’[V]qi)’ v (w)=u,



e
Sonug olarak v, (z‘) ler siirekli, ¢linkii genellestirilmis integrali surgkll vé dé«w %

mutlak streklidir. Bu durumda v, (5.3.2) sisteminin bir eslenmis kuasi- <,;oZum&‘t:lunr &-;r

w, (t) ler iginde benzer bir yol izlenir. N \fj 5{,,~

v,(¢) ve w,(1) ler igin

v (1) = (tva Ve w],) - & (vl D,) ()=
W (1)= £ (6w o], 1, )+ & (v D), 0], ) wi () =

esitlikleri s6z konusu ise {v,w}¢ifti (5.3.2) sisteminin eslenmis kuasi-¢oziim

ciftleridir.

Sonug 5.3.1: Teorem 5.3.3 Un varsayimlart altinda (5.3.2) nonlineer diferansiyel
denklem sistemi, ¢ozimii v, (7)<x(¢)<w,(f) olacak sekilde segilecek olursa

yukarida elde edilen v ve w vektor degerli fonksiyonlar (5.3.2) denklem sisteminin

eglenmis minimal ve maksimal kuasi-¢oziim giftleridir. Ayrica u, (5.3.2) sisteminin

herhangi bir ¢6ziimii olmak tizere £ € R, igin v(¢) <u(z)<w(¢) dir.

Ispat 5.3.1: Teorem 5.3.3 de {v(t),w(t)} ¢iftinin (5.3.2) denklem sisteminin
eslenmis kuasi-¢oziim ¢iftleri oldugu gosterildi. (5.3.2) denkleminin ¢dziimii

v, (1) < x(t) < w, (1) olacak sekilde secildiginde {v (t),w(t)} giftinin (5.3.2)
denklemi i¢in eslenmig minimal ve maksimal kuasi-¢6ziim ¢ifti oldugunu gosterelim.

u,,u, € [v,,w,] olmak tizere {u,u,}cifti (5.3.2) sistemi igin herhangi bir
eslenmis kuasi-goziim ¢ifti olsun. Kabul edelim ki » e N olmak tizere [a, ) aralig1

tizerinde v, , (¢) <u, (), u,(t)<w, () olsun.

Vi igin P,(t)=v,;(t)—u, (¢) segelim. B (0)=0.

B () = vy, (1) -, (0)
S/ GO Y I V20 ) B (RN 7208 I 1
- (b [m], o [], ) - & (0[], 0], )
54 CR7M 0% O 720 ) P (R L0 Y 8 Y
- f (L[], [0], )~ & (0[], [ ],)



(RO Y LA I A (RN % I 0 ) I S 24

o fn] ful)-g (bl e],) S
</ (b ln], L], )+ 8 ([ ], [],)

- (b lm], [ ],) - (b0 [, [,

=0

P (¢)<0 elde edilir ki Viigin v,, (f)<u,(¢) ve te R, igin v,(¢) <% (¢) bulunur.

Benzer gekilde 1€ R, olmak tizere B,(1)=w,,(t)~u,, (t) segelim. F,(0)=0

B () =w,, (1) -1, (2)
= (WD ], oD, )+ & (B9 D] 90,
~ £ (][], & (6w [m],, [,
> (], )+ & (sl o)
- f; (0 ,,,,[ull) g (tu[n], [m]
f(tuz,, [, )+ 8 (B[], 9,1,
f(tuz,, [4,),,. 1], ) - & (1. (4], [:],)
zf,.(r,uz.f,[uzl,,,.,[u1]¢)+g,.(z,ul,f,[u11,,,,[uzlq,.)
(o], [], )~ (o ], ], )

=0

qt

B/(t)20 olup Viigin w,, (f)2u,,(t) ise t R, igin w, (1) > u, (¢) elde edilir.

Buradan da [a,0) da VneN, nz1igin v,(t)<u, () ve w,(t)2u,(r)
olur. #— o igin limit alacak olursak v(¢) <u, (¢) ve w(t)=u,(t) elde edilir. Bu
sebeple {v (t),w(t)}g:ifti (5.3.2) sistemi i¢in eslenmis minimal ve maksimal kuasi-
¢oziim giftleridir. (5.3.2) TDP sisteminin herhangi bir u (1) ¢oziimii {u (t),u(t)}
eslenmis kuasi-goziim ¢ifti olarak diisiiniilebilecegi igin v(z) <u(z) ve w(t)2u(r)

olur. Bu durumda 7 € R, olmak iizere v(¢) <u(t)<w(t) dir.
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Teorem 5.3.4: Kabul edelimki f,geC [R+ X R”,]R"] olmak tzere

‘ (9 ;a[ ] [ ] )+g1(t7 n[u]p"[u]q‘) SAl(l()lul|

olsun. v,,w, € C' [R+,R"] ve te R"igin v, () <w, () olmak iizere v,,w, (5.3.2)
sisteminin sirasi ile eslenmig alt ve tst kuasi-¢oziim giftleri olsun. f fonksiyonu;
u,ve [u]p‘ bilegenlerine gore monoton artmayan, [u]qi bilegenine gére monoton
azalmayan, g fonksiyonu; u, ve [u]pi bilesenlerine gore monoton azalmayan, [u]qi

bilesenine gore monoton artmayan olsun.

Bu durumda v, (£) <v, (£) ve w, (1) <w,(t) olacak sekilde {vn (t)}ve
{wn (t)} gibi diizgiin yakinsak monoton fonksiyon dizileri vardir ki # — o igin
v, () > v(t) ve w,(t) >w() dir. Burada v(z) ve w(t) (5.3.2) sisteminin sirast ile

eslenmis kuasi-¢oziim ¢iftleridir.

Ispat 5.3.4: Her n>0 igin asagidaki lineer denklem sistemlerini goz éniine alinirsa
ST A CRTAN 78 N I8 1 2 RO 8 N 0 1 R CO B CE B
s = £ (L3 [], [0, )+ & (6ol [0, ) W (@) =2 (53.6)

" Teorem 5.3.3 de oldugu gibi galigilacak olunursa istenen sonuca kolayca ulagilabilir.

Tanum 5.3.5: (5.3.2) TDP ni goz oniine alalim.

f,8C[R xR"R"] ve v,we (' [R,,R" ] olmak iizere

v, 2 f(two,,[wo] [, )+ & (Bva ], o], ) V() <, £€R,
( 0,,[v] ’[wo] )+g:( on[wo]p,’[vo]q,)> wo(oo)Zuw, reR,

esitsizlikleri saglaniyorsa v, ve w, fonksiyonlarma (5.3.2) TDP nin eglenmis alt ve
st kuasi-¢0ziim ¢iftleri denir.



Tanim 5.3.6: (5.3.2) TDP yi goz 6niine alalim.

f.g€ C[R+ xR”,R"] ve v,we(C' [R+,R"] olmak iizere
= f e, L)+ (Dol 9],). o)t 1€R,
w= (e[, 0, ) (bwalw], L, ), wo)=u., tek,

esitsizlikleri saglaniyor ise v vew fonksiyonlarina (5.3.2) sisteminin eslenmis
kuasi-¢oziim ¢iftleri denir.

Teorem 5.3.5: Kabul edelim ki f,g e CI:]R+ X R",R"] olmak tizere

< A(1) ||

il [, )+ (1 [, [, )

olsun. v,,w, Tamm 5.3.5 de oldugu gibi v,,w, € C"' [R“R”] ve 1 € R"igin

v, (£) < w, () olmak iizere (5.3.2) sisteminin sirast ile eglenmis alt ve tist kuasi-
¢oziim giftleri olsun. f fonksiyonu; u, ve [”],,i bilesenlerine gore monoton
azalmayan, [u]qi bilesenine gore monoton artmayan, g fonksiyonu;

u,ve [u]pi bilesenlerine gére monoton artmayan, [u]qi' bilesenine gore monoton

azalmayan olsun.

Bu durumda v, (z) <, (¢) ve w,(f) <w,(¢) olacak gekilde {vn (1)} ve

{w,, (t)} gibi diizgiin yakinsak monoton fonksiyon dizileri vardir ki » — oo igin

51

v,(t) > v(t) ve w,(¢) - w(¢) dir. Burada v(f) ve w(¢) (5.3.2) sisteminin sirast ile

eslenmis kuasi-¢ozim ¢iftleridir.

Ispat 5.3.5: Her n >0 igin agagidaki lineer denklem sistemlerini goz oniine alinirsa

v

i = (B0, D )+ & (Gwanlw ], L) v(@)=m  (537)

Wi = A(6wns 0], 0], )48 (00 [0], 0, ) W (0)=2, 538)

Teorem 5.3.3 de oldugu gibi istenen sonuca kolayca ulagtlabilir.
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Teorem 5.3.6: v,,w, e C' [R+,R”] (5.3.2) sisteminin ve ¢ € R*igin

v, (1) < w, (¢) olacak sekilde Tanim 5.3.5 de ki gibi sirast ile eglenmis alt ve tist
kuasi-¢oziim giftleri olsun. f fonksiyonu; u, ve [u]pi bilesenlerine gbre monoton
azalmayan, [u]qf. bilesenine gore monoton artmayan, g fonksiyonu; u, ve

[u]ﬂ, bilegenlerine gore monoton artmayan, [u]qi bilegenine gore monoton azalmayan
olmak tizere £ € R*igin {v,, (1)} ve {v,,., (¢)} gibi iki dizi vardir 6yle ki 1 € R* ve

v, (£) < v, (¢) igin

v () v, () <<y, () <u(f) <v,,, (1) - < v (1) < v (2)

ve {w,, (1)} ve {w,,., (¢)}dizileri vardir syle ki & R* ve w, (£)=w,(?) igin

w () <w, ()< <w,,, () <u(t)<w,, ()< <w, (1) <w, (2)
esitsizlikleri saglanir. {v2n (Z)} ve {vzm (t)} dizileri #— o igin p(7)ve
r(t) fonksiyonlarmna diizgiin ve monoton olarak yakinsarlar. {wZn (t)} ve

o ()} dizileri n — oo igin p"(t)ve »"(t) fonksiyonlarina diizgiin ve monoton

olarak yakinsarlar.

Ispat 5.3.4: Her # >0 icin agagidaki lineer denklem sistemlerini goz 6niine alalim.

Vs =, (t’ Wi [w"]pz > [vn ]q: )+gi (t’ Vnis [v,,] n’ [wn ]q: )’ Vil (°°) Sl (53.9)
- w:z+l,i = -/1‘ (t? vn,i’ [vn]pl ’ [wn]ql )+ gi (tawn,i’ [w"]p, ’ [v"]q, )a wn+] (00) = uoo (53 10)

Her i=12,..,n igin f ve g, fonksiyonlars R, x R" de siirekli olduklarindan (5.3.9)
ve (5.3.10) sistemlerinin R, tizerinde goziimleri vardir.
(5.3.2) denkleminin bir goziimii u(¢) ve teR* olmak tizere v,(t)<u(t)<w,(z)

dir. Varsayalm ki £€ R” igin v, (£)<v,(t) ve w,(¢)=w,(¢) olsun. R, izerinde
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vy (£) <v, () <u () <vy () < v (1) ve w () <wy (1) su(t) < w, () < w, (1)
esitsizliklerinin saglandigini gosterelim. u
p, () =v, () Vs (1), teR, olsun.
2= O (2 £ (e malnel, v, )+ & (6300, 0],
a/ (t,wo,, [wo]p, >[v0]q, ) & (t’ Vou» [VO ]m > [w° ]q, )

=0
pi(1)=0
Bu durumda her i=12,..,n i¢in p/(£)=0 ise p,(1)=0 ve v, ()2, () ve
teR,igin v ()2 v,(¢) elde edilir.

Benzer sekilde
p,(t)=w,,(t)-w,,(z), teR, olsun.

pi(t)=w,(t)-w, (t)<f( on[VO],,,:[WO]q,)+gi(t’wo,f’[w0]p,’[vo]q,)
o/ (t’vo,n[vo]p, ,[wo]q,)“gi (lawo.i’[wolp, ’[vo]q,)

=0
pi(t)<0
Bu durumda her i =1,2,..,n igin p/(1)<0 ise p,(1)<0 ve w (f)<w,, (1),
teR, igin w, (£)<w,(¢) olur.
p(t)=u(t)-v,(t), teR, olsun.
Pl = (), ()= £t [u], [u], )+ (1 [u], [u], )
f.(tawm) ],,,’ )_gi(t von[v ]p,:[wo]qi)
’(l’u” upl,[u q:)+g’(’ i [u q,)
f,(t,u,, u ,[u ) g,(t u, u] )
0
pi(r) <0
Her i=1,2,..,n igin p/(r)<0 ise p,(¢)<0 ve u(t)<v,(z), teR, igin

u(t)<v, () elde edilir.



Benzer olarak

pi(t)=u(t)-w,(t), teR, olsun.

20 = (6)-w, (6) = £ (b [u],, [u], )+ & (600, [u], )
[

( Vool ,,,a[wo ) gi(t wov[w ]p,’
(t,u o u]q,)+g,(, u,

> f ool,)
(], i, )- (,,, L)
=0

pi(t)=0

Her i=12,..,n igin p/(t)=0 ise p,(t)=0 ve u(t)=w,,(t), teR, igin

u(t)zw, (1) dir.
p;(t)=u(t)-v,, (1), teR, olsun.

PO =2 ()i, (0= £ (b ], [u], )+ & (0[], [, )
z(t’wll’[wl]pl’ l] )_gi(t’vl,i’[vl]p’[WI]q,)

Bu durumda her i =1,2,..,7 igin p/(1)20 ise p, ()20 ve u(t)2v,,(t), teR,
icin u ()2 v, (1) elde edilir
Benzer sekilde

2 (t)=u(t)-w,, (1), teR, olsun.



Her i=1,2,..,n igin p/(1)<0 ise p,(1)<0 ve u(t)<w,, (), teR, igin
u(t)<w,(t) elde edilir.
p,(t)=u(t)-v,,(t), teR, olsun.

A0 = ()~ ()= £t [, [, )+ & (10 ], L,

Her i=1,2,..,n igin p/()<0 ise p,(¢)<0 ve u(t)<v;,(¢), teR, igin
u(t)<v, (1) elde edilir.
Benzer gekilde

p,(t)=u(t)-w,,(t), teR, olsun.



Her i=1,2,..,n igin p;(¢)=0 ise p, ()20 ve u(t)zw,, (1), teR, lc;m‘“ : ,,
u(t)zw,(t) dir. el e
p(t)=v,()-v,(¢), teR, olsun.
pi,(t):vl,,i(t)_1 (t) /( o:a[ ]p, ’[v ] )+g: (l o:a[ ]p! [wo]q,)

- f(tw ], a1, )& (6w ], a1,

Zﬁ(tawo,n[wo]p,’[v()] )+gr( Voo [¥o ]p;’[wo]%)
f(t,wm,[wo]” [v ] ) g,( Vo[ %o ],,,a[wo]q,)

=0
pi(t)=0

Her i=1,2,..,n igin p/(t)20 ise p,(¢)20 ve v, ()=v;,(f), LR, igin
v, (£)2 v, (2) elde edilir.

Benzer olarak

pi()=w,_(1)-w,, (1), teR, olsun.

() =W, ()=, ()= £ (£v0,[v],, - [Wo),
]
(

Her i=1,2,..,n igin p/(£)<0 ise p,(¢)<0 ve w,(£)<w,,(?), 1R, igin
w, (2)<w; () elde edilir.

Sonug olarak 7€ R, olmak tizere

Vo (1) v, () su(t) <vy (£) < v, (£) ve w (1) <w, (£) <u () <w, (t) <w,(7)



egitsizliklerinin saglandigt gosterilmis olur.

- neN ve reR, olmak tizere

Voo (1) <y, (1) <u(f) <v,,., (1) <v,,, ()

Wa (£) S Wy, (1) <u(t) <w,, () <w,,, (1)
olsun.
Van (t) Ve (t) < ”(t) S Vomi3 (t) Vo (t)

w2n+l (t) < w2n+3 (t) < u(t) < w2n+2 (t) < w2n (t)
oidugunu gostermeliyiz. Bunun igin
2.(1)=y,,5. (1) =7, (1), t€R, olsun.
pz (t) 2n+2 i (t) 2n i (t) f (t w2n+l 1’ 2n+1 2n+1 )+ gx (t7 v2n+1 r? 2n+1 ] 2 [w2n+] ]‘b )
g: ( 2n~l 1’ 2n—1 ]Pi > w2n—l ]% )

L)- [
(17 w2n+l i ? 2n+] B ’ 2n+l ) + gx ( 2n+l 17 2n+l ]p‘ b [w2n+] ]‘II )
¢ L)- l

gx (t v2n+l i [v2n+l ]Pz > w2n+1 ]91)

( 2n—1 t’[w2n~ P ’ 2n—

> f;
f 2n+1!’[w2n+] Pz 7 2n+l
=0

pi()=0
Her i=1,2,..,n igin p/(£)20 ise p,(£)20 ve v,,,,.(1)=v,,, (1), teR, icin
Vaa (£) 2 ,, (£) elde edilir.

2:(t) =W, ()~w,,, (1), teR, olsun.

p:, (t) = w;rH—Z.i (1) - w;nl (t) = .f; (t‘) v2n+Li? [v2n+l ]P [w2n+] ] )+ gt (t w2n+],i 3 [w2n+] ]p‘ > [v2n+1 ]‘11 )
- f; (l‘, V-1 [v2n—1 ],,1 > [w2n—1 JQi )_ 8; (t’WZn—l,i> [w2n—1 ],,l >[Vzn~1 ]91 )



=0
pi(t)<0

Her i =1,2,..,n igin p/(¢)<0 ise p,(1)<0 ve w,,,, . (1)sw,,. (1), LeR, igin

Wyno (1)< w,, (1) elde edilir.

p()=u(t)-v,,.,,(t), teR, olsun.

Pi(E) = (1)~ Vi, ()= £, (0[], [1], )+ & (0[], [0,
f,(t Wopetso[Wana ], Dan ]y ) = & (6 Vamesso [Pomn ], - [Wana ], )
2 A (o fu], ], )+ & ([, [, )
f,(tu [u], )-& (bu[u], .[4], )

Her i=1,2,..,n igin p/(t)=0 ise p,(¢)20 ve u(t)2v,,,, (1), teR, igin

u(t)2v,,,, (1) elde edilir.
2, (1) = V303 (£) = Vamars (1) , 1eR, olsun.

D (t ) = Vi (t )" Vot (t ) =/ (t Woneais w2n+2 5 v2n+2 )+ 8i (t Vanaaio v2n+2] [w2n+2 ]q )
.fx (t w2nn[ ’[V2n ) (t Vznn V2n [ 2n]q‘)
<f; (t’wzmzv W2n+2 5 v2n+2 u )"' g;( Vausa,is 2n+2],, [W2n+2]q‘)

(t v2n+2t’[v2"+2] ? [w2"+2 ]q, )

f; tw2n+2:7 w2n+2]p‘ ’ v2n+2 q,

Her i=1,2,..,n igin p/(t)<0 ise p,(£)<0 ve vy, (1)< V... (1), e R, igin

Vys (£) < Vo (2) elde edilir.
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p.(t)=u(t)—v,,.,,(t) , teR, olsun.

(1) =u' () -vy,.5, ()= f; (t, u,,[u]pt ,[u]q )+g,. (t,u,.,[u]p ,[u] )

13

Her i=1,2,..,n igin p/(£)<0 ise p,(1)<0 ve u(t)<v,,,,(f), teR, igin
u(1)< vy, (¢) elde edilir.
P,(t) =W, s, ()= Wy, (1), t€R, olsun.

px ( ) 2n+31 (t) 2n+11 (t -f; (t9 V2n+2 i 2n+2]p 3 w2n+2 + gx (t w2n+2 1’ 2n+2 ]p [v2n+2 ]qt )

t

§~s

L)
(t Wanis Wzn ]q,)

n° W2n+2 )+g( 2n+21’[w2n+2] [ 2n+2] )
L)

(t v2n+21?[v2n+2]p ’ w2n+2

t van’ v2n >[w2n )

14

(t Vonsas ’ Vanez

\Y
>~

8i (t w2n+217[w2”+2] [v2”+2]q¢)

I
oo~\.,

pi(t)=

2n+l i

Her i=1,2,..,n igin p/(¢)20 ise p,(t)=0 ve w,,,;, ()= (1), teR, igin"

Wyps (£)2 Wy (£) elde edilir,
p,(t)=u(t)-w,,,,(t), teR, olsun.

PL(E) =1 ()= Whao, ()= Ai{ [0, [, )+ & (10 [a] [u, )
S/ GRS LN N N0 B RN 00 I L I
< Sl ], )+ &[], 0], )
-t [u], )g,(w ful,)

<0

l
¢



60,

Her i=1,2,..,n igin p/(£)<0 ise p,(£)<0 ve u(t)<w,,,,,(t), te RQ‘JS‘;ip .

. d R

u(£)<w,,, (1) elde edilir. RS

p,(t)=u(t)-w,,,, (1), teR, olsun

D0 = (6~ Wiz ()= (60 [0, [0, )+ g (1,00 [w], (1], )
R CAOOON OO N T P (RSN (300 I SO
>f; (b [u], L], )+ & (0[], ], )
~ (ol [, ) - & (0o ][], )

20
Her i=12,..,n igin p/(1)20 ise p,(1)=0 ve u(t)=w,,,.(¢), 1eR, igin
u(t)=w,,,(t) elde edilir.
Elde edilen ifadeler birlestirilecek olursa, Vne N ve 1 € R, igin

Vi (1) V0 (1) Su(8) < vy, (1) <V (1)
ve

Wonar () SW,,5 (1) Su(t) <w,,,, (1) <w,, (1)

esitsizlikleri elde edilir. Bu durumda n>1 igin 7€ R, igin {»,, (t)}ve {v2n+1 (t)} gibi

iki dizi vardir; v, (£)<wv, () olmak iizere
vo(£) sv; () <<, () <u(t) <vy,q (£) < <y (1) <9, (1)

(W2 ()} ve {W,,.. (1)} dizileri vardir; w, ()2 w,(¢) olmak tizere

w () <wy () <o swy,, () Su(t) <w,, (1)< <w, (1) Sw, (£)

esitsizlikleri saglanir.
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Lebesque Yakinsaklik Teoreminden dolay: Teorem 5.3.3 d(; olciugu _
gibi {vzn (t)}ve {vmI (t)} dizileri n— o igin pit) ve r(t) fonksiyonlarm‘é’:dﬁzélii’r; LT
ve monoton olarak yakinsar, {w,, (1)} ve {w,,, (¢)}dizileri n— oo icin p"(f)ve

r* (t) fonksiyonlarina diizgiin ve monoton olarak yakinsarlar.



5. SONUC

1

Bu tezde birinci mertebeden lineer olmayan terminal deger problem ’
¢aligitlmis ve bu sonuglar sonlu lineer olmayan terminal deger sistemleri igin
genellestirilip en son olarak da karma kuasi-monoton fonksiyonlar yardimi ile sag
tarafi iki farkli monoton ozellige sahip sonlu boyut da ki fonksiyonlar igin monoton

iterasyon teknik geligtirilmigtir.
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EKLER 9 "’2\
Tamm EKk.1.1: Baslangi¢c Deger Problemi; 0' .
Varsayalim ki f € C[J xR, R] olmak tizere e J vexe R igin;
X' =f(t,x), x(t,)=x, ted, J=[t,1,+h]

sistemine Baglangic Deger Problemi (BDP) vex(f)=x(t,,,x,) fonksiyonuna da
BDP unin ¢ézamii denir. Burada ¢, baslangi¢ zamani, x, baslangig pozisyonu,
(t,,%,) baslangig kosulu, 7 zaman, ¢, ve x, degerlerine baslangig degerleri veya

Cauchy verileri ad1 verilir. Probleme ise Cauchy Problemi de denir.

Tanim Ek.1.2: Lipschitz Kosulu;
Siirekli f(¢,x) fonksiyonu igin,
lf(t,x)—f(t,y)lsle—yl, L>0 veteJ =[t,,t,+A]

kogulu saglaniyorsa f (¢, x) fonksiyonu x e gore Lipschitz Kosulunu saglar denir

Lemma EKk.1.1: Dini Tiirevi ve Karsilastirma Sonucu;

Varsayalim ki m(t) fonksiyonu (a,b) tizerinde strekli, azalmayan bir fonksiyon ve

D, m(f) = ll_)r})i inf%[m (t+h) —m(t)] olmak tizere her 7 €(a,b) i¢in D,m(f)=0.

Teorem Ek.1.1: Lebesgue Yakinsaklik Teoremi;
{/,(x)} fonksiyonlar dizisi £ kimesi tizerinde dlglebilir,

lim £, (x) =/ (x)
ve fn (x) <M (x) olacak sekilde £ kimesinde integrallenebilen bir

M (x) fonksiyonu varsa
lim [ f,(x)dc=[ f(x)dc=[ lim f, (x)d.

N0 N0



