
 
T.C. 

GEBZE YÜKSEK TEKNOLOJİ ENSTİTÜSÜ 

MÜHENDİSLİK VE FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

 

ÜST ÜÇGENSEL MATRİS CEBİRLERİNİN İÇ 

OTOMORFİZMALARININ ÇAKIŞMA CEBİRLERİ 

KULLANILARAK GENELLEŞTİRİLMESİ  

 

 

 
 

ÖZKAY ÖZKAN 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

 

GEBZE  

2008 



 

T.C. 
GEBZE YÜKSEK TEKNOLOJİ ENSTİTÜSÜ 

MÜHENDİSLİK VE FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

ÜST ÜÇGENSEL MATRİS CEBİRLERİNİN İÇ 

OTOMORFİZMALARININ ÇAKIŞMA CEBİRLERİ 

KULLANILARAK GENELLEŞTİRİLMESİ  

 

 
 

ÖZKAY ÖZKAN 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

DANIŞMAN 

Yrd. Doç. Dr. Mustafa AKKURT 

 

GEBZE  

2008 





 iv

                                                
ÖZET 

 
TEZİN BAŞLIĞI: Üst Üçgensel Matris Cebirlerinin İç Otomorfizmalarının Çakışma 

Cebirleri Kullanılarak Genelleştirilmesi 

 
YAZAR ADI: Özkay ÖZKAN 

 

 Yerel sonlu kısmi sıralı bir X  kümesi üzerinde, birimli bir R  halkası ile ( , )I X R  

{ : | ( , ) 0f X X R f x y= × → =  eğer x£ y }koşulunu sağlayan f ve g tasvirleri, her 

r∈R , x , y , z∈ X  için 

( )( ), ( , ) ( , )f g x y f x y g x y+ = +  

( )( ), ( , ) ( , )
x z y

fg x y f x y g z y
≤ ≤

= ∑  

( )( ) ( )( ), ,rf x y r f x y=  

koşullarını sağlıyorsa ( , )I X R , X  kümesinin R  halkası üzerinde çakışma cebri olarak 

adlandırılır. 

 Bu çalışmada, n n×  üst üçgensel matris cebirleri ( )nT R  üzerinde tanımlı 

otomorfizmaların, aynı zamanda iç otomorfizma olacağı koşulların çakışma cebirleri 

kullanılarak genelleştirilmesi incelenmiştir. Bir ( , )I X R  çakışma cebri üzerinde tanımlı 

otomorfizmaların hangi şartlar altında iç otomorfizma olduğu gösterilmiştir. Ayrıca farklı 

koşullar altında ( , )I X R  otomorfizmalarının, iç otomorfizma olarak yazılamadığında, 

indirgenmiş otomorfizmalar ve bir iç otomorfizmanın bileşkesi biçiminde yazıldığı durum ele 

alınmıştır. Bu çalışmada ele alınan teoremler daha önce ispatlanmış olup burada çakışma 

cebirleri ile aynı teoremlerin genelleştirilmiş hallerinin ispatları incelenmiştir. 

 Daha sonra, çalışmada kullanılan teoremlerinin sağlamaları verilen örneklerde kontrol 

edilmiştir.       
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SUMMARY 

 

THESIS TITLE: Using incidence algebra to generalize inner automorphisms of upper  
 
triangular matrix algebras 
 
AUTHOR NAME: Özkay ÖZKAN 

 Suppose X  is a locally finite (intervals are finite) partially ordered set and R  is a 

ring with identity. If ( , )I X R { : | ( , ) 0f X X R f x y= × → =  if x£ y } with the 

operations 

( )( ), ( , ) ( , )f g x y f x y g x y+ = +  

( )( ), ( , ) ( , )
x z y

fg x y f x y g z y
≤ ≤

= ∑  

( )( ) ( )( ), ,rf x y r f x y=  

for  

f , g ∈ X and  r∈R , x , y , z∈ X  , 

then ( , )I X R  is an R  algebra called the incidence algebra of X  over R . 

 In this thesis, we will use automorphisms of an incidence algebras to determine 

necessary and sufficient condition for an automorphism of n n×  upper triangular matrix 

algebras, ( )nT R , to be an inner automorphism. Then this result will extend with suitable 

restrictions on X and R , to obtain an automorphism of upper triangular matrices which can 

not be written as an inner automorphism but a composition of an inner automorphism and 

induced automorphism of  R . The known results are reproven here in a fresh way using 

incidence algebras. We will obtain a generalization of previous results. 

 After proving the theorems, the results are checked with the examples.   
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1 G·IR·IŞ

Bu tezde, matris cebirlerinin ve alt cebirlerinin her otomor�zmas¬n¬n ayn¬ za-

manda iç otomor�zmas¬olmas¬ için gerek ve yeter koşullar incelenmi̧stir. A =

Mn(R), R�cebrinde, R�nin bir cisim olmas¬durumunda, Skolem-Noether teore-

minin bir sonucu olarak, her otomor�zma bir iç otomor�zmad¬r. 1990 y¬l¬nda

Barker ve Kezlan [1] R�nin bir taml¬k bölgesi olmas¬durumunda Tn(R) üzerinde

tan¬ml¬her R�cebir otomor�zmas¬n¬n iç otomor�zma oldu¼gunu aç¬klad¬lar. Kez-

lan [3], 1990�da bu sonucun her de¼gi̧smeli ve birimli R halkas¬için do¼gru oldu¼gunu

kan¬tlad¬. Jondrup [2], e¼ger A, merkezi olan sonlu boyutlu F cismi üzerinde ba-

sit artinian bir halka ise A üzerinde tan¬ml¬k � k üst üçgensel matris halkas¬

Tk(A)�n¬n her F -otomor�zmas¬bir iç otomor�zmad¬r tezini kan¬tlad¬. Koppinen

[4], 	 : Tn(R) �! Tn(R) bir k�otomor�zmas¬oldu¼gunda, 	�nin bir iç otomor-

�zma ve indirgenmi̧s bir k�otomor�zmas¬n¬n bileşkesi biçiminde yaz¬lmas¬n¬n

gerek ve yeter şart¬n¬n 	�nin kesin üst üçgensel matrisler kümesinin her ele-

man¬n¬sabitlemesi oldu¼gunu göstermi̧stir. Bu tezde Koppinen ve Kezlan�¬n bul-

du¼gu yukar¬daki sonuçlar çak¬̧sma cebiri (incidence algebra) tan¬m¬kullan¬larak

genellenmi̧stir. Barker-Kezlan ve Koppinen�in yukar¬da bahsetti¼gimiz teoremleri

şunlard¬r:

Teorem 1 (Barker-Kezlan) R de¼gişmeli birimli halkas¬üzerinde A birimli bir R

cebir olarak tan¬mlans¬n. E¼ger aşikar olmayan her s : A! A R-endomor�zmas¬

bir R-otomor�zmas¬oluyorsa, herhangi bir

� : Tk(A) �! Tk(A)
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R-otomor�zmas¬

� = � �	

biçiminde bir � : Tk(A) �! Tk(A) iç otomor�zmas¬ve  : A! A R-otomor�zma-

s¬n¬n ( (aij)) = 	((aij)) ile indirgenmiş hali olan 	 : Tk(A) �! Tk(A) R-

otomor�zmas¬n¬n bileşkesi biçiminde yaz¬labilir.

Teorem 2 (Koppinen[4]) A, k de¼gişmeli birimli halkas¬üzerinde tan¬ml¬birimli

birleşimli bir k-cebir olsun.

� : Tk(A) �! Tk(A)

biçiminde tan¬ml¬� cebir otomor�zmas¬�(Nn(A)) = Nn(A) şart¬n¬sa¼glamas¬için

gerek ve yeter koşul � otomor�zmas¬n¬n

� : Tk(A) �! Tk(A)

iç otomor�zmas¬ve

� : A! A

cebir otomor�zmas¬n¬n bileşkesi � = �� biçiminde yaz¬lmas¬d¬r.

Tan¬m 1 R 6= ?, R üzerinde tan¬ml¬ikili işlem \ + " ve \ � " olsun. Aşa¼g¬daki

aksiyomlar¬ sa¼glayan (R;+; �) cebirsel yap¬s¬na bir halka denir. Halkan¬n \ � "

işlemine göre birim eleman¬varsa halkaya birimli halka denir.

1. (R;+) bir de¼gi̧smeli gruptur,

2. (R; �) bir yar¬gruptur,

3. \ � " i̧sleminin \ + " üzerinde da¼g¬lma özelli¼gi vard¬r.
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E¼ger halkan¬n \ �" i̧slemine göre de¼gi̧sme özelli¼gi varsa halkaya de¼gi̧smeli halka

denir. R birimli halkas¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬her eleman¬n¬n tersi varsa bu halkaya

bölümlü halka denir. Birimli, de¼gi̧smeli ve s¬f¬r bölensiz halkaya taml¬k bölgesi

denir.

Tan¬m 2 R bir halka ve ? 6= S � R olsun. R�deki işlemlere göre S alt kümesi

kendi baş¬na bir halka ise S�ye R halkas¬n¬n bir alt halkas¬denir. f0Rg ve R, her

R halkas¬n¬n aşikar alt halkalar¬d¬r. 8a; b 2 I için a� b 2 I ve 8a 2 I ve 8r 2 R

için, ra 2 I (veya ar 2 I) ise I ya R�nin bir sol (veya sa¼g) ideali denir. Hem sa¼g

hem sol tara�¬ideale iki tara�¬ideal veya k¬saca ideal denir.

Tan¬m 3 R halkas¬n¬n, bir I idealine göre tan¬mlanan denklik s¬n¬�ar¬aras¬nda

(a+ I)� (b+ I) = (a+ b) + I ve (a+ I)� (b+ I) = (a � b) + I ile tan¬mlanan �

ve � işlemlerine göre R=I bir halkad¬r. Bu halkaya R�nin I idealine göre bölüm

halkas¬denir.

Tan¬m 4 R ve S iki halka ve f : S �! R bir fonksiyon olsun. E¼ger 8 a; b 2 R

için ;

i) f(a+ b) = f(a) + f(b)

ii) f(a � b) = f(a) � f(b) ise f�ye, R�den S�ye bir halka homomor�zmas¬denir.

f : S �! R halka homomor�zmas¬1�1 ve örten ise f�ye bir halka izomor�zmas¬

denir. E¼ger f : S �! S bir halka izomor�zmas¬ ise f�ye halka otomor�zmas¬

denir.

Tan¬m 5 R de¼gişmeli, birimli bir halka ve P�de R�nin (1)�den farkl¬ bir ideali

olsun. a; b 2 R ; a � b 2 P =) a 2 P veya b 2 P ise P�ye R�nin bir asal
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ideali denir. R de¼gişmeli, birimli bir halka ve M�de R�nin (1)�den farkl¬bir ideali

olsun. R�nin M�yi kapsayan M ve R den başka hiçbir ideali yoksa, M�ye R�nin

maksimal ideali denir.

Tan¬m 6 R birimli ve de¼gişmeli bir halka ve R�f0Rg = R� , ikinci işlem \ � "ya

göre bir grup ise R�ye bir cisim denir.

Tan¬m 7 R birimli bir halka ve M de de¼gişmeli bir grup ve r 2 R ve m 2 M

olmak üzere, f : R � M �! M; f(r;m) = rm 2 M ile tan¬mlanan f skaler

çarp¬m¬m;n 2M ve r; s 2 R için

r(m+ n) = rm+ rn

(r + s)m = rm+ rs

(rs)m = r(sm)

1m = m koşullar¬n¬gerçekliyorsa M bir (birimli) sol modüldür.

Tan¬m 8 R birimli halkas¬bir cisim oldu¼gu takdirde M bir vektör uzay¬olur. M

ve N , R halkas¬üzerinde modüller olmak üzere ' :M �! N fonksiyonu

m1;m2 2M için '(m1 +m2) = '(m1) + '(m2)

r 2 R ve m 2M için '(rm) = r'(m) koşullar¬gerçekleniyorsa ' bir R-modül

homomor�zmas¬d¬r. E¼ger ' 1�1 ve örten ise, ' bir R- modül izomor�zmas¬olur.

Tan¬m 9 A 6= ? bir küme ve F bir cisim olmak üzere A kümesi üzerinde tan¬ml¬

ikili işlem ve cisimden al¬nan elemanlarla skalerle çarpma işlemi tan¬mlans¬n.

1. A; F cismi üzerinde ikili işlem ve skalerle çarpma işlemlerine göre bir

vektör uzay¬,

2. A ikili işleme göre bir halka(birleşimli),
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3. u; v 2 A; r 2 F için (ru)v = r(uv) = u(rv) koşullar¬gerçekleniyorsa, A�ya

bir F -cebir denir.

Tan¬m 10 R birimli bir halka ve G; R�nin tersinir elemanlar¬ndan oluşan çarp¬m-

sal bir grup olsun. Bir a 2 G için, a ile tan¬mlanan Ka : R �! R�ye dönüşümü

8x 2 R için, Ka(x) = a�1xa şart¬n¬sa¼gl¬yorsa, Ka dönüşümüne iç otomor�zma

denir.

Tan¬m 11 A�B nin boş olmayan her alt kümesine A�dan B�ye bir ba¼g¬nt¬denir.

K, X kümesi üzerinde tan¬ml¬herhangi bir ba¼g¬nt¬olsun. E¼ger K ba¼g¬nt¬s¬

her x 2 X için (x; x) 2 K; (yans¬ma)

her (x; y) 2 K için (y; x) 2 K =) x = y; (ters-simetri)

her (x; y) 2 K ve (y; z) 2 K için (x; z) 2 K; (geçisme)

özellikleri sa¼glan¬yorsa K�ya bir s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ve X�e k¬smi s¬ral¬küme denir.

Örnek 1 (Z;�) ile bir s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ tan¬mlan¬r. Benzer biçimde [0; 1] a-

ral¬¼g¬nda tan¬ml¬rasyonel say¬lar kümesi üzerinde � işlemi bir s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬

tan¬mlar.

Tan¬m 12 Bir s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ içerisinde herhangi iki eleman karş¬laşt¬r¬la-

biliyor ise bu s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬na bir tam s¬ralama denir. Z tamsay¬lar kümesinde,

x; y 2 Z için tan¬mlanan (Z;�) s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ayn¬zamanda bir tam s¬rala-

mad¬r. S¬ral¬bir kümenin tam s¬ral¬bir alt kümesine zincir denir. X k¬smi s¬ral¬

kümesinin bir alt kümesi B de farkl¬herhangi iki eleman¬x; y 2 B; hem x � y

ve hem y � x biçimindeyse B alt kümesine terszincir(antichain) denir.
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Örnek 2 Bir terszincirin Hasse diagram¬ndaki görüntüsü

� � � � �

biçiminde olacakt¬r.

Tan¬m 13 �; X kümesi üzerinde bir s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ olsun. xi 2 X için X

kümesinde xi�den büyük hiçbir eleman yoksa yani her a 2 X için xi � a iken

xi = a oluyorsa xi�ye X�in maksimal eleman¬denir.

Tan¬m 14 X; yans¬ma ve geçişme özelli¼gine sahip pre-ordered bir küme olsun.

x; z 2 X için [x; z] biçiminde gösterilen ve fy 2 X j x � y � zg olarak tan¬m-

lanan kümeye x�ten z�ye aral¬k denir. E¼ger tan¬mlanan her aral¬k sonlu ise böyle

bir X öns¬ral¬(preordered) kümesine yerel sonlu denir.

2 ÇAKIŞMA CEB·IRLER·I VE ÖZEL·IKLER·I

Tan¬m 15 R de¼gişmeli ve birimli bir halka, X yerel sonlu bir k¬smi s¬ral¬küme

olsun. I(X;R) = ff : X �X �! R j f(x; y) = 0 e�ger x 
 yg şart¬n¬ sa¼glayan

key� f; g 2 I(X;R) elemanlar¬8 r 2 R ile x; y; z 2 X için

(f + g)(x; y) = f(x; y) + g(x; y)

(f � g)(x; y) =
X
x�z�y

f(x; z) � g(z; y)

(r � f)(x; y) = r � f(x; y)

biçiminde tan¬ml¬işlemleri sa¼gl¬yorsa I(X;R) çak¬̧sma cebiri olarak adland¬r¬l¬r.
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Tan¬m 16 x; y 2 X için x � y olmak üzere

exy =

(
exy(u; v) = 1; e¼ger (u; v) = (x; y)

exy(u; v) = 0; di¼ger

biçiminde tan¬mlan¬r. E¼ger exy 2 I(X;R) eleman¬ için x = y ise exx yerine ex

yaz¬l¬r. Çak¬̧sma cebrinde birim eleman � = �x ile gösterilir ve şöyle tan¬mlan¬r:

�(u; v) =

(
1 e¼ger u = v

0 e¼ger u 6= v
:

Key� bir f 2 I(X;R) al¬n¬rsa

(f:�)(x; y) =
X
x�z�y

f(x; z) � �(z; y) =
X
x�z�y

f(x; z) � �zy = f(x; y)

ve öte yandan

(�:f)(x; y) =
X
x�z�y

�(x; z) � f(z; y) =
X
x�z�y

�xz � f(z; y) = f(x; y)

oldu¼gundan � fonksiyonunun birim fonksiyon oldu¼gu görülür. Burada exxexx =

exex = 1 = ex oldu¼gundan exx bir idempotent elemand¬r.

Örnek 3 K¬smi s¬ral¬X kümesi olarak N5 = fx1; x2;x3; x4; x5g�i alal¬m ve ba¼g¬n-

t¬y¬xi � xi; x1 � xi ve xi � x5 ile x3 � x4 8xi 2 N5 biçiminde tan¬mlayal¬m.

R de¼gişmeli ve birimli bir halka olsun. I(N5; R) ile bir çak¬̧sma cebiri tan¬mlar¬z.

� 2 I(N5; R) eleman¬n¬şöyle tan¬mlayal¬m: �(x; y) =

(
1 e¼ger x � y

0 di¼ger
. Böylece

�(x; y) eleman¬matris olarak

� �!

26666664
1 1 1 1 1

0 1 0 0 1

0 0 1 1 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1

37777775
biçiminde gösterilebilir.
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Örnek 4 Bir başka örnek olarak da � 2 I(X;R) al¬nabilir. Bu fonksiyonu

�(x; y) =

(
1 e¼ger x < y

0 di¼ger
olarak tan¬mlarsak R halkas¬karakteristi¼gi s¬f¬r olan

bir halka olarak al¬nd¬¼g¬nda �n(x; y) ile [x; y] aral¬¼g¬nda uzunlu¼gu (n+1) olan x�te

başlay¬p y�de biten, farkl¬zincirlerin say¬s¬belirlenir.

�

�

��

�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�@

@
@
@
@
x

y
@
@
@
@
@

z1 z2z3

Şekil. 1
biçiminde bir k¬smi s¬ral¬küme al¬nd¬¼g¬nda bu küme üzerinde

�2(x; y) = �(x; y)�(x; y) =
X
x�z�y

�(x; z) � �(z; y)

= �(x; x)�(x; y) + �(x; z1)�(z1; y) + �(x; z2)�(z2; y) + �(x; z3)�(z3; y)

+�(x; y)�(y; y)

= 0 + 1:1 + 1:1 + 1:1 + 0 = 3

olarak hesaplan¬r.

Lemma 3 R birimli bir halka ve s 2 R hem sa¼g hem sol tersi olan bir eleman

olsun. Bu durumda s 2 R tersinirdir.

·Ispat. Öyle r; t 2 R olacakt¬r ki r:s = s:t = 1R yaz¬labilir. Halka özeliklerinde

ikinci i̧sleme göre birleşme özelli¼gi vard¬r. O halde t = (r:s):t = r:(s:t) = r olur.

Bu durumda tek bir tersi olan s 2 R tersinir olacakt¬r.

Teorem 4 X kümesi yerel sonlu ve k¬smi s¬ral¬bir küme (poset) ve R de¼gişmeli
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birimli bir halka olsun. Key� bir f 2 I(X;R) için aşa¼g¬daki ifadeler birbirine

denktir.

i f 2 I(X;R) bir sa¼g tersi vard¬r.

ii f 2 I(X;R) bir sol tersi vard¬r.

iii f 2 I(X;R) tersinirdir.

iv f(x; x) R halkas¬nda 8x 2 X için tersinirdir.

·Ispat. (i) =) (ii) : Farzedelim ki f 2 I(X;R) bir sa¼g tersi g 2 I(X;R)

olsun. Böylece 8x 2 X için (f:g)(x; x) = f(x; x):g(x; x) = �(x; x) = 1 olacakt¬r.

R halkas¬de¼gi̧smeli bir halka oldu¼gundan f(x; x); g(x; x) 2 R için g(x; x):f(x; x)

= 1 olaca¼g¬ndan f 2 I(X;R) in bir sol tersi vard¬r.

(ii) =) (iii) : Lemma 3�ten dolay¬f 2 I(X;R) tersinirdir.

(iii) =) (iv) : E¼ger f 2 I(X;R) tersinir ise öyle bir g 2 I(X;R) vard¬r

ki (f:g)(x; x) = f(x; x):g(x; x) = g(x; x):f(x; x) = �(x; x) = 1 olur. Böylece

f(x; x) = r 2 R tersinir olacakt¬r.

(iv) =) (i) : f(x; x) R halkas¬nda 8x 2 X için tersinir ise g 2 I(X;R)

biçiminde bir sa¼g ters eleman¬ tan¬mlayal¬m. X kümesinden al¬nan bir aral¬k

[x; y] için aral¬¼g¬n boyunu s¬f¬r al¬rsak x � y olacakt¬r. Böylece g(x; y) = 0

olacakt¬r. E¼ger j [x; y] j= 1 ise x = y olur ki bu durumda g(x; x) = (f(x; x))�1

olarak al¬nabilir. Şimdi n > 1 durumuna bakal¬m. Her aral¬¼g¬n boyunun n�den

küçük oldu¼gunu farzedelim ve g 2 I(X;R) bu aral¬kta tan¬ml¬olsun. Uzunlu¼gu

n olan [x; z] aral¬¼g¬n¬ald¬¼g¬m¬zda g 2 I(X;R) bu aral¬kta tan¬ml¬olmad¬¼g¬ndan

0 = (f:g)(x; y)
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=
X
x�z�y

f(x; z) � g(z; y) = f(x; x) � g(x; y) +
X
x<z�y

f(x; z) � g(z; y)

olacakt¬r. f(x; x) R halkas¬nda 8x 2 X için tersinir oldu¼gundan yukar¬daki

denklemden g(x; y) =

"
�
X
x<z�y

f(x; z) � g(z; y)
#
:f(x; x)�1 elde ederiz. [y; z] ara-

l¬¼g¬n¬n boyu n�den küçük oldu¼gundan g(x; y) bu aral¬kta tan¬ml¬olacakt¬r. Sonuçta

f:g = � bulunur.

Bir sonraki teoremde de görülece¼gi gibi matris çarp¬mlar¬ve çak¬̧sma cebir-

lerinde elemanlar¬n çarp¬mlar¬çok yak¬n ilintilidir.

Önerme 5 X kümesi yerel sonlu ve k¬smi s¬ral¬bir küme ve R de¼gişmeli birimli

bir halka olsun. Bu durumda I(X;R) çak¬̧sma cebri MjXj(R) matris cebrinin bir

alt cebrine izomorf olur.

·Ispat. J indeks kümesi olmak üzere X kümesinin elemanlar¬n¬

X = fxj : j 2 Jg biçiminde s¬ralayal¬m. Bu durumdaMjXj(R) matrisinin sat¬r ve

sütun elemanlar¬J�J biçiminde olacakt¬r. Tasvirimizi 
 : I(X;R) �!MjXj(R)

biçiminde alal¬m ve j1; j2 2 J; xj1 ; xj2 2 X için


(f)(j1; j2) = f(xj1 ; xj2)

olarak tan¬mlayal¬m. Amac¬m¬z 
 tasvirinin bir R-cebir oldu¼gunu göstermek-

tir. 
 birebirdir çünkü 
(f) = 
(g) durumunda f(xj1 ; xj2) = g(xj1 ; xj2) yani

iki matrisin sat¬r ve sütun elemanlar¬ayn¬olacakt¬r. Dolay¬s¬yla f = g sonu-

cuna ulaş¬l¬r. Tan¬mdan dolay¬örtenlik bir alt cebir için aranacakt¬r. Çak¬̧sma

cebirinde toplam özeli¼ginde (f1 + f2)(x; y) = f1(x; y) + f2(x; y) oldu¼gundan


(f1 + f2)(j1; j2) = (f1 + f2)(xj1 ; xj2) = f1(xj1 ; xj2) + f2(xj1 ; xj2)

= 
(f1)(j1; j2) + 
(f2)(j1; j2)
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bulunur. Böylece 
(f1+f2)(j1; j2) = 
(f1)(j1; j2)+
(f2)(j1; j2) olacakt¬r. Di¼ger

yandan


(f1:f2)(j1; j2) = (f1:f2)(xj1 ; xj2) =
X

xj1�z�xj2

f1(xj1; z) � f2(z; xj2)

yaz¬l¬r. Ancak burada 
(f1)(j1; j2) = (f1)(xj1 ; xj2) ve 
(f2)(j1; j2) = (f2)(xj1 ; xj2)

olaca¼g¬ndan


(f1)(j1; j2):
(f2)(j1; j2) = (f1)(xj1 ; xj2):(f2)(xj1 ; xj2) = (f1:f2)(xj1 ; xj2)

=
X

xj1�z�xj2

f1(xj1; z) � f2(z; xj2)

oldu¼gundan 
 tasviri bir R-cebir olacakt¬r.

Lemma 6 X sonlu ve k¬smi s¬ral¬bir küme olsun. X = fx1; x2; :::::g biçiminde

s¬ralanabilen kümede xi � xj ise i � j olacakt¬r.

·Ispat. j X j= 1 oldu¼gunda sonuç aç¬kt¬r. E¼ger j X j> 1 ise eleman say¬s¬

n�den küçük olan her k¬smi s¬ral¬küme yukar¬daki gibi s¬ralans¬n ve xi � xj ise

i � j şart¬n¬sa¼glas¬n. Şimdi j X j= n alal¬m. Bu durumda X sonlu ve k¬smi s¬ral¬

bir küme oldu¼gundan bir maksimal eleman¬olacakt¬r. Biz bu elemana y = xn

diyelim. X nfxng k¬smi s¬ral¬bir alt kümedir. Dolay¬s¬yla xi � xj ise i � j şart¬n¬

sa¼glar. Öte yandan xn�1 � xn iken (n� 1) � n olaca¼g¬ndan istenilen elde edilir.

Önerme 7 X = fxj j j 2 Jg k¬smi s¬ral¬ bir küme olsun. E¼ger X kümesi

s¬raland¬¼g¬nda xi � xj iken i � j şart¬ sa¼glan¬yor ise 	 : I(X;R) �! TjXj(R)

biçiminde bir R-cebir izomor�zmas¬vard¬r.
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·Ispat. Önerme 5 ve Lemma 6 dolay¬s¬yla sadece diagonal ve üzerindeki ele-

manlar tan¬ml¬olaca¼g¬ndan sonuç görülebilir. Örnek 3 bu önermenin bir uygula-

mas¬d¬r.

Tan¬m 17 E¼ger 
 : X �! X bir otomor�zma ise 
 : I(X;R) �! I(X;R)

otomor�zmas¬
(f)(x; y) = f(
(x); 
(y)) biçiminde 
 üzerinden tan¬mlan¬r. Bu


 otomor�zmas¬na 
 taraf¬ndan indirgenmiş otomor�zma denir.

Farzedelim ki X kümesi X = [k2KXk8k 2 K biçiminde ayr¬k ba¼glant¬l¬

parçalar¬n¬n birleşimi olarak yaz¬labilen bir küme olsun. K indeks kümesidir.

� = f�k j k 2 Kg otomor�zmalar kümesi R �! R tan¬ml¬bütün otomor�zmalar¬

içersin. I(X;R) �= �k2KI(Xk; R) oldu¼gundan � otomor�zmas¬üzerinden � :

I(X;R) �! I(X;R) otomor�zmas¬

�(f)(x; y) = �k(f(x; y)) x; y 2 Xk

olacak biçiminde tan¬mlan¬r ve � otomor�zmas¬na ��n¬n indirgenmi̧s hali denir.

Tan¬m 18 8h 2 I(X;R) tersinir olmas¬için h(x; x) 2 R; 8x 2 X , için tersinir

olmas¬ gerekir.Tersinir böyle bir h 2 I(X;R) için �h : I(X;R) �! I(X;R) iç

otomor�zmas¬�h(f) = hfh�1 olarak tan¬mlan¬r.

3 ÇAKIŞMA CEB·IRLER·I KULLANILARAK

TEOREMLER·IN GENELLEŞT·IR·ILMES·I

Lemma 8 � 2 Aut(I(X;R)) ile her x 2 X için �(ex) = ex ve x � y 2 X için

�(exy) = exy olarak farzedelim. E¼ger X kümesi ba¼glant¬l¬parçal¬ayr¬̧s¬mlar¬n bir
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birleşimi olarak, yani X = [k2KXk her bir k 2 K biçiminde yaz¬labiliyorsa öyle

bir �k 2 Aut(R) vard¬r ki � 2 Aut(I(X;R)) otomor�zmas¬ � = f�k j k 2 Kg

otomor�zmas¬n¬n bir indirgenmiş hali olma özelli¼gini taş¬r.

·Ispat. x � y olmak üzere x; y 2 X olsun. O halde

exI(X;R)ey = ff(x; y)exy j f 2 I(X;R)g = R:exy

olacakt¬r. � bir otomor�zma oldu¼gundan

�(exI(X;R)ey) = �(ex)�(I(X;R))�(ey) = exI(X;R)ey

yaz¬labilir ve buradan �(Rexy) = Rexy bulunur.

�xy : R �! R tasviri �(rexy) = �xy(r)exy 8r 2 R biçimiyle tan¬mlans¬n. Bu

tasvirin bir otomor�zma oldu¼gunu göstermek istiyoruz. �xy(r1 + r2) = �xy(r1) +

�xy(r2)şart¬sa¼glan¬r.Çünkü

�xy(r1 + r2)exy = �((r1 + r2)exy) = �(r1exy + r2exy) = �(r1exy) + �(r2exy)

= �xy(r1) + �xy(r2):

�xy : R �! R tasviri 1� 1 ve örtendir.

�xy(r1)exy = �xy(r2)exy ve r1; r2 2 R olsun. �xy(r1)exy = �(r1exy) ve

�xy(r2)exy = �(r2exy) eşitliklerinden ��nin otomor�zma olmas¬özelli¼gi de kul-

lan¬larak kolayl¬kla r1 = r2 yaz¬l¬r. Benzer özellikten dolay¬�xy örtendir. Son

olarak �xy(r1r2) = �xy(r1)�xy(r2) özelli¼gini göstermeliyiz. Öncelikle �xx için bunu

kan¬tlayal¬m.

�xx(r1r2)exx = �(r1r2exx) = �(r1r2ex) = �(r1r2exex) = �((r1ex)(r2ex))

= �(r1ex)�(r2ex) = �xx(r1)ex�xx(r2)ex = �xx(r1)�xx(r2)ex
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Sonuç olarak �xx bir otomor�zmad¬r. Öte yandan

�xy(r)exy = �(rexy) = �(rexexy) = �(rex)�(exy) = �xx(r)exexy = �xx(r)exy

bulunur ki �xy = �xx sonucu buradan yaz¬l¬r. Benzer yöntemle �xy = �yy de

yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla

�xy(r1r2) = �xy(r1)�xy(r2)

sa¼glan¬r. Sonuç olarak her x � y 2 Xk için �xy bir otomor�zmad¬r ve e¼ger

Xk; X�in x ve y�yi içeren ba¼glant¬l¬ parças¬ ise her u; v 2 Xk için �uv = �xy

yaz¬l¬r. Ek olarak, x ve y�yi içeren X�in ba¼glant¬l¬parças¬na ba¼gl¬olarak x �

y 2 Xk için �xy�yi �k olarak gösterebiliriz. � = f�k j k 2 Kg yazal¬m. Art¬k

amac¬m¬z buldu¼gumuz � = f�k j k 2 Kg �n¬n indirgenmi̧s hali olarak yukar¬da

tan¬mlad¬¼g¬m¬z � için � = � eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermektir. f 2 I(X;R),

x � y 2 X olmak üzere x; y 2 Xk alal¬m.

�(f)(x; y)exy = ex�(f)(x; y)ey = �(exf(x; y)ey) = �(f(x; y)exy)

= �xy(f(x; y))exy = �(f)(x; y)exy

eşitli¼gi gösterir ki � = �: Sonuç olarak �(ex) = ex 8x 2 X şart¬n¬sa¼glayan her

� otomor�zmas¬�k�lar ile yaz¬labilir.

Tan¬m 19 f 2 I(X;R) fonksiyonu e¼ger x 6= y durumunda f(x; y) = 0 koşulunu

sa¼gl¬yorsa böyle fonksiyonlara diagonal fonksiyon denir.

Tan¬m 20 Verilen k¬smi s¬ral¬bir X kümesinde bir x0 eleman¬her bir y 2 X için

x0 � y ya da y � x0 biçimindeyse x0 için X kümesinin her eleman¬yla ilişkilidir

denir. E¼ger X kümesinin her ba¼glant¬l¬parças¬içinde bir ilişkili eleman varsa X

kümesine �� k¬smi s¬ral¬küme denir.
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Lemma 9 X yerel sonlu �� k¬smi s¬ral¬küme ve � 2 Aut(I(X;R)) otomor�z-

mas¬8x 2 X için �(ex) = ex biçiminde tan¬mlans¬n. Bu durumda her x � y 2 X

için (� g�)(exy) = exy olan bir tersinir g 2 I(X;R) diagonal eleman¬vard¬r.

·Ispat. Farzedelim ki x � y olsun ve �xy : R �! R tasviri Lemma 8�deki gibi

�(rexy) = �xy(r)exy 8r 2 R biçimiyle tan¬mlans¬n. Lemma 8�den

�xy(r1 + r2) = �xy(r1) + �xy(r2)

�xx bir otomor�zmad¬r ve �xy : R �! R tasviri 1 � 1 ve örtendir. �xy(r)exy =

�(rexy) = �(rexexy) = �(rex)�(exy) ve tan¬mdan dolay¬�(rex) = �xx(r)ex ola-

ca¼g¬ndan �(rex)�(exy) = �xx(r)ex�(exy) yaz¬l¬r. Öte yandan �(exy) = �xy(1)exy

biçiminde al¬n¬r ve

�(rex)�(exy) = �xx(r)ex�(exy) = �xx(r)ex�xy(1)exy = �xx(r)�xy(1)exexy

= �xx(r)�xy(1)exy

yaz¬l¬r. Böylece

�xy(r)exy = �xx(r)�xy(1)exy

�xy(r) = �xx(r)�xy(1)

sonucu elde edilir. Benzer yöntemler uygulanarak

�xy(r)exy = �(rexy) = �(rexyeyy) = �(exyreyy) = �xy(1)exy�yy(r)eyy

= �xy(1)�yy(r)exyeyy = �xy(1)�yy(r)exy

bulunabilir. Böylece

�xy(r) = �xx(r)�xy(1) = �xy(1)�yy(r)
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elde ederiz. Bu eşitlikte �xy(r0) = 1 olacak şekilde r = r0 al¬rsak, 1 = �xx(r)�xy(1)

= �xy(1)�yy(r) sonucundan �xy(1) ifadesinin hem sa¼g hem sol tersinir oldu¼gunu

görebiliriz. Böylece daha önce ispatland¬¼g¬ gibi �xy(1) tersinir olacakt¬r. Her

k 2 K için X = [k2KXk biçiminde ba¼glant¬l¬parçalar¬n birleşimi olarak yaz¬lan

bir X kümesi alal¬m. X kümesi �� k¬smi s¬ral¬oldu¼gundan, her k 2 K öyle bir

xk 2 Xk vard¬r ki xk o parçadaki bütün elemanlarla ili̧skili olacakt¬r. Tan¬mdan

dolay¬g 2 I(X;R) diagonal tersinir bir eleman olaca¼g¬ndan, x 6= y durumunda

g(x; y) = 0 olacakt¬r. Bu eleman¬

g(y; y) =

(
�xky(1) e¼ger y 2 Xk ve xk � y ise

(�yxk(1))
�1 e¼ger y 2 Xk ve y � xk ise

olarak tan¬mlarsak, g(y; y) 2 I(X;R) eleman¬tersinir ve diagonal olur. Unutul-

mamal¬d¬r ki xk 2 Xk bütün elemanlarla ili̧skilidir. Bu nedenle tan¬m¬yapabili-

riz. Şimdi g(xk; xk) 2 I(X;R) diagonal tersinir eleman¬na bakarsak, g(xk; xk) =

�xkxk(1) = �xk(1) sonucuna var¬l¬r. Öte yandan g(xk; xk) = (�xkxk(1))
�1 =

(�xk(1))
�1 olacakt¬r. Böylece

�xk(1) = (�xk(1))
�1 =) �xk(�xk(1)) = �xk((�xk(1))

�1) =) �xk(�xk(1)) = 1

elde ederiz. Hat¬rlan¬rsa �xk : R �! R bir otomor�zmad¬r ve birim eleman¬

birim elemana götürmelidir. Bu nedenle �xk(1) = 1 olmal¬d¬r. Baştaki ifadeye

dönersek g(xk; xk) = �xkxk(1) = �xk(1) = 1 yani g(xk; xk) = 1 olur. Key� bir

y 2 Xk alarak devam edelim. E¼ger xk � y ise

(� g�)(exky) = g(xk; xk)�(exky)(g(y; y))
�1
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ifadesinde g(xk; xk) = 1; �(exky) = �xky(1)exky ve (g(y; y))
�1 = (�xky(1))

�1 eşit-

likleri bilindi¼ginden

(� g�)(exky) = g(xk; xk)�(exky)(g(y; y))
�1 = 1�xky(1)exky(�xky(1))

�1 = exky

sonucuna var¬l¬r. Tersine y � xk al¬n¬rsa, benzer i̧slemlerle

(� g�)(eyxk) = g(y; y)�yxk(1)eyxk(g(xk; xk))
�1 = (�yxk(1))

�1�yxk(1)eyxk = eyxk

elde edilir. Şimdi key� x � y 2 X al¬nd¬¼g¬nda (� g�)(exy) = exy olup olmad¬¼g¬n¬

kontrol edelim. x � y 2 X durumunda her x 2 X için (� g�)(ex) = ex olacakt¬r.

Bu nedenle

(� g�)(exy) = � g(�(exexy)) = � g(�xy(ex)exy) = � g(�xy(ex))� g(exy) = �xy(ex)exy

= rexy

sonucu bir r 2 R için elde edilerek (� g�)(exy) = rexy yaz¬l¬r. Farzedelim ki

x; y 2 Xk olsun. E¼ger xk � x � y olarak al¬n¬rsa, exkxexy = exky eşitli¼gine

� g� uygulanarak, � g�(exkxexy) = � g�(exky) = rexky bulunur. Ancak öncesinde

(� g�)(exky) = exky sonucu ispatta verilmi̧sti. Aç¬kt¬r ki r = 1 olacakt¬r. E¼ger

x � xk � y al¬n¬rsa exxkexky = exy eşitli¼gine � g� uygulanarak, � g�(exxkexky) =

� g�(exy) = rexy ve � g�(exxk) = exxk ile � g�(exky) = exky ifadelerinden r =

1 sonucuna ulaş¬l¬r. Benzer biçimde x � y � xk durumunda da ayn¬ sonuca

ulaş¬lacakt¬r. Böylece key� x � y 2 X durumunda (� g�)(exy) = exy sonucu

yaz¬l¬r.

Verilen bir f 2 I(X;R) fonksiyonu için fD 2 I(X;R) diagonal fonksiyonu

göstersin. fU 2 I(X;R) ile f fonksiyonunun kesin üst üçgensel parças¬olsun. Bu
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durumda f fonksiyonu direk toplam olarak f = fD+ fU biçiminde yaz¬labilir.

Ek olarak fU 2 Z(I(X;R)) oluacakt¬r. Lemma 8 ve Lemma 9�da ele al¬nan

otomor�zmalar �(ex) = ex 8x 2 X şart¬n¬ sa¼gl¬yordu ki bu �(ex)D = ex ve

�(ex)U = 0 demekti. Bir sonraki lemmada �(ex)U 6= 0 durumu incelenecektir.

Lemma 10 Farzedelim ki � 2 Aut(I(X;R)) ve �(ex)D = ex; �(ex)U 6= 0 8x 2

X olsun. Bu durumda öyle bir �h 2 Aut(I(X;R)) iç otomor�zmas¬ vard¬r ki

(�h�)(ex) = ex 8x 2 X eşitli¼gini sa¼glar.

·Ispat. Öyle bir h 2 I(X;R) alal¬m ki x � y 2 X için h(x; x) = 1 ve

h(x; y) = �(ey)(x; y) olsun. Lemma 3 ve 4�e göre 1 2 R tersinir oldu¼gundan

h 2 I(X;R) de tersinirdir.

Key� bir f 2 I(X;R)al¬nd¬¼g¬nda f =
X
x�y

f(x; y)exy olaca¼g¬aşikard¬r. Dolay¬-

s¬yla h =
X
x�y

h(x; y)exy olur. Dahas¬h(x; x) =
X
x2X

h(x; x)exx =
X
x2X

�(ex)(x; x)ex =X
x2X

�(ex)ex olarak yaz¬l¬r. ex�in idempotent oldu¼gunu daha önce belirtmi̧stik.

Benzer olarak �(ex) de idempotent olacakt¬r. Şöyle ki

�(ex)�(ex) = �(exex) = �(ex):

K¬saca h = �(ex)exolarak al¬rsak hex = �(ex)exex ex�in idempotent özelli¼gi kul-

lan¬larak

hex = �(ex)exex = �(ex)ex

bulunur. Di¼ger taraftan

�(ex)h = �(ex)�(ex)ex = �(ex)ex

benzer biçimde elde edilir. Böylece

hex = �(ex)h�den hexh�1 = �(ex) ve hexh�1�(ex) = �(ex)�(ex)
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Sonuç olarak hexh�1�(ex) = �(ex) yani

�h�(ex) = ex 8x 2 X

eşitli¼gini sa¼glan¬r.

Tan¬m 21 E¼ger bir fonksiyon A gibi bir küme üzerinde x; y 2 A için f(x; x) =

f(y; y) özelli¼gini taş¬yorsa böyle fonksiyonlara sabit fonksiyon denir.

Buraya kadar baz¬özelliklere sahip olan � 2 Aut(I(X;R)) otomor�zmalar¬n¬

inceledik. Şimdi bu özelliklere baz¬ek özellikler ekleyece¼giz.

Tan¬m 22 E¼ger her x 2 X �(ex)�a�(x)e�(x) 2 Z(I(X;R)) ise bu şart¬sa¼glayan

� otomor�zmalar¬na tip 1 otomor�zma diyece¼giz. Burada a� ve �� fonksiyonlar¬

a� : X �! R ve �� : X �! X biçimindedir. Kolayl¬k aç¬s¬ndan tip 1 otomor�z-

mas¬kullan¬m¬n¬n aç¬k oldu¼gu durumlarda a�(x) yerine a(x) ve ��(x) yerine �(x)

kullan¬lacakt¬r. Tip 1 otomor�zmas¬için e¼ger 8x 2 X için �(x); 1�1 ve örten ve

a(x) = 1 şartlar¬sa¼glan¬yorsa, o zaman � özel otomor�zma olarak adland¬r¬l¬r.

Bu lemma da ne zaman her tip 1 otomor�zman¬n özel otomor�zma oldu¼gunu

inceleyece¼giz.

Lemma 11 Farzedelim ki � 2 Aut(I(X;R)) otomor�zmas¬ tip 1 otomor�zma

olsun.

i �� örtendir.

ii E¼ger X sonlu bir kümeyse � özel bir otomor�zmad¬r.

·Ispat.
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i �� örten olmas¬n. O halde öyle bir z 2 X vard¬r ki z =2 �(X) olacakt¬r. Öyle

bir f 2 I(X;R) alal¬m ki �(f) = ez olsun. Biliyoruz ki ez idempotenttir.

Böylece f de idempotent olacakt¬r. E¼ger fD = 0 olursa idempotent olamaz.

O halde fD 6= 0 olmal¬d¬r ve öyle bir x 2 X vard¬r ki f(x; x) 2 R s¬f¬rdan

farkl¬idempotenttir.

f(x; x) = f(x; x)f(x; x) = f(x; x)f(x; x)ex(x; x)

R de¼gi̧smeli oldu¼gundan f(x; x) = (f ex f)(x; x) yaz¬l¬r. Asl¬nda şunu

gördük fexf 6= 0. Şimdi s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gunu bildi¼gimiz bu ifadenin �

otomor�zmas¬alt¬ndaki görüntüsüne bakal¬m.

�(fexf) = ez�(ex)ez

Eşitli¼gin sol taraf¬ndaki ifade ez �(ex)ez = �(ex)(z; z)ez ve � tip 1 otomor-

�zma oldu¼gundan

�(ex)(z; z)� a(x)e�(x)(z; z) = 0

olacakt¬r. Böylece

�(eX)(z; z)ez = a(X)e�(x)(z; z)ez

bulunur. Ancak biliyoruz ki z =2 �(X). O zaman e�(x)(z; z) = 0 olur ki

fexf 6= 0 ancak �(fexf) = 0 çeli̧skisi bulunur.

ii X sonlu bir küme olsun. � =
P

x2X ex ve �D = � olur. �(�)D = � eşitli¼ginden

�(�)D =
P

x2X a(x)ex yaz¬l¬r. Yukar¬da � fonsiyonunun örten oldu¼gunu

gördük. X sonlu ve � örten ise � 1-1 de olacakt¬r. Dolay¬s¬yla a(x) = 1

8x 2 X olmak zorundad¬r ki böylece � özel otomor�zma olur.
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Ancak burada şu belirtilmelidir ki her tip 1 otomor�zma özel otomor�zma

de¼gildir.

Şu anda Koppinen�in buldu¼gu sonucu genelleştirebiliriz. Ancak bunu yap-

madan önce Stanley taraf¬ndan ortaya konulan bir lemmaya daha ihtiyac¬m¬z

olacak.

Lemma 12 (Stanley0s Lemma) R de¼gişmeli bir halka olsun. Farzedelim ki

e; e0; f; f 0 2 R halkas¬n¬n öyle idempotent elemanlar¬ olsun ki e � e0 ve f � f 0;

\m�1Jm = 0 biçiminde olan (iki tara�¬) baz¬J ideallerinin elemanlar¬olsunlar.

O halde eRf = 0 ancak ve ancak e0Rf 0 = 0�d¬r.

·Ispat. Biz sadece eRf = 0 ) e0Rf 0 = 0 taraf¬n¬kan¬layaca¼g¬z. Simetriden

dolay¬di¼ger taraf da benzer biçimde kan¬tlanabilir. eRf = 0 olsun. e0 = e+ x ve

f 0 = f + y; x; y 2 J olacak biçimde alal¬m. e; e0; f; f 0 2 R halkas¬n¬n idempotent

elemanlar¬oldu¼gundan

(e+ x)2 = ee+ ex+ xe+ x2 = e+ ex+ xe+ x2

�dir. Öte yandan

(e+ x)2 = e0e0 = e0 = e+ x

olaca¼g¬ndan e + x = e + ex + xe + x2 ) x = ex + xe + x2. Benzer i̧slemleri y

içinde yaparsak aşa¼g¬daki eşitliklerini elde ederiz.

x = ex+ xe+ x2 (1)

y = fy + yf + y2 (2)
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olacakt¬r. Şimdi her a 2 R için eaf 2 eRf olur ve hipotezden dolay¬

eaf = 0. Böylelikle

e0af 0 = (e+ x)a(f + y) = (ea+ xa)(f + y) = eaf + eay + xaf + xay ve eaf = 0

olaca¼g¬ndan eay + xaf + xay 2 J olacakt¬r. (1) ve (2) numaral¬eşitliklerden

e0af 0 = eay + xaf + xay

e0af 0 = ea(fy + yf + y2) + (ex+ xe+ x2)af + (ex+ xe+ x2)a(fy + yf + y2)

Ancak eRf = 0 eşitli¼gi gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

eafy = 0; eayf = 0; exaf = 0; xeaf = 0; exafy = 0; exayf = 0; exay2 = 0;

xeafy = 0; xeayf = 0;

oldu¼gu görülebilir. Dolay¬s¬yla

e0af 0 = eay2 + x2afy + exay2 + xeay2 + x2af + x2ayf + x2ay2 2 J2

olacakt¬r. Tekrar benzer yöntem uyguland¬¼g¬nda e0af 0 2 J4 olacakt¬r. Bu şekilde

devam edildi¼ginde, n: basamaktan sonra kolayl¬kla e0af 0 2 J2n sonucuna ulaş¬la-

bilir. Öte yandan \m�1Jm = 0 oldu¼gundan e0af 0 = 0 bulunur.

Teorem 13 X kümesi ayr¬k ba¼glant¬l¬ parçalar¬n birleşimi olarak X = [k2KX

biçiminde yaz¬labilen �� k¬smi s¬ral¬küme, R birimli bir halka ve � 2 Aut(I(X;R))

olsun. O halde öyle bir 
 2 Aut(X), �h 2 Aut(I(X;R)) iç otomor�zmas¬ ve

� = f�k 2 Aut(R) j k 2 Kg kümesi vard¬r ki � bir özel otomor�zmad¬r ancak ve

ancak � = 
�h�:
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·Ispat. � = 
�h� eşitli¼gi verilmi̧s olsun. �0nin özel otomor�zma oldu¼gunu

ispatlamak için her x 2 X için �(ex)� ex 2 Z(I(X;R)) oldu¼gunu göstermemiz

gerekmektedir. Bunun için �(ex) ifadesine bakal¬m. �(ex)(u; v) = �k(ex(u; v))

tan¬m¬nda ex(u; v) =

(
1 e¼ger x = u = v

0 di¼ger
olaca¼g¬ndan �k(ex(x; x)) =

�k(1) = 1�dir. Çünkü �k : R �! R bir otomor�zmad¬r. �k(1) = 1 = ex(x; x) ola-

ca¼g¬ndan 
�h�(ex) = 
�h(ex) olacakt¬r. Öte yandan �h(ex) = h�1(x; x):ex:h(x; x) 2

R ve R de¼gi̧smeli oldu¼gundan �h(ex) = ex:h
�1(x; x):h(x; x) = ex bulunur. Böylece


�h�(ex) = 
�h(ex) = 
(ex) olur. Key� x 2 X için 
 : X �! X otomor�zmas¬

için 
(x) = y 2 X alal¬m. 
(ex)(x; x) = ex(
(x); 
(x)) ifadesinin s¬f¬rdan farkl¬bir

de¼ger olmas¬için 
(x) = 
(x) = x olmal¬d¬r. Bu durumda 
(ex)(x; x) = ex(x; x)

buluruz. Böylece 
�h�(ex) = ex eşitli¼gi sa¼glanacakt¬r.

Tersine, farzedelim ki � özel bir otomor�zma olsun. O halde 8 x 2 X �(ex)�

a�(x)e�(x) 2 Z(I(X;R)) şart¬n¬ sa¼glayan � otomor�zmalar¬ için a(x) = 1 ve

� : X ! X fonksiyonunun 1 � 1 oldu¼gunu biliyoruz. K¬saca �(ex) � e�(x) 2

Z(I(X;R)) yazal¬m. Öte yandan herhangi bir kesin üst üçgensel matris nilpotent

olaca¼g¬ndan \1n=1(Z(I(X;R)))n = f0g olacakt¬r. e�(x) ; e�(y) ;�(ex);�(ey) birer

idempotent eleman olduklar¬ndan, Stanley[9]�nin lemmas¬na göre her x; y 2 X

için e�(x)I(X;R)e�(y) = 0 , �(ex)I(X;R)�(ey) = 0. Böylelikle

x � y , exI(X;R)ey 6= 0

, �(ex)I(X;R)�(ey) 6= 0

, e�(x)I(X;R)e�(y) 6= 0

, �(x) � �(y)
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Sonuç olarak � 2 Aut(X): �1 = ��1� olarak alal¬m. Bu durumda her x 2

X için �1 = ��1� özel otomor�zma olaca¼g¬ndan �1(ex) � ex 2 Z(I(X;R)

yaz¬l¬r. Öte yandan Lemma10�a göre öyle bir � g 2 I(X;R) iç otomor�zmas¬

(� g�1)(ex) = ex bulunabilir. Lemma 8 ve Lemma 9�a göre her k 2 K için

� = f�k 2 R j k 2 Kg�n¬n indirgenmi̧s hali olarak tan¬mlanan � otomor�zmas¬

için � g�1 = � yaz¬l¬r. Böylece �1 = �� g�1 ve �1 = ��1� oldu¼gundan

�� g�1 = ��1� =) �� g�1� = �:

Teorem 13 sayesinde � özel otomor�zma oldu¼gunda ispattan da faydalanarak

tersinin de bir özel otomor�zma oldu¼gunu söyleyebiliriz. Dahas¬� özel bir oto-

mor�zma ise �(Z(I(X;R)) = Z(I(X;R) oldu¼gunu söyleriz. Ancak bunun tersi

her zaman do¼gru de¼gildir. Yani bir otomor�zma �(Z(I(X;R)) = Z(I(X;R)

şart¬n¬sa¼glayabilir ancak özel bir otomor�zma olmayabilir.

Şimdi bir çak¬̧sma cebiri için Jacobson radikali belirleyelim.

Teorem 14 X yerel sonlu bir k¬smi s¬ral¬küme ve R de¼gişmeli birimli bir halka

olsun. I(X;R) çak¬̧sma cebrinin Jacobson radikali 8x 2 X ; f 2 I(X;R) fonsiy-

onlar¬ndan f(x; x) 2 J(R) biçiminde elemanlar¬n kümesidir.

·Ispat. Ek Teorem 23�den biliyoruz ki T birimli bir halka olmak üzere J(T )

; T �nin Jacobson radikali, her t 2 T için 1 � st tersinir olan s 2 T�lerin oluş-

turdu¼gu kümedir. Çak¬̧sma cebiri için birim eleman � oldu¼gundan f 2 I(X;R)

eleman¬n¬n Jacobson radikalin bir eleman¬olmas¬için her g 2 I(X;R) için �� fg

�nin tersinir olmas¬gerekir. Ancak � � fg �nin terlenebilir olmas¬için 8x 2 X
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için 1 � f(x; x):g(x; x) R halkas¬nda birim olmas¬gerekir. Bu ancak ve ancak

f(x; x) 2 J(R) oldu¼gunda mümkündür.

Teorem 15 X yerel sonlu bir k¬smi s¬ral¬küme ve R de¼gişmeli birimli bir halka

olsun. I(X;R)
J(I(X;R))

�= �x2X R
J(R)

.

·Ispat. S¬f¬rdan fakl¬bir f 2 I(X;R) nJ(I(X;R)) ald¬¼g¬m¬zda f +J(I(X;R))

biçiminde tan¬ml¬bu eleman için � : I(X;R)
J(I(X;R))

�! �x2X
R

J(R)
tasvirini tan¬mlay-

al¬m. Burada �(f + J(I(X;R))) = �x2Xf(x; x) tan¬m¬alt¬nda izomor�zmay¬

göstermeliyiz. Öncelikle f(x; x) 2 �x2X
R

J(R)
s¬f¬rdan farkl¬ bir eleman olarak

al¬n¬rsa f(x; x) =2 J(R) olur. Dolay¬s¬yla f(x; x) = f(x; x) + J(R)�dan bahsede-

biliriz. � tasviri 1 � 1 oldu¼gunu göstermek için Ker� = ff + J(I(X;R)) 2

I(X;R)
J(I(X;R))

: �(f +J(I(X;R))) = �x2X0+J(R)g bakal¬m. f(x; x) 2 J(R) olaca¼g¬n-

dan f(x; x) 2 J(I(X;R)) olur ve Ker� = f0 + J(I(X;R))g bulunur. Örten

oldu¼gunu göstermek için �x2X R
J(R)

�den bir eleman alal¬m. f(x; x) + J(R) =

rx + J(R) 2 �x2X
R

J(R)
al¬nd¬¼g¬nda rx 2 R olacakt¬r. Şimdi 8x 2 X için bu

elemana kaŗs¬l¬k gelen I(X;R)
J(I(X;R))

içinden bir eleman bulmal¬y¬z. Şöyle ki

f 2 I(X;R) =
(

f(x; x) = rx e¼ger x = y

f(x; y) = 0 e¼ger x 6= y

tan¬mlan¬rsa f + J(I(X;R)) 2 I(X;R)
J(I(X;R))

olacakt¬r. �(f + J(I(X;R))) = �x2X(

f(x; x) + J(R)) = �x2X(rx + J(R)) bulunur.

�((f:g) + J(I(X;R))) = �x2X((f:g)(x; x) + J(R))

= �x2X(f(x; x):g(x; x) + J(R))

= �x2X(f(x; x) + J(R)) = �x2X(g(x; x) + J(R))

= �(f):�(g)



26

Benzer biçimde

�((f + g) + J(I(X;R))) = �x2X((f + g)(x; x) + J(R))

= �x2X((f(x; x) + g(x; x)) + J(R))

= �x2X(f(x; x) + J(R)) + �x2X(g(x; x) + J(R))

= �(f) + �(g)

bulunur. Böylece � bir izomor�zmad¬r.

Hangi hallerde �(Z(I(X;R)) = Z(I(X;R)) şart¬n¬sa¼glayan her otomor�zma

bir özel otomor�zma olacakt¬r sorusunun cevab¬n¬verebilmek için önce ayr¬̧sa-

mayan halkalar üzerinde dural¬m.

Tan¬m 23 E¼ger R(6= 0) halhas¬ iki s¬f¬rdan fakl¬ idealin direk toplam¬ olarak

yaz¬lam¬yorsa R halkas¬na ayr¬samaz halka denir.

Tan¬m 24 e1; e2 2 R idempotent elemanlar¬ e1:e2 = 0 = e2:e1 koşulunu sa¼gl¬y-

orsa bu çifte ortogonal idempotent denir.

Önerme 16 E¼ger R halkas¬ için e1 ; e2 ; e3 ; ::::; en ikişerli ortogonal maksimum

idempotentlerinin kümesi ise

RR = Re1 �Re2 � ::::::�Ren

olarak yaz¬labilir.(Pierce Decomposition)

·Ispat. (EKE BAKIN)

Art¬k hangi hallerde �(Z(I(X;R)) = Z(I(X;R) şart¬n¬sa¼glayan her otomor-

�zma bir özel otomor�zma olacakt¬r sorusunun cevab¬n¬verebiliriz:
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Teorem 17 X yerel sonlu bir k¬smi s¬ral¬küme, R ayr¬̧samaz birimli bir halka

ve � 2 Aut(I(X;R)) olsun. �(Z(I(X;R)) = Z(I(X;R) ancak ve ancak � bir

özel otomor�zmad¬r.

·Ispat. E¼ger � bir özel otomor�zma ise �(ex) � ex 2 Z(I(X;R)) olacak-

t¬r. Dolay¬s¬yla key� h 2 Z(I(X;R)) ald¬¼g¬m¬zda her x 2 X için h(x; x) = 0

olaca¼g¬ndan �(h) 2 Z(I(X;R)) olur.

Öte yandan R ayr¬̧samaz birimli halka ve �(Z(I(X;R)) = Z(I(X;R) olsun.

Amac¬m¬z �0nin özel bir otomor�zma oldu¼gunu göstermektir. Bunun için önce

I(X;R)=Z(I(X;R) bölüm halkas¬na bakal¬m. � : Aut(I(X;R))! Aut(I(X;R))

bir otomor�zma oldu¼gundan �
0
: I(X;R)=Z(I(X;R)! I(X;R)=Z(I(X;R) biçi-

minde bir otomor�zma ��ye ba¼gl¬olarak �(f) = f 0 ise f = f +Z(I(X;R) olmak

üzere �0(f) = f
0
biçiminde tan¬mlanabilir.

Ancak I(X;R) = Z(I(X;R) bölüm halkas¬n¬n elemanlar¬ diagonali s¬f¬rdan

farkl¬di¼ger bütün elemanlar¬s¬f¬r olan bir üst üçgensel matrise izomorf olacakt¬r.

Bu nedenle I(X;R) =Z(I(X;R) �¬ I(X
0
; R) olarak al¬rsak

I(X
0
; R) �= �x2X0R

olur. X 0 bir terszincir sadece diagonalde tan¬ml¬ biçiminde tan¬mlanacakt¬r.

Çünkü Önerme 16�da gösterdi¼gimiz gibi e1 ; e2 ; e3 ; ::::; en ; R halkas¬n¬n iki̧serli or-

togonal maksimum idempotentlerinin kümesi oldu¼gunda RR = Re1�Re2� ::::::�

Ren biçiminde direk toplam olarak yaz¬labilir.

Art¬k yukarda tan¬mlad¬¼g¬m¬z �0 otomor�zmas¬n¬

�0 : I(X
0
; R)! I(X

0
; R)
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olarak da alabiliriz. I(X
0
; R) elemanlar¬sadece merkez elemanlardan oluşacakt¬r.

Dolays¬yla herhangi bir otomor�zma merkezdeki eleman¬al¬p merkeze götürür.

�0 otomor�zmas¬n¬daha da ileri giderek C(R), R halkas¬n¬n merkezi olmak üzere

�0 : �x2XC(R)! �x2XC(R)

biçiminde görebiliriz. R ayr¬̧samaz bir halka oldu¼gundan ek Teorem 25�e göre R

halkas¬n¬n idempotent elemanlar¬ya 1 ya da 0 olacakt¬r. Dolay¬s¬yla fex : x 2 X
0g

maksimal ilkel ortogonal idempotentlerin tek kümesi olur. Böylece � : X 0 ! X 0

tan¬ml¬ve x elemanlar¬n¬permüte eden bir fonksiyon olmak üzere �0(ex) = ev(x)

olur. Sonuç olarak �(ex)� ev(x) 2 Z(I(X;R)) bulunur ki � özel bir otomor�zma

olur.

Art¬k 	 : Tn(R) �! Tn(R) bir k-otomor�zmas¬oldu¼gunda, 	�nin bir iç oto-

mor�zma ve indirgenmi̧s bir k-otomor�zmas¬n¬n bileşkesi biçiminde yaz¬lmas¬n¬n

gerek ve yeter şart¬n¬n 	�nin kesin üst üçgen matrisler kümesinin her eleman¬n¬

sabitlemesi gerekir teoreminin Koppinen taraf¬ndan yap¬lan ispat¬n¬genelleyebili-

riz. Bu genelleme çak¬̧sma cebrindeX k¬smi s¬ral¬kümesi yerine pozitif tamsay¬lar

kullan¬larak yap¬lacakt¬r.

Teorem 18 R birimli halka, Tn(R) elemanlar¬R halkas¬ndan olan üst üçgensel

matris ve � 2 Aut(I(X;R)) olsun. Farzedelim ki � otomor�zmas¬ kesin üst

üçgensel matrisleri sabitlesin. O halde öyle bir � 2 Aut(R) otomor�zmas¬ ve

�h : Tn(R) �! Tn(R) iç otomor�zmas¬vard¬r ki � = �h: b� şart¬n¬sa¼glar.
·Ispat. n < 1 durumunda X�i Z+�n¬n sonlu bir alt kümesi olarak al¬r-

sak, sonlu bir tamsay¬ zinciri elde ederiz ve aç¬kt¬r ki I(X;R) �= Tn(R) olur.
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Z(I(X;R)) ile daha önce kesin üst üçgensel matrisleri tan¬mlam¬̧st¬k. Dolay¬s¬yla

hipotezimize göre her � 2 Aut(I(X;R)) için

�(Z(I(X;R)) = Z(I(X;R)

şart¬sa¼glanacakt¬r. Z(I(X;R))�nin s¬f¬rlay¬c¬s¬n¬

AnnR(Z(I(X;R))) = ff 2 I(X;R) : Z(I(X;R)) � f = 08z 2 Z(I(X;R))g

biçiminde tan¬mlar¬z. Burada X kümemiz Z+�n¬n sonlu alt kümesi oldu¼gundan

k¬smi s¬ral¬kümemizde 1 2 Z+ �i en küçük eleman olarak alabiliriz. Çarpma i̧slem-

inin tan¬m¬n¬da kullanarak Z(I(X;R)) � f = 0 çarp¬m¬n¬tan¬mlamaya çal¬̧sal¬m.

Z(I(X;R)) � f = 0 ise z 2 Z(I(X;R)) olmak üzere çarpmay¬P
u�s�v

z(u; s) � f(s; v) biçiminde tan¬m¬kullanarak açarsak kaŗs¬m¬zaP
u�s�v

z(u; s) � f(s; v) = 0 durumu ç¬kacakt¬r. Toplam sembolünün özelli¼ginden

X
u�s�v

z(u; s) � f(s; v) = z(u; u) � f(u; v) +
X
u<s�v

z(u; s) � f(s; v) = 0

elde ederiz. Ancak z(u; u) = 0 olaca¼g¬ndan elimizde sadece u < s � v durumunda

tan¬ml¬
P

u<s�v z(u; s) � f(s; v) = 0 eşitli¼gi kalacakt¬r.

Şimdi i 6= j durumunda eij 2 Z(I(X;R)) elemanlar¬n¬ kullanarak çarp¬m

i̧slemini inceleyelim.Unutulmamal¬d¬r ki i = j durumunda eii =2 Z(I(X;R)) ola-

cakt¬r. X
i�s�v

eij(i; s) � f(s; v) = 0

tan¬m¬hat¬rlarsak sadece eij(i; j) durumunda 1 di¼ger hallerde 0 olacakt¬r. Böylece

çarp¬m i̧slemini eij(i; j) � f(j; v) = 0 durumuna indirgeriz. Burada eij(i; j) =

1 olaca¼g¬ndan
P

i�s�v eij(i; s) � f(s; v) = 0 olmas¬ için f(j; v) = 0 8 v 2 X
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olmas¬gerekir.Art¬k en başta genel haliyle verdi¼gimiz s¬f¬rlay¬c¬-Ann- tan¬m¬n¬

Z(I(X;R)) üzerinde özel haliyle tekrar yazabiliriz. Böylece

AnnR(Z(I(X;R))) = ff 2 I(X;R) : f(j; v) = 0 if j 6= 1 8z 2 Z(I(X;R))g

olacakt¬r. Annr(T ) ve Annl(T ), T = Tn(R) halkas¬n¬n sa¼g ve sol s¬f¬rlay¬c¬lar¬n¬

göstersin. e1 = e11 2 I(X;R) idempotent eleman¬n¬ e11(1; 1) 6= 0 oldu¼gundan

AnnR(Z(I(X;R))) idealinin bir eleman¬olarak görebiliriz. Daha da fazlas¬bu

idempotent eleman AnnR(Z(I(X;R))) için sol-birim olma özelli¼gini e11(1; 1) �

f(1; v) = f(1; v) eşitli¼ginden dolay¬kazanacakt¬r.

Burada f(2; v); f(3; v); : : : ; f(v; v) = 0 olacakt¬r. � 2 Aut(I(X;R)) otomor�z-

mas¬alt¬nda e1 = e11 2 I(X;R) birim eleman¬n¬n görüntüsü �(e1) = e1 olaca¼g¬n-

dan

�(e1)� e1 2 Z(I(X;R))

yaz¬labilir. Şimdi şöyle bir küme alal¬m ve bu küme üzerinde sol-birim elemanlar¬

tan¬mlamaya çal¬̧smal¬m.

AnnR((Z(I(X;R)))
2) \ Annl(AnnR(Z(I(X;R))))

idealine bakal¬m. Başlang¬ç olarak AnnR((Z(I(X;R)))2) ile nas¬l bir yap¬tan¬m-

lad¬¼g¬m¬za bakarsak (Z(I(X;R))) yap¬s¬teoremi de kullanarak kesin üst üçgensel

bir matris şeklinde görülürse matris çarp¬m¬ndan dolay¬ ((Z(I(X;R)))2 ifadesi

şöyle görülebilir.26666664
0 r r r r

0 0 r r r

0 0 0 r r

0 0 0 0 r

0 0 0 0 0

37777775 �
26666664
0 r0 r0 r0 r0

0 0 r0 r0 r0

0 0 0 r0 r0

0 0 0 0 r0

0 0 0 0 0

37777775 =
26666664
0 0 rr0 2rr0 3rr0

0 0 0 rr0 2rr0

0 0 0 0 rr0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

37777775
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Böylece üst üçgensel matrisimizde (in; in) = 0 diagonal elemanlara ek olarak

(in+1; in) = 0 olacakt¬r. Di¼ger yandan bir kesi̧sim kümesi tan¬mlam¬̧st¬k ve bu

kümenin ikinci k¬sm¬nda

Annl(AnnR(Z(I(X;R))))

yer almaktayd¬.Bu s¬f¬rlay¬c¬idealin nas¬l elemanlardan kurulu oldu¼guna bakal¬m:

g 2 Annl(AnnR(Z(I(X;R)))) al¬rsak
P

u�z�v
g(u; z)f(z; v) = 0 olmal¬d¬r. Ancak

f 2 AnnR(Z(I(X;R))) oldu¼gundan z 6= 1 durumunda f(z; v) = 0 olur.Böylece

toplam¬sadece :
P

u�z�v
g(u; z)f(z; v) = g(1; 1)f(1; v)+

P
z>1

g(u; z)f(z; v) olur. Aç¬k-

t¬r ki
P
z>1

g(u; z)f(z; v) = 0 olaca¼g¬ndan g(1; 1)f(1; v) = 0 olaca¼g¬durumu incele-

memiz gerekir. f(1; v) 6= 0 oldu¼gundan g(1; 1) = 0 olur. AnnR((Z(I(X;R)))2) \

Annl(AnnR(Z(I(X;R)))) kümesi üzerinde (1; 1) eleman¬ 0 olmal¬d¬r. Böylece

e1 �in bir sol-birim olarak al¬nmas¬olanaks¬z k¬l¬nm¬̧st¬r. AnnR(Z(I(X;R))) için

s¬f¬rlay¬c¬tan¬m¬n¬yaparken kulland¬¼g¬m¬z benzer yöntemle

AnnR((Z(I(X;R)))
2) \ Annl(AnnR(Z(I(X;R)))) için s¬f¬rlay¬c¬ tan¬m¬n¬ art¬k

şöyle yazabiliriz:

AnnR((Z(I(X;R)))
2) \ Annl(AnnR(Z(I(X;R))))

= ff 2 I(X;R) : f(j; v) = 0 if j 6= 2 8z 2 Z(I(X;R))g

e11 =2 AnnR((Z(I(X;R)))
2) \ Annl(AnnR(Z(I(X;R))));

e22 6= 0 ve e22 2 AnnR((Z(I(X;R)))2) \ Annl(AnnR(Z(I(X;R))))

Daha da fazlas¬bu idempotent eleman

AnnR((Z(I(X;R)))
2) \ Annl(AnnR(Z(I(X;R)))) için sol-birim olma özelli¼gini
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e22 � f(2; v) = f(2; v) eşitli¼ginden dolay¬kazanacakt¬r. Burada f(3; v); f(4; v); : : :

; f(v; v) = 0 oldu¼gu hat¬rlanmal¬d¬r.

� 2 Aut(I(X;R)) otomor�zmas¬alt¬nda e2 = e22 2 I(X;R) birim eleman¬n¬n

görüntüsü �(e2) = e2 olaca¼g¬ndan

�(e2)� e2 2 Z(I(X;R))

yaz¬labilir.Benzer yöntemle devam etti¼gimizde tümevar¬m yöntemiyle key� j ele-

man¬için

ej 2 AnnR((Z(I(X;R)))j) \ Annl(AnnR(Z(I(X;R))j�1)

sol birim eleman¬ için �( ej) = ej ve �( ej)� ej 2 Z(I(X;R) olacakt¬r. Bu

şart¬sa¼glayan �-otomar�zmalar¬n¬n özel otomor�zma oldu¼gunu biliyoruz. � bir

özel otomor�zma oldu¼guna göre Teorem 13�e göre öyle bir 
 2 Aut(X), �h 2

Aut(I(X;R)) iç otomor�zmas¬ ve � = f�k 2 Aut(R) j k 2 Kg kümesi vard¬r

ki � = 
�h� olarak yaz¬labilir. Dikkat edilirse indeks Teorem 22�den X = Z+

oldu¼gunda Z+ ! Z+ tan¬ml¬sadece birim otomor�zma vard¬r ve Aut(X) = 1�dir.

Böylece � = �h�k olacakt¬r.

Örnek 5 Tn(R) üst üçgensel matrisleri ve Nn(R) kesin üst üçgensel matrisleri

temsil etsin. Daha önce Koppinen[4] k birimli de¼gişmeli halkas¬üzerinde R birimli

halkas¬için R�yi bir k-cebir olarak tan¬mlam¬̧s ve � : Tn(R)! Tn(R) bir otomor-

�zma olmak üzere �(Nn(R)) = Nn(R) iken bu � otomor�zmas¬n¬n � = �e� biçi-
minde iki otomor�zman¬n bileşkesi şeklinde yaz¬labilece¼gini göstermiştir. Bu ifade

Spiegel[7] taraf¬ndan çak¬̧sma cebirleri kullan¬larak �(Z(I(X;R))) = Z(I(X;R))

durumunda � = �e� biçiminde iki otomor�zman¬n bileşkesi olarak yaz¬labilir biçi-
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minde genellenmiştir. � : I(X;R) ! I(X;R) bir iç otomor�zmay¬ ve e��da
� : R �! R otomor�zmas¬n¬n e� : I(X;R) ! I(X;R) biçimindeki indirgen-

miş halini göstermektedir. Z(I(X;R)) = ff 2 I(X;R) : f(x; x) = 0 8x 2 Xg

tir. Belirli koşullar sa¼gland¬¼g¬nda I(X;R) �= Tn(R) ve Z(I(X;R)) �= Nn(R)

oldu¼gu daha önce ispatlanm¬̧st¬r. Örne¼gimizde birimli de¼gişmeli halka olarak R =

(Z=4Z)(
p
3) =

�
a+ b

p
3 : a; b 2 Z=4Z

	
al¬nm¬̧st¬r.Şimdi

� : T2(R)! T2(R)

bir (Z=4Z)� cebir otomor�zmas¬n¬a; b; c 2 (Z=4Z)(
p
3) olmak üzere

�

 "
a b

0 c

#!
=

"
a 2a+ 3b+ 2c

0 c

#

olarak tan¬mlayal¬m. Burada a = a1 + a2
p
3; b = b1 + b2

p
3; c = c1 + c2

p
3 olarak

al¬nm¬̧st¬r ve b = b1 � b2
p
3 ifade etmektedir. Öte yandan � : (Z=4Z)(

p
3) �!

(Z=4Z)(
p
3) otomor�zmas¬ ise �(b1 + b2

p
3) = b1 � b2

p
3 biçiminde tan¬mlan-

m¬̧st¬r. Bu durumda � : T2(R) ! T2(R) bir otomor�zmad¬r. Dahas¬ �U :

T2(R) ! T2(R) otomor�zmas¬ bir iç otomor�zmad¬r. Burada U =

"
3 2

0 1

#
2

T2(R) ve U�1 =

"
3 2

0 1

#
2 T2(R) iken

�U = U�1:

"
a b

0 c

#
:U =

"
a 2a+ 3b+ 2c

0 c

#

elde edilir. �(b1+ b2
p
3) = b1� b2

p
3 ile e� : T2(R)! T2(R) indirgenmiş otomor-

�zmas¬

e� "a b

0 c

#!
=

"
�(a) �(b)

0 �(c)

#
=

"
a b

0 c

#
olaca¼g¬ndan

� = �Ue� = �U

 e� "a b

0 c

#!!
= �U

 "
a b

0 c

#!
=

"
a 2a+ 3b+ 2c

0 c

#
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biçiminde iki otomor�zman¬n bileşkesi olarak yaz¬labilir. Bu örnekte R halkas¬

birimli ve de¼gişmeli ancak taml¬k bölgesi olmayan bir halkad¬r. Ancak Spiegel�in

makalesinde ele al¬nan teoremde R halkas¬I(X;R) çak¬̧sma cebirinde sadece bi-

rimli halka olarak al¬nm¬̧st¬r. Bir sonraki örnekte R halkas¬üzerindeki de¼gişmeli

olma özeli¼ginden 2� 2 blok matrisler kullanarak vazgeçece¼giz.

Örnek 6 Bir önceki örnekteki koşullar alt¬nda � : T2(T2(R)) ! T2(T2(R)) oto-

mor�zmas¬n¬tan¬mlayal¬m. Burada R�yi

R = (Z=4Z)(
p
3) =

n
a+ b

p
3 : a; b 2 Z=4Z

o
olarak alal¬m. T2(R) matris halkas¬n¬n de¼gişmeli olmad¬¼g¬n¬biliyoruz.

�

 "
T2(R) T2(R)

0 T2(R)

#!
= �

0BBB@
26664
a b c d

0 e 0 f

0 0 g h

0 0 0 k

37775
1CCCA

= �

 "
A B

0 C

#!
=

"
A 2A+ 3B + 2C

0 C

#

biçiminde � otomor�zmas¬n¬tan¬mlarsak

U =

"
3I2�2 2I2�2

0 I2�2

#
ve U�1 =

"
3I2�2 2I2�2

0 I2�2

#
için U =

26664
3 0 2 0

0 3 0 2

0 0 1 0

0 0 0 1

37775 ve U�1 =
26664
3 0 2 0

0 3 0 2

0 0 1 0

0 0 0 1

37775 ise UU�1 =
26664
9 0 8 0

0 9 0 8

0 0 1 0

0 0 0 1

37775 =
26664
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

37775 olaca¼g¬ndan
�U : T2(T2(R))! T2(T2(R)) iç otomor�zmas¬

�U(

"
A B

0 C

#
) =

"
A 2A+ 3B + 2C

0 C

#

olacakt¬r. Bir önceki örnekten farkl¬olarak � : T2(R) �! T2(R) biçiminde tan¬ml¬

olacakt¬r. Ancak burada da benzer ifadeleri kullanarak a = a1 + a2
p
3; b = b1 +
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b2
p
3; c = c1 + c2

p
3 ve b = b1 � b2

p
3

�

 "
a b

0 c

#!
=

"
a b

0 c

#

al¬n¬rsa e� : T2(T2(R))! T2(T2(R)) otomor�zmas¬

e� "A B

0 C

#!
=

"f�(A) f�(B)
0 f�(C)

#
=

"
A B

0 C

#

olacakt¬r. Burada A =

"
a b

0 c

#
olarak al¬nm¬̧st¬r. Böylece görülecektir ki

� = �Ue� = �U

0BBB@e�
0BBB@
26664
a b c d

0 e 0 f

0 0 g h

0 0 0 k

37775
1CCCA
1CCCA

= �U

 "
A B

0 C

#!
=

"
A 2A+ 3B + 2C

0 C

#

bileşkesi biçiminde yaz¬labilen bir � otomor�zmas¬vard¬r. Dikkat edilirse ald¬¼g¬m¬z

halka de¼gişmeli de¼gildir. Çünkü

"
A B

0 C

#"
C D

0 E

#
=

"
AD AE +BF

0 CF

#
oldu¼gu

halde

"
C D

0 E

#"
A B

0 C

#
=

"
DA DB + EC

0 FC

#
olur.

Tan¬m 25 X say¬labilir ya da sonlu bir küme, R de¼gişmeli ve birimli bir halka

olsun. � : I(X;R) ! I(X;R) tan¬ml¬ bir R halka otomor�zmas¬ olmak üzere

e¼ger her r 2 R ve f 2 I(X;R)

�(rf) = r�(f)

şart¬sa¼glan¬rsa böyle otomor�zmalara R-otomor�zmas¬denir.

Tan¬m 26 X, Y iki k¬smi s¬ral¬ küme olsun. Birebir ve örten ' : X �! Y

tasviri her x1; x2 2 X için x1 � x2 iken '(x1) � '(x2) şart¬n¬sa¼gl¬yorsa ' bir

izomor�zmad¬r.
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Teorem 19 X sonlu ya da say¬labilir bir küme ve R birimli bir halka olsun. �

bir R-otomor�zmas¬olmak üzere e¼ger bir y 2 X için �(ex)(y; y) 6= 0 sa¼glan¬yorsa,


(x) = y biçiminde 
 2 Aut(X) olan bir otomor�zma vard¬r.

·Ispat. X = fx1; x2; x3; :::::g sonlu ya da say¬labilir bir k¬smi s¬ral¬ küme

üzerinde tan¬ml¬ bir 
 : X �! X in otomor�zma olmas¬ için gerekli tan¬m¬

vermi̧stik. Bu durumda 
 tasvirinin birebir örten ve her x1; x2 2 X için x1 � x2

iken '(x1) � '(x2) şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬göstermemiz gerekecektir.

fex j x 2 Xg kümesi iki̧serli ortogonal idempotent elemanlardan oluşan mak-

simal bir küme olsun. Daha önce ispatland¬¼g¬gibi f�(ex) j x 2 Xg kümeside

I(X;R) çak¬̧sma cebrinde tan¬ml¬ bir iki̧serli ortogonal idempotent elemanlar-

dan oluşan maksimal kümedir. Teorem 15�ten I(X;R)=J(I(X;R)) �= �R=J(R)

oldu¼gundan f�(ex) + J(I(X;R)) j x 2 Xg kümesi de I(X;R)=J(I(X;R)) için

iki̧serli ortogonal idempotent elemanlardan oluşan maksimal bir kümedir. ·Izomor-

�zma dolay¬s¬yla �R=J(R) içindeki iki̧serli ortogonal idempotent elemanlar bulu-

nacakt¬r. Dolay¬s¬yla her x 2 X için öyle bir tek y 2 X olacakt¬r ki �(ex)(y; y)�

ey(y; y) 2 J(I(X;R)) ve böylece �(ex)(y; y) 6= 0 sa¼glans¬n. Bu durumda 
 1� 1

ve örten bir tasvir olacakt¬r. Öte yandan her x1; x2 2 X için x1 � x2 () ex1

I(X;R) ex2 6= f0g () �(ex1) I(X;R) �(ex2) 6= f0g () e
(x1)I(X;R)e
(x2) 6=

f0g () 
(x1) � 
(x2) olacakt¬r. Sonuç olarak 
 : X ! X bir otomor�zmad¬r.

Lemma 20�den sonra Kezlan teoreminin genellenmi̧s hali yaz¬labilir:

Lemma 20 X yerel sonlu ve k¬smi s¬ral¬bir küme, R birimli de¼gişmeli bir halka
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olsun. Ortogonal idempotentler g; h 2 I(X;R) ve x 2 X için

ex = g + h(mod J(I(X;R))) alal¬m. Bu durumda öyle bir � 2 R idempotent

eleman¬vard¬r ki g � �ex(mod(Z(I(X;R)))) ve h � (1��)ex(mod(Z(I(X;R))))

sa¼glar.

·Ispat. g; h 2 I(X;R) ortogonal idempotent elemanlar¬için g(x; x); h(x; x) 2

R birer idempotent eleman olacaklard¬r. Ayn¬zamanda (g(x; x) + h(x; x)) da

bir idempotent elemand¬r. Biliyoruz ki a 2 R idempotent ise (1 � a) 2 R de

idempotenttir. Dolay¬s¬yla 1 � (g(x; x) + h(x; x)) da bir idempotent elemand¬r.

Jacobson radikalle ilgili teoremden g 2 J(I(X;R)) olabilmesi için g(x; x) 2 J(R)

olmas¬ gerekiyordu. Öte yandan g(x; x) 2 J(R) ise 1 � (g(x; x) + h(x; x)) 2

J(R)�d¬r. Ancak J(R) içinde sadece aşikar idempotent elemanlar yer ald¬¼g¬ndan

1 � (g(x; x) + h(x; x)) = 0 ya da 1 � (g(x; x) + h(x; x)) = 1 olacakt¬r. E¼ger

1 � (g(x; x) + h(x; x)) = 0 al¬n¬rsa 1 = (g(x; x) + h(x; x)) bulunur. Şimdi � =

g(x; x) kabul edelim. 1 = (� + h(x; x)) =) h(x; x) = 1 � � =) h(x; x)ex =

(1 � �)ex =) h � (1 � �)ex(mod(Z(I(X;R)))) bulunur. Benzer biçimde � =

g(x; x) =) �ex = g(x; x)ex =) g � �ex(mod(Z(I(X;R)))) bulunur. Ancak

dikkat edilirse bu sadece � = g(x; x) durumunda geçerlidir. Çünkü bir x 6= y 2 X

al¬n¬rsa 1� (g(y; y)+ h(y; y)) = 1 =) g(y; y)+ h(y; y) = 0 bulunur ki sadece �ex

i̧sleminin s¬f¬rdan farkl¬l¬¼g¬n¬aç¬klar.

Teorem 21 R birimli bir halka ve X sonlu ya da say¬labilir yerel sonlu ��

k¬smi s¬ral¬ küme olsun. � : I(X;R) �! I(X;R) tan¬ml¬ bir R�otomor�zma

ve AutfXg = 1 ise � bir iç otomor�zma olacakt¬r.
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·Ispat. 
 : X �! X bir otomor�zma olarak al¬rsak, 
 birim otomor�zma

olacakt¬r. Teorem 19�dan � bir R-otomor�zma ve �(ex)(y; y) 6= 0 oldu¼gunda


(x) = y oldu¼gunu biliyoruz. Burada ise 
 birim otomor�zma oldu¼gundan x 2 X

olmak üzere 
(x) = x olacakt¬r.

Tip-1 otomor�zma tan¬m¬n¬ hat¬rlarsak, � 2 Aut(I(X;R)) oldu¼gunda her

x 2 X için �(ex) � a�(x)e�(x) 2 Z(I(X;R)) şart¬n¬n sa¼glanmas¬durumunda �

bir Tip-1 otomor�zmad¬r. # : X �! X birim otomor�zma oldu¼gundan �(ex) �

a(x)ex 2 Z(I(X;R)) olacakt¬r.

Teoremde verilenlere bakarsak �(ex)(y; y) 6= 0 ve �(ex)(y; y) = a(x)ex ola-

cakt¬r. Dolay¬s¬yla � : I(X;R) �! I(X;R) tan¬ml¬R-otomor�zmas¬bir Tip-1

otomor�zmad¬r.

fex j x 2 Xg iki̧serli ortogonal idempotent elemanlar¬n maksimal kümesi

olarak ald¬¼g¬m¬zda gösterdik ki f�(ex) j x 2 Xg de idempotent elemanlar¬n

maksimal kümesi olur.

�(ex)(y; y) = a(x)ex eşitli¼ginde �(ex) ve ex idempotent ise

�(ex)�(ex) = a(x)a(x)exex

�(ex) = a(x)a(x)ex

olur ki�(ex) = a(x)ex eşitli¼gi kullan¬larak a(x)�in de idempotent oldu¼gu görülebilir.

a(x) 2 R idempotent ise önceden ispat¬n¬yap¬ld¬¼g¬gibi (1�a(x)) 2 R de idempo-

tent olacakt¬r. R halkas¬n¬n birimli bir halka oldu¼gu hat¬rlanmal¬d¬r.Öte yandan

�((1� a(x)) ex) 2 Z(I(X;R)) olacakt¬r. (1� a(x)) ex bir idempotent eleman ve

Z(I(X;R)) da tan¬ml¬s¬f¬r d¬̧s¬nda idempotent eleman olmad¬¼g¬ndan (1 � a(x))

ex = 0 ve (1 � a(x)) = 0 bulunur. Dolay¬s¬yla art¬k � : I(X;R) �! I(X;R)
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tan¬ml¬R-otomor�zmas¬na özel otomor�zma diyebiliriz. Çünkü a(x) = 1 ve

# : X �! X birim otomor�zma ki birebir ve örten olacakt¬r.

Lemma 10�a geri dönersek orada, � 2 Aut(I(X;R)) ve �(ex)D = ex; �(ex)U 6=

0 8x 2 X olsun. Bu durumda öyle bir �h 2 Aut(I(X;R)) iç otomor�zmas¬

vard¬r ki (�h�)(ex) = ex 8x 2 X eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬göstermi̧stik. Art¬k �h�

biçiminde bir R�otomor�zmas¬yla yolumuza devam edebiliriz. Her x 2 X için

(�h�)(ex) = ex şart¬sa¼glan¬r.

E¼ger X = [k2KXk8k 2 K biçiminde X kümesi ayr¬k ba¼glant¬l¬ parçal¬

ayr¬̧s¬mlar¬n bir birleşimi olarak yaz¬l¬rsa, Lemma 8 ve 9�u hat¬rlarsak

� 2 Aut(I(X;R)) otomor�zmas¬ � = f�k j k 2 Kg otomor�zmas¬n¬n bir in-

dirgenmi̧s hali olma özelli¼gini taş¬r.

Lemma 8, Lemma 9 ve Lemma 10�dan �h� otomor�zmas¬f�k j k 2 Kg oto-

mor�zmas¬n¬n bir indirgenmi̧s otomor�zmas¬ olma özelli¼gini taş¬yacakt¬r. �h�

bir R-otomor�zmad¬r ve Lemma 9�un ispat¬ndan her k 2 k için �k : R �! R

otomor�zmas¬n¬n birim otomor�zma oldu¼gu görülür.

4 EK

Teorem 22 � : Z+ ! Z+ tan¬ml¬bir halka otomor�zmas¬ise � birim otomor�z-

mad¬r.

·Ispat. Farzedelim ki � : Z+ ! Z+ bir halka otomor�zmas¬olsun. Bu du-

rumda �(1) = 1 olmal¬d¬r. E¼ger �(1) 6= 1 ise key� r 2 Z+ için

r = 1 + 1 + 1 + 1 + :::+ 1 = r:1
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ve

�(r) = �(r:1) = �(r):�(1)

olaca¼g¬ndan çeli̧ski olurdu. Böylece �(1) = 1 ve �(2) = �(1 + 1) = �(1) + �(1) =

1 + 1 = 2 bulunur. Benzer biçimde �(3) = �(1 + 1 + 1) = �(1) + �(1) + �(1) =

1 + 1 + 1 = 3 olur. Bu yöntemi devam ettirdi¼gimizde her r 2 Z+ için �(r) = r

bulunur. Bu nedenle tek bir otomor�zma mevcuttur bu da birim otomor�zmad¬r.

Teorem 23 R birimli bir halka ve J(R) R halkas¬n¬n Jacobson radikali olsun.s 2

radR ise her t 2 R için 1� st sa¼g tersinirdir.

·Ispat. s 2 radR ve M � R maksimal ideal olsun. radR maksimal ideallerin

kesi̧simi oldu¼gundan s 2 radR � M olacakt¬r. Böylece her t 2 R için st 2 M .

Öte yandan 1 � st 2 M olsayd¬1 2 M olaca¼g¬ndan M = R olurdu. Bu nedenle

1� st =2M . Böylece 1� st sa¼g tersinirdir.

Önerme 24 E¼ger R halkas¬ için e1 ; e2 ; e3 ; ::::; en tüm ikişerli ortogonal maksi-

mum idempotentlerinin kümesi ise

RR = Re1 �Re2 � ::::::�Ren

olarak yaz¬labilir.

·Ispat. R halkas¬nda e1 ; e2 ; e3 ; ::::; en iki̧serli ortogonal merkezi ilkel idempo-

tentlerinin maksimal kümesi oldu¼gundan 1 = e1 + e2 + :::::en olarak al¬nabilir.

Dolay¬s¬yla her Ri = Rei (i = 1; ::::; n) biçiminde yaz¬l¬̧s do¼grudur. Burada Rei

birer ideal olaca¼g¬ndan R:1 = Re1�Re2� ::::::�Ren , yani R halkas¬ayr¬̧sabilen

bir halkad¬r ve idempotentler bu ayr¬̧s¬mlar¬belirler.
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Teorem 25 E¼ger R halkas¬ayr¬̧samaz bir halka ise s¬f¬rdan farkl¬sadece 1 merkezi

idempotent eleman¬na sahiptir.

·Ispat. E¼ger u 2 R s¬f¬rdan farkl¬merkezi idempotent eleman olarak al¬n¬rsa

1 � u da merkezi idempotent olacakt¬r. Ancak R halkas¬ ayr¬lamaz bir halka

oldu¼gundan R = Ru � R(1 � u) yaz¬l¬̧s¬nda u = 0 ya da 1 � u = 0 olaca¼g¬ndan

s¬f¬rdan farkl¬idempotent eleman sadece u = 1 olacakt¬r.
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