T.C.
GEBZE YUKSEK TEKNOLOIJI ENSTITUSU

MUHENDISLIK VE FEN BILIMLERI ENSTITUSU

UST UCGENSEL MATRIS CEBIRLERININ iIC
OTOMORFIZMALARININ CAKISMA CEBIRLERI
KULLANILARAK GENELLESTIRILMESI

OZKAY OZKAN
YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

GEBZE
2008



T.C.
GEBZE YUKSEK TEKNOLOIJI ENSTITUSU

MUHENDISLIK VE FEN BILIMLERI ENSTITUSU

UST UCGENSEL MATRIS CEBIRLERININ IC
OTOMORFIZMALARININ CAKISMA CEBIRLERI
KULLANILARAK GENELLESTIRILMESI

OZKAY OZKAN
YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN
Yrd. Doc¢. Dr. Mustafa AKKURT

GEBZE
2008



MUHENDISLIK VE FEN BILIMLERI ENSTITUSU
JURI ONAY FORMU

GEBZE YUKSEK TEKNOLOJI
ENSTITUSU |

JURI M M
UYE (BASKAN) : Yrd. Dog. Dr. Mustafa AKKURT

UYE : Yrd. Dog. Dr. M. Tamer KOSAN

UYE - Yrd. Dog. Dr. Hasan SADIKOGLU

Gebze Yiiksek Teknoloji Enstitiisii Miihendislik ve Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim
Kurulu'nun 23/06/2008 tarih ve 2008/22 sayih karan ile yukaridaki dgretim elemanlarindan
olusmus jiiri tarafindan diizenlenen 07/07/2008 tarihli Tez Savunma Tutanagi neticesinde
Yiiksek Lisans ogrencisi Ozkay OZKAN’in ¢alismasi GYTE Miihendislik ve Fen Bilimleri
Yénetim Kurulw'nun Kurulwnun ......fecoidie... tarih ve ol sayili karariyla

Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans tezi olarak onaylanmistir.

iMZA/MUHUR

FR/19/KP 7.01/Rev.01



v

OZET

TEZIN BASLIGI: Ust Uggensel Matris Cebirlerinin i¢ Otomorfizmalarinin Cakisma

Cebirleri Kullanilarak Genellestirilmesi

YAZAR ADI: Ozkay OZKAN

Yerel sonlu kismi siralt bir X kiimesi {izerinde, birimli bir R halkasi ile 1 (X,R)
={f : XxX >R|f(X,y)=0 eger X£VY }kosulunu saglayan f ve ( tasvirleri, her

reR, X,y,ze X igin
(f+9)(xy)=fXy)+g(xy)
(fo)(x.y)= D f(xy)9(zy)

X<z<y

(rf)(xy)=r(f)(xy)

kosullarin1 sagliyorsa |(X, R) , X kiimesinin R halkas: iizerinde ¢akisma cebri olarak
adlandirilir.

Bu calismada, NxN iist iicgensel matris cebirleri Tn(R) iizerinde tanimh
otomorfizmalarin, ayni zamanda i¢ otomorfizma olacagi kosullarin c¢akisma cebirleri
kullanilarak genellestirilmesi incelenmistir. Bir (X, R) cakisma cebri {izerinde taniml
otomorfizmalarin hangi sartlar altinda i¢ otomorfizma oldugu gosterilmistir. Ayrica farkl
kosullar altinda |(X,R) otomorfizmalarinin, i¢ otomorfizma olarak yazilamadiginda,
indirgenmis otomorfizmalar ve bir i¢ otomorfizmanin bileskesi bi¢giminde yazildigi durum ele
alinmistir. Bu calismada ele alinan teoremler daha once ispatlanmig olup burada gakisma
cebirleri ile ayn1 teoremlerin genellestirilmis hallerinin ispatlar1 incelenmistir.

Daha sonra, calismada kullanilan teoremlerinin saglamalari verilen 6rneklerde kontrol

edilmisgtir.



SUMMARY

THESIS TITLE: Using incidence algebra to generalize inner automorphisms of upper
triangular matrix algebras
AUTHOR NAME: Ozkay OZKAN

Suppose X is a locally finite (intervals are finite) partially ordered set and R is a

ring with identity. If 1(X,R)={f: XxX > R|f(x,y)=0 if X£y} with the

operations
(f+a)(xy)=f(xy+9(xy)
(fg)(X, y): Z f(X’ y)g(Z, y)
X<zLy
(rf)(xy)=r(f)(xy)
for

f.geXad reR, Xx,y,ze X,
then 1(X,R) isan R algebra called the incidence algebra of X over R.

In this thesis, we will use automorphisms of an incidence algebras to determine
necessary and sufficient condition for an automorphism of N X N upper triangular matrix
algebras, Tn(R), to be an inner automorphism. Then this result will extend with suitable
restrictions on X and R, to obtain an automorphism of upper triangular matrices which can
not be written as an inner automorphism but a composition of an inner automorphism and

induced automorphism of R. The known results are reproven here in a fresh way using
incidence algebras. We will obtain a generalization of previous results.

After proving the theorems, the results are checked with the examples.
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1 GIRIS

Bu tezde, matris cebirlerinin ve alt cebirlerinin her otomorfizmasinin ayn za-
manda i¢ otomorfizmasi olmasi igin gerek ve yeter kosullar incelenmigtir. A =
M, (R), R—cebrinde, R’'nin bir cisim olmasi durumunda, Skolem-Noether teore-
minin bir sonucu olarak, her otomorfizma bir i¢ otomorfizmadir. 1990 yilinda
Barker ve Kezlan [1] R’nin bir tamlik bolgesi olmasi durumunda 7,,(R) iizerinde
tanimli her R—cebir otomorfizmasinin i¢ otomorfizma oldugunu agikladilar. Kez-
lan [3], 1990’da bu sonucun her degismeli ve birimli R halkas i¢in dogru oldugunu
kanitladi. Jondrup [2], eger A, merkezi olan sonlu boyutlu F' cismi iizerinde ba-
sit artinian bir halka ise A iizerinde tamimlh £ x k iist iicgensel matris halkasi
Ti(A)'nin her F-otomorfizmasi bir i¢ otomorfizmadir tezini kanitladi. Koppinen
[4], ¥ : T,(R) — T,(R) bir k—otomorfizmas1 oldugunda, ¥ nin bir ig¢ otomor-
fizma ve indirgenmis bir k—otomorfizmasinin bilegkesi bigiminde yazilmasinin
gerek ve yeter sartmm W nin kesin iist ticgensel matrisler kiimesinin her ele-
manini sabitlemesi oldugunu gostermistir. Bu tezde Koppinen ve Kezlan’in bul-
dugu yukaridaki sonuglar gakigma cebiri (incidence algebra) tanimi kullanilarak
genellenmistir. Barker-Kezlan ve Koppinen’in yukarida bahsettigimiz teoremleri

sunlardir:

Teorem 1 (Barker-Kezlan) R degismeli birimli halkas: tzerinde A birimli bir R
cebir olarak tanimlansin. Eger agikar olmayan her s : A — A R-endomorfizmast

bir R-otomorfizmasi oluyorsa, herhangi bir

0: T(A) — Ti(A)



R-otomorfizmast

g=®doW

bigiminde bir ® : T,(A) — Tr(A) i¢ otomorfizmasi ve : A — A R-otomorfizma-
siman (Y(aij)) = ¥((aiy)) ile indirgenmis hali olan ¥ : Ty(A) — Ti(A) R-

otomorfizmasinin bileskesi biciminde yazilabilir.

Teorem 2 (Koppinen[4]) A, k degismeli birimli halkas iizerinde tanimily birimli

birlesimli bir k-cebir olsun.

bigiminde tanvmly 0 cebir otomorfizmasi (N, (A)) = N, (A) sartine saglamas i¢in

gerek ve yeter kosul 0 otomorfizmasinin

L:T(A) — Ti(A)

i¢ otomorfizmasi ve

n:A— A

cebir otomorfizmasinin bileskesi 0 = 1 bi¢iminde yazilmasidar.

Tanim 1 R # @, R dzerinde tamvmi ikili iglem “+7 ve “-7 olsun. Asagqdaki
aksiyomlar saglayan (R,+,-) cebirsel yapisina bir halka denir. Halkanan -7

1slemine gore birim elemant varsa halkaya birimli halka denir.

1. (R,+) bir degismeli gruptur,

2. (R,) bir yar gruptur,

3. “-7 igleminin “+ 7 {izerinde dagilma 6zelligi vardir.



won

Eger halkanin islemine gore degigme 6zelligi varsa halkaya degismeli halka
denir. R birimli halkasinin sifirdan farkli her elemaninin tersi varsa bu halkaya

boliimlii halka denir. Birimli, degismeli ve sifir bolensiz halkaya tamlik bolgesi

denir.

Tanim 2 R bir halka ve @ # S C R olsun. R’deki islemlere gore S alt kiimesi
kendi bagina bir halka ise S’ye R halkasiman bir alt halkasy denir. {Ogr} ve R, her
R halkasinan agikar alt halkalaridir. Ya,b € I i¢cina—b € I veVa € I veVr € R
icin, ra € I (veya ar € 1) ise I ya R’nin bir sol (veya sag) ideali denir. Hem sag

hem sol tarafly ideale iki tarafle ideal veya kisaca ideal denir.

Tanim 3 R halkasimn, bir I idealine gore tanimlanan denklik siniflart arasinda
(a+1)d(b+1)=(a+b)+1ve(a+1)®(b+1)=(a-b)+I ile tanamlanan &
ve ® iglemlerine gore R/I bir halkadwr. Bu halkaya R’nin I idealine gore bolim

halkast denir.

Tanim 4 R ve S iki halka ve f : S — R bir fonksiyon olsun. EgerV a,b € R
1¢in

i) fla+b) = f(a) + f(b)

ii) f(a-b) = f(a)- f(b) ise f’ye, R’den S’ ye bir halka homomorfizmas: denir.
f S — R halka homomorfizmasi 1 —1 ve orten ise f 'ye bir halka izomorfizmas:
denir. Eger f : S — S bir halka izomorfizmasi ise f’ye halka otomorfizmas:

denir.

Tanim 5 R degismeli, birimli bir halka ve P’de R’nin (1)’den farkl bir ideali

olsun. a,b € R ;a-b &€ P = a € P veyab € P ise P’ye R’nin bir asal



ideali denir. R degismeli, birimli bir halka ve M ’de R’nin (1) den farkl bir ideali
olsun. R’nin M ’yi kapsayan M ve R den baska hicbir ideali yoksa, M ye R ’nin

maksimal idealt denir.

Tanim 6 R birimli ve degigmeli bir halka ve R —{0r} = R* , tkinci iglem “-" ya

gore bir grup ise R’ye bir cisim denir.

Tanim 7 R birimli bir halka ve M de degismeli bir grup ve r € R ve m € M
olmak tzere, f : R x M — M, f(r,m) = rm € M ile tamwmlanan f skaler
carprme m,n € M ver,s € R i¢in

r(m+n)=rm+rn

(r+sym=rm+rs

(rs)m = r(sm)

Im = m kosgullarin gercekliyorsa M bir (birimli) sol modiildiir.

Tanmim 8 R birimli halkasy bir cisim oldugu takdirde M bir vektor uzay olur. M
ve N, R halkas: tizerinde modiiller olmak tizere ¢ : M — N fonksiyonu

mymg € M igin p(my +ma) = p(m1) + @(mo)

r € Rvem € M i¢in o(rm) = rp(m) kosullar: ger¢ekleniyorsa ¢ bir R-modiil

homomorfizmasidir. Eger ¢ 1—1 ve orten ise, ¢ bir R- modil izomorfizmast olur.

Tanim 9 A # & bir kiime ve F bir cisim olmak tizere A kiimesi tizerinde taniml
tkilt islem ve cisimden alinan elemanlarla skalerle ¢arpma iglemi tanimlansin.

1. A, F cismi tzerinde ikili iglem ve skalerle carpma iglemlerine géore bir
vektor uzay,

2. A ikili igleme gore bir halka(birlesimli),



3. u,v € Ay r € Figin (ru)v = r(uw) = u(rv) kosullar gergekleniyorsa, A’ya

bir F-cebir denir.

Tanim 10 R birimli bir halka ve G, R’ nin tersinir elemanlarindan olusan ¢arpim-
sal bir grup olsun. Bir a € G i¢in, a ile tanimlanan K, : R — R’ye déniigimii
Vo € R ig¢in, K,(x) = a 'za sartinn saghyorsa, K, déniigiimiine i¢ otomorfizma

denir.

Tanmim 11 A x B nin bos olmayan her alt kiimesine A’dan B ’ye bir baginty denir.

K, X FKiimesi tizerinde tansmle herhangt bir baginti olsun. Eger K bagintisi
her x € X i¢in (z,z) € K, (yansima)

her (z,y) € K i¢in (y,z) € K = x = y, (ters-simetri)
her (z,y) € K ve (y,2) € K i¢in (z,2z) € K, (gegisme)

ozellikler: saglanwyorsa K 'ya bir siralama bagintist ve X ’e kismi siral kiime denir.

Ornek 1 (Z, <) ile bir suralama bagintise tanamlanar. Benzer bi¢imde [0,1] a-
raliginda tanamly rasyonel sayilar kiimesi tizerinde < iglema bir siralama bagintis:

tanimlar.

Tanmim 12 Bir siralama bagintisy icerisinde herhangi ikt eleman karsilastirila-
biliyor ise bu siralama bagintisina bir tam siralama denir. Z tamsayilar kiimesinde,
x,y € Z i¢in tammlanan (Z, <) swralama bagintisy ayni zamanda bir tam sirala-
madar. Svraly bir kiimenin tam swraly bir olt kiimesine zincir denir. X kismi siraly
kiimesinin bir alt kiimesi B de farkle herhangi iki elemam x,y € B, hem x £ y

ve hem y A x bigimindeyse B alt kiimesine terszincir(antichain) denir.



Ornek 2 Bir terszincirin Hasse diagramindaki goriintiisi

biciminde olacaktur.

Tanim 13 <, X kimest tizerinde bir siralama bagintisy olsun. x; € X i¢in X
kiimesinde x;’den biiyik hicbir eleman yoksa yani her a € X i¢in x; < a tken

r; = a oluyorsa x; 'ye X in maksimal elemant denair.

Tanim 14 X, yansima ve gegisme ozelligine sahip pre-ordered bir kiime olsun.
x,z € X igin [z, z] bigiminde gosterilen ve {y € X | x <y < z} olarak tanim-
lanan kiimeye x ten z 'ye aralik denir. Eger tanymlanan her aralik sonlu ise boyle

bir X onswrali(preordered) kiimesine yerel sonlu denir.

2 CAKISMA CEBIRLERI VE OZELIKLERI

Tanim 15 R degismeli ve birimli bir halka, X yerel sonlu bir kismi sirali kiime
olsun. I(X,R) = {f: X xX — R| f(z,y) =0 eger x £ y} sartins saglayan

keyfi f,g € I(X, R) elemanlar ¥V r € R ile x,y,z € X i¢in
(f +9)(z,y) = fz,y) + 9(z,y)

(f- 9@y = D fx,2)-g(zy)

z<z<y

(7’~f)(l’,y):7‘-f(l’,y)

bi¢iminde tanamly islemleri saglyorsa 1(X, R) ¢akigma cebiri olarak adlanduvrilor.



Tanim 16 z,y € X i¢cin x < y olmak dizere

ewy(u,v) =1, eger (u,v) = (z,y)
Coy =
Y exy(u,v) =0, diger

bigiminde tanimlaniwr. Eger e, € I(X, R) eleman i¢in x = y ise ey, yerine e,

yazilir. Cakisma cebrinde birim eleman 0 = 0, ile gdsterilir ve soyle tamimlanar:

5(u, 0) 1 eger u =wv
U, v) = .
0 eger u # v

Keyfi bir f € I(X, R) aliirsa
(L) y) = D f@,2)-0(zy) = Y fl@,2)- 0z = flx,y)
v<z<y w<z<y
ve 6te yandan
z<z<y x<z<y
oldugundan o fonksiyonunun birim fonksiyon oldugu gorilir. Burada e,,e,, =

e, = 1 = e, oldugundan e,, bir idempotent elemandar.

Ornek 3 Kismi sirals X kiimesi olarak N5 = {z1, x2.23, x4, x5} i alalvm ve bagin-
tun v, < xy, 11 < 2 ve x; < w5 ile 3 < xy Va; € Ny biciminde tanimlayalim.

R degigmeli ve birimli bir halka olsun. I(Ns, R) ile bir ¢akisma cebiri tanvmlariz.

1 eg <
¢ € I(Ns, R) elemanim soyle tanvmlayalim: ((z,y) = { gerr=4y- Béylece

0 diger

((x,y) elemans matris olarak

TN
|
o O O O =
O O O = =
O O = O =
O = = O
e e

bictminde gosterilebilir.



Ornek 4 Bir baska érnek olarak da x € I (X, R) almabilir. Bu fonksiyonu

1 eger x <
x(z,y) = { 0 J d,uy olarak tanimlarsak R halkasy karakteristigi sifir olan
wger

bir halka olarak alindiginda x™(z,y) ile [x,y] arahginda vzunlugu (n+1) olan x ’te

baslayp 1y 'de biten, farkl zincirlerin sayis belirlenir.

21 Z2

T

Sekil. 1
biciminde bir kismi swraly kiime alindiginda bu kiime tizerinde

XCl,y) = x(@y)x,y) = > x(@,2) x(zy)
= x(z,z)x(z,y) + x_(a:_,zl)x(zl, y) + x(x, 22)x(22,y) + x(z, z3)x (23, y)
+x (7, y)x(y,y)

= 0+11+114+1140=3
olarak hesaplanar.

Lemma 3 R birimli bir halka ve s € R hem sag hem sol tersi olan bir eleman

olsun. Bu durumda s € R tersinirdir.

Ispat. Oyler,t € R olacaktir ki r.s = s.t = 1p yazilabilir. Halka 6zeliklerinde
ikinci isleme gore birlesme ozelligi vardir. O halde t = (r.s).t = r.(s.t) = r olur.

Bu durumda tek bir tersi olan s € R tersinir olacaktir. m

Teorem 4 X kiimesi yerel sonlu ve kismi siraly bir kiime (poset) ve R degigmeli



birimli bir halka olsun. Keyfi bir f € I(X, R) i¢in asagqidaki ifadeler birbirine

denktir.

i fel(X,R) bir sag tersi vardur.

ii f e I(X,R) bir sol tersi vardar.

iii f € I(X, R) tersinirdir.

iv f(z,z) R halkasinda Vx € X igin tersinirdir.

Ispat. (i) = (i) : Farzedelim ki f € I(X,R) bir sag tersi g € I(X,R)
olsun. Boylece Vz € X i¢in (f.9)(z,z) = f(z,z).9(x,x) = §(z,z) = 1 olacaktir.
R halkasi degismeli bir halka oldugundan f(z,x),g(z,z) € R i¢in g(z,z).f(x, )
=1 olacagindan f € I(X, R) in bir sol tersi vardur.

(11) = (7ii) : Lemma 3’ten dolay1 f € I(X, R) tersinirdir.

(1ii) = (iv) : Eger f € I(X,R) tersinir ise 6yle bir ¢ € I(X, R) vardir
ki (f.9)(x,z) = f(x,2).9(x,2) = g(x,z).f(z,2) = §(z,z) = 1 olur. Boylece
f(z,xz) =r € R tersinir olacaktir.

(iv) = (i) : f(z,2) R halkasinda Vo € X icin tersinir ise g € I(X, R)
biciminde bir sag ters eleman1 tamimlayalim. X kiimesinden alinan bir aralik
[z,y] i¢in araligin boyunu sifir alirsak x i y olacaktir. Boylece g(z,y) = 0
olacaktir. Eger | [z,y] |= 1 ise x = y olur ki bu durumda g(z,z) = (f(z,z))™"
olarak alimabilir. Simdi n > 1 durumuna bakalim. Her araligin boyunun n’den
kiigiik oldugunu farzedelim ve g € I(X, R) bu aralikta tanimh olsun. Uzunlugu

n olan [z, z] aralhgim aldigimizda g € I(X, R) bu aralikta tanimh olmadigindan

0=(f9)(z,y)
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= > f@,2)g(zy) = f(z,2)- + ) fz,2)-9(zy)

r<z<y r<z<y
olacaktir. f(z,x) R halkasinda Vzr € X igin tersinir oldugundan yukaridaki
denklemden g(zx,y) Z f(zx, z) )| - f(z,z)7! elde ederiz. [y, 2] ara-
liginin boyu n’den kiiciik oip(;i;mdan g(x,y) bu aralikta tanimh olacaktir. Sonugta
f.g =0 bulunur. =

Bir sonraki teoremde de goriilecegi gibi matris ¢carpimlar: ve ¢akisma cebir-

lerinde elemanlarin carpimlar: ¢ok yakin ilintilidir.

Onerme 5 X kiimesi yerel sonlu ve kismi suraly bir kiime ve R degismeli birimli
bir halka olsun. Bu durumda I(X, R) ¢akisma cebri M x|(R) matris cebrinin bir

alt cebrine izomorf olur.

Ispat. J indeks kiimesi olmak iizere X kiimesinin elemanlarim
X = {z; : j € J} biciminde siralayalim. Bu durumda M,x|(R) matrisinin satir ve
stitun elemanlar1 J x .J biciminde olacaktir. Tasvirimizi 2 : I(X, R) — Mx|(R)

biciminde alahm ve ji, js € J, z;,, z;, € X icin

Q(f)(Jh]Q) - f(a;jl’ij)

olarak tanimlayalim. Amacimiz ) tasvirinin bir R-cebir oldugunu gostermek-
tir. Q birebirdir ciinkii Q(f) = Q(g) duwrumunda f(z;,,zj5,) = g(z;,,xj,) yani
iki matrisin satir ve siitun elemanlar1 ayni olacaktir. Dolayisiyla f = ¢ sonu-
cuna ulagilir. Tanimdan dolay1 ortenlik bir alt cebir i¢in aranacaktir. Cakigma

cebirinde toplam ozeliginde (f1 + f2)(7,y) = fi(x,y) + f2(7,y) oldugundan

QUi+ [2)Un02) = (A+ ) (@, 2) = Az, 2,) + (), z),)
= Q(f1)(J1,J2) + Q(f2) (U1, Jo)
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bulunur. Boylece Q(f1+ f2)(J1,72) = Q(f1)(j1, J2) + Q(f2)(j1, J2) olacaktir. Diger

yandan

Qfr-f2) (1, d2) = (fr-fo) @i, ) = > filwjn, 2) - folz,25,)

x5, Sz<zj,

yazﬂlr. Ancak buradaQ(ﬁ)Ul,jZ) = (fl)(levsz) ve Q(f2)<j17j2) = (f2)<xj1>xj2)

olacagindan

Q(fl)(]b]?)Q(fZ)(]l?]?) = (fl)(xjusz)'(f2)(xj17xj2):(fl-fZ)(:Bjusz)
= Y hlep2) - flza,)

Ty Sz<wy,

oldugundan ) tasviri bir R-cebir olacaktir. m

Lemma 6 X sonlu ve kismi suraly bir kiime olsun. X = {x1, s, .....} bi¢iminde

siralanabilen kimede x; < x; ise i < j olacaktar.

Ispat. | X |= 1 oldugunda sonug agiktir. Eger | X |> 1 ise eleman sayisi
n’den kiiciik olan her kismi sirali kiime yukaridaki gibi siralansin ve z; < x; ise
i < j sartim saglasin. Simdi | X |= n alahm. Bu durumda X sonlu ve kismi siral
bir kiime oldugundan bir maksimal elemani olacaktir. Biz bu elemana y = z,
diyelim. X\ {x,} kismi sirali bir alt kiimedir. Dolayisiyla z; < z; ise ¢ < j sartim
saglar. Ote yandan z,_; < x, iken (n — 1) < n olacagindan istenilen elde edilir.

Onerme 7 X = {x; | j € J} kuismi swral bir kiime olsun. Eger X kiimesi
siralandiginda x; < x; iken i < j sarty saglanwyor ise ¥ : (X, R) — Tix|(R)

biciminde bir R-cebir izomorfizmast vardur.
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Ispat. Onerme 5 ve Lemma 6 dolayisiyla sadece diagonal ve iizerindeki ele-
manlar tanimli olacagindan sonug goriilebilir. Ornek 3 bu énermenin bir uygula-

masidir. =

Tanim 17 Eger v : X — X bir otomorfizma ise 7 : 1(X,R) — I(X,R)
otomorfizmast ¥(f)(z,y) = f(y(z),v(y)) bigiminde ~ dzerinden tanvmlanir. Bu

7 otomorfizmasina v tarafindan indirgenmis otomorfizma denir.

Farzedelim ki X kiimesi X = Ugexg XixVk € K biciminde ayrik baglantili
parcalarinin birlesimi olarak yazilabilen bir kiime olsun. KA indeks kiimesidir.
0 = {ay | k € K} otomorfizmalar kiimesi R — R tanimh biitiin otomorfizmalar
icersin. I(X,R) = Iex!(Xy, R) oldugundan © otomorfizmas iizerinden © :

I(X,R) — I(X, R) otomorfizmasi

Oz, y) = ar(f(z,y) z,y € Xy

olacak bi¢ciminde tanimlanir ve © otomorfizmasina ©’nin indirgenmis hali denir.

Tanim 18 Vh € I(X, R) tersinir olmasi i¢in h(z,x) € R, Vo € X | i¢in tersinir
olmasu gerekir. Tersinir boyle bir h € I(X,R) i¢in 7, : [(X,R) — I(X,R) i¢

otomorfizmasy T,(f) = hfh™! olarak tanimlanar.

3 CAKISMA CEBIRLERI KULLANILARAK

TEOREMLERIN GENELLESTIRILMESI

Lemma 8 ® € Aut(I(X, R)) ile her x € X i¢in ®(e,) = e, vex <y € X ig¢in

D (eyy) = eyy olarak farzedelim. Eger X kiimesi baglantis parcaly ayrigimlarn bir
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birlesimi olarak, yani X = Ugcx Xy her bir k € K biciminde yazilabiliyorsa dyle
bir ay, € Aut(R) vardwr ki ® € Aut(I(X, R)) otomorfizmasi 0 = {ay | k € K}

otomorfizmasinin bir indirgenmis hali olma ézelligini tagur.
Ispat. 2 < y olmak iizere z,y € X olsun. O halde
eI(X,R)e, = {f(@.y)ery | f € I(X,R)} = Reey,
olacaktir. ® bir otomorfizma oldugundan
P(e,1(X, R)ey) = P(e,)P(I(X, R))P(ey) = e, (X, R)e,

yazilabilir ve buradan ®(Re,,) = Re,, bulunur.
Qgy : R — R tasviri ®(re,,) = ayy(r)ey, Vr € R bigimiyle tanimlansim. Bu
tasvirin bir otomorfizma oldugunu gostermek istiyoruz. o, (r1 + ra) = agy(r1) +

Qgy(r2)sart: saglanir. Ciinkii

Quy(r1+12)esy, = O((r1 4 r2)ewy) = P(ri€zy + raeyy) = P(r1€4y) + P(raeyy)

= Qay(r1) + aay(r2).

Oyt R — R tasviri 1 — 1 ve ortendir.

Quy (1) ey = Quy(ra)eqsy ve 1,12 € R olsun. oy, (r1)es, = ®(riey,) ve
Qgy(r2)esy = P(r2e,,) esitliklerinden ®’nin otomorfizma olmasi 6zelligi de kul-
lanilarak kolaylikla r; = ry yazilir. Benzer ozellikten dolay1 «, ortendir. Son
olarak v, (1179) = iy (71)lay (1) Ozelligini gostermeliyiz. Oncelikle v, igin bunu

kanitlayalim.

Qpr(T172) €2 = P(r17r2€2:) = P(r1m2e,) = P(rimese,) = P((rie,)(raes))

= O(r1e,)P(ree,) = uy (1) €00 (12)er = Ay (1) Qe (12) €y



14

Sonug olarak o, bir otomorfizmadir. Ote yandan

Quy(T)ery = P(reyy,) = P(regesy) = C(res)P(ery) = Quu(r)eresy = 0pa(7)esy

bulunur ki o, = a,, sonucu buradan yazilir. Benzer yontemle oy, = o, de
yazilir. Dolayisiyla
Qg (1172) = Oiay (71) Oy (72)

saglanir. Sonug olarak her + < y € Xj icin g, bir otomorfizmadir ve eger
Xy, X'in x ve y’yi igeren baglantili parcasi ise her u,v € Xj, igin o, = gy
yazilir. Ek olarak, = ve y’yi iceren X’in baglantili parcasina bagh olarak x <
y € Xj i¢in ay,’'yi oy olarak gosterebiliriz. © = {ay | k € K} yazalim. Artik
amacimiz buldugumuz © = {«; | £ € K} 'nin indirgenmis hali olarak yukarida
tanimladigimiz © icin © = ® esitliginin saglandigini gostermektir. f € I(X, R),

r <y € X olmak iizere =,y € X} alalim.

O(f)(x,y)eny = e P(f)(z,y)e, = lesf(x,y)ey) = ©(f(x,y)es,)

= gy (f(z,y)ewy = O(f)(2, y)ewy

esitligi gosterir ki © = ®. Sonug olarak ®(e,) = e, Vo € X sartim saglayan her

® otomorfizmasi oy ’lar ile yazilabilir. m

Tanim 19 [ € I(X, R) fonksiyonu eger x # y durumunda f(z,y) = 0 kosulunu

saglyorsa boyle fonksiyonlara diagonal fonksiyon denir.

Tanmim 20 Verilen kismi siraly bir X kiimesinde bir xq elemans her biry € X i¢in
o <y ya day < xo bicimindeyse xo i¢in X kiimesinin her elemanayla iliskilidir
denir. Eger X Ekiimesinin her baglantily parcas: i¢inde bir iligkili eleman varsa X

kiimesine x— kismi siraly kiime denir.



15

Lemma 9 X yerel sonlu x— kismi swraly kiime ve ® € Aut(I(X, R)) otomorfiz-
masiVr € X igin ®(e,) = e, biciminde tanamlansin. Bu durumda her x <y € X

icin (T4P)(eqy) = €y olan bir tersinir g € 1(X, R) diagonal elemans vardar.

ispat. Farzedelim ki < y olsun ve a,, : R — R tasviri Lemma 8’deki gibi

P(rey,) = agy(r)es, Vr € R bigimiyle tanimlansin. Lemma 8’den

Quy(T1 +T2) = gy (11) + Qgy(12)

Qg bir otomorfizmadir ve ay, : R — R tasviri 1 — 1 ve ortendir. ayy(r)e,, =
D(reyy) = P(reges,) = P(re,)P(eyy) ve tanimdan dolayr ®(re,) = ay,(r)e, ola-
cagindan ®(re,)P(e,,) = u(r)e.P(ey,) yazalir. Ote yandan ®(e,,) = ay,(1)ey,
bi¢iminde alinir ve
D(re,)P(ery) = Quu(r)esP(esy) = s (1)espy(1)er, = (1) (1)egeq,
am(r)aﬂcy(l)ewy
yazilir. Boylece
gy (T)eqy = (1) 0ty (1) €4y
gy () = Qg (1) 0y (1)

sonucu elde edilir. Benzer yontemler uygulanarak

Qay(T)eay = P(reqy) = P(regyeyy) = Plewyreyy) = apy(1)eayayy(r)ey,

Qy (1) gy (1) €y yy = Qay(1)ary, (r)e,

bulunabilir. Boylece

(1) = Qg (1) g (1) = iy (1) ey (1)
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elde ederiz. Bu esitlikte o, (19) = 1 olacak sekilde r = g alirsak, 1 = av, (1) 0y (1)
= gy (1), (r) sonucundan a,,(1) ifadesinin hem sag hem sol tersinir oldugunu
gorebiliriz. Boylece daha 6nce ispatlandigi gibi o, (1) tersinir olacaktir. Her
k € K icin X = Ugeg Xy bigiminde baglantili parcalarin birlesimi olarak yazilan
bir X kiimesi alalim. X kiimesi x— kismi sirali oldugundan, her £ € K 6yle bir
x, € Xy vardir ki x;, o parcadaki biitiin elemanlarla iligkili olacaktir. Tanimdan
dolay1 g € I(X, R) diagonal tersinir bir eleman olacagindan, x # y durumunda

g(x,y) = 0 olacaktir. Bu elemani

(v.1) = Qgy(1) eger y € X, ve xp, < y ise
S (aye, (1)) egery € Xy vey < zy, ise

olarak tamimlarsak, g(y,y) € I(X, R) eleman: tersinir ve diagonal olur. Unutul-
mamalidir ki z; € X biitiin elemanlarla iligkilidir. Bu nedenle tanimi yapabili-
riz. Simdi g(xy, zy) € 1(X, R) diagonal tersinir elemanina bakarsak, g(zy, ;) =
Qg (1) = g (1) sonucuna varihr. Ote yandan g(xp, zx) = (Qgpe, (1)) =

(g, (1))7! olacaktir. Boylece

0, (1) = (00, (1)) = g, (0, (1)) = 0, (00, (1)) = g, (0, (1)) = 1

elde ederiz. Hatirlamirsa o, : R — R bir otomorfizmadir ve birim elemam
birim elemana gotiirmelidir. Bu nedenle a,, (1) = 1 olmaldir. Bastaki ifadeye
donersek g(zg, xr) = Qppe, (1) = oy (1) = 1 yani g(xg, ) = 1 olur. Keyfi bir

y € X alarak devam edelim. Eger z;, <y ise

(Tg®)(€ny) = 9(Th, T1) P (eary) (9(y, )"
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ifadesinde g(xy, ) = 1, P(eny) = Qupy(1)ery ve (9(y,y)) ™t = (ag,, (1)1 esit-

likleri bilindiginden
(qu)>(€$ky) = g<$k’ $k)q)(6xky)(g(ya y))71 = 10‘961@11(1)6%2/(0‘5%2/(1))71 = Capy

sonucuna varilir. Tersine y < xj, alinirsa, benzer islemlerle

(T4®)(eyey,) = 9(Y, y)ya, (1) eya, <g(xk;xk))_1 = (O‘yrk(l))_laymk(l)eyrk = Cyay,

elde edilir. $imdi keyfi z <y € X alindiginda (7,9)(e,y) = €4, olup olmadigin
kontrol edelim. z <y € X durumunda her € X icin (7,®)(e;) = e, olacaktir.

Bu nedenle

(T4®)(ezy) = Ty(P(ereny)) = Ty(auy(€r)eny) = Ty(auy(€2))Tg(€ry) = Quy(er)eay

= Teyy

sonucu bir 7 € R i¢in elde edilerek (7,®)(es,) = re,, yazilir. Farzedelim ki
z,y € Xj olsun. Eger z;, < x < y olarak alimirsa, ey .e,, = e, esitligine
7,® uygulanarak, 7,® (e, v€5y) = T4P(€s,,) = T€4,, bulunur. Ancak dncesinde
(T4P)(es,y) = €s,y sonucu ispatta verilmisti. Acgiktir ki 7 = 1 olacaktir. Eger
r <z <y alinrsa ey, €4,y = €4y esitligine 7,9 uygulanarak, 7,®(e4s, €0,y) =
ToD(€ry) = Tz Ve TP(€rs,) = €uy, ile 7,P(ey,y) = €, ifadelerinden r =
1 sonucuna ulagilir. Benzer bicimde z < y < 3, durumunda da ayni sonuca
ulagilacaktir. Boylece keyfi + < y € X durumunda (7,P)(e,,) = e, sonucu
yazilir. m

Verilen bir f € I(X, R) fonksiyonu igin fp € I(X, R) diagonal fonksiyonu

gostersin. fy € I(X, R) ile f fonksiyonunun kesin iist {iggensel pargasi olsun. Bu
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durumda f fonksiyonu direk toplam olarak f = fp+ fy biciminde yazilabilir.
Ek olarak fy € Z(I(X,R)) oluacaktir. Lemma 8 ve Lemma 9’da ele alman
otomorfizmalar ®(e,) = e, Vo € X sartim saghyordu ki bu ®(e,)p = e, ve

(e, )y = 0 demekti. Bir sonraki lemmada ®(e,)y # 0 durumu incelenecektir.

Lemma 10 Farzedelim ki ® € Aut(1(X, R)) ve ®(e,)p = e, P(er)y # 0 Vx €
X olsun. Bu durumda oyle bir T, € Aut(I(X,R)) i¢c otomorfizmast vardr ki

(Th,®)(ey) = €, Vo € X esitligini saglar.

Ispat. Oyle bir h € I(X,R) alalm ki + < y € X icin h(z,2) = 1 ve
h(z,y) = ®(e,)(z,y) olsun. Lemma 3 ve 4’e gore 1 € R tersinir oldugundan
h € I(X, R) de tersinirdir.

Keyfi bir f € I(X, R)alindiginda f = Z f(z,y)esy olacag: agikardir. Dolayi-

<y

siyla h = Z h(x,y)ey, olur. Dahasi h(z,z) = Z h(x,z)ep, = Z D(e,)(x,x)e, =

<y zeX rzeX

Z ®(e,)e, olarak yazilir. e,’in idempotent oldugunu daha 6nce belirtmistik.
zeX
Benzer olarak ®(e,) de idempotent olacaktir. Soyle ki

D(e,)P(e,) = Plee,) = Dley).

Kisaca h = ®(e,)e olarak alirsak he, = ®(e,)e e, e,’in idempotent 6zelligi kul-
lanilarak

he, = ®(e,)ere, = Pley)es
bulunur. Diger taraftan
D(e,)h = P(e,)P(ey)e, = Pley)e,
benzer bicimde elde edilir. Boylece

he, = ®(e,)h’den he,h ™ = ®(e,) ve he,h ' ®(ey) = ®(e,)P(e,)
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Sonug olarak he,h~'®(e,) = ®(e,) yani
Th®(e,) =€, Vo € X
esitligini saglanir. m

Tamim 21 FEger bir fonksiyon A gibi bir kiime tzerinde x,y € A i¢in f(x,x) =

f(y,y) ozelligini tasiyorsa boyle fonksiyonlara sabit fonksiyon denir.

Buraya kadar bazi 6zelliklere sahip olan ® € Aut(I(X, R)) otomorfizmalarim

inceledik. Simdi bu 6zelliklere baz ek 6zellikler ekleyecegiz.

Tamm 22 Eger herz € X ®(e;)—ag(x)ey,, € Z(I(X, R)) ise bu sarts saglayan

)
® otomorfizmalarina tip 1 otomorfizma diyecegiz. Burada ag ve ve fonksiyonlar:
ag : X — Rveve : X — X bi¢imindedir. Kolaylk a¢isindan tip 1 otomorfiz-
mast kullanaminin agik oldugu durumlarda ag(x) yerine a(zr) ve ve(x) yerine v(x)

kullanalacaktir. Tip 1 otomorfizmasu igin eger Vo € X igin v(z), 1 —1 ve orten ve

a(x) =1 gartlars saglanwyorsa, o zaman ® 6zel otomorfizma olarak adlandirir.

Bu lemma da ne zaman her tip 1 otomorfizmanin 6zel otomorfizma oldugunu

inceleyecegiz.

Lemma 11 Farzedelim ki ® € Aut(I(X,R)) otomorfizmas: tip 1 otomorfizma

olsun.
1 vg Ortendir.
ii Eger X sonlu bir kiimeyse ® 6zel bir otomorfizmadir.

ispat.
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i vg Orten olmasm. O halde dyle bir z € X vardir ki z ¢ v(X) olacaktir. Oyle
bir f € I(X, R) alalhm ki ®(f) = e, olsun. Biliyoruz ki e, idempotenttir.
Boylece f de idempotent olacaktir. Eger fp = 0 olursa idempotent olamaz.

O halde fp # 0 olmalidir ve 6yle bir x € X vardir ki f(z,z) € R sifirdan

farkl idempotenttir.

f(a:,x) = f(fL’,$)f<$,I) = f(a:,m)f(x,x)em(x,a:)

R degismeli oldugundan f(z,z) = (f e, f)(x,z) yazalir. Ashinda sunu
gordiik fe,f # 0. Simdi sifirdan farkl oldugunu bildigimiz bu ifadenin ®

otomorfizmasi altindaki goriintiisiine bakalim.

O(feuf) = e.P(es)e-
Esitligin sol tarafindaki ifade e, ®(e,)e, = ®(e,)(z, 2)e, ve ® tip 1 otomor-
fizma oldugundan

®(er)(z,2) — a(w)ey,, (2,2) =0

olacaktir. Boylece

P(ex) (2, 2)e. = a(X)ey, (2, 2)e.

bulunur. Ancak biliyoruz ki z ¢ v(X). O zaman e, (2,z) = 0 olur ki

ferf # 0 ancak ®(fe,f) = 0 geligkisi bulunur.

ii X sonlu bir kiime olsun. 0 = > _y e, ve 0p = ¢ olur. ®(6)p = ¢ esitliginden

®(0)p = > ,exalx)e, yazilir. Yukanda v fonsiyonunun érten oldugunu

gordiik. X sonlu ve v orten ise v 1-1 de olacaktir. Dolaysiyla a(x) = 1

Vx € X olmak zorundadir ki boylece ® 6zel otomorfizma olur.
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Ancak burada su belirtilmelidir ki her tip 1 otomorfizma 6zel otomorfizma
degildir.

Su anda Koppinen’in buldugu sonucu genellestirebiliriz. Ancak bunu yap-
madan 6nce Stanley tarafindan ortaya konulan bir lemmaya daha ihtiyacimiz

olacak.

Lemma 12 (Stanley's Lemma) R degismeli bir halka olsun. Farzedelim ki
e, e, f, f' € R halkasiman oyle idempotent elemanlary olsun ki e — e’ ve f — f',

Nm>1J™ = 0 bigiminde olan (iki tarafly) bazw J ideallerinin elemanlary olsunlar.

O halde eRf = 0 ancak ve ancak ¢’ Rf' = 0 dur.

Ispat. Biz sadece eRf = 0 = ¢/Rf’ = 0 tarafim kamlayacagiz. Simetriden
dolay1 diger taraf da benzer bigimde kamtlanabilir. eRf = 0 olsun. ¢/ = e+ z ve
f'=f+wy, x,y € J olacak bicimde alalim. e, ¢, f, f' € R halkasinin idempotent

elemanlar1 oldugundan

(e + 1) =ee+er+xe+1°=e+er+xe+a°

'dir. Ote yandan
(e+a)Y=ced=¢=c+x

2

olacagindan e + = = e + ex + re + 22 = z = ex + ve + 2. Benzer islemleri y

icinde yaparsak agagidaki esitliklerini elde ederiz.

r=ecr+zet+a? (1)

y=fy+yf+y> (2)
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olacaktir. Simdi her @ € R i¢in eaf € eRf olur ve hipotezden dolay1

eaf = 0. Boylelikle

daf' = (e+x)al(f +y) = (ea+za)(f +y) =eaf + eay + zaf + zay ve eaf =0

olacagindan eay + zaf + zay € J olacaktir. (1) ve (2) numaral esitliklerden

eaf’ = eay + xaf + ray

daf =ea(fy+uyf+y*) + (ex +ze +2%)af + (ex + ze + 2H)a(fy +yf +y?)

Ancak eRf = 0 esitligi gozoniine alindiginda

eafy = 0,eayf =0, exaf =0,zeaf =0,exafy =0,exayf =0,eray* =0,

reafy = 0,zeayf =0,

oldugu goriilebilir. Dolayisiyla

daf = eay® + afy + exay® + veay® + 2%af + ayf + 2*ay® € J?

olacaktir. Tekrar benzer yontem uygulandiginda e’af’ € J* olacaktir. Bu sekilde
devam edildiginde, n. basamaktan sonra kolaylikla ¢’af’ € J?" sonucuna ulasila-

bilir. Ote yandan N,,>1J™ = 0 oldugundan €’af’ = 0 bulunur. =

Teorem 13 X kiimesi ayrik baglantily parcalarin birlesimi olarak X = Ugeg X
bi¢iminde yazilabilen x— kismi siral kiime, R birimli bir halka ve ® € Aut(I(X, R))
olsun. O halde oyle bir v € Aut(X), 75, € Aut(I(X, R)) i¢ otomorfizmas: ve
0 ={ay € Aut(R) | k € K} kiimesi vardur ki ® bir 6zel otomorfizmadir ancak ve

ancak ® = F71,0.



23

Ispat. ® = 57,0 esitligi verilmis olsun. ®'nin 6zel otomorfizma oldugunu
ispatlamak i¢in her z € X i¢in ®(e,) — e, € Z(I(X, R)) oldugunu gostermemiz
gerekmektedir. Bunun icin 0(e,) ifadesine bakalm. 6(e,)(u,v) = ax(eq(u,v))

eger r=u="0

1
taniminda e, (u,v) = { 0 olacagindan oy (e, (x,z)) =

diger

ag(l) = 1'dir. Ciinkii ay, : R — R bir otomorfizmadir. ax(1) = 1 = e,(z, x) ola-
cagindan 37,0(e,) = 775 (e,) olacaktir. Ote yandan 7,(e,) = h™ (2, 2).e,.h(z,x) €
R ve R degismeli oldugundan 7y (e,) = e,.h~(z, z).h(x, r) = e, bulunur. Boylece
7h0(ex) = FTh(es) = F(es) olur. Keyfi z € X i¢in v : X — X otomorfizmasi
icin y(z) = y € X alalim. ¥(e,)(z, z) = e,(v(z),y(x)) ifadesinin sifirdan farkh bir
deger olmasi i¢in y(x) = v(x) = x olmahdir. Bu durumda 7(e,)(x, z) = e,(x, x)
buluruz. Boylece 7,0(e,) = e, esitligi saglanacaktir.

Tersine, farzedelim ki ® &zel bir otomorfizma olsun. O halde V z € X ®(e,) —
ag(z)ey,, € Z(I(X,R)) sartm saglayan ¢ otomorfizmalan igin a(z) = 1 ve
v : X — X fonksiyonunun 1 — 1 oldugunu biliyoruz. Kisaca ®(e,) — Cugyy €
Z(I1(X, R)) yazalim. Ote yandan herhangi bir kesin iist tiggensel matris nilpotent
olacagindan M52, (Z(I(X, R)))" = {0} olacaktir. e, ey, , P(e:), P(e,) birer
idempotent eleman olduklarimdan, Stanley[9]'nin lemmasina gore her x,y € X

icin ey, [(X, R)ey,, = 0 & (e,) (X, R)®(e,) = 0. Boylelikle
r<y<eld(X,R)e, #0

& ®(e,)[(X, R)®(e,) # 0
& ep [(X, R)ey,, #0

& v(r) < u(y)
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Sonug olarak v € Aut(X). ®; = v~1® olarak alalm. Bu durumda her z €
X icin &, = v~1® 6zel otomorfizma olacagindan ®(e,) — e, € Z(I(X,R)
yazilir. Ote yandan Lemmal(Q’a gore 6yle bir 7, € I(X, R) i¢ otomorfizmas
(14®1)(e;) = e, bulunabilir. Lemma 8 ve Lemma 9’a gore her & € K igin
© = {a} € R| k € K}'mn indirgenmis hali olarak tanimlanan © otomorfizmasi

icin 7,$, = © yazilir. Boylece ®; = O7,-1 ve &; = v~1® oldugundan

Or)1 =110 = O7,.17 = D.

Teorem 13 sayesinde ® 6zel otomorfizma oldugunda ispattan da faydalanarak
tersinin de bir 6zel otomorfizma oldugunu soyleyebiliriz. Dahasi1 ® 6zel bir oto-
morfizma ise ®(Z(I(X,R)) = Z(I(X, R) oldugunu soyleriz. Ancak bunun tersi
her zaman dogru degildir. Yani bir otomorfizma ®(Z(I(X,R)) = Z(I(X,R)
sartin1 saglayabilir ancak 6zel bir otomorfizma olmayabilir.

Simdi bir ¢akigsma cebiri igin Jacobson radikali belirleyelim.

Teorem 14 X yerel sonlu bir kismi siraly kiime ve R degigmeli birimli bir halka
olsun. I(X, R) ¢akigma cebrinin Jacobson radikali Vx € X | f € (X, R) fonsiy-

onlarindan f(x,xz) € J(R) bi¢iminde elemanlarn kiimesidir.

Ispat. Ek Teorem 23’den biliyoruz ki 7' birimli bir halka olmak iizere J(T)
,T" ’'nin Jacobson radikali, her ¢ € T igin 1 — st tersinir olan s € T"lerin olug-
turdugu kiimedir. Cakigma cebiri i¢in birim eleman § oldugundan f € I(X, R)
elemaninin Jacobson radikalin bir elemani olmasi i¢in her g € I(X, R) i¢in § — fg

‘nin tersinir olmasi1 gerekir. Ancak § — fg ’nin terlenebilir olmasi i¢in Vo € X
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i¢cin 1 — f(z,z).g(x,z) R halkasinda birim olmas:1 gerekir. Bu ancak ve ancak

f(z,z) € J(R) oldugunda miimkiindiir. =

Teorem 15 X yerel sonlu bir kismi siraly kiime ve R degigmeli birimli bir halka

I(XR) o~

olsun. AR =

R
reX m .
Ispat. Sifirdan fakh bir f € I(X, R)\ J(I(X, R)) aldigimizda f + J(I(X, R))

bi¢iminde tanimli bu eleman igin ¢ : L(X, R))) — I ex 55 J( ) tasvirini tanimlay-

TR
alm. Burada ¢(f + J(I(X,R))) = Hex f(x, ) tamm altinda izomorfizmay
gostermeliyiz. Oncelikle f(z,z) € Tl,c X% sifirdan farklh bir eleman olarak
almirsa f(z,z) ¢ J(R) olur. Dolaysiyla f(x,z) = f(z,z) + J(R)’dan bahsede-
biliriz. ¢ tasviri 1 — 1 oldugunu gostermek i¢in Ker¢ = {f + J(I(X,R)) €
T O(f + J(I(X, R))) = Tex0+ J(R)} bakalm. f(z,z) € J(R) olacagm-
dan f(x,z) € J(I(X,R)) olur ve Ker¢ = {0+ J(I(X,R))} bulunur. Orten

oldugunu gostermek icin Ioex 775 ’den bir eleman alahm. f(z,z) + J(R) =

re + J(R) € Hpex J ; almdiginda r, € R olacaktir. Simdi Vo € X igin bu

I(X,R)

JI(X,R) icinden bir eleman bulmaliyiz. Soyle ki

elemana kargilik gelen

flz,x) =r, eger x =y
I(X,R) =
f e IlX, ) { f(z,y) =0egerz £y

tamumlamirsa f + J(I(X, R)) € (I((TR olacaktir. o(f + J(I(X,R))) = Iex(

f(z,z) + J(R)) = lex(ry + J(R)) bulunur.
o((f.9) +J(I(X,R)) = Tex((f9)(z,z)+ J(R))
= Iex(f(z,2).9(z,2) + J(R))
= HzGX(f(ma .%’) + J(R)) = erx(g(l’,ﬂf) + J(R))

= ¢o(f)-0(9)
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Benzer bicimde

o((f+9)+JU(X.R))) = ILex((f+9)(z,z)+ J(R))
= Ihex((f(z,2) + g(z, 7)) + J(R))
= IhLex(f(z,2) + J(R)) + aex(g(x, 2) + J(R))

= o(f) + ¢(9)

bulunur. Boylece ¢ bir izomorfizmadir. =
Hangi hallerde ®(Z(1(X, R)) = Z(I(X, R)) sartin1 saglayan her otomorfizma
bir 6zel otomorfizma olacaktir sorusunun cevabini verebilmek icin 6énce ayriga-

mayan halkalar iizerinde duralim.

Tamim 23 Eger R(# 0) halhast iki sifirdan fakly idealin direk toplama olarak

yazilamawyorsa R halkasina ayrisamaz halka denir.

Tanim 24 ey,e; € R idempotent elemanlar, ey.ea = 0 = eg.eq kosulunu sagliy-

orsa bu ¢ifte ortogonal idempotent denir.

Onerme 16 Eger R halkast icin €,,€,, 6y, .....,e, tkigerli ortogonal maksimum

idempotentlerinin kiimesi ise
Rr=Rey ® Rea & ... @ Re,,
olarak yazlabilir. (Pierce Decomposition)

Ispat. (EKE BAKIN) m
Artik hangi hallerde ®(Z(I(X, R)) = Z(I(X, R) sartin saglayan her otomor-

fizma bir 6zel otomorfizma olacaktir sorusunun cevabini verebiliriz:
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Teorem 17 X yerel sonlu bir kismi swraly kiime, R ayrisamaz birimli bir halka
ve ® € Aut(I(X, R)) olsun. ®(Z(I(X,R)) = Z(I(X, R) ancak ve ancak ® bir

ozel otomorfizmadar.

Ispat. Eger ® bir 6zel otomorfizma ise ®(e,) — e, € Z(I(X,R)) olacak-
tir. Dolayisiyla keyfi h € Z(I(X, R)) aldigimizda her x € X igin h(z,z) = 0
olacagindan ®(h) € Z(I(X, R)) olur.

Ote yandan R ayrigsamaz birimli halka ve ®(Z(I(X, R)) = Z(I(X, R) olsun.
Amacimiz ®'nin 6zel bir otomorfizma oldugunu gostermektir. Bunun igin énce
I(X,R)/Z(I1(X, R) boliim halkasina bakalim. & : Aut(I(X, R)) — Aut(I(X, R))
bir otomorfizma oldugundan & : I(X, R)/Z(I(X,R) — I(X,R)/Z(I(X, R) bigi-
minde bir otomorfizma ®’ye bagh olarak ®(f) = f' ise f = f+ Z(I(X, R) olmak
tizere ®'(f) = fl bi¢iminde tanimlanabilir.

Ancak I(X,R) / Z(I(X,R) boliim halkasinin elemanlar1 diagonali sifirdan
farkli diger biitiin elemanlar: sifir olan bir iist tiggensel matrise izomorf olacaktir.

Bu nedenle I(X, R) /Z(I(X,R) 1 I(X', R) olarak alirsak
I(X',R) = ,ex'R

olur. X’ bir terszincir sadece diagonalde taniml bi¢iminde tanimlanacaktir.
Ciinkit Onerme 16’da gosterdigimiz gibi e, e,, €., ....,e,, R halkasmm ikiserli or-
togonal maksimum idempotentlerinin kiimesi oldugunda Rr = Re; P Rea® ...... P
Re,, bi¢ciminde direk toplam olarak yazlabilir.

Artik yukarda tammmladigimiz &’ otomorfizmasim

d:I(X',R) — I(X,R)
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olarak da alabiliriz. I(X', R) elemanlar sadece merkez elemanlardan olusacaktir.
Dolaysiyla herhangi bir otomorfizma merkezdeki elemani alip merkeze gotiiriir.

®’ otomorfizmasini daha da ileri giderek C'(R), R halkasinin merkezi olmak tizere

&' : MexC(R) — exC(R)

bigiminde gorebiliriz. R ayrigsamaz bir halka oldugundan ek Teorem 25’e gore R
halkasinin idempotent elemanlar: ya 1 ya da 0 olacaktir. Dolayisiyla {e, : z € X '}
maksimal ilkel ortogonal idempotentlerin tek kiimesi olur. Boylece v : X' — X’
tanimh ve  elemanlarini permiite eden bir fonksiyon olmak tizere ®'(e,) = €y(x)
olur. Sonug olarak ®(e;) — ey € Z(I(X, R)) bulunur ki ® 6zel bir otomorfizma
olur. m

Artik ¥ : T,,(R) — T, (R) bir k-otomorfizmasi oldugunda, ¥’nin bir i¢ oto-
morfizma ve indirgenmis bir k-otomorfizmasinin bilegkesi biciminde yazilmasinin
gerek ve yeter sartinin W'nin kesin iist iiggen matrisler kiimesinin her elemanini
sabitlemesi gerekir teoreminin Koppinen tarafindan yapilan ispatini genelleyebili-
riz. Bu genelleme ¢akisma cebrinde X kismi sirali kiimesi yerine pozitif tamsayilar

kullanilarak yapilacaktir.

Teorem 18 R birimli halka, T,,(R) elemanlar: R halkasindan olan st ti¢gensel
matris ve & € Aut(I(X,R)) olsun. Farzedelim ki ® otomorfizmasi kesin st
ticgensel matrisleri sabitlesin. O halde dyle bir a € Aut(R) otomorfizmasi ve

Th: T,(R) — T,.(R) i¢ otomorfizmasi varder ki ® = 75,. @ sartina saglar.

Ispat. n < oo durumunda X’i Z"mn sonlu bir alt kiimesi olarak alir-

sak, sonlu bir tamsay1 zinciri elde ederiz ve aciktir ki I(X, R) = T,,(R) olur.
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Z(I1(X, R)) ile daha 6nce kesin iist iicgensel matrisleri tanimlamigtik. Dolayisiyla

hipotezimize gore her ® € Aut(I(X, R)) igin
O(Z(I(X,R)) = Z(I(X,R)
sart1 saglanacaktir. Z(I(X, R)) nin sifirlayicisim
Annp(Z(I(X,R))) ={f € I(X,R) : Z(I(X,R))- f =0z € Z(I(X,R))}

bi¢iminde tanmimlariz. Burada X kiimemiz Z"’mn sonlu alt kiimesi oldugundan
kismi siral kiimemizde 1 € Z* ’i en kii¢iik eleman olarak alabiliriz. Carpma iglem-
inin tanimim da kullanarak Z(I(X, R)) - f = 0 ¢arpimin1 tanimlamaya galigalim.
Z(I(X,R))-f=0ise z € Z(I(X, R)) olmak iizere garpmay1

> z(u,s) - f(s,v) biciminde tanimi kullanarak agarsak kargimiza

u<s<v

> 2(uys) - f(s,v) = 0 durumu gikacaktir. Toplam semboliiniin 6zelliginden
u<s<v

Z 2(u,s) - f(s,v) = z(u,u) - f(u,v) + Z z(u,s) - f(s,v) =0

u<s<v u<s<v
elde ederiz. Ancak z(u,u) = 0 olacagindan elimizde sadece u < s < v durumunda

tanimlh ) z(u, s) - f(s,v) = 0 esitligi kalacaktir.

u<s<v
Simdi ¢ # j durumunda e;; € Z(I(X,R)) elemanlarim kullanarak garpim

islemini inceleyelim.Unutulmamahdir ki ¢ = j durumunda e; ¢ Z(I1(X, R)) ola-

caktir.

Z eij(i,s) - f(s,v) =0

1<s<v

tanimi hatirlarsak sadece e;;(¢, j) durumunda 1 diger hallerde 0 olacaktir. Boylece
carpim iglemini e;;(7,7) - f(j,v) = 0 durumuna indirgeriz. Burada e;;(i,j) =

1 olacagindan ), _ €;;(i,5) - f(s,v) = 0 olmasi i¢in f(j,v) = 0V v € X
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olmasi gerekir.Artik en basta genel haliyle verdigimiz sifirlayici -Ann- tanimim

Z(I1(X, R)) tizerinde 6zel haliyle tekrar yazabiliriz. Boylece

Annp(Z(I(X, R))) = {f € [(X,R): f(j,v) =0 if j#1V¥=€ Z(I(X,R))}

olacaktir. Ann,(T') ve Anny(T), T' = T,(R) halkasimin sag ve sol sifirlayicilarin
gostersin. e; = ey; € I(X, R) idempotent elemanin e3;(1,1) # 0 oldugundan
Anng(Z(1(X, R))) idealinin bir elemani olarak gorebiliriz. Daha da fazlas1 bu
idempotent eleman Anng(Z(I(X,R))) igin sol-birim olma &zelligini e;;(1,1) -
f(1,v) = f(1,v) esitliginden dolay1 kazanacaktir.

Burada f(2,v), f(3,v),..., f(v,v) = 0 olacaktir. ® € Aut(I(X, R)) otomorfiz-
masi altinda e; = ej; € I(X, R) birim elemamnin goriintiisii ®(e;) = e; olacagin-
dan

P(ey) —e1 € Z(I(X, R))

yazilabilir. Simdi s6yle bir kiime alalim ve bu kiime iizerinde sol-birim elemanlari

tanimlamaya ¢aligmalim.

Annp((Z(1(X, R)))?) N Anny(Anng(Z(1(X, R))))

idealine bakalm. Basglangig olarak Anng((Z(I(X, R)))?) ile nasil bir yap: tanim-
ladigimiza bakarsak (Z(I(X, R))) yapisi teoremi de kullanarak kesin iist tiggensel
bir matris seklinde goriiliirse matris ¢arpimindan dolayr ((Z(1(X, R)))? ifadesi

soyle gortilebilir.

O r r rr o 7 77 0 0 r 2rr" 3rr’
00 r rr 00 » o 7 00 0 »r" 2r
000 rr oo o0~ =000 0 rf
00 0O0r 00 0 0 « 00 O 0 0
(0o0000| [000O0O0|] |00 0 0 0|
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Boylece iist tiggensel matrisimizde (i,,i,) = 0 diagonal elemanlara ek olarak
(4ns1,1,) = 0 olacaktir. Diger yandan bir kesisim kiimesi tanmimlamigtik ve bu

kiimenin ikinci kisminda

Anny(Anng(Z(1(X, R))))

yer almaktaydi.Bu sifirlayici idealin nasil elemanlardan kurulu olduguna bakalim:

g € Anny(Anng(Z(1(X, R)))) alirsak > g(u,2)f(z,v) = 0 olmalidir. Ancak

u<z<v

[ € Anng(Z(1(X, R))) oldugundan z # 1 durumunda f(z,v) = 0 olur.Boylece

toplami sadece : > g(u, z)f(z,v) = g(1,1) f(1,v)+ > g(u, 2) f(z,v) olur. Agik-

u<z<v z>1

tir ki Z:lg(u, 2)f(z,v) = 0 olacagindan ¢(1,1)f(1,v) = 0 olacagi durumu incele-
>

memiz gerekir. f(1,v) # 0 oldugundan g(1,1) = 0 olur. Anng((Z(I(X, R)))*) N

Anni(Anng(Z(1(X, R)))) kiimesi iizerinde (1,1) eleman 0 olmaldir. Boylece

e1 ’in bir sol-birim olarak alinmasi olanaksiz kilinmigtir. Anng(Z(1(X, R))) igin

sifirlayict tanimini yaparken kullandigimiz benzer yontemle

Anng((Z(I(X, R)))?*) N Anny(Anng(Z(1(X, R)))) igin sifirlayict tammim artik

soyle yazabiliriz:

Annp((Z(1(X, R)))*) N Anny(Anng(Z(1(X, R))))

= {fel(X,R): f(j,v)=0 if j#2Vze Z(I(X,R))}

en ¢ Amngp((Z(I(X,R)))*) N Anng(Anng(Z(1(X, R)))),

e # 0we eg € Anng((Z(1(X, R)))?) N Anny(Anng(Z(1(X, R))))

Daha da fazlas1 bu idempotent eleman

Annr((Z(I(X, R)))?) N Anny(Anng(Z(I(X, R)))) igin sol-birim olma &zelligini
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ex2 - f(2,v) = f(2,v) esitliginden dolay: kazanacaktir. Burada f(3,v), f(4,v),...
, f(v,v) = 0 oldugu hatirlanmalidir.
¢ € Aut(I(X, R)) otomorfizmas: altinda e; = ego € I(X, R) birim elemaninin

goriintiisii ®(ey) = ey olacagindan
P(ey) —ex € Z(I(X, R))

yazilabilir.Benzer yontemle devam ettigimizde tiimevarim yontemiyle keyfi j ele-

mani i¢in
e; € Annr((Z(I(X, R)))) N Anny(Anng(Z(I(X, R))’™)

sol birim eleman i¢in ®( e;) = e; ve ®( ¢;)— e; € Z(I(X, R) olacaktir. Bu
sart1 saglayan ®-otomarfizmalarinin 6zel otomorfizma oldugunu biliyoruz. & bir
ozel otomorfizma olduguna gore Teorem 13’e gore Oyle bir v € Aut(X), 7, €
Aut(I(X, R)) i¢ otomorfizmasi ve 6 = {ay € Aut(R) | k € K} kiimesi vardir
ki ® = 77,0 olarak yazlabilir. Dikkat edilirse indeks Teorem 22’den X = Z7
oldugunda Z* — Z* tamimh sadece birim otomorfizma vardir ve Aut(X) = 1’dir.

Boylece ® = 1, a;, olacaktir. m

Ornek 5 T,(R) iist iicgensel matrisleri ve N,(R) kesin iist iicgensel matrisleri
temsil etsin. Daha dnce Koppinen|4] k birimli degismeli halkast tizerinde R birimli
halkast i¢in R yi bir k-cebir olarak tanimlamas ve ® : T,,(R) — T,,(R) bir otomor-
fizma olmak tizere ®(N,(R)) = N,(R) tken bu ® otomorfizmasimn & = ta bigi-
minde ki otomorfizmanin bileskesi seklinde yazilabilecegini gostermistir. Bu ifade
Spiegel[7] tarafindan ¢akisma cebirleri kullandarak ®(Z(1(X, R))) = Z(I(X, R))

durumunda ® = Ta bigiminde iki otomorfizmanin bileskesi olarak yazilabilir bigi-
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minde genellenmistir. T : I(X,R) — I(X,R) bir i¢ otomorfizmayr ve a’da
a : R — R otomorfizmasiman «a : I(X,R) — I(X,R) bi¢imindeki indirgen-
mis halini gostermektedir. Z(I(X,R)) = {f € I(X,R): f(z,z) =0Vx € X}
tir.  Belirli kosullar saglandiginda I(X,R) = T,(R) ve Z(I(X,R)) = N,(R)
olduju daha énce ispatlanmastur. Ornegimizde birimli degismeli halka olarak R =

(Z/AZ)(V3) = {a+bV3:a,b € Z/AZ } almmustir.Simdi
P TQ(R) — TQ(R)
bir (Z./AZ)— cebir otomorfizmasim a,b, c € (Z/4Z)(\/3) olmak iizere

sl b\ _1|2 2a + 3b + 2¢
0c|l) |0 c

olarak tanimlayalim. Burada a = ay + ag\/g, b=0b + bg\/g, ¢ = c1 + /3 olarak

almmasgtir ve b = by — by\/3 ifade etmektedir. Ote yandan o : (ZJAZ)(\/3) —
(Z/4Z)(\/§) otomorfizmast ise a(by + b2\/§) = by — byV/3 bigiminde tanamlan-

magter.  Bu durumda ® : To(R) — T3(R) bir otomorfizmadwr. Dahast Ty :

2
T5(R) — T»(R) otomorfizmasi bir i¢ otomorfizmadir. Burada U = 3 1] €
1|3 2 ,
To(R) ve U™l = 0 € T>(R) iken
o= UL, a b ol 2a + 3b+ 2c
0 ¢ 0 c

elde edilir. o(by +by\/3) = by — by\/3 ile & : To(R) — To(R) indirgenmis otomor-

fizmast

olacagindan

el ) (-



34

bigiminde iki otomorfizmanin bileskesi olarak yazlabilir. Bu 6rnekte R halkast
birimli ve degismeli ancak tamk bolgesi olmayan bir halkadwr. Ancak Spiegel’in
makalesinde ele alinan teoremde R halkasi 1(X, R) ¢akisma cebirinde sadece bi-
rimli halka olarak alimmastir. Bir sonraki ornekte R halkasi tizerindek: degismeli

olma ozeliginden 2 x 2 blok matrisler kullanarak vazgegecegiz.

Ornek 6 Bir onceki ornekteki kosullar altinda ® : Ty(To(R)) — Ty(Ta(R)) oto-

morfizmasine tanimlayalim. Burada R ’yi
R = (Z/4Z)(v/3) = {a V3 :a,b € Z/AZ }

olarak alalim. Ty(R) matris halkasiman degismeli olmadiginy biliyoruz.

a b c d
of[E® BB _ ooy
00 0 k
a2 Bl A 24+3B+20C
a 0o Ccl) |o C
biciminde ® otomorfizmasim tanimlarsak
3020
31 21. 31 21 03 0 2
U — 2X2 2x2 ve U_1: 2x2 2x2 z'g:z'nU: ve U_1:
0 I 0 Iy 0010
0001
3020 9 0 80 1 000
0 3 0 2 09 08 0100
ise YU = = olacagindan
0010 0010 0010
0001 0001 0 001

v : To(T2(R)) — To(Tx(R)) i¢ otomorfizmast

A B
0 C

A 2A4+3B+2C

)= o C

TU(

olacaktvr. Bir énceki ornekten farkl olarak o : To(R) — T2(R) bigiminde tanimil

olacaktir. Ancak burada da benzer ifadeleri kullanarak a = aq + asv/3,b = by +
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bg\/g,c:cl+62\/§ U@B:bl—bg\/g

(b 9)-1 4

alimirsa a : To(To(R)) — To(T2(R)) otomorfizmasi

a( )_

olacaktir. Burada A = ] olarak alinmastir. Boylece goriilecektir ki

a(4) «o(B)
0 «a0C)

A B
0o C

A B
0 C

1
o 9
ol o

a b c d
~ ~ 110 e 0 f
q) = Ty =Ty Q
0 0 g h
0 0 0 k
A B A 2A+3B+2C
fr— T P — J—
“\lo © 0 c

bileskesi biciminde yazilabilen bir ® otomorfizmast vardwr. Dikkat edilirse aldigimaz

A B D AD AFE + BF
halka degismeli degildir. Ctinki ¢ = + oldugu
c||0 E 0 CF
C D||A B DA DB+ EC
halde = olur.
El]0 C 0 FC

Tamim 25 X sayilabilir ya da sonlu bir kiime, R degismeli ve birimli bir halka
olsun. ® : I(X,R) — I(X,R) tanuml bir R halka otomorfizmast olmak tizere

eger herr € R ve f € I(X, R)

O(rf) =ro(f)
sart1 saglanirsa boyle otomorfizmalara R-otomorfizmas: denir.
Tamim 26 X, Y ki kismi swrale kiime olsun. Birebir ve orten ¢ : X — Y

tasviri her x1,x9 € X i¢in 11 < xy tken o(x1) < @(x9) sartine saglyorsa ¢ bir

1zomorfizmadar.
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Teorem 19 X sonlu ya da saylabilir bir kiime ve R birimli bir halka olsun. &
bir R-otomorfizmast olmak tizere eger biry € X i¢in ®(e,)(y,y) # 0 saglanyorsa,

v(z) =y bigiminde v € Aut(X) olan bir otomorfizma vardar.

Ispat. X = {1,123, 25,.....} sonlu ya da sayilabilir bir kismi sirali kiime
tizerinde tamimh bir v : X — X in otomorfizma olmasi i¢in gerekli tanimi
vermistik. Bu durumda ~ tasvirinin birebir ¢rten ve her x1, 2o € X icin xy < 29
iken ¢(x1) < p(xq) sartin sagladiginm gostermemiz gerekecektir.

{e, | v € X} kiimesi ikigerli ortogonal idempotent elemanlardan olugan mak-
simal bir kiime olsun. Daha 6nce ispatlandigi gibi {®(e,) | + € X} kiimeside
I(X, R) gakigsma cebrinde tamiml bir ikigerli ortogonal idempotent elemanlar-
dan olugan maksimal kiimedir. Teorem 15ten (X, R)/J(I(X,R)) = IIR/J(R)
oldugundan {®(e,) + J(I(X,R)) | = € X} kiimesi de I(X,R)/J(I(X, R)) i¢in
ikiserli ortogonal idempotent elemanlardan olusan maksimal bir kiimedir. Izomor-
fizma dolayisiyla ITR/.J(R) i¢indeki ikigerli ortogonal idempotent elemanlar bulu-
nacaktir. Dolayisiyla her = € X igin 6yle bir tek y € X olacaktir ki ®(e,)(y,y) —
ey(y,y) € J(I(X, R)) ve boylece ®(e;)(y,y) # 0 saglansin. Bu durumda v 1 —1
ve orten bir tasvir olacaktir. Ote yandan her 1,2, € X icin 27 < 2y — €y
(X, R) ey # {0} = Dlew) I(X,R) Bles,) £ {0} <= e I(X, R)esiey) #
{0} <= 7(x1) < v(x3) olacaktir. Sonug olarak v : X — X bir otomorfizmadir.
[

Lemma 20’den sonra Kezlan teoreminin genellenmis hali yazilabilir:

Lemma 20 X yerel sonlu ve kismi siraly bir kiime, R birimli degismeli bir halka
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olsun. Ortogonal idempotentler g,h € I(X, R) ve x € X i¢in
ez = g+ h(mod J(I(X,R))) alalim. Bu durumda éyle bir « € R idempotent
elemant vardwr ki g = ae,(mod(Z(1(X, R)))) ve h = (1—a)e,(mod(Z(1(X, R))))

saglar.

Ispat. g, h € I(X, R) ortogonal idempotent elemanlari icin g(z, 2), h(z, z) €
R birer idempotent eleman olacaklardir. Aym zamanda (g(z,z) + h(z,z)) da
bir idempotent elemandir. Biliyoruz ki @ € R idempotent ise (1 —a) € R de
idempotenttir. Dolayisiyla 1 — (g(x,x) + h(z,x)) da bir idempotent elemandur.
Jacobson radikalle ilgili teoremden g € J(I(X, R)) olabilmesi i¢in g(z,z) € J(R)
olmas1 gerekiyordu. Ote yandan g(z,z) € J(R) ise 1 — (g(z,z) + h(z,z)) €
J(R) dir. Ancak J(R) iginde sadece agikar idempotent elemanlar yer aldigindan
1 — (g9(x,z) + h(z,z)) = 0 yada 1 — (g(z,z) + h(z,z)) = 1 olacaktir. Eger
1 — (g9(x,x) + h(z,z)) = 0 alimwrsa 1 = (g(z,z) + h(z,z)) bulunur. Simdi o =
g(xz,x) kabul edelim. 1 = (a + h(z,2)) = h(z,2) = 1 —a = h(z,2)e, =
(1 —-a)e, = h = (1—-a)e,(mod(Z(I(X,R)))) bulunur. Benzer bigimde o =
g(z,x) = ae, = g(x,x)e, = g = aey,(mod(Z(I(X,R)))) bulunur. Ancak
dikkat edilirse bu sadece v = g(x, z) durumunda gegerlidir. Ciinkii bir z # y € X
alimirsa 1 — (g(y,y) + h(y,y)) =1 = g(y,y) + h(y,y) = 0 bulunur ki sadece ae,

isleminin sifirdan farklihigini agiklar. =

Teorem 21 R birimli bir halka ve X sonlu ya da sayilabilir yerel sonlu x—
kismi swraly kiime olsun. @ : I(X,R) — I(X, R) tamwml bir R—otomorfizma

ve Aut{ X} =1 ise ® bir i¢ otomorfizma olacaktur.
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Ispat. v : X — X bir otomorfizma olarak alirsak, v birim otomorfizma
olacaktir. Teorem 19’dan ® bir R-otomorfizma ve ®(e,)(y,y) # 0 oldugunda
v(z) = y oldugunu biliyoruz. Burada ise v birim otomorfizma oldugundan = € X
olmak iizere v(x) = x olacaktir.

Tip-1 otomorfizma tanimim hatirlarsak, ® € Aut(I(X, R)) oldugunda her
r € X igin ®(e,) — as(v)e,,, € Z(I(X, R)) sartinin saglanmasi durumunda &
bir Tip-1 otomorfizmadir. ¥ : X — X birim otomorfizma oldugundan ®(e,) —
a(x)e, € Z(1(X, R)) olacaktur.

Teoremde verilenlere bakarsak ®(e,)(y,y) # 0 ve ®(e,)(y,y) = a(z)e, ola-
caktir. Dolayisiyla @ : I(X, R) — I(X, R) tamml R-otomorfizmasi bir Tip-1
otomorfizmadir.

{e. | * € X} ikigerli ortogonal idempotent elemanlarin maksimal kiimesi
olarak aldigimizda gosterdik ki {®(e,) | * € X} de idempotent elemanlarin
maksimal kiimesi olur.

®(e,)(y,y) = a(x)e, esitliginde ®(e,) ve e, idempotent ise
D(e,)P(e,) = a(x)a(x)eze,

d(e,) = a(x)a(zx)e,

olur ki ®(e,) = a(x)e, esitligi kullanilarak a(z)’in de idempotent oldugu goriilebilir.
a(r) € R idempotent ise 6nceden ispatim yapildigi gibi (1—a(z)) € R de idempo-
tent olacaktir. R halkasmm birimli bir halka oldugu hatirlanmalidir.Ote yandan
O((1—a(x)) ex) € Z(I(X, R)) olacaktir. (1 —a(z)) e, bir idempotent eleman ve
Z(I(X,R)) da tamumh sifir diginda idempotent eleman olmadigindan (1 — a(z))

e; = 0 ve (1 —a(z)) = 0 bulunur. Dolaysiyla artik ® : I(X,R) — I(X,R)
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tamiml R-otomorfizmasina 6zel otomorfizma diyebiliriz. Ciinkii a(z) = 1 ve
¥ : X — X birim otomorfizma ki birebir ve ¢rten olacaktir.

Lemma 10’a geri donersek orada, ® € Aut(1(X, R)) ve ®(e,)p = e,, Ple)y #
0 Vx € X olsun. Bu durumda &yle bir 7, € Aut(I(X, R)) i¢ otomorfizmasi
vardir ki (7,®)(e,) = e, Vo € X esitliginin saglandigini gostermistik. Artik 7,®
bigiminde bir R—otomorfizmasiyla yolumuza devam edebiliriz. Her z € X igin
(Th®)(e,) = e, sart1 saglanir.

Eger X = UgexgXipVk € K biciminde X kiimesi ayrik baglantili parcal
ayrigimlarin bir birlesimi olarak yazilirsa, Lemma 8 ve 9’u hatirlarsak
¢ € Aut(I(X,R)) otomorfizmas1 0 = {«y | k € K} otomorfizmasinin bir in-
dirgenmis hali olma 6zelligini tasir.

Lemma 8, Lemma 9 ve Lemma 10’dan 7,® otomorfizmas: {«ay | k € K} oto-
morfizmasinin bir indirgenmis otomorfizmasi olma o6zelligini tasiyacaktir. 7,
bir R-otomorfizmadir ve Lemma 9 un ispatindan her k£ € k icin a, : R — R

otomorfizmasinin birim otomorfizma oldugu goriiliir. =

4 EK

Teorem 22 )\ : Z*T — Z* tanaml bir halka otomorfizmas: ise X birim otomorfiz-

madar.

Ispat. Farzedelim ki A\ : Z* — Z* bir halka otomorfizmasi olsun. Bu du-

rumda (1) = 1 olmahdir. Eger A\(1) # 1 ise keyfi r € Z" igin

r=1+1+1+1+...+1=r1l
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ve

A(r) = A(r.1) = A(r).A\(1)

olacagindan ¢eligki olurdu. Boylece A(1) =1 ve A(2) = A(1+1) = A1)+ (1) =
1+ 1 = 2 bulunur. Benzer bigcimde A\(3) = A(1 +1+1) = A1) + A1) + A\(1) =
1+ 1+ 1= 3 olur. Bu yontemi devam ettirdigimizde her r € Z* i¢in A\(r) = r
bulunur. Bu nedenle tek bir otomorfizma mevcuttur bu da birim otomorfizmadir.

Teorem 23 R birimli bir halka ve J(R) R halkasinin Jacobson radikali olsun.s €

radR ise hert € R i¢in 1 — st sag tersinirdir.

Ispat. s € radR ve M C R maksimal ideal olsun. radR maksimal ideallerin
kesigsimi oldugundan s € radR C M olacaktir. Boylece her ¢ € R icin st € M.
Ote yandan 1 — st € M olsayd1 1 € M olacagimmdan M = R olurdu. Bu nedenle

1 — st ¢ M. Boylece 1 — st sag tersinirdir. m

Onerme 24 Eger R halkast icin €1, €y, Eyy ..., €, LUim ikiserli ortogonal maksi-

n

mum idempotentlerinin kiimesi ise
Rr=Rey ® Rea & ... @ Re,,
olarak yazilabilir.

Ispat. R halkasinda €,,€,,6,,..... e, ikigerli ortogonal merkezi ilkel idempo-
tentlerinin maksimal kiimesi oldugundan 1 = e; + €3 + ..... e, olarak alinabilir.
Dolayisiyla her R; = Re; (i = 1,....,n) bi¢iminde yazilig dogrudur. Burada Re;
birer ideal olacagindan R.1 = Re; @ Res @ ...... @ Re,, , yani R halkasi ayrisabilen

bir halkadir ve idempotentler bu ayrigimlar: belirler. m
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Teorem 25 FEger R halkas: ayrisamaz bir halka ise sifirdan farkly sadece 1 merkezi

idempotent elemanina sahiptir.

Ispat. Eger v € R sifirdan farkli merkezi idempotent eleman olarak alinirsa
1 — u da merkezi idempotent olacaktir. Ancak R halkasi ayrilamaz bir halka
oldugundan R = Ru @ R(1 — u) yazihginda v = 0 ya da 1 — u = 0 olacagindan

sifirdan farkli idempotent eleman sadece u = 1 olacaktir. m
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