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OZET

Elektromanyetik teorideki problemlerin ¢oziimiinde degisik yontemler
kullanthr. Bir kistm yari analitik ve niimerik analiz teknikleri temel dalga
fonksiyonlarini esas alarak ¢oziim yolu ararlar. Temel dalga fonksiyonlarinin bir tipi
olan kiiresel dalga fonksiyonlar: ile kiiresel yiizey harmonikleri arasinda doérudan
bir iligki vardir. Kiiresel harmonikler ve spektral doniisiim, hava ve iklim
modellemede de sikga uygulanir. Bu islemlerde fonksiyonun harmoniklere
acilimuinda kag harmonige ihtiyag oldugu 6nemli bir problemdir. Bir kiire iizerinde
ornekleri verilmis bir fonksiyonun harmonik katsayilarim bularak kesme yontemiyle
harmonik sayisim1 azaltma veya sifir ekleme yontemiyle harmonik sayisim artirmak
gerekebilir. Bu tezde kiire yiizeyinde verilmis skaler bir fonksiyonun harmonik
actlimin bulan ve harmonik katsayilan verilmis bir fonksiyonu kiire iizerinde iireten
bir yazilim gelistirilmistir. Kiiresel filtre olarak adlandirilan bu arag sayesinde hem
bir fonksiyonun harmonik yapisini incelemek hem de bu harmonik yapinin ne
kadarinin verilen bir hassasiyet icin gerekli oldugunu arastirmak miimkiindiir.
Literatiirde harmonik yapt incelemesi igin analitik veya gozlemsel olarak tespit
edilmis sinirlar mevcuttur. Bu tezde bu inceleme niimerik olarak yapilarak bu
sinirlarin - gegerliligi de arastirilmistir. Ayrica bu incelemeden faydalanilarak kiire
tizerinde orneklenmis bir fonksiyonun harmonik sayisinin degistirilmesinden sonra

yeniden tiretilmesi ile ortaya ¢ikacak hata incelenmistr.



SUMMARY

Various methods are used for the solution of electromagnetic problems. Some
semi-analytical and numerical analysis techniques are based on elementary wave
functions. Spherical wave functions, which form the elementary wave functions for
sperical geometries, are directly related to spherical surface harmonics. Spherical
harmonics and spectral truncation are also important in weather and climate
modelling. While obtaining the harmonic expansion of a function, it is an important
problem to determine the number of harmonics to use. The function whose samples
are given can be represented in less harmonics by applying truncation or in more
harmonics by applying zero padding. In this thesis, a software is developed for
computing the harmonic expansion of a scaler function on a sphere. The developed
software can also compute the function once its spherical harmonic coefficients are
given. With the software, which is called a Spherical Filter, the harmonic structure
can be examined and for a given accuracy, required number of harmonics can be
determined. There are few analytical and semi-empirical limits in literature. In this
thesis, the validity of these limits is examined by numerical experiments. In addition,
by using this study, the relation of the number of harmonics used to the errors

induced in the reconstruction of functions is investigated.
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1. GIRIS

Elektromanyetik teorideki problemlerin ¢oziimiinde degisik yontemler
kullanmlir. Giiniimiizde bu ¢oziim yontemlerini, genel olarak analitik, yari-analitik ve
niimerik yontemler olarak iice ayirmak miimkiindiir. Islemci hizlarinin ve
kullanilabilir hafiza miktarinin artmasiyla ve paralel veri isleme tekniklerinin
yardimiyla niimerik yontemlerin kullanimi oldukga yayginlagmaktadir. Bir kisim yar
analitik ve niimerik analiz teknigi temel dalga fonksiyonlarini kullanirlar. Bu tezin
konusu, literatiirde iyi bilinen skaler dalga fonksiyonlarinin [1] bir kiire tizerindeki
dagilimlarimin  kiiresel harmoniklere agilimindaki katsayilarin  davramglarinin
incelenmesidir. Ayrica bu harmonik bilginin bir alt kiimesinin belirli bir hata oram
ile fonksiyonun yeniden iiretilmesi icin nasil kullanilabilecegi arastirtimistir. Bu
amagla Kkiirenin capr ile harmonik sayisi1 arasindaki baginti niimerik olarak

incelenmistir.
1.1. Konu ve Onemi

Elektromanyetik problemlerin ¢oziimiinde kullanilan yontemleri ii¢ genel

kategoride toplayabiliriz:
I. Analitik yontemler (degisken ayristirma vb): Belli sayida problem tipi
icin kullanilabilir.

2. Yarn-analitik yontemler (spektral yontemler, ¢ok kutup agilimi vb.):

Probleme 6zel ¢oziim yontemleridir.

3. Niimerik' (sayisal) yontemler:

" Ingilizcedeki numerical kelimesinin tam karsilig1 “sayisal” olmasina ragmen bu kelime
yaygin olarak Ingilizcedeki digital kelimesinin karsihig olarak kullamilmaktadir. Kangikhiga yol

agmamak i¢in bu tezde numerical kelimesinin karsilifii olarak “niimerik™ kelimesi tercih edilmistir.



a) Asimptotik yiiksek frekans yontemleri (fiziksel optik, geometfik optik
vb): Dalga boyuna gore gok bilyilk kapsama alant olan problemlerde
kullanilir. e

b) Diisiik frekans teknikleri: Burada hafiza ve zaman iki Onemli
kisitlayic1 kavramdir.

i) Tiirev denklemi iizerine kurulmus yontemler:
a) Sonlu farklar yontemi (finite difference method,
FDM)
b) Sonlu elemanlar yontemi (SEY) (finite element
method, FEM)
¢) Sonlu hacimler yontemi (finite volume method, FVM)
d) lletim hatt1 yéntemi (transmission line method, TLM)
ii) integral denklemi iizerine kurulmus yontemler:
a) Moment metodu (MoM):
b) Zaman domeninde MoM (Marching on in time,
MOT)

c) Nystrom yontemi

Spektral yontemler kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan
niimerik yaklagim tekniklerinden biridir. Son yillarda bilgisayar yardimiyla ¢oziilen
problemlerde ¢oziim uzaymn alt wuzaylara boliinmesinin  islem  yiikiinii
disiirmesinden dolayr spektral yontemler hakim bir yaklasim olmustur. Sonlu
elemanlar ve sonlu farklar yontemleri, fonksiyonlarin (genellikle diigiik mertebeli
polinomlarla) yerel temsiline dayanir. Bu durumun aksine spektral yontemlerde
fonksiyonlarin (yiiksek mertebeli polinomlar veya Fourier serileri ile) global temsili
esastir. Bazi 6zel durumlarda sonu¢ yerel yontemlerle ulasilmasi zor dogruluk
derecesine ulagir. Spektral yontemlerin uygulanabilirligi verilerin istenilen spektral
(Fourier, harmonik, vs.) uzaya aktarilmasindaki ve geri doniisiimdeki verimlilikle
orantilidir. Bu tezin konusu olan kiiresel harmoniklerin incelenmesi de bu bakimdan

onemlidir.

Bazi elektromanyetik problemlerde karmagik geometrilerin olabildigince
yiiksek frekanslarda modellenebilmeleri gerekebilir. Ote yandan yiikselen frekansla

birlikte diisiik frekans teknikleri ile ¢oziimii gergeklestirebilmek igin geometrilerin



daha ¢ok parcaya boliinmesi gerekmekte, bunun sonucu olarak problemdekr :
bilinmeyen sayisi artmaktadir. Cok yiiksek sayili bilinmeyenli problemlerde momentr -
metodu gibi yontemlerin kullanilmasini zorlagtirmaktadir. Fakat, son ylllarda |
bulunan hizli ¢ok kutup yontemi (fast multipole method, FMM) [2] gibi yari-analitik
yontemlerle moment metodunun bellek ve islem zamam 6nemli miktarda diigiiriilmis
ve yiiksek frekans analizlerini tam dalga yontemleriyle irdelenebilir hale getirmistir.
Hizli ¢ok kutup yonteminde, islemlerin azaltilmasi ve kolaylagtirllmasi igin
problemin ¢oziildugii uzayin bir kisminin uzayin geri kalan kismindan ayrilarak,
diger kistmlarla olan etkilesiminin incelenmesi gerekebilir. Bu asamada uzayin bir
kiire ile iki parcaya ayrilmasi miimkiindiir. Iki alt uzaya ayrilan problemde kiire
iizerindeki harmonik bilgilerin tespit edilmesi ve etkilesebilecegi diger bolgeye gore
yeniden olusturulmasina ihtiya¢ duyulabilir. Bu amagla bu tezde de hedeflenen

kiiresel harmonik katsayilarinin incelenmesi dnem kazanir.

Bir dalga fonksiyonunun kiiresel harmoniklere agilimi tiirev denklemi iizerine
kurulmug yontemler i¢in de onemlidir. Bu yontemler ¢6ziim uzaymninin (sadece
yiizeyini degil) tamamint ayrniklagtirdiklari igin serbest uzay problemlerinin
¢oziimiinde yansimasiz sinir kosullarina ihtiya¢ duyarlar. Giiniimiize kadar pek ¢ok
cesit yansimasiz sir kosulu bulunmustur. Bunlardan bir kismi sinira gelen
dalgalarin harmonik yapilarina gore tasarlanmislardir [3]. Bir dalga fonksiyonunun
kiiresel harmonikleri tizerinden yapilacak bir ¢alisma bu yansimasiz sinir kosullarinin

optimizasyonu agisindan da énemlidir.

Bunun diginda kiire iizerinde bilinen fonksiyonun harmonik yapisindaki
degisikligin fonksiyonun tekrar olusturulmasinda ortaya g¢ikaracag hata niimerik
olarak incelenmistir. Bu incelemelerin sonuglar1 sadece elektromanyetik teori igin

degil kiiresel geometride su ve iklim modellemede de kullanilabilir [4].

Harmonik yapinin incelenmesi ile ilgili daha ©nceki c¢alismalarda kiiresel
harmonik sayisi, uzamsal bant genisligi (spatial bandwidth) ve ¢ok kutup agilimi
arasinda siki bir baglanti oldugu goriilmiigtiir. Bu ¢aligmalarda harmonik agilimda
kag terim alindiinda makul hata ile sonuca gidilebilecegi arastirilmigtir. ilk olarak
uzamsal bant genisligi icin harmonik miktar1 M.Bucci ve G.Franceschetti literatiire

kazandirmugtir [5] ancak ortaya konan baginti teorik ve ¢ok geneldir. Bu baginti



E:

yerine, k dalga sayisi ve kaynaklar igine alan kiirenin yaricapi a olarak verlllrse]’ .
empirik olarak bulunmus olan ka+10 simir1 kullaniimigtir. Daha sonra R. C01fman, ‘ ;
V.Rohklin, S.Wandzura tarafindan c¢ok kutup agilimi igin, tek duyarll (smgle:f“ﬂ
precision) ve cifte duyarli (double precision) hallerde iki ayri sinir venlmlstlr
Verilen bu sinirlar yari-empiriktir [2]. Son olarak V.Rokhlin kiiresel harmonikler igin
teorik bir tist sinirdan bahsetmistir [6]. Bu yaklagimda ilk defa kiire yiizeyi icin de
sinir  verilmistir. Yukarida sayilan bu simirlardan bolim 2.5’te detayll olarak
bahsedilecektir. Biitiin bu ¢ahgmalarda verilen smirlar uygulamalarla acgikca

ispatlanamamugtir.
1.2. Tezin Amaci

Bu tezin amaci bir kiire {izerinde bazi noktalardaki degerleri bilinen ve dalga
denklemini saglayan bir fonksiyonun kiiresel harmoniklere agilimini yaparak
harmonik katsayilarin davranigini incelemektir. Bunun diginda, fonksiyonun yeniden
tiretilmesi i¢in spektral doniisimde harmonik katsayilarin ne kadarina ihtiyag
duyulacag: arastiritlip yukarida belirtilen teorik {ist sinir1 ile niimerik karsilagtirmayi
yapmaktir. Bu iki amaca birden hizmet edecek yapi olarak bir kiiresel harmonik filtre
secilmistir. Bu filtre 6nce kiire iizerinde 6rnekleri verilmig bir fonksiyonun harmonik
katsayilarint bulmakta sonra da agilimdaki harmonik sayisini ya kesme (truncation)
yontemiyle (bir alcak gegirgen filtre gibi) diisiirmekte ya da sifir ekleme (zero
padding) yontemiyle ylikseltmektedir. Bu ara¢ sayesinde hem bir fonksiyonun
harmonik yapisimi incelemek hem de bu harmonik yapinin ne kadarinin verilen bir

hassasiyet igin gerekli oldugunu aragtirmak miimkiin olmaktadir.
1.3. Tezin icerigi

Tezin giris boliimiinde konunun 6neminden ve tezin amacindan bahsedilmistir.
Ikinci bslimde konunun elektromanyetik teori agisindan temelleri anlatilacaktir. Bu
boliimiin iki amaci vardir. Birincisi, tezde incelemesi yapilacak olan skaler dalga
alanlarinin vektorel alanlardan olusan elektromanyetik dalga teorisi igindeki yerini
agiklamaktir. [kinci olarak kiiresel dalga fonksiyonlari ile kiiresel yiizey harmonikleri
arasindaki gegis bu boliimde verilecektir. Ayrica hesaplamalarda alinmasi gereken

harmonik sayisi hakkinda literatiirdeki yaklagimlardan bahsedilecektir. Ugiincii
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boliimde ise, tezde uygulanan kiiresel filtrede kullanilan spekiﬁal doniisiim
algoritmasinin matematiksel temelleri verilecektir. Bu boliimde ayrlééi gelistirilen
algoritma bilinen bir probleme uygulanarak yazilan programin dogru caligtig:
ispatlanacaktir. Dordiincti bolimde ise, programin degisik kaynak durumlarinda
olugan dalga yapilan igin g¢iktilart verilecektir. Bu ¢iktilarda kiiresel harmoniklerin
katsayilarinin davranist ve fonksiyonun yeniden iiretilmesindeki hata miktarlar
incelenecektir. Hata miktarlari ile harmonik sayist arasindaki iligkinin varligt
aragtirilacaktir. Besinci ve son boliimde ise dordiincii boliimde verilen giktilarin
is1iginda sonuglar degerlendirilecek ve gelecek c¢alismalarin ne olabilecegi hakkinda

bilgi verilecektir.



2. ELEKTROMANYETIK TEMELLER e

Bu boliimiin iki amact vardir. Birinci amag, tezde incelemesi gfﬁpllacak olan
skaler dalga alanlarinin vektorel alanlardan olusan elektromanyetik dalga teorisi
icindeki yerini aciklamakuir. Ikinci olarak kiiresel dalga fonksiyonlar: ile kiiresel
yiizey harmonikleri arasindaki gecis bu boliimde verilecektir. Bu sayede
elektromanyetik teori ile spektral donusiim algoritmasi arasindaki iliski gosterilmis

olacaktir.

2.1. Elektromanyetik Alanlarin Skaler Dalga Fonksiyonlar:
Cinsinden Ifade Edilmesi

Burada i ile gosterecegimiz kiiresel dalga fonksiyonlar ile elektromanyetik
alanlarin ifade edilmesinde iki farkli yontem vardir. Bunlar asagidaki boliimlerde

aciklanmigtir.
2.1.1. Alanin Kartezyen Koordinatlara Bagh Tiiretilmesi

Elektriksel ve manyetik gecirgenlikleri £ ve g olan kaynaksiz homojen bir
bolgede, w agisal frekansinda, elektrik alan siddeti E ve manyetik alan siddeti H

asagida verilen denklemleri saglar.

~VXE = jouH 2.1)
VxH = jweE 2.2)
V-H=0 (2.3)
V-E=0 (2.4)

Goriildugii gibi E ve H’mn diverjansinin sifir olmasi nedeniyle bu alanlar
strasiyla, elektrik vektor potansiyeli F ve manyetik vektor potansiyeli A ile ifade

edilebilir. Daha ©nemlisi, siiperpozisyon uygulanarak herhangi bir alan A



terimlerinden olusan bir kisim ve F terimlerinden olusan bir kisim olarak da ifade

edilir.

Manyetik vektor potansiyeli A ve elektrik vektor potansiyeli F icin genel

denklemler ®¢ ve @/ rastgele skalerler olmak iizere asagidaki gibidir.

VXVXA=-k’A =— joeVd° 25)
VXV xF - k?F =—ja),uV<I>f

Elektrik vektor potansiyeli A ve manyetik vektor potansiyeli F’yi kullanarak

belirtilen elektomanyetik alan

E=-VxF+——VxVxA
Jjwe
(2.6)

H :VxA+-71—VxVxF
JOH

seklinde yazilabilir.

Denklem (2.5) ve (2.6) homojen kaynaksiz bolgede alanlar ve potansiyeller
icin genel formlardir. Vektor potansiyellerinin segiminde biiyiik bir 6zgiirliik vardir.

Ornegin, rastgele ® ’leri asagidaki gibi (Lorentz kosuluna uygun olarak) segebiliriz.

V-A=—jwed?
Q.7)
V-F = - jwudf

Bu iglem (2.5)’deki denklemleri asagida goriildiigii gibi yalin bir hale doniistiiriir.

V2A +k2A =0

(2.8)
VIF+k%F=0



Bu denklemlerin ¢oziimleri, dalga potansiyelleri olarak adlandirilir. Dalga

potansiyellerinin kartezyen koordinatlardaki her bilegeninin
V2 )+ k() =0 (2.9)

Helmholtz denklemini sagladigi gz oniinde bulundurulmahidir. Ayrica, denklem

(2.7)’in saglanmasiyla birlikte (2.6)’deki csitlikler asagidaki bi¢imde yazilabilir.

E=—VXF—jqu+—_l—V(V-A)
jwe
(2.10)

H :VxA—ja)gF+-.l-—V(V-F)
Joou

Bu agamadan itibaren sonlu boyutlu bélgelerle ilgilenilmeye baglanmustir ve
gercek kaynagina bakilmaksizin A veya F yada her ikisini kullanarak ile bir alani

ifade edebiliriz. Bazi belirli potansiyel se¢imleri ile F =0 alinirsa ve

A=iy @2.11)

alinirsa,

I
E=—jouA +——V(V-A
SO e (V-4) 2.12)

H=VxA

halini alir. Bu ifadeler kartezyen koordinatlara asagidaki bigimdé acilir.

\
\



1 %y dw
E =—2Y H =2¥
T jwe 0xdz Oy
1 9%y 174 R
= 0 H,6 =——" ~ .. (2.13
Y jwe dyoz Yo ox e
1 [ o2 2
E = —+k H,=0
¢ jw&'(azz J'// ¢

Manyetik alanin z bileseni olmayan bir alan z’ye gore tranvers manyetik
(TM) olarak adlandirilir. Yukaridaki formiillere gore homojen kaynaksiz bir bolgede
herhangi bir TM alanini ifade etmek igin yeterli genellikte i se¢mek miimkiindtir.

Yine benzer sekilde, A =0 ve

F=2y (2.14)
secilirse,
E=-VXF
H = jweF+——V(V-F) (213)
Jwu
olarak yazilabilir. Bu ifadeler kartezyen koordinatlara agilirsa,
2
g = oy o L0V
dy JWit 0x0z
p) 2
E, _ov H, =L_a_£ (2.16)
ox jou 0yoz
1 92 2
E,=0 H,=—/| —+k° |
‘ ¢ jou [822 J

seklinde ifade edilebilir. Elektrik alaniin z bileseni olmayan bir alan z’ye gore

tranvers elekirik (TE) olarak adlandinlir. Yukaridaki formiillere gére homojen
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kaynaksiz. bir bolgede keyfi bir TE alanim ifade etmek igin ngef]i .genellikte
§

segmek miimkiindiir.

Simdi herhangi bir elektromanyetik alanin (2.13) ve (2.16)’dak‘iy'bilesenlerle

tanimlanmasini saglayacak skaler fonksiyonlarin nasil bulunacag: bakalim. Oncelikle

azwa

: +k*y° = joeE, (2.17)

0z

denklemini saglayan bir w® bulursak denklem (2.13)’e gore bir TM alan
olugturabiliriz. Bu TM alam, orijinal alan ile aym E, bilesenine sahiptir.
Aralarindaki fark ise, bir TE alani olacaktir. Bu fark (2.16)’deki denklemlere bagls

olarak tanimlandiginda,

azwf 2 .
—2+k z//f = jouH, (2.18)

0z

deklemini saglayan t//f bulunur.

Boylece, homojen kaynaksiz bir bélgedeki herhangi bir alan, bir TE alaninin ve
bir TM alaninin toplami seklinde ifade edilebilir. Alanin agik ifadesi denklem (2.13)
ve denklem (2.16)’iin siiperpozisyonudur. Burada kullanilan a ve f iist indisleri,
W ’leri ayirt etmek igindir. Bu durumdan sonra genellestirilmis formiilizasyon igin

¢ sabit bir vektor segilerek, z yOniiniin keyfi olmasiyla ve
A =cy’ F=cy/ (2.19)

tanimlamalariyla sonuglar koordinat sisteminden bagimsiz hale ¢evrilebilir. Denklem

(2.9)’un ¢oziimleri ¥ iken denklem (2.6)’daki denklem sistemi asagidaki bicime

doniigiir.
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B-—vx(ew/ Jr-Lvxux(eps) 4
Jwe 50 (220)
H =Vx(cw“)+ﬁvxvx(cv’f) Sl

Bu nedenle i ’lerin nasil segilecegini 6grenmek ic¢in skaler Helmholtz denklemi

¢Ozlimleri arastirilmalidir.

Eger bolge, kaynak igeriyorsa fakat hala homojen ise, baglangic denklemleri

(2.1)’in yerine kaynak terimlerinin ilavesi ile

-VxE = jouH+M

2.2
VxH = jweE+]J (221)

seklinde yazilabilir. Burada J elektrik akim yogunlugunu ve M manyetik akim
yogunlugunu gosterir. Denklem (2.21)’in ¢oztmleri, zorlanmug c¢dziim olarak
adlandiridan herhangi miimkiin bir ¢dziim ile tamamlayict (homojen) ¢éziim olarak
adlandinlan kaynaksiz denklemlerin ¢oziimiiniin toplami seklinde olusturulur.

Zorlanmis ¢6ziim, potansiyel integral ¢oziimleri

i J (l") e—-jkll‘—l"l )
A(r):—é—;z-'m - dr
Kfr—r (2.22)
1 M(r)e /1" ,
F(r)=— d
(x) Arx -[H [r-r'| ‘
kullanilarak, asagida verilen denklemler ile bulunur.
E= —VxF+_—1—(VxVxA—J)
jwe
(2.23)

H =VxA+fl—(VxVxF—M)
jou



S
Tamamlayict ¢oziim ise (2.20)’deki denklem sistemi ile belirlenir. g5 000
%:- v,‘ -
Boylelikle kaynaklar iceren homojen bolgede genel ¢oziimler, %n% o
E=E; +E;. H=H, +Hy (2.24)

seklinde yazilabilir. Tamamlayici ¢oziim bolgenin digindaki yiiklerin alam olarak,

ozel ¢oziim de bolgenin icindeki yiiklerin alani olarak diigiiniilebilir.
2.1.2. Alanin Kiiresel Koordinatlara Bagh Turetilmesi

Aym sekilde, herhangi bir elektomanyetik alanin kiiresel koordinatlarda ifade
edilmesi miimkiindiir. Bu asamada alanin r’ye gore TE ve r’ye gore TM olmak
fizere iki parcanmin siiperpozisyonu olarak belirtilebilecegi varsayilir. Bu durumda,

denklem (2.6)’daki alanlar i¢in vektor potansiyelleri,

i (2.25)

seklinde secilir. Burada A, ve F, skaler Helmholtz denkleminin ¢oziimleri degildir
clinkii V2A,. #* (V2A) » dir. Elektrik ve manyetik vektor potansiyelleri A, ve F,’nin
saglamasi gereken denklemlerin bulunmas: icin (2.5)’deki denklemlere geri doniiliir.
Buradaki ilk denklem (2.25)’deki manyetik vektor potansiyeli icin agilirsa sonugtaki

denklemin @ ve ¢ bilegenleri rastgele bir ®“ skaler igin asagidaki gibi yazilir.

924, oD? 924 ElE
=— jwe L=—j 2.26
Y T, arag % ap (2.20)
Bu durumda
~ jwew® = % 2.27)

or
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secimiyle her iki denklem de aynen saglanmus olur. (2.5)’deki ilk denklemin

agilimindan elde edilen r -bilesen denklemine bu esitlikler yerlegtirilirse,

2 2
J /;u 21 —Q—(sinHaA’)+ 5 12 J *;wsz,:o (2.28)
or r*sing 00 06 ) r*sin“@ 0¢
seklinde yazilabilir. Bu denklem kapali formda
(v2 +k2)—A—’— =0 (2.29)
r

seklindedir ve A,/r skaler Helmholtz denkleminin bir ¢oziimiidiir. Elektrik vektor

potansiyeli i¢in bunun karsilik denklemi F =£F, kabul edilerek,

oF,

— joud® ==L (2.30)
or
secimiyle,
(v2+k2)ﬁ=o 2.31)
r
halini alir. Boylece, r =tr orijinden yarigap vektorii iken
A=ry* F=ry/ (2.32)

secimleri ile elektromanyetik alan belirtilebilir ve i ’ler Helmholtz denkleminin
¢oziimleridir. Alan, (2.6)’deki denklemler ile yukaridaki vektor potansiyellerinden
bulunur. Vektér potansiyellerini denklem (2.32)’deki gibi olugturulan y? ve l//f
skalerlerine literatiirde Debye potansiyelleri denir [7]. Denklem (2.32)’deki ifadeler
(2.6)’deki denklemlere yerlestirildiginde asagidaki gibi olur.
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E=-Vxry/ +-.—1-V><erw“
JOE (2.33)

H=Vxry? +—_1—V><er1//f
jou

Kaynaksiz homojen bir uzay bolgesinde herhangi bir alternatif akim A =fA,

ve F =1F, kabullenmeleri ile (2.6) deki denklemler agilarak,

2
E, :.—1-(6——+k2]A,
jwe| or?

~1 OF, 1024,
0= +—
rsin@ d¢ r drd@
2
g JLOF, 1 9°A
r 00  jwersinf drd¢g
2
H,.=,L %+k2 F,
JOU\ or
__ L w1 ¥R
0 rsing 09  jawur drod
__loa, 1 9%F,
7100 joursin® 9rdg

(2.34)

seklinde ifade edilebilir. F,. =0 oldugunda sadece A, kalir ve r’ye gore bir TM
alanimi gosterir. Benzer sekilde A, =0 oldugunda yukaridaki denklemler r’ye gore

bir TE alanim belirtir.

2.2. Kiiresel Koordinatlarda Skaler Helmholtz Denkleminin
Genel Coziimii

Onceki boliimde herhangi bir elektromanyetik alanin Helmholtz denklemini
saglayan iki skaler potansiyel ile ifade edilebilecegini gordiik. Bu béliimde bu skaler

potansiyeller i¢in genel ¢oziimii ifade edilecektir. Kiiresel koordinatlarda,
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V3 (r)+ k() =0 (2.35)

seklindeki Helmholtz denklemi agik olarak asagidaki sekildedir.

1 9 zaw) 19 [ aw) 1 %y 5
—— | rr—=—4+————|sinfd— |+————+k“w=0 (2.36)
2 ar[r or ) r2ging 00 360 ) r*sin% 9 0¢* v

Degiskenlerin ayristirilmast yontemi ile,
¥ =R(r)H(0)D(¢) (2.37)

seklinde yazilabilir. Denklem (2.37)’deki ifade (2.36) daki yerine konulup denklemin

her iki tarafi da r2sin2 @ ile carpilir ve i ile boliiniirse,

sin@ d ( 2dR) sin@ d (. . dH) 1 d*®
—| F— |+ i sm¢9d6

+——+k%?%sin20=0 (2.38)
R dr\' dr) H do ® 49’

elde edilir. Bu durumda m sabit bir say1 olmak iizere,

2
lae 2 (2.39)
o) d¢2

olsun. Denklem (2.38)’de —m” yerine konulur ve denklem sin® @ ’ya boliiniirse,

' 2
li(rz il_i’_}_ 1 —q—(sin Hd—Hj— M k%2 =0 (2.40)
R dr dr ) Hsin@ do df ) sinZe

haline doniigiir. Bu durumda goriildiigii gibi, denklemin r ve @ bagimlilig

ayrigtirilmig olur. Bu asamada H i¢in denklem agagidaki gibi yazilabilir.
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2
! i(sine-‘ﬂ)— B = _n(n+1) 2.41)
Hsin@ d@ do ) sin?@

Denklemin bu sekilde segilmesinin nedeni, A fonksiyonlarinin ozelliklerinin n ’nin
tamsayi olup olmamasina dogrudan bagh olmasidir. Eer n tamsay olarak kabul

edilip isleme devam edilirse, denklem (2.40)

ii(rz i’ij-n(w1)+k2r2 =0 (2.42)
R dr r

olur. Denklem (2.39), (2.41) ve (2.42) asagidaki gibi diizenlenirse, ayristirma islemi

tamamlanmug olur.

—;[;(rzfl—f]+[(kr)2—n(n+l)}R=O (2.43)
2
L i(sin@—dﬂ)+ n(n+1)-—=—|H =0 (2.44)
sind df de sinZ @
12
d cf+mzc1>=0 (2.45)
d¢

Yukaridaki denklemlerden @ ’ye ait ¢oziimii veren (2.45) denklemi, iyi bilinen
harmonik denklemdir ve ¢oziimii /i(m¢)e€ {sin m@,cos mg, eI ¢MP} seklindedir.
R’ye ait ¢oziimii veren denklem (2.43) ise, Bessel diferansiyel denklemlerinden
biridir. Coziimii kiiresel Bessel fonksiyonlaridir ve
by (kr) € { i (kr), yy (kr), BV (o), B (kr)} il gosterilir.  Kiiresel — Bessel

fonksiyonlari, silindirik Bessel fonksiyonlar: cinsinden agagidaki gibi ifade edilebilir.

1/2
by (kr)=[2%) By (kr) (246)
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H ’ye ait ¢oziimii veren denklem (2.44) ise, ¢oziimii iligkilendirilmis (associated)
Legendre  fonksiyonu olan  diferansiyel denklemdir.. Genel  ¢dziim,
L' (cos@) € {P" (cos8),0" (cos6)} seklindedir. Bunlardan P,"(cos@) birinci tip

m

iligkilendirilmis Legendre fonksiyonu ve Q' (cos ) ise ikinci tip iligkilendirilmisg

Legendre fonksiyonudur.
Sonugcta kiiresel koordinatlarda Helmholtz denkleminin ¢oziim formu,
Wm = by, (kr) L} (cos ) hi(mg) (2.47)

halini alir. Bu ¢oziimlere temel dalga fonksiyonlart da denir. Denklem (2.35)’in
herhangi bir ¢oziimi, bu temel dalga fonksiyonlarinin lineer kombinasyonlar1 olarak

yazilabilir:

Y= Z Z Cnm¥nm =Z Z Cnmbn (kr) L’r,z' (COS 6) h (m¢ ) (2.48)

n m n m

2.3. Kiirenin icindeki ve Disindaki Ozel Coziimlerin
Belirlenmesi

Ele alinan problemde, ¢oziim uzay: bir kiire yiizeyiyle ikiye boliindiigiinde
kaynaklarin kiirenin iginde veya disinda oldugu durumlarda bu kaynaklarin yarattigi
alanin kiirenin i¢inde veya disinda nasil ifade edildikleri 5nem kazanir. Bu agsamada
kiirenin iginde ve disindaki sonlu alam veren temel dalga fonksiyonlarinin' tespiti

yapilir, bagka bir deyisle bu alani veren 6zel ¢dziimlerin kombinasyonu bulunur.

Kiiresel Bessel fonksiyonu b,(kr), k degerinin reel veya kompleks sayi
olmasina gore degisik anlamlar tagir. Fonksiyonun argiimani k reel iken, birinci tip
Bessel foksiyonu j,(kr) ve ikinci tip Bessel fonksiyonu (Neumann fonksiyonu)

n,(kr) duran dalgalan verir. Birinci tip Hankel fonksiyonu h,(,l)(kr) iceri yiirliyen
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dalga, ikinci tip Hankel fonksiyonu h,(lz)(kr) disari yiiriiyen dalgadir. Fonksiyonlarin

argiimanlarmin r = 0’da sonlu oldugu tek kiiresel Bessel fonksiyonu j,, (kr) dir.

Biitiin Legendre fonksiyonlarinin #=0 ve &=z noktalarinda tekillikleri
vardir. Bu durumun tek istisnast n bir tamsay! iken birinci tip iliskilendirilmis
Legendre fonksiyonu P (cos @) dir. Bu nedenle, 6 =[0,7] kapali aralifinda n bir

tamsayt ve Ly (cos@)= ;" (cos@) seklinde secilmelidir.

¢ =[0,27] araliginda tek degerli ¥ gerekliligi nedeniyle h(mg), ya sin(mg)
ile cos(mg) nin yada e/ ve ¢ /™ nin m bir tamsayr oldupu durumdaki lineer

kombinasyonu olabilir.

Bu sartlar géz oniine alindiginda, kaynaklarin secilen kiirenin disinda olmasit
durumunda, m ile n tamsay: iken kiirenin igerisindeki sonlu bir alanin temel

fonksiyonlari,
Yam = Jn (kr) B;n (CoS H) ejm¢ (2.49)

olmalidir. Ayni sckilde, kaynaklar sadece kiirenin igerisindeyse m ile n tamsayi

iken kiirenin disindaki sonlu bir alanin temel fonksiyonlari,
=] (2) k m Jmg
Youm =y ( r) F, (COS 6)6 (2.50)

bigimini alir. Denklem (2.50)’deki ifadede ikinci tip Hankel fonksiyonunun

secilmesinin sebebi disar1 giden yiiriiyen dalga olmasidir.
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2.4. Helmholtz Denkleminin Genel Coziimiiniin Kiiresel
Yiizey Harmonikleri Cinsinden ifade Edilmesi

Elektromanyetik teoride bazi 6zel durumlarda Helmholtz denklemini saglayan
¢oziimler sadece bir kiire tizerinde bilinmek istenir. Bu durumda ¢6ziimiin sadece 6
ve ¢@’'ye gore degisimlerini ifade etmenin bir yolu yiizey harmoniklerini

kullanmaktir.

Normalize edilmis iligkilendirilmis birinci tip Legendre fonksiyonu P_nm olup,

iligkilendirilmis Legendre fonksiyonlari cinsinden,

— 2n+1 |(n—m)!
P ()" pm
n=(=1) 2 \(n+m)! n

2.51)

seklinde ifade edilebilir [8]. Bu tanimlama ile birlikte kiiresel yiizey harmonikleri
(Tesseral harmonikler) n bir pozitif tamsay1 ve |m|<n olmak iizere asagidaki gibi
ifade edilebilir.

K (0.0) === B (cos0) ™ @52

N

Yukardaki denklemde & enlem, ¢ ise boylamu belirtir. Bu verilenlerin
haricinde, denklem (2.48)’deki yarigapa bagimlililk, normalize edilmis
iligkilendirilmis Legendre fonksiyonunun normalizasyon terimleri ve c,,,, katsayilar

D,,,,, (kr) ile ifade edilerek asagidaki gibi yazilabilir.

D,,m<kr>=<—1>"’,/2”2“,/EZ;Z;},,mbn(kr) @53
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Bu sekilde  ’nin genel ¢oziimii olan (2.48) denklemi kiiresel yiizey harmonikleri

cinsinden,

v= ZZC’""”’""I _ZZ am (k1) Yy (6.9) (2.54)

n m n m

seklini alir.

Bu tezin amaci, kaynaklarin kiire yiizeyinden olan mesafelerine ve kiirenin

iginde veya diginda olmalarina gére, D,,,,, (kr)’nin genel davranigini incelemektir.

2.5. Kiiresel Yiizey Harmonikleri icin Hata Simirlari ile
ilgili Onceki Calismalar

Bu alt boliimde Kkiiresel yiizey harmonikleri icin hatanin tanimi yapilarak bu

hata yaklagimi icin literatiirde verilen sinirlara deginilecektir.

Onceki boliimde kiiresel yiizey harmonikleri icin acilim denklem (2.54) ile
verilmigti. Bu agilimin sonsuz toplamlar seklinde olmasi, hem analitik hem de
niimerik olarak hesaplanmasinda sorun teskil etmektedir. Bu nedenle kiire yiizeyinde
m=-n,...,n ve n=0,..,N alinarak bir miktar veriden fedakarlik ederek makul hata
miktar i¢in kiiresel yiizey harmonikleri ile fonksiyon ifade edilebilir. Bu durumda,
f(r,0,¢) Kkire lizerinde orneklenmis bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon denklem

(2.54)’e gore tam olarak

(r.6.0)=" > Dy, (kr) ¥, (6,9) (2.55)

n-m

seklinde ifade edilir. Harmonik sayist n <N seklinde kisitlandiginda ortaya gikacak

olan hata,
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n=0 m=-n

hata=|f (r.0.0)-3 3 Dy (kr)Y" (6,0) (2.56)

B
K
5
it

seklinde tanimlanabilir. Bu formiile gore yapilan hata ile kesim 6rnekleme degeri N
arasindaki baginti agiktir. Bu asamada r = a(sabit) iken literatiirde bilinen ve giris

boliimiinde de bahsedilen hata sinirlart hakkinda bilgi verilecektir.

Konu hakkindaki caligmalardan ilki uzamsal bandgenisligi iizerine yazilmig
olan M.Bucci ve G.Franceschetti’nin ¢calismasidir. Bu galigmada teorik olarak, dalga
sayist k, kiirenin yaricapt a iken kabuledilebilir hata simin icin kesim Ornekleme

degeri N ’nin bu degiskenler ile olan iliskisi asagidaki gibi tanimlanmistir [5]
ka< N <+2ka. (2.57)

Bu tanimlama ile N degerinin seciminde biiyiik bir esneklik verilmistir dolayisiyla
stk1 bir sinir olusturulmamistir. Ancak frekans arttikga N ’nin ka’ya yaklasacagi

belirtilmistir. Bu nedenle literatiirde genel olarak,

N 2 ka+10 (2.58)

yaklasimu tercih edilimis ve kullanilmistir.

Diger bir ¢alismada, ¢ok kutup acilimi igin, tek duyarli (single precision) ve
cifte duyarlt (double precision) hesarlamada kullanmak igin i¢in sinirlar yari-empirik

oldugu belirtilen formiillerle verilmistir (2]. Bu sinirlar tek duyarli durumda,

N = ka +5In (ka+7) (2.59)

cifte duyarli durumda ise,



N=ka+lOln(ka+7z) ; (2.60)
seklindedir

Bunun disinda V.Rokhlin [6] harmonik ag¢ilim i¢in harmonik kesim sayisini,
kaynaklarin a yarigapindaki bir kiireyle sinirlandig1 ve bu kaynak tarafindan iiretilen

alanlarin r > a yarigapinda goziendigi durumda hataya bagh olarak,

N > max| ka, In(¢)~In(hata) 2.61)
In(r)—In(a)
seklinde ifade etmistir. Burada ¢,
a N
hata < c(—j (2.62)
r

formiiliinii saglayan herhangi bir sabittir. Bu formiil cok daha sik1 bir sinir tanimlar.
Ayrica kiire yiizeyi igin gerekli harmonik sayisi hakkinda bilgi verir. Bu ozellikleri

ile diger iki sinirdan ayrilir.

Yukarida ifade edilen smirlarin niimerik olarak gozlenmesi de bu tezin

incelemelerinden biridir.



3. KURESEL YUZEY HARMONIKLER;Q,{,

Bu boliimde, daha once de belirtilmis olan (Bolim (2. 4))‘1“;k}uresel yuzey
harmonikleri temelli kiiresel filtrenin matematiksel tanimlanmasi yapllacaktlr [9].
Ayrica bilinen spektral doniistim algoritmas: ile Jacob-Chien ve Alpert tarafindan

bulunan yeni spektral kesim metodu hakkinda bilgi verilecektir [10].
3.1. Izotropik Kiiresel Kesim

Bolim (2.4)’te de belirtildigi gibi, P," normalize edilmis iligkilendirilmis
Legendre fonksiyonu iken, ¢ boylaminda ve € enleminde derecesi n=0,1,2,... ve
mertebesi m =-n,—n+1,...,n—1,n olan Y,"*(8,¢) yiizey harmonikleri asagidaki gibi

tanimlanir.

Y0, ¢) =—— P (cos §) e/™? G.1)

\/ﬂ

Bu denklem daha ©once bolim (2.4) denklem (2.52)’da verilmisti. Bunun

disinda Legendre fonksiyonlar ile ilgili su bilgilerin tekrarlanmasinda fayda vardir.

Birinci tip Legendre polinomu £, ’nin derecesi n iken ve m20 ve pe[-11]

sartlari alinda normalize edilmis iliskilendirilmis Legendre fonksiyonu

=m 3 —1- (n—-m)! B ml2 dm
P, (u)—\/(n+2](n+m)!(1 #) L P (3.2)

seklinde ifade edilebilir. Ayrica m=0 ve |m|£n durumunda asagidaki esitlik

yazilabilir.

P™(u) = B, ™(u) (3.3)



24

Y ={Yn’" } yiizey harmonikleri kiimesi, S birim kiiresinin yiizeyindeki iki defa
integrallenebilir (square integrable) fonksiyonlarin uzay: L, (S ) igin bir ortonormal
baz formudur. Bunun disinda, Y ’nin her ugcgensel kesimi kiirede diizgiin
coziiniirliige sahiptir. Ozellikle, fonksiyon bazi N ’ler i¢in f:85—C seklinde

tamiml ve agagidaki gibi ise,

N n
fle.0)=2 2 S (0.9) (3.4)

n=0m=~n

f’nin herhangi bir rotasyonu uygun sekilde doniistiiriilmiis katsayilar ile aym
dereceli ag¢ihim ile sunulabilir. Diizgiin ¢oziintirliigtin bu 6zelligi ile birlikte spektral
yakinsamasi ve diferansiyel operatorlerin basit ifadesi, bir kiire iizerinde kismi
diferansiyel denklemlerin integrasyonu igin kiiresel harmoniklerin tercih edilmesini

saglamaktadir.

Spektral doniisiim metodu, n<N dereceli Y, yiizey harmonikleri ile
kapsanmis bir uzayda enlem boylam 1zgarasinda 6rneklenmis bir f fonksiyonunun
ortogonal izdiigiimii igin bir algoritmaya dayanir. Eger fonksiyon K dereceli bant

sinirl ise agagidaki gibi agilabilir.

K n
£(8.0)=> > £ (6.9) 3.5
n=0m=~n
Yiizey ayrigtirmasinda kullanilan 1zgara
(6-0;)  isloal  j=l.J (3.6)
oldugu varsayilsin.
£(6:9;) i=1,..,1 j=1,.J 3.7

fonksiyon degerleri |m|<n<N<K igin f," katsayilarmi tek (unique) sekilde
saptar.
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N :
F(8.9)=>, i Y (6.9) (3.8)
n=0m=~n
iken, N . derece kesim
{7(0:0;) {7 (61.07)] (3.9)

lineer doniigtimidiir.

Standart algoritma, {(9;'7(/71‘)} 1zgarast igin gelecek boliimde verilecek olan,

belirli ve uygun bir se¢im kullanir.
3.2. Spektral Doniisiim Yontemi

Spektral doniisim metodu kesim hesaplamasi icin ileri ve geri kiiresel

doniisiim yerine getirir. Bu islemin asamalari agagidaki gibidir.

lIk olarak, m=~-N,...,N icin tanimlanmis f(6,9) fonksiyonunun f™(8)
Fourier katsaylari, j=1L..,J ve @;=27j/J icin 6,...6;, boylamlan icin

asagidaki formiiller ile tanimlanir.

2
1 A

gy = 9, qu)d
1 ——J-z;(!f( g)e"dy

\/2_ J (3.10)
T —jme;
= 2 Iee)e” ¢’

j:

Burada ¢ /™ terimlerindeki j=+/—1 olup indis olan j ile karistrilmamalidir.
Dogu-bat1 dogrultusunda J 1zgara noktalarinin sayist, bu Fourier analizinin dogru
olmasim saglayacak sekilde segilir. Fonksiyonun K bant simri igin,bu sinirlama
J 2K+ N +1’e isaret eder. Es aralikli ¢; boylamlar, hizli Fourier doniigiimiiniin

(FFT) kullanilmasina izin verir.
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Ikinci asamada, |m|<n<N igin f;" kilresel harmonik katsayilari bir yiizey

kiiresel doniigiimii ile ifade edilir. Bu doniisiim,

4
= [ (cos@)sin 6d6 (.11)
0

integrali ile tammlanir. Bu integral niimerik olarak Gauss-Legendre yontemi ile

asagidaki sekilde olur.

Zf’" 6;) B (cos 6; ) w; (3.12)

Bu denklemde 6;, Py(cos@)’nin i. kokii ve w,, bu koke ait integrasyon

agirhiklandtr,

4ﬂ(l —cos? 6?,-)
w; = E (3.13)
(21 +1)[ (1 +1) Py (cos6;) |

dir. Kuzey-giiney dogrultusunda / 1zgara noktalarinin sayisi, bu spektral analizin
dogru olmasun saglayacak sekilde segilir. Yine K bant genislikli bir fonksiyon igin
[2(K+N+1)/2 olmahdir.

Ugiincii olarak, f™(6,) filtrelenmis Fourier katsayilari, geri yiizey harmonik

doniisiimii ile N ’inci dereceye kadar kiiresel katsayilar kullanilarak hesaplanabilir.

N
f"(0)= 3 fi"P"(cosb) (3.14)

ne
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Burada filtrelemekten kasdedilen denklem (3.5)’in denklem (3.9)’dan anlagilacag

iizere yiiksek dereceli harmoniklerin kesilmesi veya sifirlanmasidir.

Dordiincli ve sonuncu agamada, yine sadece N ’inci dereceye kadar olan
Fourier Kkatsayilann kullanilarak, geri hizli Fourier doniisiimii ile fonksiyonun

16, 9;) filtrelenmis 1zgara degerleri hesaplanir.

N .
F(0.0)=\2z Y F™ ()™ (.15)

m=—N

Fourier Kkatsayilari f”(6;), ilk basamakta O(lJlogJ) islemde hesaplanir. f,"
kiiresel harmonik katsayilari, ikinci asamada O(IN 2) islem ve yine aym sekilde
ticlinci agsamada f’"(@,«) Fourier katsayilarim hesaplamak icin O(IN2) islem
yapilir. Sonugta, f (6;,¢;) fonksiyon degerleri dordiincii basamakta O(1JlogJ)
islem ile bulunur. Eger fonksiyonlart ifade etmek icin K =2Nve [ ile J yeteri
kadar kiigiik secilirse, I =(3N+1)/2 ve J=3N+1 olur ve spektral doniisiim
filtresinin toplam iglem karmasikhigr O(N 2) fonksiyon ornegi icin O(N 3) olur. Bu
tez calismasinda spektral doniisiim yontemi kullanilmigtir. Ancak islem karmagikligi

daha diisiik olan bir algoritma gelecek boliimde tarif edilecektir.
3.3. Spektral Kesim Yontemi

Bu boliimde, O(Nz) fonksiyon Ornegi icin O(N2 log N) islemde kesim
filtresini uygulamak icin bir algoritma verilecektir. Bu islem sayesinde bir kiire
tizerindeki kismi diferansiyel denklemin integrasyonu icin ylizey harmonik

doniistimiiniin hesab: yapilmis olacaktir.

Kiire tizerinde tanimlanmis f(6,¢) fonksiyonunun ylizey harmonik agilim
(denklem (3.4)) ile verildigi varsayilmugtir. Spektral kesim yonteminde standart

spektral doniigim algoritmasinin ikinci ve tiglincti adimlar birlegtirilerek ortogonal
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polinomlar igin Christoffel-Darboux formiilli ile sadelestirilir ve,..,hlz.h ‘gok kutup

metodu (Fast Multipole Method) [2] kullanilarak igleme devam edilir. '

fliskilendirilmis Legendre fonksiyonlar1 igin Christoffel-Darboux formiili

£ = \/(nz -m?) / (4n* 1) (3.16)

tantmu ile asagidaki bigimde ifade edilir:

N — —_ — — N
(A-1) 3 B () B ()= e8| Bt (D) B ()~ B (B) Bt ()] 317)

Denklem (3.11), (3.14) ve (3.17)'nin birlestirilmesi ve g=cosf tanum ile
0% 6; (u+ ;) icin agagidaki denklem elde edilir.

m Z (Z fm( )P,;" (ﬂj) jjﬁr:"(ﬂ)

n—lm Jj=1

I
Z m( ) Z Pm(#j)Pm ,u) (3.18)

H —|IH|

i m( ) M [P/\;IH(’”) m(‘ul) ﬁl{’n(lu) 1(7'1-1(#])]
WiEN+1

i 1=l

.

Paydanin sonsuza gittigi u—u j durumunda ise deger L’Hdspital kurali ile
bulunur. @,...,6; de bilinen bir ™ fonksiyonunun farkli olmasi olasi él,...,él "de

tammh  f™ olarak hesaplanmast / boyutunda hizhh g¢okkutup metodunun iki

uygulamasina ihtiyag¢ duyar.



Hizli ¢okkutup metodu, O(J) islem ile belirli bir Fourier dalga sayis1 m igin
I filtrelenmis fonksiyon degerlerinin hesaplanmasina izin verir. fkinci ve tiglincii
basamaklardaki islemlerin toplam degeri boylelikle O(Nz) olur. Hizli Fourier

dontisiim hala birinci ve dordiincii adimlarda kullanilmaktadir.

Bu yukarida anlaulan yontem ozellikle yiiksek mertebeli harmoniklerin oldugu
biiyiik geometrilerin ¢Oziimiinde avantaj saglamaktadir. Bu nedenle Kkiiglik

geometrilerde daha once bilinen metod ile hesaplamalarin yapilmasi miimkiindiir.
3.4. Algoritmanmmn Uygulanmasi ve Programin Dogrulugu

Yukarida matematiksel temelleri anlatilan spektral doniigiim algoritmasi
bilgisayar ortaminda programlanmistir. Bu uygulamada C dili esas alinarak
Microsoft Visual C++ derleyicisi kullanilmistir. Ayrica GNU Scientific Library
(GSL) [http://sources.redhat.com/gsl/] kodundan faydalanilmigtir. Programlama

sonucunda iiretilen kodun dogru caligtigi su sekilde gosterilebilir:

Orneklenecek f(6,9) olarak z-ekseni etrafinda silindirik simetriye sahip olan
bir diizlemsel dalga, yani f (6, ¢) = e” segelim. Bu dalga kiiresel dalga fonksiyonlar1

cinsinden ifade edilebilir. Bu durumda agilimi asagidaki bi¢imde yazilabilir [11].

FO,=e" =" =" j(2n+1) j, (kr) P, (cos6) (3.20)

n=0

Bu ifadede
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d,(kr)=j"(2n+1) j, (kr) (3.21)

seklinde tanimlanmis olsun. Bu secim ile yaricapa bagh ve 6 ile ¢’den bagimsiz
katsayilar elde edilmigtir. Bu katsayilar aslinda daha once denklem (2.53)’de ifade
edilen D, (kr) Kkatsayilart (m=0) ile aymdir. Yazilan program cahstirilarak
D, (kr) katsayilart elde edilmis ve teorik d (kr) degerleri ile genlikleri
kargtlastirilmistir. Bu karstlastirma r=5 m, f =300 Mhz i¢in yapilmigtir. Noktasal

bir kaynak (0,0,100) m noktasina yerlestirilerek yaklasik olarak iiretilmistir. Sonug
Sekil 3-1’deki gibidir.

10 ! | I i in [
1 ' 1 1 |
| I | | 1 1
] 1 ] 1 ] I
1 1 ! ] t
] 1 1 1
-5 ( ' l 1
10 + r 4= -
I I t
| ! 1
t | 1
— 1 1] v . !
=° 1 AR 0 . N\\J¥r .  nimerik 1
= 0 P . ROCL RIS erven i rarags
o 10 0 A
[o] t t
p—q | ]
9 i
[0) 1
> i
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Q 19 analitik ,
._o r I
— ) 1
8 ; . ,
—_— 1 1
1 1 t
' ) |
-20 ' ] 1 ll
10 1 1 ) t 1
1 ' ' 1
I i ) 1 I
] I ' r ] ] 1
) . I ] t '
] t t ) I
. ] H ' ' ] 1
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n

Sekil 3.1. Teorik ve niimerik karsilagtirma

Grafikten de goriildiigti gibi teorik ve niimerik degerler birbirini saglamaktadir.
N >50 igin niimerik degerlerin teorik degerlerden farklilagmasinin sebebi teorik

degerlerin programun giiriiltii seviyesinin altina inmesidir.
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4. PROGRAMIN UYGULANMASI VE
SONUCLAR

Bu boliimde programdan elde edilen ¢iktilar nasil elde edildikleri ile birlikte
verilecektir. Bu ¢iktilarda ©ncelikle belirli  kaynaklarin  olusturdugu alan
fonksiyonlarmin kiiresel harmonik agilimdaki katsayilarin davranigt ile ilgili
ornekler, daha sonra ise bu fonksiyonlarin yeniden {iretilmesi ile ilgili hata analiz
grafikleri ve son olarak da belirli hata oranlari igin test sonuclarindan harmonik

miktarlar verilecektir.
4.1. Kiiresel Harmonik Katsayilarimin Davramsi

Kiiresel harmonik katsayilarinin davranisinin incelenmesinde asagida anlatilan

yontem uygulanmistir:

[Ik olarak, bir noktasal monopol kaynak kullanilarak bu kaynagin yeri kiirenin
merkezinden sonsuza gotiiriilmiistiir. Sonsuz durumunda kiirenin yarigapina gore gok
biiyiik degerler alinmistir. Onceki boliimde bir fonksiyonun harmonik yapisinin
agilimin en biiyiik derecesi N ile belirlendigi ifade edilmisti. Burada D, (kr)

genliklerinin n’ye bagli degisimi formiilii kullanilarak incelenmistir.

n

D,(kr)y= Y |D,, (k)| ; n=0,.,N 4.1)

m=—H

Bu formiilasyona gore harmonik katsayilarin genliklerindeki degisimin 7 ’ye
bagimliligs logaritmik olarak gosterilerek katsayilarin degisik kaynak yerlerine gore
nasil degerler aldif: belirlenmeye calisilmistir. Bu amagla N degeri boliim 2.5’de
verilen hata simirlarinin en serbesti olan denklem (2.57)’ye gore belirlenmis ve bu

degerin ¢ok iistiinde bir N (N =100) segilerek bu sinirlar da test edilmistir.
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Yapilan testlerde f =300 MHz kiirenin ¢apr a=35 m segilerek asafidaki
grafikler elde edilmistir. Bu durumda, yarigapin dalga boyuna oram af A =5"tir.
Grafikler, kaynagin merkezden uzaklii d ’nin, dalga boyu A cinsinden ifadesi ile
verilecektir. Boylelikle frekanstan bagimsiz bir kargilagtirma imkan: olugturulacaktir.
Oncelikle noktasal kaynak kiirenin merkezine yerlestirilmistir. Sekil 4.1’de
goriildiigii iizere n =0 harmonigi disindaki degerler niimerik hata sinir1 olarak kabul
edebilecegimiz 107 den kiigiiktiir. Kiire iizerinde sabit bir fonksiyon olusturan bu

kaynak konumu i¢in sonug beklendigi gibidir.

IOleDnI

-10

-12

Sekil 4.1. a=54 ve d =0 iken kiiresel yiizey harmoniklerinin davranisi

Kaynak +z ekseninde ve kiirenin i¢inde olup kiire yiizeyinden uzakta oldugu
durumdaki harmoniklerin #’ye bagli degisimi ise Sekil 4.2 ve Sekil 4.3’te verilen
orneklerdeki gibidir. Goriildiigii tizere harmonik sayist i¢in, kd +10=27zd/A+10
oldukga iyi bir yaklagiklik vermektedir.
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A iken kiiresel yiizey harmoniklerinin davranigi

54 ve d =

Sekil 4.2. a

34 iken kiiresel yiizey harmoniklerinin davranigi

54 ve d =

Sekil 4.3. a

y = z eksenlerinde kiirenin i¢inde olup kiire

Y, x
ylizeyinden uzakta oldugu durumlar i¢in harmoniklerin n’ye bagh degisimi ise

Ayrica kaynagin x, y, x

asagidaki gibidir. Sekil 4.3, Sekil 4.4, Sekil 4.5’ kargilagtirildiginda bir fonksiyonun
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harmonik bant genisliginin kaynagin kiirenin merkezinden uzakligina bagimh fakat
hangi yonde kiire merkezinden uzak oldugundan bagimsiz olduguvl anlasiimaktadur.
Bu da analizlerde denklem (4.1)’de verilen D, (kr)’nin kullanilmasinin yerinde bir

karar oldugunu gosterir.

1

|
|
i
|

log1 oan]
&

. __ W ...

Sekil 4.4. a=54 ve d =34 ((x,y,2)=(3,0,0)4) iken kiiresel yiizey
harmoniklerinin davranisi
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|
100

¥

1“al®*6o)

~/

34 ((x,y,2)=(0,3,0)1) iken kiiresel ylizey

harmoniklerinin davranisi

5A ved=

Sekil 4.5, a

100

90

(2,2,2)A) iken kiiresel yiizey

-

2434 ((x,y,2)
harmoniklerinin davrams

S5A ve d =

Sekil 4.6. a
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Sekil 4.7. a=54 ve d =324 ((x,y,2)=(3,3.0)4) iken kiiresel yiizey
harmoniklerinin davranisi

Buraya kadar yapilan testlerde harmonik katsayilarin n=kd degerine kadar
yogun oldugu ve bu degerden sonra bir iistel fonksiyon ile azaldig1 g6zlenmistir. Bu
gozlem [5, 6]’de verilen teorik formiillerle uyumludur. Ancak literatiirde
rastlanmayan bir gozlem de kaynak kiirenin yiizeyine yaklastikca n>kd
bolgesindeki diisiis hizimin azaldigidir. Kaynak +z ckseninde ve kiirenin tam

yiizeyinin tizerinde iken ise Sekil 4.8 deki grafik elde edilmistir.
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Ial®*6o)

54 iken kiiresel yiizey harmoniklerinin davranisi

54 ve d =

Sekil 4.8. a

diistis hizinin neredeyse sifir

Burada kaynak kiire yiizeyindeyken n > kd ’deki

oldugu goézlenmektedir. Kaynagin kiirenin icinde ve disinda kiire yiizeyine yakin

oldugu durumlarda ise Sekil 4.9 ve Sekil 4.10’deki c¢iktilar gozlenmigtir. Bu

sekillerde n> kd igin egim beklendigi gibi Sekil 4.1 ve Sekil 4.6’deki egimlerden

diistiktiir.

n

222 iken kiiresel yiizey harmoniklerinin davranisi

54 ve d =

Sekil 4.9. a
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262 iken kiiresel yiizey harmoniklerinin davranigi

5A ved=

Sekil 4.10. a

Son olarak da kaynak kiircnin digina bir miktar uzaga ve c¢ok uzaga

yerlestirilerek Sekil 4.11, Sekil 4.12 ve Sekil 4.13’te goriilen grafikler elde edilmigtir.

Harmonik yogunlugunun n>kd icin diisiis hizinin belirli bir uzakliktan sonra

sabitlendigi goziikmektedir.



54 ve d =104 iken kiiresel yiizey harmoniklerinin davranist

Sekil 4.11. a

54 ve d =1004 iken kiiresel yiizey harmoniklerinin davranisi

Sekil 4.12. a
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Sekil 4.13. a=54 ve d = 100+/34 iken kiiresel ylizey harmoniklerinin davramsl

4.2. Fonksiyonun Yeniden Uretilmesindeki Hatanin
Incelenmesi

Bu alt boliimde program kullanilarak, fonksiyonun kisitli sayida harmonik
kullanilarak yeniden iiretilmesindcki hata incelecektir. Bu amagla program ile, kiire
tizerinde N degerine bagli 6rneklenmis bir fonksiyon, harmoniklerine agildiktan
sonra, bu harmonik bilgide M < N i¢in kesim yapilir ve ardindan elde edilen yeni
M degerine bagh 6rneklenmis fonksiyon verileri ile tekrar program kullanilarak N
degerine bagli yeniden {iretim yapilir. Boylelikle ilk ve son durumlardaki
fonksiyonlar arasi fark hata olarak ortaya ¢ikmis olur. Bu durumda N sabit iken,

yeniden iiretim hatas1 agagidaki gibi tanimlanir.

“4.2)
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Burada ilk 6rnekleme degeri N , denklem (2.61)’deki sinirin olciukga tizerinde
(N =60) segilerek fonksiyonun iyi orneklenmesi saglanmustir. Bu Ornekleme ile,

degisik M degerleri icin yapilan hata grafikleri logaritmik olarak verilecektir.

Bu durumda yine f =300 MHz kiirenin ¢api a=5 m segilmistir. Bu
durumda, yarigapin dalga boyuna orant a/A =5"tir. Grafikler, kaynagin merkezden
uzakhigi d ’nin, dalga boyu A cinsinden ifadesi ile verilecektir. Oncelikle noktasal
bir kaynak kiirenin merkezine yerlestirilmis ve $ekil 4.14’teki hata grafigi elde
edilmistir. Beklendigi iizere sade bir harmonik (M =0) hata miktarim niimerik
giiriiltii seviyesine indirmeye yetmektedir. Bu grafikten anlasilacag: iizere hata

grafiklerindeki niimerik giiriiltii seviyesini 10 °"dan diigiik kabul ctmek lazimdir.

o
I
R

hata
A

1
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1
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Sekil 4.14. a =54 ve d =0 durumunda yeniden iiretim hatasi

Sekil 4.15 ve Sekil 4.16’de ise, +z eksenindeki bir kaynak ile ilk olarak
kiirenin iginde kiire yiizeyine yakin olmayan bir noktaya yerlestirilmis daha sonra

kiire yiizeyine yerlestirilerek alinan g¢iktilar verilmigtir. Goriildiigii tizere kaynak
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kiirenin tizerindeyken hatay1 10~ seviyesinin altina diigiiren bir M bulmak miimkiin

goziikmektedir.

-

-5

-6

34 durumunda yeniden iiretim hatasi

54 ve d

Sekil 4.15. a

BlRY

5A durumunda yeniden iiretim hatasi

54 ved=

Sekil 4.16. a
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Ayrica kaynagin x, x=y, x=y=z eksenlerinde ve kiirenin iginde iken

hatanin M ’ye bagli degisimi su sekilde gdzlenmistir.

hata

30 40 50 60
M

hata

Sekil 4.18. a=54 ve d = V22 durumunda yeniden iiretim hatasi



A

54 ve d =234 durumunda yeniden {iretim hatasi

Sekil 4.19. «a

Kaynagin kiire yiizeyine yakim icinde ve diginda odugu durumda hatanin

degisimi sirastyla Sekil 4.20 ve Sekil 4.21 gibidir.

0
-1
2
3
-4
5
8-
iy A

eley

M

V224 durumunda yeniden iiretim hatasi

5A ved=

Sekil 4.20. a
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V284 durumunda yeniden liretim hatasi

54 ve d =

Sekil 4.21. a

Son olarak da kaynak kiireden ¢ok uzaga yerlestirilerek fonksiyonun yeniden

tiretilmesindeki hata degisimi alinnstir.

0.

-1

54 ve d =1004 durumunda yeniden iiretim hatasi

Sekil 4.22. a
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Sekil 4.23. a=54 ve d = 100+/34 durumunda yeniden iiretim hatas

Bu asamadan sonra tek ve c¢ok kaynakli durumlarda N =60 alinarak iyi
drneklenmis bir fonksiyonun 107, 107, 10™, 10 hata miktar i¢in kag barmonige
ihtiyag¢ oldugu, bagka bir deyisle spcktral kesimdeki bant genisligini M degerinin ne

olmasi gerektigi grafikler halinde verilecekdtir.

Oncelikle kaynagin yeri sadcce z ekseninde bir birim yer degistirilerek kaynak
yerinin yukarida verilen hata sinirlan icin spektral kesim sayis1 M ’ye bagimliligt
gosterilmigtir. Daha sonra ise kaynagin x=y=z eksenlerine yerlestirilerek
merkezden uzakligi yine birer birim artirilarak degisik hata simrlarn icin M
degerlerinin degisimi verilmigtir. Son olarak da bir kaynak sisitemi i¢in bu islem
tekrarlanmugtir. Kaynak sistemi merkezden disartya dogru x=y diizlemi iizerinde
yarigapt birer birim artarak biiyiiyen bir cemberin iizerine esit araliklarla yerlestirilen
6 tane noktasal kaynaktan olusturulmustur. Ayrica, grafiklerde denklem (2.59)’da

verilen sinir teorik sinir olarak gosterilmigtir.




Kaynagin merkezden uzakligi (lambda)

+z ekseninde merkezden uzaklifina bagh olarak degisik hata
degerleri icin M ’nin degisimi

e

aynagin

Sekil 4.24. K

kaynagin merkezden uzakligi (lambda)

gina bagli olarak degisik

y = z ekseninde merkezden uzakh
hata degerleri icin M ’nin degisimi

Sekil 4.25. Kaynagin x
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Kaynagin merkezden uzakligi (lambda)

Sekil 4.26. Kaynak sisteminin merkezden uzakligina bagli olarak degisik hata

degerleri icin M 'nin degisimi

Sekil 4.24 ve Sekil 4.26’dan kaynagin hangi dogrultuda oldugunun veya kag

adet kaynaZin oldugunun, kullanilmasi gereken harmonik sayisina etkisi olmadig:

anlagilmaktadir. Bu ise siiperpozisyon ilkesi ile tutarli bir sonugtur.



5. SONUCLAR VE GELECEGE YONELIK
CALISMALAR

Bu tezde bir kiire iizerinde gozlenen skaler dalga alanlarinin kiiresel yﬁiey
harmonik yapist incelenmigtir. Konunun elektromanyetik dalga teorisiyle ilgisi ve
kiiresel yiizey harmoniklerin tanimi bslim 2’de verilmistir. Hedeflenen incelemeyi
gerceklestirebilmek icin kullanilan kiiresel filtre yapisi bolim 3’te anlatilmistir.
Bolim 4'te noktasal (monopol) kaynaklarla diretilen ve bir kiire tizerinde gozlenen
skaler dalga alanlarinin 6nce kiiresel harmoniklere agilimi yapilmis, sonra harmonik
miktarlar1 degistirildiginde kiire iizerinde olusan alan iretilmistir. ikinci agamadaki
amag, harmonik yapida yapilacak ihmallerin dalga alaninin hesaplanmasinda ortaya

ctkaracagl hata miktarint saptamaktir.

Yapilan aragtirma neticesinde su sonuglara ulasilmistir: Yarigcapr a olan bir
kiire tizerinde gozlenen dalga alaninin harmonik yapist bu alan iireten kaynaklarin
kiire yaricapina gore konumlar itibariyle li¢ ana kisimda incelenebilir. Bunlardan
birincisi olan kaynaklarin d <a yarigaph .bir kiire i¢inde bulundugu durumda
harmonik yogunluk kd degerine kadar yiiksek olup bu noktadan itibaren hizla
diismektedir. Kaynagn kiire yiizeyinde veya yakininda oldugu ikinci bolgede, ihtiyag
duyulan harmonik sayisimin - Kaynagin - kiire  tizerinde  6rncklemenin  yapildigy
noktalara yakinligt ile dogrudan baglantili oldugu goriilmiistiir. Kaynagin drnekleme
noktalarinin {izerine veya c¢ok yakinina gelinmesi ile gerekli harmonik sayisimin
sonsuza gittigi anlasilmustir. Kaynaklarin d >a yarigapli bir kiirenin diginda
bulundugu iigiincli durumda harmonik yogunlugun ka degerine kadar yiiksek oldugu
ve yine bu degerden sonra hizla diistiigli gézlenmistir. Birinci ve ligiincii durumlarda
kiiresel ylizey harmoniklerine acilan bir fonksiyonun harmonik katsayilan ile kiirenin
yaricapt ve c¢alisilan frekans arasinda (bolim 2.5’te verilen) teorik sinirlarin
gecerliligi yapilan niimerik testlerde goriilmiistiir. Bu sinirlar kullanilarak hedeflenen
bir dogruluk seviyesi i¢in belli miktarlarda harmonigin ihmal edilebilecegi

anlagilmigtir. Tek kaynak igin yapilan bu ¢aligmalar ¢ok kaynakl bir kaynak sistemi
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igin tekrarlanmig, sonuglarin (stiperpozisyon prensibi dogrultusunda) benzer oldugu

goriilmiigtiir.

Gelecekte calisiimaya devam edilmesi arzulanan konular olarak, béliim 2.5°te
bahsi gegen yari-analitik sinirlarin teorik olarak ispatlanmasi; boliim 3.3’te ifade
edilen hizlandirma isleminin biiyiik geometriler icin uygulanmasi ve skaler
fonksiyonlar yerine vektorel fonksiyonlar igin vektdr harmoniklerini hesaplayan bir

programin yazilmig mevcut program temel alinarak gelistirilmesi sayilabilir.
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