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OZET

TEZIN BASLIGI: Kavitelerde Zorlanmis Salinimlarin

Zaman Domeni Analizlerinin Incelenmesi.

YAZAR ADI: Fatih ERDEN

Bu calismada; mikemmel iletken yuzeylerden yapilmis bir kavite icerisinde
zaman bagimlilig1 rastgele olan uyarici kaynaklarin olusturacagi elektromagnetik
alan ifadelerinin ¢6zilmesi problemi Elektromagnetik Teoriye Evrimsel Yaklasim
ad1 verilen analitik bir zaman domeni (zaman uzay1) yontemi ile ele alinmustir.

Her kavite alani, kavite modal baz elemanlar1 ilizerine agilim olarak elde
edilmistir. Bazin bu elemanlar1 koordinatlarin vektor fonksiyonudurlar. Acilim
serisindeki her eleman skaler bir modal genlik faktorune sahiptir. Bu genlikler
alanlarin zaman bagimliliklar1 bakimindan bulunmasi gereken fonksiyonlaridirlar.

Genel olarak; baz elemanlari Laplace operatori i¢in vektor sinir 6zdeger
problemi ile belirtilirler. Uzay degiskenlerine (koordinatlara) ayristirmanin
uygulanabildigi 6zel durumlarin hepsinde bu vektor problemleri Laplace operatori
icin Dirichlet ve Neumann sinir 6zdeger problemlerine doniistirler.

Modal genlikler icin Maxwell denklemlerinden zaman tlrevli bir adi
diferansiyel denklemler sistemi tiiretilmistir. Sistem uygun baslangi¢ kosullar1 ile
desteklenmistir. Matematiksel olarak bu Cauchy problemini verir. Boylece modal
genlikler, integrandinda verilmis ge¢ici bir isaretin bulundugu basit konvoliisyon
integralleri olarak elde edilmistir. Kaynak isaret zamanin integre edilebilen rastgele
bir fonksiyonu olabilir.

Ornek olarak iki farkli uyarici kaynak fonksiyonu ele alinmigtir. Bunlarin biri
zamanda baslangic bakimindan causality (nedensellik) prensibini saglayan bir
sinlizoidal isaret, digeri zamanda baslangic bakimindan nedensellik prensibini
saglayan cift-Gstel fonksiyondur. Cift-Ustel fonksiyon elektromagnetik uyumluluk

uygulamalarinda genis olarak kullanilmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Elektromagnetik teori, Maxwell denklemleri, zaman-domeni,

evrim denklemleri, cift-stel fonksiyon, dispersif malzeme.



SUMMARY

TITLE OF THE THESIS: Time Domain Study of

Forced Oscillations in Cavities.

AUTHOR: Fatih ERDEN

In this study, the problem of electromagnetic field terms which are produced
by a given source function which has arbitrary time dependency in a cavity having
perfect electric conductor surface is considered by an analytical time domain method
called Evolutionary Approach to Electromagnetics.

Every cavity mode is obtained as an expansion over the elements of the cavity
modal basis. These elements of the basis are the vector functions of coordinates.
Every term at the expansion series has a scalar factor which is the modal amplitude,
physically. These amplitudes are functions of time which should be find out.

In the general case, the basis elements are specified as the vector boundary
eigenvalue problems for Laplacian. In all the particular cases when separation of the
space variables (coordinates) can be applied, these vector problems are rearranged to
the Dirichlet and Neumann boundary eigenvalue problems for Laplacian.

A system of ordinary differential equations with time derivative has been
derived for the modal amplitudes from Maxwell’s equations. The system was
supplemented with appropriate set of the initial conditions. Mathematically speaking,
it yields well studied Cauchy problem. Thus; the modal amplitudes are obtained as
simple convolution integrals where a given temporal signal stands at the integrands.
The source signal may be an arbitrary integrable function of time.

Two examples of the signal functions were considered. One of them is habitual
sinusoid, which satisfies causality principle in point of beginning in time. Another
one is the double-exponential function which satisfies causality principle as well.
The double-exponential function is widely used in electromagnetic compatibility
applications.

Keywords: Electromagnetic theory, Maxwell equations, time-domain, evolutionary

equations, double-exponential function, dispersive medium.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

: Konum vektor (m)

: Zaman (s)

: Elektrik alan vektori (V/m)

: Magnetik alan vektoéri (A/m)

. € ve H vektorlerinden olusan COI(E(I’,t),’H(r,t)) vektori

: Uygulanan elektrik akim yogunlugu vektorii (A/ m?)

NN R RO

: Indiiklenen elektrik iletkenlik akim yogunlugu (A/m?)
: Elektrik aki1 yogunlugu vektorii (C/m?)

: Magnetik ak1 yogunlugu vektorii (Wb/m?)

, P : Elektrik polarizasyon vektorii (C/m?)

TN ™Y

: Kayipli yapinin elektrik iletkenligi

u(t) : Heaviside basamak fonksiyonu

F(r,t) :Alanlari uyaran dalga formu vektori

0, : Zamana gore kismi tirev operatord (1/s)

E(r) : Bazin “elektrik” elemani olarak {i¢-bilesenli vektor
H(r) : Bazin “magnetik” elemani olarak {i¢-bilesenli vektor
X(r) : col (E (r),H (r)) seklinde olusan alti-bilesenli vektor
E', H, : E ve H’inTE kavite modlarinin tamamlanmis seti
E', H : E ve H’in TM kavite modlarimnin tamamlanmis seti
R, R : Maxwell denklemlerinden ayristirilan operatorler

@, . R operatoriiniin 6zdegerleri

& : Bos uzayin dielektrik sabiti (F/m)

y7n : Bos uzayin magnetik gecirgenlik sabiti (H/m)

& : Statik dielektrik sabiti

s : Statik elektrik duyarlilik

c : Is1g1in bosluktaki hizi (m/s)

: Normal tlrev
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: Dirichlet probleminin 6zdegerleri

: Dirichlet probleminin 6zg¢ozimleri

: Neumann probleminin 6zdegerleri

: Neumann probleminin 6z¢ozimleri

: £(r,t) ’nin zaman-bagimli modal genlikleri.
: ’H(r,t) ’nin zaman-bagimli modal genlikleri.
: ’P(r,t) ’nin zaman-bagimli modal genlikleri.
: Dirac delta-fonksiyonu

: Kaynak fonksiyonun zaman-bagimliligi.

. Kayip parametresi

: Enlemsel Elektrik (Transverse Electric)
: Enlemsel Magnetik (Transverse Magnetic)
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p 'nun farkli degerleri i¢in S (5 ) fonksiyonunun zamanla degisimi.
Darbe ve uyarilan irrotasyonel mod.
Durum 1 (@ > ®): Darbe ile uyarma (p =1.001).

Durum 1 (@ > ”): Sinlizoidal kaynak ile uyarma.

Durum 2 (@ = a®): Darbe ile uyarma ( o =1.001).

Durum 3 (@° < a*): Darbe ile uyarma ( p =1.001).

Bos kavitede darbe fonksiyonu f (&) ile uyarilan irrotasyonel a (&)
ve solenoidal e(¢&), h(&) modlarin genlikleri.

Sekil 3.1°deki solenoidal modlarin genliklerinin (e(¢&), h(&))

olcekli gosterimi.

Debye malzeme ile dolu kavite igin irrotasyonel mod alaninin

genligi a(&) ve polarizasyon vektoriiniin genligi p(&).

Debye malzeme ile dolu kavite icin solenoidal modlar e(&), h(¢&) ve

polarizasyon vektorii p(&).

Lorentz malzeme ile dolu bir kavitede elektrik alan igin irrotasyonel
modun genligi a(cf) ve polarizasyon vektoriinin irrotasyonel modal

genligi p(¢).

Lorentz malzeme ile dolu bir kavite i¢in solenoidal modlarin €, (£),
h, (&) ve polarizasyon vektériiniin genligi p(&).

Bos bir kavitede p =1000 igin darbe fonksiyonu, irrotasyonel a(¢)
ve solenoidal modlarin e(¢), h(&) genlikleri.

Sekil 3.7°deki solenoidal mod genliklerinin e(&), h(&)
olgeklendirilmis gosterimi.

Debye malzeme ile doldurulmus bir kavitede o =1000 icin darbe
fonksiyonu f (&), irrotasyonel modun genligi a(&) ve
polarizasyon vektdriiniin irrotasyonel modunun p(¢) genligi.
Lorentz malzeme ile dolu bir kavitede darbe fonksiyonu f (&),
alanin irrotasyonel modunun genligi a(&) ve polarizasyon
vektoriiniin irrotasyonel modunun p(&) genligi.

Lorentz malzeme ile dolu bir kavite igin solenoidal mod genliklerinin
e(¢), h(&) olgeklendirilmis gdsterimi.
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1. GIRIS
1.1. Konu ve Onemi

Kapali veya acgik yiizeylerle smirli olan ii¢-boyutlu sonlu bir uzayda
elektromagnetik alanlarin incelenmesi elektromagnetik teoride temel bir problemdir.
Bu turden yapilar mikrodalga tekniginde kavite veya rezonator seklinde adlandirilir.
Klasik zaman-harmonik elektromagnetik teori cercevesinde teorik olarak sadece
t =—o’da baglayip t=+o’a kadar devam eden olaylar1 incelemek mimkindur.
Ancak gercek durumda arastirmacilar “Zorlanmis Salimim” olarak adlandirilan
osilasyonlarla islem yapar. “Zorlanmus” terimi elektromagnetik alanlarin bir uyarici
kaynagim uygulanmaya baglamasi ile olustugu anlamina  gelmektedir.
Elektromagnetik alanlar sadece kaynak uygulanmaya basladiktan sonra dogar ve
zamanla salinirlar. Elbette ki, boyle olaylarin zamanda t =0 gibi bir baslangi¢lar
vardir.

Genel bir agidan bakildiginda, elektromagnetik teoride ¢esitli zaman uzayi
caligmalar1 iki ana yola ayrilmaktadir. En ¢ok bilinen ilk yol, bugunlerde ¢cok dnemli
bir hal alan, gucli sayisal yontemlerin gelistirilmeleri ve uygulamalari ile
baglantilidir.  Bu incelemelerde sonuglar sayisal olarak elde edilmektedir.
Calismalarin bircogu Zaman Uzayinda Sonlu Farklar (Finite Difference Time
Domain - FDTD) yonteminin farkli versiyonlarinin  kullanimi ~ seklindedir
[Taflove and Hagness, 2005]. Zaman Uzayinda Sonlu Farklar (ZUSF) yontemi
kavitelerde zorlanmis osilasyonlara iligkin problemlerde biiylik miktarlarda sayisal
veri saglayabilmektedir. Bu alandaki ilerlemeler modern bilgisayar kaynaklari ile
stnirhdir.

Ikinci yol ise genellikle Fourier veya Laplace Integral Déniisiimlerinin
kullanilmasi ile gergeklestirilen analitik ¢aligmalar ile ilgilidir. Bu yolda bir¢ok kisi
dogal matematiksel problemlerle karsilasmaktadir. Bu problemlerden biri,
nedensellik prensibi ile elektromagnetik alanin enerjisinin sonlu olmasi fiziksel
sartinin gereksinimleridir.

Analitik ¢6zim yontemleri smifiyla ilgili olan bu ¢alisma, g¢esitli

elektromagnetik alanlarin Zaman Uzayinda analitik ve ayni1 zamanda sayisal olarak



incelenmesini amaglayan Elektromagnetik Teoriye Evrimsel Yaklasim (ETEY)
[Tretyakov, 1993] yontemi c¢ergevesinde gergeklestirilmistir. ETEY yontemi,
diferansiyel evrim denklemleri teorisini zaman uzayinda kuvvetli bir ara¢ olarak
kabul eder.

80’lerde Onerilen ETEY yoOnteminin, zaman uzayinda Kavitelerde
uygulanmasina iliskin 6rnekler mevcuttur [Aksoy and Tretyakov, 2002],
[Aksoy and Tretyakov, 2004]. Ele alinan yontem ile; yakin zamanda, miikkemmel
iletken yizeylerle cevrili Debye tiri dispersif malzeme ile dolu kavitelerde, zamanda
baslangic1 olan siniizoidal bir igaret ile elektromagnetik alanlarin uyarilmasi
incelenmistir [Aksoy et al, 2005].

Bu tezde calismalar;

() Zamanda baslangici olan genig-bant bir isaret ile kavite alanlarinin
uyarilmasi [Erden and Tretyakov, 2008] ve,

(if) Lorentz tirti dispersif malzeme ile doldurulmus kavite incelemeleri

[Tretyakov and Erden, 2008] konularinda genisletilmistir.

1.2. Tezin Amaci ve icerigi

Tezin amaci; Maxwell denklem sisteminin, Fourier frekans analizine
bagvurmaksizin, zamanin dogrudan géz 6nline alindigi, o/ ot ile ¢ozimine yonelik
bir analitik yaklasim versiyonu olan yeni bir zaman-uzayi yonteminin cesitli
kavitelerde, teorik ve pratik olarak ilgi ceken problemlere uygulanmasidir. Problemin
elektromagnetik teoriye evrimsel yaklasim yontemi seklinde adlandirilan yontem ile

elde edilen sonuglari tezde su sirayla incelenmistir.
- BolUm 2:

Bolim 2’de; uyarici kaynak ile kaviteye uygulanan osilasyonlar igin,
koordinatlarin ve zamanin ikinci dereceden integre edilebilen reel-degerli vektor
fonksiyonlar1 sinifinda elde edilen tam analitik ¢éziimler sunulmustur.

Bu bélimde incelenen kavite bos olarak kabul edilmistir. C6zlme ulasmak igin

duzenlenen problemin formilasyonu, Maxwell denklemler sistemi ve sinir



kosullarinin yan sira, baslangi¢ kosullar1 ve nedensellik prensibinin gereksinimlerini
de icermektedir.

Bu probleme ait ¢oziimler; integrandinda verilen bir kuvvet fonksiyonunu
iceren kapali konvoliisyon integralleri formunda elde edilmistir.

Sayisal ornekler;

(@ Klasik sonuglarla Kkarsilastirilabilmesi maksadiyla zaman-harmonik
alanlar olarak uyarilan kaynak fonksiyonlari igin ve

(b) Genig-bantli isaret olarak uyarilan kaynak fonksiyonlar1 igin
sunulmustur. Elde edilen sonuclar tiiretilmis olan analitik formiillerle hesaplanmustir.

Bu bolimiin igerigi; “American Physical Society, Physical Review Series E”
adli uluslararas: dergide yayimlanmistir [Erden and Tretyakov, 2008].

- BolUm 3:

Bolim 3’te; daha genel bir kavite problemi ele alinmistir. Kavitenin bos
olmayip kayipl dispersif bir malzeme ile tam olarak dolu oldugu farz edilmistir.
Kaviteye uygulanan osilasyonlar i¢cin kompleks-degerli vektor fonksiyonlart sinifinda
elde edilen tam analitik ¢oziimler sunulmustur.

D ve B elektrik ve magnetik alan yogunluklart olmak iizere; bunye

denklemleri; D=¢,e€ ve B=yuH, £ ve H elektrik ve magnetik alan

kuvvetleriyle statik ya da zaman-harmonik elektrik ve magnetik alanlar icin ayr1 ayri
saglanir.

Ancak bu biinye denklemleri kavite igerisindeki malzemeye ait dielektrik sabiti
& ya da magnetik gecirgenlik sabiti # frekansin bir fonksiyonu ise yetersiz kalirlar.
Bundan dolayi, bu bélimde Maxwell denklemler sistemi; icerisinde sag tarafta £
alaninin kuvvet terimi olarak bulundugu, polarizasyon vektorii P icin hareket

denklemi ile birlikte ¢oziilmiistiir. Dielektrik malzeme i¢in D =¢g,e€+P olmak

Uzere problemin formiilasyonuna hareket denkleminin katilimindan dolayi, zamanin
rastgele fonksiyonu olan harici isaretler tarafindan uyarilan kavite osilasyonlarini
incelemekte serbest olunur.

Bu probleme ¢6ziimler; integrandinda verilen bir kuvvet fonksiyonunu igeren

konvoliisyon integralleri olarak kapali formda elde edilmistir.



Sayisal ornekler;

(@) Klasik sonuglarla karsilastirilabilmesi i¢in  zaman-harmonik alanlar
tarafindan uyarilan kuvvet fonksiyonlar i¢in ve

(b) Ultra genis-bantli isaretler tarafindan uyarilan kaynak fonksiyonlari igin
sunulmustur.

Bu ikinci durumda, kaynak fonksiyonu olarak “cift-iistel” fonksiyon se¢ilmistir.
Gift-Gstel fonksiyon Elektromagnetik Uyumluluk uygulamalarinda genis-bantli ve
ultra genig-bantli bir isaret modeli olarak yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Boliimde ele alinan ayri bir durum; hareket denklemi tarafindan yonetilen,
anlik ve dinamik bilesenleri igeren, polarizasyon P vektoru incelemelerine aittir.
Polarizasyon  vektorii  bulussal olarak; &’nin  bir parametre oldugu
P =P, + P, =c,cE+P, seklinde iki parcaya ayrilmustir. Ilk terim, P, = g,6€ anlik
polarizasyon etkisini tarif eder. Gergekten de B,, £ alanina oranlidir.

P, terimi, £ alam tarafindan dielektrigin polarizasyonu surecinde dinamik
olaydan sorumludur. ¢ parametresi basit statik dielektrik sabitidir. P =¢g,e€+P,
vektoru hareket denkleminde P yerine yerlestirilmistir. Bu islem sonug olarak; 7,

teriminin bu denklemden ayrilmasini ve “dinamik” kisim 7 i¢in hareket denklemini

verir. Bu denklem, kuvvet terimi olarak &£ vektoriiniin, zaman degiskenlerinde

birinci ve ikinci tiirevlerinin bir toplamina sahiptir. 5, vektorl icin hareket denklemi

Maxwell denklemler sistemine dahil edilerek ETEY yontemi ile ¢oziilmiistiir.

C06zum konvolisyon integralleri formunda elde edilmistir. Sayisal sonuglar
polarizasyon vektoriinde dinamik siireclerin girdisini 6rneklerle agiklamaktadir.

Bolim; elektronik sistemlerin gerilim ve akim darbelerinden korunmasi
problemi ile ilgili olup elde edilen sonuglar; bu sistemlerin korunmasi problemi igin
faydali olabilir. Gerilim darbelerine; yildirim diigmesi gibi ¢esitli doga olaylart,
elektrostatik bosalmalar, endiistriyel aletler ile ev aletlerinin bozulma etkileri ve
anahtarlama gibi olaylar sebep olabilir. Gerilim darbeleri; mikrodalga cihazlarinin,
seyir ve savunma sistemlerinin, iletisim cihazlari ve modern tip gereglerinin,
bilgisayarlarin ve digerlerinin ariza yapmalarina yol agabilirler. Bunun yaninda;
benzer darbelere insan Uretimi kaynaklar da sebep olabilir. Bugiinlerde ¢ok kiglk
hacimler igerisine sigacak sekilde etkili darbe jeneratorlerini gelistirmek miimkiin

hale gelmistir. Muhtemel tahribat riski g6z Oniline alindiginda bu durum,



elektromagnetik terdérizm icin darbelerin maksathi bir ara¢ olarak kullanilmasi
endiselerini arttirmaktadir [Cramer et al, 1999], [Camp and Garbe, 2004],
[Savic, 2005], [Zhen et al, 2006].

Darbelere;  zaman-harmonik  osilasyonlardan ve  dalgalardan  farkli
elektromagnetik isaretlerin dogusu da kagiilmaz olarak eslik etmektedir. Bu durum;
belirtilen olaganiistii durumlarin fiziksel olarak kavranmasini ve sonraki pratik
operasyonlar i¢in yeterli teorik kavramlar1 gerektirir. Bununla birlikte, mithendisler
bunlar1 genellikle, bugiinlerde baskin olan, zaman-harmonik alanlar gergevesinde
yorumlamislardir. Elektromagnetik alan teorisinin, bu siireglerin ¢alisilmasi {izerine
kurulu, giivenilir temellerini gelistirmek giincel bir inceleme alam1 olarak
gorunmektedir [Bennett and Ross, 1978], [Baum et al, 1997].

Bolimin ilk kismimin igerigi, “IV. International Workshop on Electromagnetic
Wave Scattering (EWS 2006)” adli  uluslararasi  konferansta sunulmus
[Tretyakov and Erden, 2006] ve “Progress in Electromagnetic Research (PIER) B”
adli uluslararasi dergide yayinlanmustir [Tretyakov and Erden, 2008]. Polarizasyon
vektorinin anlik ve dinamik bilesenlerine iliskin inceleme, “The Sxth
International Kharkov Symposium on Physics and Engineering of Microwaves,
Millimeter and Submillimeter Waves (MSMW 07)” adli uluslararasi konferansta
[Tretyakov and Erden, 2007] sunulmustur.

- Bolum 4:

Bollim 4; kavite icerisine kuiguk bir kayipli cismin yerlestirilmesi sonucu olusan
modlarin eslenmesi incelemelerine aittir.

Dikdortgen kavite i¢in birbirine esit olan TE ve TM modlarina ait 6zfrekans
degerleri, kavite kayipli bir malzeme ile kismen dolduruldugunda ikiye ayrilmak
durumunda kalmaktadir. Aranan elektromagnetik alanlar elde edilerek sonuclar
grafiksel orneklerle gosterilmistir.

Ele alinan kayipli malzeme ile kismen doldurulmus kavite problemi, “URS
(Union Radio Scientifique Internationale) - Tiirkiye 2004, Ikinci Ulusal Kongre” adli

konferansta sunulmustur [Erden ve Tretyakov, 2004].



1.3. Tarihsel Gelisim

1.3.1. YOntem igin Tarihsel Gelisim

Bu tezde ecle alman konu Uzerindeki incelemeler Elektromagnetik Teoriye
Evrimsel Yaklasim (ETEY) yoOntemi cergevesi igerisinde gergeklestirilmistir.
ETEY’1in temel diistincesi Maxwell denklemler sisteminin problemin baslangicindan

sonuna kadar 0, zaman turevi korunarak incelenmesidir.

Elektromagnetik teorinin Maxwell denklemleri iizerine kuruldugunun kabul
edilmesinin ardindan, problemlerin ¢ogu Fourier uzayinda gelistirilmistir.
Elektromagnetik problemlerinin ¢dzlimlerinde Fourier doniisiimii  kullanilmasi
zaman1 parametre olmaktan ¢ikarmig ve saptanan etkin frekans degerlerindeki alan
ifadelerinin genlikleri ters Fourier donilisimii ile zaman uzayina indirgenerek,
elektromagnetik problemlerin zaman uzay1 cevaplari aranmistir.

Buna karsin; burada ele alinan ETEY yonteminde, -elektromagnetik

buyukltiklerin, zaman-harmonik alan teorisinde genel olarak beklenen exp(+iot)

gibi, zamanla degisime ugradig1 farz edilmemistir. Ele alinan yontem ile kavite
elektromagnetik alanlar1 igin; koordinatlara ve zamana bagli modal ayrisimlari
tiretmek ve ispatlamak mimkundar.

Bu ayrnisimlardaki modal genlikler zamana baghdirlar. Modal genlikler
Maxwell denklemleri iizerine yapilan uygun izdiisiimler sonucu elde edilen zamana
bagli kismi tiirevler igeren diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimleri olarak elde
edilmektedir. Bu; uygun baslangi¢ kosullari ile tamamlanan bir Evrimsel (Zaman
Turevli) adi diferansiyel denklemler setidir. Bu problem agik bir sekilde
cozllmektedir.

Matematikciler zaman tdrevli bitin diferansiyel denklemleri Evrim
Denklemleri olarak adlandirirlar. BOyle denklemlerin uygun baslangic kosullari
altinda herhangi bir ¢6ziimii; baglangicindan gézlem zamanina kadar siirecin zamanla
nasil gelistigini gosterir. Bu yontemin Evrimsel Yaklasim (Evolutionary Approach)
olarak adlandirilmasi bundan kaynaklanmaktadir.

Bu fikir 1980’lerde O. A. Tretyakov tarafindan ileri siiriilmiis ve Rus bilimsel
dergilerinde yayinlanmistir [Tretyakov, 1986], [Tretyakov, 1989]. Yodntemin



Ingilizce versiyonu ise ilk olarak 90’I1 yillarda yaymlanmstir [Tretyakov, 1993],
[Tretyakov, 1994]. ETEY yonteminin degisik uygulamalar1 hakkinda yakin
zamanlardaki yayimlardan fikir edinilebilir [Aksoy and Tretyakov, 2002],
[Aksoy and Tretyakov, 2003], [Aksoy and Tretyakov, 2004], [Aksoy et al, 2005].

1.3.2. Problem i¢in Tarihsel Gelisim

Gergekte, ETEY yontemi iki ana fikre dayanmaktadir. Yayinlar tarihsel olarak
incelendiginde elektromagnetik problemlerin zaman uzayinda ¢ozilmesi fikrinin 6ne
strtlen ilk 6nemli kokleri 1940’larda ve 1950’lerde gorilmektedir. J. C. Slater
[Slater, 1946], G. V. Kisun’ko [Kisun’ko, 1949], K. Kurokawa [Kurokawa, 1958] ve
ardindan R. Miiller [Miiller, 1961] alanlar1 6zmodlarin serileri (koordinatlarin vektor
fonksiyonlarindan olusan bir baz) seklinde sunmaya c¢alisan goriinen ilk kisilerdir.
Elektromagnetik alanda daha sonra yayimlanan J. Van Bladel’in bilimsel eseri bu
fikri detayli bir sekilde icerir [Van Bladel, 1985].

Bu fikir, alan kompleks genlikleri icin ileri siirilmiis ve simdiye dek
uygulanmaya devam edilmistir. Zaman uzayindaki Maxwell denklemlerine Fourier

doniisimii uygulanarak; o,, i@ ile degistirilmis ve genel durumda lineer olmayan

binye denklemleri lineerlestirilmistir. Dolayisiyla, sadece bir yol kalmustir:
Elektromagnetik problemi frekans uzayinda lineerlestirmek. Ancak, lineer
elektromagnetik problemlerde bile Fourier doniisimii goriindiigii kadar kolay
degildir. Bu konuda karsilagilan problemlere iliskin derinlemesine bir inceleme
P. Hillion’un makalesinde mevcuttur [Hillion, 1993].

Ikinci onemli fikir; 6zmodal c¢ozumleri, Maxwell denklemlerinde o, ’yi

muhafaza ederek elde etmektir. Bu serilerdeki katsayilar olan modal genlikler
zaman-bagimli olmalidirlar. Bunun sonucu olarak, modal genlikler i¢in zaman tirevli
bir evrimsel diferansiyel denklemler seti ortaya ¢ikmalidir. Bu denklemler seti bir
bagka yol olan Zaman Uzay1 Elektromagnetik Teorisinin gelisim yolunu acar.

Bunye denklemleri mevcut Frekans Uzay: elektromagnetik problemleri icin
uygunluklarindan dolay1 ¢ogunlukla farkli fakat cebirsel formlarda bulunabilir.
Bunye denklemleri gercekte zaman tlrevini iceren diferansiyel forma sahiptirler ve

bunlarin cebirsel formlara doniistiiriilmesi; kuvvet terimi harmonik bir isaret olan



hareket denkleminin ¢oziilmesiyle baslar. H. F. Harmuth yakin ge¢miste yayiminda
bu gercegi hatirlatmistir [Harmuth, 1993]. Zaman tirevli binye denklemleri icin
diferansiyel formlar ETEY y0ntemi i¢in dogal olup, bu biinye denklemlerini evrim
denklemleri ile birlestirmek kolaydir.

ETEY farkli versiyonlarda gerceklestirilebilir. Bunlarin her biri; Maxwell
denklemlerinden bulussal olarak kendine-6zdes veya sadece simetrik lineer
operatorin matematiksel olarak ayristirilmasi ile baglar. Bu ikinci bahsedilen uzay
degiskenlerine gore etki eder (hepsi veya bir kismi). Maxwell denklemlerinden bu
sekilde kendine-0zdes bir operatdriin ayristirilmasi bir operatdr 6zdeger denklemi
verir. Bu 6zdeger denkleminin 6z¢6zimlerinin secilen bir ¢6zim uzayinda bir baz
olusturdugu ispatlanmalidir. Bunun sonucu olarak, aranan ¢6zim, 6zvektor serileri
formunda sunulabilir. Bu fiziksel olarak modal alan ¢6zumleri anlamina sahiptir ve
burada modal genlikler zaman-bagimlidir. Bundan sonra, modal genlikler igin evrim
denklemleri tiiretilmistir [Tretyakov, 1993].

ETEY yonteminin dalga kilavuzlari i¢in uygulama ornekleri de bulunmaktadir
[Tretyakov, 1993]. Maxwell denklemlerinden ilk olarak, rastgele kesit-alanli ¢ok
bolumli bir dalga kilavuzunda sadece enlemsel koordinatlara gore etki eden kendine-
Ozdes bir operator ayristirilmistir. Bundan dolay1, Maxwell denklemlerinin geriye

kalan kism1 0, ve 0, nin her ikisini igerir. Dalga kilavuzu problemine iliskin evrim

denklemleri Klein-Gordon denklemi gibi kismi diferansiyel denklemler olarak elde
edilmislerdir [Aksoy and Tretyakov, 2003].



2. BOS BIR KAVITEDE GECICI BIR ISARETLE
UYARILAN ALANLAR

2.1. Giris

Bu bolimde bos bir kavitede elektromagnetik alanlarin gegici bir isaretle
uyarilmasi problemi zaman uzayinda incelenmistir. Alanlar1 uyaran isaret Maxwell
denklemlerinde, koordinatlarin ve zamanin integrallenebilir bir fonksiyonunun
verdigi elektrik akim yogunlugu olarak bulunmaktadir. Problem, modal alan
genlikleri turetilerek ¢oziilmiistiir. Kaviteye uygulanan osilasyonlar igin reel-degerli
vektor fonksiyonlari sinifinda elde edilen tam analitik ¢oziimler sunulmustur.

Genlikler icin kesin ¢oziimler, integrasyonun degiskeni zaman olmak iizere,
integrandinda isaret fonksiyonunun bir parametre oldugu konvoliisyon integralleri
formunda elde edilmistir [Erden and Tretyakov, 2008].

Bu boliimde zamanda bir baslangici olan igaret fonksiyonlarinin iki 6rnegi;

(i) Cift-ustel zaman fonksiyonu ile modellenen bir darbe ve,

(if) Klasik sonuglarla karsilastirilabilmesi maksadiyla tek bir frekansta

osilasyon yapan sinlizoidal isaret ele alinmustir.
2.2. Problemin Formitlasyonu

r; V hacimli bir kavite igerisindeki konum vektori, t gézlem zamani olmak
uzere reel-degerli elektrik alan £ ve magnetik alan H alanlar icin; Maxwell

denklemler sistemi diisiintlsun:

VXH(r,t)=£,0,E(r,t)+0&(r,t)+ T (r.t)

VxS(r,t):—,uO@t’H(r,t) 21)
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(2.1) denklemleri; mukemmel iletken S yiizeyi ile ¢evrelenmis, kapali bir V
kavite hacmi icerisinde gecerlidirler. Bu durumda; n, S yiizeyinden disar1 birim

normal vektor olmak tzere herhangi bir t aninda, £ ve H vektorleri Stizerinde;

reS: nx&(r,t)=0 n-H(r,t)

0 (2.2)

sinir kosullarim1 saglamalidirlar. Burada o€ terimi herhangi bir gergcek kavite
icerisindeki kayiplari modellemek icin denklem (2.1)’e dahil edilmistir. Iletkenlik

(o) bir sabit reel parametredir.

Elektrik akim yogunlugu J(r,t), kavite icerisinde elektromagnetik alam

uyaran isareti tanimlamak {izere denklem (2.1)’e¢ eklenmistir. u(t) Heaviside

basamak fonksiyonu olmak tizere J fonksiyonu asagidaki sekilde belirtilsin:

&F (r,t)

J(r.t)=u(t) (2.3)

Bu; isaretin baslangicinin t=0’da oldugu anlamina gelir. T faktori ileride ihtiyag
duyuldugunda belirtilecek bir asil zaman parametresidir. 1/T (2.3) denklemine, J
teriminin (2.1) denkleminde sahip oldugu boyutlarla ayni fiziksel boyutlar1 saglamak
icin bulugsal olarak yerlestirilmistir.

F (r,t) faktorl; £ ile aymi fiziksel boyutlarda, verilmis, integrallenebilir,

reel-degerli bir vektor fonksiyonudur. Bu terim, bir isaret tasiyici tanimlamak igin

atanmis olup, alanlari uyaran bir dalga formudur. F(r,t) “isaret fonksiyonu™;

ileride ¢6zim yonteminin uygulanmasi sirasinda (Bkz. Bélim 2.3.5.) daha detayh
olarak ele alinacaktir.

Zaman uzayr problemlerinin  formilasyonu, zaman-harmonik alan
problemlerinin kurulmasinda gereksiz olan; ilave iki zorunlu temel ifadeyi de
icermelidir. Bunlar:

(@ o,’li kismi diferansiyel Maxwell denklemleri (2.1) kismi diferansiyel

denklemlerde oldugu gibi bir takim baslangi¢ kosullar: ile desteklenmelidirler:
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reV,t=0:£&(r,0) #(r,0)=0 (2.9)

(b) “Isaret fonksiyonu” kavite alanlarinin uyarilmasmi t=0 aninda

baglattigindan ve t <0 iken alanlar sifira esit oldugundan; nedensellik prensibi

E(r,t)=0 H(r,t)=0, eger t<0 ise (2.5)

seklinde eklenmelidir. 7 (r,t), u(t) ile orantilidir,

Bir ¢ozim uzay1 belirlemek i¢in; V hacminin her V' pargasinda ve her sonlu

[t..t,] zaman araligi boyunca herhangi bir elektromagnetik alamin enerjisinin her

zaman sonlu oldugu fiziksel sartindan yararlanmamiz (2.1)-(2.5) problemlerine

asagidaki sekilde bir ¢6ziim uzay1 olusturur:
t
L dtjvl(g(,s.swoﬁ-%)dvmo (2.6)

Burada 0<t, <t, <o, V'cV olmak lzere, nokta; vektdrlerin skaler ¢arpimini ifade
etmektedir. Denklem (2.6) incelenen bu problemin ¢6ziim uzay1 olarak bir L, Hilbert

uzay1 segmemizi Onerir.

2.3. Redl-Degerli Elektromagnetik Alan Calismalarina

Evrimsel Yaklasim

2.3.1. Yaklasimin Genel Semasi

Maxwell denklemler sistemi (2.1) ve sinir kosullarinin (2.2); M=%R+A
olmak iizere iki par¢adan olusan bir M operatorinin € ve H vektorleri Uzerine

bir islem yapilmasinin ¢esitli sonuglar1 oldugu diistintlstn.
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Buna gore R operatOri asagidaki 0zelliklere sahip olsun:
(a) Lineer,
(b) Sadece koordinatlar tizerinde etki eden,

(c) L, Hilbert ¢6ziim uzaymda kendine-6zdes.
A operatori M ’in geriye kalan kism1 olup, zaman tiirevi 0,, .4 operatori ile

islem gormektedir.
R operatorinin kendine-6zdesliginden dolayi, operatdriin 6zvektorler seti

tamamlanmistir ve L,’de bir baz olusturur. Bazin elemanlari, irrotasyonel ve

solenoidal kavite modlarinin her ikisi igin fiziksel bir anlama sahiptir.

Kendine-ozdes R operatorunin analitik olarak tersinin alimmasi1 0zvektor
serisini sonug verir. £ ve H vektorleri igin; serilerin; fiziksel bakimdan modal
acilim anlami vardir. Serideki katsayilar zaman-bagimli modal genliklerdir.

or’yi de iceren A operatdri modal genlikler icin bir problem saglar.
Matematikte, bu zaman tirevli diferansiyel denklemler sistemi problemi bir Cauchy
problemidir. Matematikgiler zaman tirevli bitun diferansiyel denklemleri evrim
denklemleri olarak adlandirirlar. Gergekten, Cauchy probleminin her ¢6ziimd,
baslangi¢ anindaki durumundan goézlem zamanindaki durumuna, olaylarin nasil

gelistigini gosterir.
2.3.2. Kendine-Ozdes Oper ator

€ ve ? alanlarindan olusan, reel-degerli ve alti-bilesenli bir X vektori

ortaya koyulsun:
X(r,t):(i(r'tt))]:col (E(r.t), H(r.1)) (2.7)

Burada ve bundan sonra “col” kolon vektorli anlamindadir. Denklem (2.1)’deki 3
bilesenli vektorler ¢ifti alt1 bilesenli bir vektdr denklemi olarak diistiniilsiin. (2.1)

Maxwell denklemler ¢ifti kisaca;
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RX(r,t)=AX(r,t)

seklinde yazilabilir. R’ notasyonu r ¢ S olmak Uzere 6x6 bir matris diferansiyel

prosedurl belirtir:

WA(r1)= (golw ’H(r,t)J :( 0 &'V x][ S(r,t)j 29

wv<e(rt) )l o

O notasyonu 3x3 sifir-degerli bir matris anlamina gelmektedir. Denklem (2.1)’in

sag tarafi alt1 bilesenli AX (r ,t) vektorii seklinde belirtilebilir:

atf,'(r,t)+(0'/go)8(r,t)+5o1~7(r’t)) (2.9)

Ax(r’t):( —0H(r 1)

K" diferansiyel prosedurinin ve (2.2) denklemindeki smir kosullarmin bir araya

gelmesi asagidaki gibi sinirli bir operatori sonug verir:

RX(r,1), rev, regs

SRX(r’t)z{nxé’(r,t):0, n-H(r,t)=0, reS (2.10)

R" diferansiyel prosediiriiniin tanimui igerisinde imajiner i biriminin oldugu benzer
bir operatoriin ileri siiriildiigii 6rnekler mevcuttur [Tretyakov, 1993], [Aksoy and
Tretyakov, 2002], [Aksoy and Tretyakov, 2004], [Aksoy et al, 2005]. Ancak imajiner
birimli R’ diferansiyel prosediri buradaki reel-degerli alan ¢alismalarinda
kullanilamaz. B6lim 3’te bu tiirden, R’ diferansiyel prosediiriiniin tanimu igerisinde
imajiner i biriminin oldugu, bir rnek ele alinacaktir.

R operatdriinde zamanin bir parametre rolii oynadigi agiktir. Bu; asagidaki

gibi alti-bilesenli bir gercek vektorler uzayimi Onerir:
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X(r)=col (E(r),H(r)) (2.11)

Bu uzayin elemanlar1 sadece (r) koordinatlarina baglidir ve (2.10) ile ayn1 asagidaki

sinir kosullarini saglar:
nxE(r)|g=0,n-H(r) =0,res (2.12)

(2.6)’daki hacim integrali ¢6zlim uzayini i¢ ¢arpim ile tanimlamay1 onerir:
1
<X1,X2>:VIV(50E1-E2+,uOH1~H2)dV (2.13)

Burada X, =col(E,,H,), X, =col(E,,H,) cifti ¢6zim uzaymm elemanlarindan

olusmakta olup
(RX,,X,)—(X,,RX,)=0 (2.14)

bagintis1 saglanmaktadir [Aksoy, 1999]. Bundan dolay1 R operatori L, de kendine-
Ozdestir, ve @,’ler R operatoriiniin 6zdegerleri, X, ’ler bu dzdegerlere karsilik

gelen 6zvektorler olmak {izere asagidaki operator 6zdeger denklemi saglanir:
RX, (r)=0X,(r) (2.15)

Burada n (n=0,+1,+2,...) alt indisi bir gercek Ow ckseni tlizerinde 6zdegerlerin
pozisyonlarini sayisal degerlerinin sirasina gore diizenler.

(2.14) Ozdesliginden yararlanmak suretiyle; R operatoriinun kendine-
0zdesliginden dolayi, operator 6zdeger denkleminin 6z¢ozlimleri asagidaki temel

oOzelliklere sahiptir:



15

(@) Tum {a)n}:f_w ozdegerleri reel-degerlidir,

(b) V alan1 sonlu oldugu i¢in tim 6zdegerler {a)n}::_w ayrik spektrumludur ve

sonsuzda bulunan bir kiimelenme noktasina sahiptirler,

(c) Sirasiyla farkli @, ve @, 6zdegerlerine karsilik gelen herhangi bir X ve
X, Ozvektor cifti <Xn,Xn.> =0 i¢ ¢arpimindan dolay1 ortogonaldir,

(d) o, ozdegerleri reel eksende, @ =0 merkez noktasina gore simetrik olarak
yerlesmislerdir: eger @, >0, R operatoriiniin bir 6zdegeri ise @ ,=-m,<0 da

onun 6zdegeridir,

(e) Swrastyla @, ve @, simetrik 6zdegerlerine karsiik gelen X, ve X
ozvektorleri simetri 6zelligine sahiptirler: Yani eger X =col (E,,H,) 0zvektori
@, >0 oOzdegerine karsilik gelirse, o zaman @ , 0zdegerine karsilik gelen X |
ozvektori, X, =col (E,,-H ) seklinde, ayn1 E ve H, elemanlarindan olusur.

Burada (2.14) ve (2.15) denklemlerinin sadece R’ diferansiyel proseduri ve

(2.12) smur kosullar1 kullanilarak elde edildiklerini vurgulamak uygun olur.

2.3.3. Coziimler Uzayinda Modal Baz

R operatoriniin  denklem (2.15)’e yerlestirilmesi, @

, Ozdegerleri ve

X,=col (E,,H,) &ézvektorlerinin bilesenleri E (r) ve H (r) icin asagidaki es

sinir 6zdeger problemini verir:

VxH, (r)=e&E,(r), (n-H,)
VxE, (1) = o, (1), [nxE,]

0
° 2.16
) (216)

S

Bahsedilen simetriden dolayi, sadece negatif olmayan o6zdegerler (@, >0) icin

problemi ¢ozmek yeterlidir.
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w,#0 durumunda; [nxE,]

=0 smr kosulu saglandigi takdirde;

(n'Hn)

gecerlidir (Bkz. Ek-1). Bundan dolay1, (2.16) problemi sonu¢ olarak iki farkli simir

. =0 sart1 otomatik olarak saglanir ve ayni zamanda bunun tam tersi de

6zdeger problemi icerir. Bunlardan biri, @ =0 reel-degerli 6zdegerler olmak iizere

asagidaki formdadir;

VxH;,(r)=aw.gE,(r)
VxE! (r)=aluH, (1)

[ann]S:O (2.17)
VZE, +(@,/c)E,=0, V-E,=0, [nxE,].=0

S

H} = (oh,) " VXE,

burada; c=1//g,u, 15180 bosluktaki hizidir. Digeri de, | # 0 baska reel-degerli

Ozdegerler olmak tizere asagidaki formdadir:

VxH7(r)=awleEn(r)
VxEj (1) = wluH(r)
(n-H7) =0
VPHI+(@]/c) Hp=0, V-H;=0, (n-H})

(2.18)
=0

S

E! =(wls,) VxH!

Genel anlamda, {@)}ve {@]} setleri farkli olmakla beraber, (2.17) ve (2.18)

n
problemlerinin ¢6zimu reel-degerli 6zfonksiyonlar1 verir.
(2.17)’nin ¢ozumleri; solenoidal TE modlarin tamamlanmis bir setini,
(2.18)’in ¢oztimleri de; solenoidal TM modlarinin tamamlanmis bir setini verir.

Bu problemlerin ¢dzlmleri asagidaki sekilde normalize edilsin:

&y _Hy ) _
VjVEn-Enolv_V J,HoHdv=1 (2.19)
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Simdi @, =0"m R operatdriinin bir 6zdegeri oldugunu ispatlamak amaci ile n=0
ve @, =0 denklem (2.16)’da yerine yerlestirilsin. O U¢-bilesenli ve sifir-degerli bir

vektor olmak Uzere, bu asagidaki gibi bir ¢ift birbirinden ayri sinir deger problemini

VEerir:

VxE,(r)=0, [nxE,] =0 (2.20)

VxH,(r)=0, (n-H,) =0 (2.21)

(2.20) ve (2.21) denklemleri % operatoriniin col (E,(r),0) ve col (O,H,(r)) gibi
baz1 6-bilesenli 6zvektorlerin @, =0 6zdegerine karsilik geldigini gostermektedir.

(2.20) ve (2.21) diferansiyel denklemleri; VxE;(r)=0 ve VxH,(r)=0"u
sagladiklarindan, E, ve H, vektorlerine irrotasyonel ad verilir.

Burada ¢(r) ve w(r); V igerisinde degisen iki kat tiirevlenebilir rastgele
fonksiyonlar olmak tizere; E,(r) ve H,(r) vektérleri, ¢ ve y skaler potansiyelleri
yoluyla;, E,=V¢ ve H, =V seklinde gosterilebilirler.

#(r) ve w(r) potansiyellerinin seciminde rastgelelik kurali, @, =0
Ozdegerinin sonsuz ¢esitliligi oldugu anlamimna gelir. Yine [nx EO]L =0 ve
(n . H0)|S =0 simir kosullari, Sytizeyinin normal tiirevi 0, olmak tizere, potansiyeller

igin siir kogullarini g, =0 ve 8 | =0 olarak vermektedir. ¢|.=0 ve 9 | =0

sinir kosullarinin her biri bir digerini Helmholtz denklemleriyle tamamlarlar.

Bu vyolla, irrotasyonel alanlar1 tireten iki farkli tamamlanmis normalize
potansiyeller kiimesi seti {¢(r)}  ve {y(r)}  elde edilebilir. Bu setler, Laplace
operatoru igin bilinen smir 6zdeger problemlerine ¢Ooztmdurler. Bunlardan biri
n=12,.., k. >0 6zdegerler ve ¢ ’ler red-degerli ¢oziimler olmak Uzere Dirichlet
problemidir. (2.20)’deki problemin detayli incelenmesi, ¢ potansiyellerinin, uygun
bir sekilde normalize edilen Laplace operatdri igin, Dirichlet smir 6zdeger

problemlerine ait 6z¢dziimlerin sayilabilir setini {¢n}::1 ortaya c¢ikardigini gosterir:



18

v (r2)|s - (2.22)
o J|¢n|2 dv=1,

burada x? =0 6zdegerine kargilik gelen ¢, ¢O6zUmU sifirdir. Bu gergek harmonik

fonksiyonlar icin Minimum-Maksimum Teoreminden ¢ikmaktadir.
Digeri de Neumann problemidir. (2.21)’deki problemin benzer analizi uygun

bir sekilde normalize edilen Laplace operatori icin, w potansiyellerinin, Neumann

sinir O6zdeger problemlerine ait Oz¢dziimlerin sayilabilir setini {wn}::l ortaya
cikardigini gosterir:
Vi, (r)+xiy,(r)=0,
ow,(r).=0,
(1) (2.23)

,uov,f 2
=0y, | dv=1,
\ \J; v

burada n=1,2,.., V.>0 o&zdegerler, 0, normal tirev ve w, ’ler reel-degerli

ozfonksiyonlardir. V; =0 0zdegerine karsilik gelen y (r) ¢ozimi bir sabittir. Bu
sabite C densin. Bununla birlikte, bir sabit i¢cin Vi, =VC =0 oldugundan bu ¢6zim

irrotasyonel modlari tiiretmez.
Denklem (2.22) ve (2.23)’te verilen, potansiyeller icin normalizasyon kosullari,

irrotasyonel vektorler V@, ve Vi, icin normalizasyonlar1 asagidaki sekilde

olusturur:
& 2 H 2
VOJW”' dVZVOJWW”' dv=1, (2.24)

Bu kosullar; yukarida solenoidal vektorler icin verilen normalizasyon kosullar
(2.19) ile de tutarlidur.
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Bundan dolayi, R operatOorunin {a)n}:j_w 0zdegerler kiimesine karsilik gelen

bir X, ozvektorler seti L ={X,(r)} " olusturulmustur. (2.17), (2.18), (2.22) ve

N=—o0

(2.23) sinir 6zdeger problemleri, L nin elemanlarinin genel bir tanimi olarak kabul
edilebilir.

Simdi L setinin tamamlanmis oldugu ve ¢6ziimler uzayinda bir baz olusturdugu

ispatlansin. L seti (X, =col(E, H,) 6zvektorleri setin elemanlart olmak iizere)

vektor biciminde L =col (E,H) sunulabilir. E ve H alt uzaylari X, in asagidaki

sekilde verilen ti¢-bilesenli pargalarindan olusmaktadir:

E={E,}®{E/}®{Vg, ()},
eV, (r),

(2.25)

o
I
=
®
=

Burada, ©; E ve H alt uzaylarindaki, elemanlari solenoidal ve irrotasyonel

vektorlerden olusan altaltuzaylarin direkt top/am: anlamina gelmektedir.

{E,,H.}"_ vektor cifti TE kavite modlarinin tamamlanms setini, {E;,H/}”
vektor ¢ifti de TM kavite modlarinin tamamlanmis setini ifade eder.

(2.17) ve (2.18)’de de goruldagii gibi; V-E|=V-E/ =V-H =V-H =0
oldugundan dolay1, bu modlar solenoidaldir.

Fiziksel olarak, VxV¢, =0 ve VxVy, =0 oldugundan dolayy; {Vg,}" ve

{V y/n}::l setlerinin elemanlar1 irrotasyonel modlardir. Weyl teoremine gore;

solenoidal ve irrotasyonel modlarin setleri birlikte Hilbert uzayinda bir modal baz
olustururlar [Weyl, 1940].
Weyl teoremi (L, Hilbert uzaymnin ortogonal ayriklart hakkinda) E ve H alt

uzaylarinin  her ikisinin de L,’de tamamlanmis oldugunu sdylemektedir
[Weyl, 1940]. E ve H alt uzaylarindan olusan L seti de L,’de tamamlanmstir ve

bir baz olusturur. E ve H ’in elemanlar1 (2.25) fiziksel olarak kavite modlar1 anlami
tasimaktadir.
Bundan dolayi, elemanlarimin fiziksel anlamina uygun olarak bu baz “modal

baz” olarak adlandirilir.



20

2.3.4. Silindirik Bir Kavite Icin Modal Baz

Kavite hacmi V’nin, geometrik olarak ekseni boyunca (6rnegin Oz ekseni)
homojen olan bir dalga kilavuzunun kisaltilmis bir parcast oldugu durum diisiiniilsiin.

Dalga kilavuzunun bir S, Kesiti, rastgele fakat yeterince duzgin bir kapali L konturu
ile sinirlanabilir. “Yeterince diizgiin kontur” terimi, kesitin S, icerisinde ol¢tlen i¢

acilarinin higbirinin 7 ’yi gegmedigine isaret etmektedir.

Konum vektori r ve nabla operatori V asagidaki sekilde bolunsin;

r=r, +zz, V=V, +120, (2.26)

burada r, ve V , S, uzayi iizerindeki izdiisiimler, z ise Oz ekseni boyunca uzanan

birim vektordir. 21 kavitenin diizlem ylizeyleri arasindaki mesafe olmak Uzere,

silindirik kavite hacmi;

Vir,eS ,-l1<z<+l

seklinde tanimlansin.

Benzer sekilde, modal bazin {i¢ bilesenli E, ve H, elemanlar1 asagidaki

sekilde sunulsun:

(2.27)

Asagida; (2.17), (2.18), (2.22) ve (2.23) sinir 6zdeger problemleri (r,) enlemsel

koordinatlar ve z degisken ¢iftinin ayrilmasiyla basaril bir sekilde ¢oziilmistdr.
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2.3.4.1. Modal Bazda TE Modlarinin Altuzaylari

TE modlar i¢in E, =0 saglanarak problem (2.17)’nin ¢oziilmesi asagidaki

sonucu Verir;

E'.(r.,2)= Ao, [VLupq(rl)x z]h (2),
H, (r.,z)=AV,0,(r.)o,h(2), (2.28)

Ho (rz) = AV 00 ()R (2)

burada A’ normalizasyon sabitleri olup (2.19) formiilii ile hesaplanir. {upq(r L)}

fonksiyonlar seti olup enlemsel Laplace operatérii V igin Neumann sinir $zdeger
problemlerinin tamamindan olustugu i¢in tamamlanmistir ve asagidaki gibi bir settir;

Viupq (r)+ Vipqupq (r.)=0,

2.29
00 (1)), =0 22)

n=pq

burada v , >0 6zdegerlerdir ve 0, ; S, tamim alaninda L konturu tzerindeki normal

trevdir. (2.29) probleminin ¢oziimleri genel olarak “membrane fonksiyonlar1”

olarak adlandirilirlar. (2.28)’deki h(z) faktorii asagidaki basit smir Gzdeger

problemi ¢ozllerek bulunabilir;

(2.30)

burada k? >0 6zdegerlerdir. Problem (2.30) Oz eksenine gore cift (e:even) ve tek

(0:0dd) olmak tzere iki ayr1 ¢oziim seti verir.
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[1k set tiim fonksiyonlari igerir:

o

2
Bunlar |<12 ={7z(| +%)/4 1 =0,12,... 6zdegerlerine karsilik gelirler. Ikinci

set k* = (7r| [/ )2 1 =1,2,... 6zdegerlerine karsilik gelen;
h’(z)=sin[xlz/ (]

fonksiyonlarindan olusur.

R operatdriiniin 6zdegerleri @) ;

=c V2 +K? (2.31)

[ A—
w, = Lpq

’
n pal

olur. Burada c=1//gyu, "dir. V*

g Teel-degerli sayilari; L konturunun tanimlanmig

oldugu problem (2.29)’un ¢6ziim islemi sirasinda bulunmus olmalidir.
Bu konuda iki basit 6rnek ele alinsin:

Ornek 1. Sinirlann 0<x<a ve 0<y<b olmak iizere L konturu dikdortgen

biciminde olsun. Bu kontur teori icin yeterince dizgunddr. Problem (2.29)’un

cozumi; pve q(p,q=0,1,2,...) " p+qg=01saglayan tamsayilar olmak iizere;

Vi =(7zp/a)2 +(7rq/b)2

Vpq (1) =0y (X, y) =cos(zpx/a)cos(zay/b)

Verir.

" Altsimge n R operatoriinin @/, 6zdegerlerinin konumunu gergek eksende sayisal degerlerin arti
sirasina gore diizenleyen bir belirteg olarak kullanilmigtir. Pratik 6rneklerin ¢bziimiinde, n altsimgesi;
p,g,l bagimsiz parametreler olmak iizere tiglii olarak ortaya ¢gikar: n— ( P, q, I)
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Ornek 2. a dairenin yaricapi olmak iizere L konturu dairesel bicimde olsun:

O0<a<2rveO<r<a.v

| oq Sayllart asagidaki sarti saglamak tizere;

r )<« sin(ox), q=0.
V(T )=, (qu gjecos(qx) (2.32)

g=0,1,2,...’uncu mertebeden bir Bessel fonksiyonunun tirevinin p’inci kokudurler
d r
[a ‘]q (Vj_pq Ej :O}

2.3.4.2. Modal Bazda TM Modlarmin Altuzaylari

TM modlar icin, H,, =0 saglanarak problem (2.18)’in ¢Oztilmesi de asagidaki

sonucu Verir:

HY, (11, 2) = Alole, [V 0 (1) x 26 (2),
Ein (rJ_’ Z) = A:’viwpq (rj_)azq (Z)' (233)

S (ru Z) = A’:Kipqgopq (rL)q (Z)

burada A’ normalizasyon sabitleridir. Bu durumda membrane fonksiyonlarinin bir
baska tamamlanms seti {¢,, (v, )}, enlemsel Laplace operatorii icin Dirichlet smir

0zdeger problemi ¢oziilerek bulunmalidir;

vigopq (ri ) + Ki paPpq (ri) =0,

2.34
ou(r)] =0 &

2
burada «7

>0 ozdegerlerdir. Sirasiyla; (2.33)deki {q(z)} fonksiyonlar seti de

asagidaki siir 6zdeger probleminin tiim ¢dziimlerinden olusur:
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A

0% (2)+k'e(2)=0,

(2.35)
0,6(2)

=%/

burada k? >0 ézdegerlerdir. Bu problem iki sonsuz ¢oziim seti verir.

Bunlar;

2
(@ 1=0,1,2,... olmak uzere; |,(\'2=|:7Z'(|+%j/f:| Ozdegerlerine karsilik gelen

e’ (z)=sin {72'@ +%j z/ 4 fonksiyonlar1 ve

(b) 1=0,1,2,... olmak (zere; I212=(7z|/£)2 ozdegerlerine karsilik  gelen

(o]

€’(z)=cos[xlz/ (] fonksiyonlaridur.

R operatoriiniin 6zdegerleri o, asagidaki sekilde elde edilir:

o =, =K’ +K (2.36)

n pal 1pq

L’nin sectigimiz formlar ile 6rneklere devam edilsin.

Ornek 3. L konturunun dikdértgen (0<x<a ve 0<y<Db) olmasi durumunda,
problem (2.34); p,q=1,2,... olmak lizere x? :(7zp/a)2+(7rq/b)2 ozdegerlerine

karsilik gelen
@y (r.) =sin(zpx/a)sin(zqy/b)

fonksiyonlar setini verir.

Ornek 4. L konturu daire ise (0<a<2z ve 0<r<a); K, pq >0 sayilan

g=12,...’uncu mertebeden Bessel fonksiyonunun p’inci (p=12,...) kokudirler

(J q (1( i pq) = 0) . .Membran fonksiyonlar1 ¢, (r,) asagida tanimlanmistir;
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r]<—sin(qx),q¢0. (2.37)

Prq (r,a) =J, (Klpqg <—cos(qx)

A’ sabitleri (2.19) formulu ile hesaplanabilir.

2.3.4.3. Elektrik Turden irrotasyonel Modlarin Altuzay:
V¢, irrotasyonel vektorlerinin enlemsel ve eksenel kisimlar1 (2.27) formulune

gore gosterilsin: E,, =V ¢, ve E, =0,¢,. Bunlar i¢in problem (2.22) nin ¢6zimd,

A, normalizasyon sabiti olmak (izere, asagidaki sekilde sonuglanir:

En(r.2)=AV.0,(r)h(2),

(2.38)
E,(r.2)=Apy(r.)o.h (2),

Buradaki membran fonksiyonlar1 ¢, (r L) problem (2.34)’dekiyle aynidir;

Vi(qu (I‘l ) + Ki paPpq (rL) =0,

Prq (rl )|L =0.

Buradaki h(z) faktorleri problem (2.30)’un verdigi faktorlerle aynidir:

o2h (2)+k’h (z) =0,

A, sabitleri, (2.22)’de gosterilen normalizasyon kosullari ile hesaplanabilir. Bunun

icin ihtiyac duyulan «; sayilari sunlardir: &, = /x7 , +k’.
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2.3.4.4. Magnetik Turden Irrotasyonel Modlarin Altuzay:

Benzer Vy, =H , +zH,, notasyonu sunulsun ve problem (2.23) ¢ozulsun. B,

normalizasyon sabitleri olmak (izere asagidaki sonucu verir;

HJ_n (rJ_' Z) = anJ_qu (rl_)q (Z)’
(2.39)
H,(r.,,z2)=Bu,(r.)o.6(2),

Buradaki membran fonksiyonlar1 v, (r, ) problem (2.29)’dakiyle aynidir:

Viupq (r)+ Vipqupq (r)=0,

0,05(1,)|, =0,

n=pq

Buradaki & (z) faktérleri problem (2.35)’un verdigi faktorlerle aynidir:

A

0% (2)+k'e(2)=0,
2.6(2)

—0,

7=t/

B, sabitleri, (2.23)’te gosterilen normalizasyon kosullar1 ile hesaplanabilir. Bunun

~

icin ihtiyag duyulan V. sayilari sunlardir: V2 =V} +Kk?.

2.3.5. Regl-degerli Alanlar i¢cin Modal A¢ihmlar

€ ve H alanlariin, modal baz elemanlari iizerine izdiistimii, modal agilimlar1

VEerir:
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0 0

50ﬂ=2%®ﬂ+2%®ﬂ+g%0W%

n=1 n=1

. . ) (2.40)
?-L(r,t):Zn;(t)H'n+Zn;’(t)H’n’+an(t)vl//n

Burada; vektorel bazli elemanlar sadece koordinatlara baglidir. Bundan dolayz;

e, a ve h h b skaler katsayilar1 zaman-bagim/li modal genlikler olmalidirlar

ve bilinmeyenlerdir. Ciinku; denklem (2.40)’mn sol-tarafi zamana baglidir. Bu skaler
katsayilar, fiziksel olarak modal genlikler diye adlandirilabilir.

Burada; bazin her elemani gerekli ayni sinir kosullarini (2.12) sagladigi igin,
(2.40) serisinin (2.2) sinir kosullarin1 otomatik olarak sagladigini belirtmek uygun

olur.
J (r.t) igine dahil edilmis olarak verilen F(r,t) kuvvet fonksiyonu (2.3),
aynen & alaninda yapildigi gibi baz elemanlar1 iizerine izdiisiimlenebilir. Bu

asagidaki sonucu verir:

0

F(rt) =Y FOE+S F(OE+Y (1) Vg, (2.41)

n=1 n=1 n=1

Buradaki modal genlikler asagidaki gibidirler:

.W@z%LfUﬂE“UW, (2.42)

Eger F(r,t) kuvvet fonksiyonu, kaviteye bir s(t) isareti saglayan bir nokta dipole

karsilik geliyorsa kuvvet fonksiyonu;

F(r,t)=6(r-r,)s(t)d, (2.43)
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seklindedir. Burada; &(r—r,) Dirac delta-fonksiyonudur. Pozisyon vektorii r,
kavite igerisinde dipoliin yerini tanimlar. d vektorl; dipolin, £ alamyla ayni
birimlerle 6l¢iilen, yoniinii ve giiciinii tanimlar. S(t) isareti, zamanin integrallenebilir

rastgele bir fonksiyonu olabilir. (2.43) formdlinin denklem (2.42)’de yerine

konmas1 F/, F" ve F° sabitler olmak iizere asagidaki sonucu verir:

n

F)=Fslt),  FO=Fs@),  F(0)-Fs(0),

& & &
F/'=20d.E\(r,), F'==2d-E'(r,), F'=22d.V
n vV n(rs) n Vv n(rs) n vV ¢n(rs)

2.3.6. Modal Evrim Denklemleri

(2.14) ozdesligi ¢oziim uzayinda herhangi bir vektor cifti i¢in gecerlidir. X,
vektorii yerine X = col (€,H) vektorii alinsin. (2.40) alan agilimlar1 X vektoriiniin

bilesenlerinin tanimi olarak yorumlanabilir.

RX, =RAX vektoru yerine, (2.9) denkleminin sag-tarafi (0, ’nin simdiye kadar
korundugu) alinsin. X, vektorli yerine R operatoriniin bitiin 6zvektérleri alinsin.
RX, vektorl yerine direk formul olarak (2.15) operatorii kullanilsin. Bu basit

cebirsel islemler modal genlikler igin bir adi diferansiyel evrim denklemleri seti ile
sonuclanir.

€ ve H alanlari i¢in baslangi¢ kosullarinin (2.4), modal baz iizerine izdiisimii
modal genlikler i¢in baglangi¢ kosullarini verir. Uygun baslangi¢ kosullar1 ile evrim
denklemlerinin kombinasyonu, modal genlikler i¢in birbirinden bagimsiz bir Cauchy

problemler setini verir '

" Bu gergek 7 (t) akimi altinda her modun fiziksel olarak ayri ayri olustugu anlamina gelir. Akim

fonksiyonunun herhangi bir frekans bandmm bu ger¢ek lizerinde etkisi yoktur. Kavite igerisinde
ortam diizensizligi varsa mod kublaji ile karsilagilabilir [Erden ve Tretyakov, 2004].
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d / / !/ ! St /
G2 oy =—Fun LY, @ (0)-0
q (2.44)
Ly v apg =0 (0)=0,
dt
L2 -ame=-Fun A, g(0)=o,
it d T (2.45)
S+ ole =0, ' (0)=0,
d o 1\ S(1)
—a, +2ya, =—Fu(t)—=, a,(0)=0, (2.46)
dt T
dp 2o, b, (0)=0, (2.47)
dt " !

Burada; y =o'/ (250) kayip parametresidir. Basitlestirmek i¢in; (2.43) nokta dipol

durumu alinsin: F(t)=F.s(t), F'(t)=F,s(t) ve F’(t)=F,s(t).
(2.44)-(2.47) setinden her problemin reel-degerli bir ¢oziimiiniin oldugu agiktir.
Daha onceki baz1 ¢alismalarda sanal birim i’yi iceren R operatoriiniin bulundugu
benzer diferansiyel denklemler tiiretilmistir. O durumda elbette ki, modal genlikler
de kompleks degerli biiyiikliikler olarak elde edilmistir [Tretyakov, 1993],
[Aksoy and Tretyakov, 2002], [Aksoy and Tretyakov, 2004], [Aksoy et al, 2005].

(2.44)-(2.47) problemlerinin goézlemlenmesi, bunlart ¢dzmeden bir takim

sonuglara ulasilmasini saglar:

(i) Evrim denklemlerinin tiretilmesi prosedirii, s(t) isaretinin zamana

bagimliligindan bagimsizdir. Bundan dolayi, deneysel olarak saptanan herhangi bir

gercek s(t) degeri de isaret olarak problemde ele alinabilir.

(if) Fiziksel olarak, n altsimgesi kavite modlari icin bir belirte¢ olarak
yorumlanabilir. (2.44)-(2.47) setinden her bir problem, parametrik olarak sadece tek
bir n degeri igerir. Ayrica, bu problemler birbirinden ayridir. Bundan dolayi, her
mod baslangi¢ degerinden baslayarak kendi basina bagimsiz olarak gelisir. Bu ise;
problemin, modal a¢ilim (2.40) formunda ifade edilen ¢6ziminiln; baslangig

kosullarini (2.4) otomatik olarak karsiladigi anlamina gelir.
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(iii) t<O0 iken, (2.44)-(2.46) diferansiyel denklemlerinin hepsinin sag-tarafi
u(t)’den dolay1 sifir olurlar. Biitiin baslangi¢ kosullar1 sifirdir. Bu nedenle, t <0
iken her modal genlik sifira esittir. Bu, (2.40) modal a¢ilimlarimin nedensellik

prensibi (2.5)’i sagladigi anlamina gelir.

(iv) Problem (2.46)’daki sag-taraf s(t)’ye orantilidir. Bu nedenle, irrotasyonel

modlarin genliklerinin &, (t) ¢ozimleri zaman-bagimli olmalidir. Oysa ki, klasik

zaman-harmonik alan konsepti, ttim irrotasyonel modlari statik alan olarak agiklar.

(v) (2.47) probleminin agik bir ¢dziimii vardir: b (t)=0. Bunun sebebi,

magnetik tir bir harici kuvvetin denklem (2.1)’de bulunmamasidir. Ancak, eger bu

tr bir kuvvet olursa -buna I(r,t) densin- o zaman; (2.47) denkleminin sag-
tarafinda Z (r,t) nin uygun baz elemam iizerinde zaman-bagiml izdiisiimi bir

kuvvet gibi ortaya ¢ikar. Bdylece, irrotasyonel modlarn b, (t) genlikleri Z (r,t) nin
izdiigiimleri tarafindan zamanla degistiriliyor olurlar.
(vi) (2.46) ve (2.47) denklemlerinin sol taraflarindaki katsayilar kavite

yuzeyinin (S) geometrik parametrelerine bagli degildirler. Bundan dolayi,
irrotasyonel modlar Syuzeyli rastgele sekilli bir kavitede uyarilabilirler.

(vii) Ayn1 zamanda, (2.44) ve (2.45) diferansiyel denklemlerinin sol taraflari,
katsay1 olarak R operatorinin o, ve @' Ozdegerlerini igerir. Bu katsayilar S

ylizeyinin sekline ve boyutuna kesinlikle baglidirlar. Fiziksel olarak bu durum,
solenoidal modlarin modal genliklerinin uygun kosullar altinda bazi rezonanslar
gdsterebilecegi anlamma gelir. Ornegin, bir dikdortgen kavite i¢in; @, ve

0zdegerleri belli kosullar altinda cakisirlar.

2.4. Modal Genlikler I¢in Tam Céziimler

Literatiirde, darbeler gibi genis bant isaretler genellikle bir ¢ift-tstel fonksiyon
ile modellenirler [Dvorak and Dudley, 1995]. Darbe fonksiyonu asagidaki bigimde

gosterilmistir:
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e_}/lt _ e_}/zt
S(t) R T
e’}’l _ e772

(2.48)
Burada; y,>y, >0 ve zaman T (¢ serbest parametre, t zaman degiskenidir.

Kolaylikla goriilecegi gibi, t=T degerini saglayan |:S(t)|t=T =1} fonksiyonun

=0 maksimum sartiyla,

maksimum noktas1 s(T)=1"dir. T parametresi %s(t)
t=T

7, ve y, ile akuple olur. Bu asagidaki tanimlar setini tiretir;

T=nly=pnly,
p=y,1rn>1 (2.49)
n=0np)/(p-1)<1

T parametresinin bu degeri formiil (2.3) ve denklem (2.44)-(2.46)’da “asil zaman”
olarak kullanilmastir.

Asagidaki sayisal drneklerde; islemleri, darbeler igin £ =t/T seklinde ortaya

koydugumuz boyutsuz zamanla yapmak uygundur:
s(&)=(e™ -e?")epl(p-1). (2.50)

Fonksiyonun (2.48) formunda ii¢ bagimsiz parametre ( ,,y, ve T) varken, bu
biciminde (t yerine & ile) sadece bir serbest parametre p vardir. p parametresinin
farkli degerleri i¢in S(é: ) fonksiyonunun zamanla degisimi Sekil 2.1°de
gosterilmistir.

Cift-tistel fonksiyonun frekans spektrumunun genisliginin, p parametresinin
sayisal degerinin uygun secimi ile etkili bir sekilde ayarlanabilecegi acgiktir. Bundan

sonra ¢aligmada darbe olarak bu f (5) fonksiyonu kullanilacaktir.
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0 1 2 3 4 5 B T g 9 10
Boyutsuz Zaman @ E=t/T

Sekil 2.1. o 'nun farkh degerleri i¢in S(f) kaynak fonksiyonunun zamanla degisimi.

Bir karsilastirma olmasi igin denklem (2.3) ve (2.44)-(2.46)’daki s(t)
fonksiyonunun alisildig iizere siniizoidal oldugu durum dikkate alinsm. s(t);

s (t) olarak belirtilsin ve Q bir parametre olmak (izere soyle tanimlansin:
s (t)=sin(Qxt). (2.51)
Osilasyonlarmn periyodu; T, =27/ Q) i¢sel zaman olarak alinabilir.
2.4.1. irrotasyonel Modlar icin Tam Coziimler
Problem (2.46)’nin tam ¢6zimu konvolusyon integrali formundadir:

a, (&) =-Fu( F 210 0-%) () clx (2.52)

Burada; p,=y/y, ve y=cl (250) kay1p parametresidir.

Ik &nce irrotasyonel modlarm zaman-harmonik isaret (2.51) tarafindan

uyarilmas: ele alinsin. Bunun igin; (2.52) formilindeki integralin igine

g(x):q(Zﬂe)Ltzx yerlestirilsin. Bu durumda & zamam t/T, seklinde tammlanir.
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(2.52) formili ile elde edilen ve analizin uygunlugu i¢in gergek zamanli sunulan

sonug asagidaki gibidir:

a,(t)= Ru() cos(Qt+6)- exp(-271) (2.53)

) 271+ (27 1Q)* 1+(2y1Q)

Burada; 6 =cos™[1/./1+(2y/ Q)2 1,n=12,... dir.
Formil (2.53)’Un incelenmesi asélgldaki iki sonucu verir:

(@) a, (t) genlikleri kavitenin geometrik parametrelerine bagli degildir. Bundan

dolay1, irrotasyonel modlar herhangi bir kavitede s (t) isareti ile uyarlabilirler,

(b) Irrotasyonel modlar uygulanan isaretin rastgele frekansi Q ile rezonans

olmadan salinabilirler.

Darbe isareti (2.50) ile uyarilan a,(&),n=12,... modal genlikler aym (2.52)

formulii ile hesaplanmugtir. F° sabiti ile normalize edilen sonuglar Sekil 2.2’de

gosterilmistir.
O
\
\
OaFL N J
A\ -
\ e
1 - .
\ -
\ -
15} ~ -
Tl — (&)
—==
_2 1 1 1 1
a 2 4 B d 1a

Boyutsuz Zaman: E=1/T

Sekil 2.2. Darbe ve uyarilan irrotasyonel mod.
[—8(5) (stirekli ¢izgi), p =1.001]ve &, normalize genligi.
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2.4.2. Solenoidal Modlar i¢in Tam Céziimler

Problem (2.44) ve (2.45)’teki modal genlikler sirastyla F/ ve F." sabitleriyle

normalize edilsin. Problem (2.44) ve (2.45) ayn1 oldugu siirece matematiksel olarak
bunlar paralel disiiniilsiin. Bu durumda altsimge n ve {ist isaretler artik gereksizdir.

&=t/T boyutsuz zamani kullanarak, problem (2.44) ve (2.45) asagidaki sekilde

sunulur:

4E0l6)+200()-(£) =-u()s(2), e(0)=0
(2.54)
;—éh(§)+we(§)=0, h(0)=0,

Burada; ¢ =T, @ = @l Ve o dzdegerdir (o, veya ).
Problem (2.54) vektorel formda yeniden duzenlensin. Bu amag i¢in, modal

genlik e(&) ve h(&) den olusan X (&) vektorii asagidaki gibi sunulsun:

(&)=l (e2).09) = 1| 259

Problem (2.54) asagidaki esitlige esdeger olur:

S xroe--ru@se).  x0-[g) @59

Burada; F, =col (1,0) ve Q Katsayis1 2x2 bir matristir:

20 —@
Qz[ i j @57)

T 0
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Bicimsel olarak bu problemin daha o6nce elde edilen c¢6zimanin
[Aksoy and Tretyakov, 2004] burada problem (2.56)’ya adapte edilmesi asagidaki

vektorel konvoliisyon integralini verir *:
I (x
X(£)=-u(&)] | e °*F, |s(x)dx, (2.58)

Burada; €%, (x—¢&) degiskenli matris tstel fonksiyondur.

- Matris Ustel Fonksiyon ve Vektor Konvoliisyon Integralin Hesaplanmasi:

Matris tstel fonksiyonlar1i degisik yontemlerle hesaplanabilirler. Burada
hesaplama icin Lagrange interpolasyonu temeli zerine kurulu bir analitik yontem
kullanilmustir (Bkz. Ek-2).

Hesaplama Q matrisi igin karakteristik denklemin ¢dziimiiyle baslar:
det(AU -Q)=0

Burada U; 2x2 birim matristir. Bu ¢0zUm Q matrisi i¢in bir ¢ift 6zdeger

sonug verir:

h,=at\a’-@°. (2.59)

COzum icin burada ti¢ farkli durum oldugunu gérmek kolaydir:
Durum 1; @ >a”, Durum 2; @° =a’, Durum 3; @° < a’.

Bu durumlar sirastyla ele alinsin.

* 2x2 matris Ustel fonksiyon exp[(x-£)Q] ve sabit iki bilesenli F, vektoriiniin carpim;
[e(x’m *FZJ fonksiyonunun; (2.58) formiiliinde integraldeki (x—¢) degiskenine bagl iki bilesenli

vektdr fonksiyon ile sonuglanir.
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Durum 1 ve 3’te Ozdegerler farkhidir; A #A4,. Fakat Durum 2’de
dejeneredirler; 4 =4, Lagrange interpolasyonu prosedurt bu iki durum igin biraz

farklidir. Durum 1 ve 3’de oldugu gibi farkli 6zdegerler icin gecerli olan

interpolasyonun sonucu asagidaki sekildedir:

gxéR =Me(x‘f)‘1 +Me(x’w’z. (2.60)
2/2 _Al ﬂl _ﬂ’Z

Durum 1 : @ >a”. Bu durum mikrodalga Kaviteler icin Karakteristik bir

durumdur. i imajiner birim olmak Uzere va’-&@> =iw seklinde gosterilsin.

2.58) ve (2.60) formiilleriyle yapilan hesaplamalar, @ =+@-a’>0 ve
( ) yle yap p

@ =cos™ (w / 5) olmak tizere konvolisyon integrali olarak tam bir ¢oziim verir:

e(&)= ~u(¢) jj e cos[ (- X)@ + ¢ ]s(x)dx,

CoS @

(2.61)
h(¢)= me e Fsin[(£-x)a |s(x)dx,

cosg 70

Ik olarak (2.50) darbesinin uyardig1 solenoidal modlar ele alinsm. Sonuclar

Sekil 2.3’te gosterilmistir.

0.02

o

-0.02 ¢

Q0BfLE | AEE -

ooap il ]

2 4 B 5] 10
Boyutsuz Zaman : E=t/T

0.1
a

Sekil 2.3. Durum 1 (@° > a”): Darbe ile uyarma ( p =1.001).
Zamanin fonksiyonlar olarak e(ﬁ) ve h(f) genlikleri.
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5 T T T T
0 AL G
[-5in] - 5
e(f) R
_5 IIIIIIIII h|:§:| 1 1 1 - B
a 2 4 B g 1a

Boyutsuz Zaman: £E=1/T

Sekil 2.4. Durum 1 (52 > a’ ): Sinlizoidal kaynak ile uyarma.
Rezonans kosulu saglayan e(f) ve h(é’) genlikleri.

Daha sonra (2.51) sinlizoidal isareti tarafindan solenoidal modlarin uyarilmasi
ele alinsin. Modal genlikler icin bir tam ¢6zim (Bkz. Sekil 2.4) gercek zamanda

asagidaki sekilde elde edilmistir:

20,| TR "R 062
C.(t) C,(t '
“(t):‘“(t)zf, { Tlg)Jr TF(e )}’

Formil (2.62) de sunulan notasyon seti @, =\’ —y*, y=0/(2¢,) kayp

o, —Q )
olmak U(izere

arametresi, =sintL, p=sin? ve =sin~
t 0 1Y 1
(0]

- M

asagidaki sekildedir:

=740, -Q) R =y +(0, +Q),

S (t)=sin(Qt+p+v)-e”sin(wt+p+v),
S (t)=sin(Qt+¢-p)+e”sin(at-p+B),
C, (t)=cos(Qt+v)—e™ cos(a)yt+u)
)&t cos(o,0+ ).

C,(t)=cos(Qt—2
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Q frekansi (bir serbest parametre) @,’ye yakinsa, ¢dziim (2.62)’de; ve

S10]
R

(1)

t C, (t
El terimleri SZ( ) ve 2( ) terimlerine baskindirlar.

- -

Zaman-harmonik isaretin Q frekansimnin @, ile cakismasiyla bir rezonans

meydana gelir:

Q=0 =\’ —-* (2.63)

®’nin R operatoriiniin bir 6zdegeri (w, veya ;) oldugu ve y’nmn kayip
parametresi oldugu hatirlansin. Eger y =0 ise; Q=w, yani @ 06zdegeri kayipsiz
bos kavitenin rezonans frekansini tanimlar. Eger y =0 ise «, sayisi kayiph

malzeme yiiklenmis kavitenin rezonans frekansidir.

(2.63) denklemindeki rezonans durumunda, solenoidal modlarin genlikleri,

7 <<2w,’i saglamak tizere asagida oldugu gibidir:

(2.64)

y—>0 ve Q’nin @ Ozdegeriyle ¢akisik olmasi durumunda, (2.64) formuld

basit bir sekil alir:

=+

Eger (2.65) durumu gegerli degilse, Q frekansli isaretin osilasyonlar ile o,

frekansh Ustel zayiflayan kavite osilasyonlar arasinda bazi girisim durumlari olusur.
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Durum 2 : @° =a’® ve bundan dolayr 4 =4, =« durumu. Lagrange interpolasyon

prosediirii uygun sekilde modifiye edilmelidir. Son bigimi ile tam ¢6ziim olarak

asagidaki konvolisyon integrallerini verir:

e(é)= —u(cf)fj e [1+(x=&) ]s(x) dx,

h(¢)= —u(f)jj e (x—&)ars(x)dx,

(2.66)

Burada; « =T = T *dir. Bu durum igin sayisal bir érnek Sekil 2.5’te verilmistir.

Boyutsuz Zaman : E=t/T

Sekil 2.5. Durum 2 (@ = &*): Darbe ile uyarma ( p =1.001).
Zamanin fonksiyonlari olarak e(§ ) ve h(f )

Durum 3: @° <a®. Q matrisinin 6zdegerleri farklidir ve 4, =a+6 ve 4, =a -3
seklinde reel-degerlidirler. Burada o=+a?-a@* >0 dr. Bu;
0= sinh‘l(\/oe2 —@’ /5) , a=yT ve @=owl <a olmak lzere konvoliisyon
integrali biciminde bir tam ¢6zim verir:
u .
e(¢)= —ﬁjje“(x‘é) sinh[ 5(x—¢&)+60]s(x)dx,

sinh @
(2.67)

h(¢)= —%J‘j e sinh[ §(x—¢&)]s(x)dx
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-

—

L

=
1

Boyutsuz Zaman: E=t/T

Sekil 2.6. Durum3 (@ < a*): Darbe ile uyarma ( p =1.001).
Zamanin fonksiyonlari olarak e(§ ) ve h(f )

2.5. Sonuclar

1. Verilen bir isaretle kavitede uyarilabilen elektromagnetik alanlarin formiilleri
zaman-bagimli modal genlikli modal agilimlar olarak tiiretilmistir. Genlikler i¢in tam
¢Ozlmler agik bir sekilde elde edilmistir.

Integrasyonun degiskeni zaman olmak iizere bunlar konvoliisyon integralleri
formundadirlar. Integraller temel fonksiyonlar: ve parametrik faktor olarak kaynak
fonksiyonunu icerirler. Kaynak fonksiyonu integrallenebilir rastgele bir fonksiyon
olabilir. ilave olarak, genel anlamda, deneysel olarak saptanan bir isaret de kaynak
fonksiyonu olarak alinabilir ve integralde yerine konulabilir.

2. Dikkate deger bir durum olarak; klasik zaman-harmonik alan konseptinde
statik alan olarak agiklanan irrotasyonel modlara ait genliklerin zaman bagimh
olduklar1 ve gift-listel isaret ile uyarilan kavite i¢erisindeki irrotasyonel modlara ait
dalga sekillerinin solenoidal modlara baskin geldigi goriilmiistiir.

3. Buradaki zaman-uzayi1 ¢alismasi kavitenin bos oldugu durumla siirhidir. Bir
sonraki bolimde yontem kavitenin dispersif malzeme ile tamamen dolu oldugu
durumlara genisletilmistir. Bu Debye ve Lorentz malzemeler icin ayr1 ayri
yapilmistir. 0,’li Maxwell denklem sistemi, uygun hareket denklemleriyle es
zamanli olarak ¢ozlilmiistiir.

4. Elde edilen sonuglar enerjinin korunumu kanununa uygulanarak analitik

formiiller dogrulanmistir (Bkz. Ek-3).
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3. DISPERSIF MALZEME iLE TAMAMEN
DOLDURULMUS KAVITE INCELEMESI

Bu boliimde; miikkemmel iletken yiizeylerle cevrili kapali ve dispersif bir
malzeme ile tam olarak doldurulmus bir kavitede zamanda baslangici olan genis-bant
bir darbe ile elektromagnetik alanlarin uyarilmasi incelenmistir. Kaviteye uygulanan
osilasyonlar icin kompleks-degerli vektor fonksiyonlar1 sinifinda elde edilen tam
analitik ¢oziimler sunulmustur.

Kavite Debye veya Lorentz turi dispersif malzeme ile doludur. Bunlar tezde
kisaca Debye malzeme veya Lorentz malzeme seklinde adlandirilmistir. Alanlar;
“zaman-bagimli modal genliklerin” bulunmasi gereken solenoidal ve irrotasyonel
kavite mod/ar: olarak modal agilimi seklinde ifade edilmistir. Modal genlikler igin
zaman tarevli adi diferansiyel denklem sistemleri, baslangi¢ kosullari altinda ve
nedensellik prensibine uygun olarak ¢oziilmiis ve tiiretilmistir [Tretyakov and Erden,
2006], [Tretyakov and Erden, 2008]. Cozumler zaman degiskenine gore basit
konvolisyon integralleri formunda elde edilmistir. Elde edilen sonuclar sayisal
orneklerle gosterilmistir.

B6limin sonunda; polar dielektrikle tamamen doldurulmus bir kavitede
zorlanmig osilasyonlar incelenmistir. Maxwell denklem sistemi ile “polarizasyon
vektorl icin Debye denklemi” es zamanli olarak ¢ozilmiis ve c¢Ozimlerde
polarizasyonun anlik ve dinamik bilesenleri ayr1 ayr1  gosterilmistir
[Tretyakov and Erden, 2007].

Darbeleri modellemede literatiirde sik olarak gift-iistel darbe dalga seklinin

kullanildigindan B6lum 2.4.’te bahsedilmisti. (2.48)-(2.50) denklemlerindeki S(t)

darbesinin t = 0’da baslangici oldugu bir durum diisiiniilsiin. Bolum 2.4’de belirtilen

sekliyle boyutsuz zaman (&£ =t/T ) kullanilarak hesaplamalar (2.50) darbe sekli ile
yapilsin.

S(é):(e—né —e‘p”f)e”p/(p—l)



42

B6lim 2’de darbe fonksiyonunun hem solenoidal hem de irrotasyonel modlara
ait osilasyonlar1 uyarmakta oldugu ve uyarilan Kavite icerisindeki /rrotasyonel
modlara ait dalga sekillerinin Solenoidal modlara baskin geldigi goriilmiistii. Gergek
durumlarda kavite igerisinde bazi malzemeler bulunabilir. Burada modal dalga
sekilleri tamamen homojen malzeme ile dolu kavite igerisinde diistintilmistiir.
Genellikle darbeler bir genisg-bant frekans spektrumuna sahiptir. Bu durum; Maxwell
denklemler sisteminin, polarizasyon vektorl icin, Debye veya Newton hareket
denklemlerinden biri ile tamamlanmasina zorlar. Bu denklemler polarizasyon
vektorl ile polarizasyona sebep olan elektrik alan arasinda zaman uzayinda dinamik
binye baglantisi1 kurarlar. Céziimler, 6zellikleri incelenmis konvollsyon integralleri

formunda elde edilmistir.

3.1. Formiulasyon

Kavite icerisinde dispersif malzeme bulundugundan; (2.1) Maxwell denklemler

sistemi, polarizasyon vektori (P) ile birlikte;

VxH(r,t)=£0E(r,t)+0,P(r,t)+c&(r,t)+ T (r.t)
VxE(r,t)=—p,0,H(r,t)

(3.1)
olarak ele alinsin. Maxwell denklemler sistemi, E£(r,t), H(r,t), P(r.t)

makroskopik alan kuvvetleri icin incelenmekte olup, kavite; igerisinde cisim
bulunmayan bos bir kavite ise P; P(r,t)=0 esitligine gore kaybolmaktadir (Bkz,
(2.2)).

J (r,t) kaynak fonksiyonu (2.3); F (r) koordinat belirten verilmis bir vektor

fonksiyonu olmak (zere garpim seklinde asagidaki gibi ifade edilsin:

J(r,t)=s(t)u(t)g°FT(r) (3.2)
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V hacminin mukemmel elektrik iletken 6zelliklerine sahip bir S kapali yiizeyi
ile ¢evrelenmis oldugu farz edilmistir. Bu nedenle sinir kosullari (2.2)’de oldugu gibi

saglanmalidir.

3.1.1. Zaman Uzayinda Binye Denklemleri

Kavite bir dielektrikle dolu oldugunda, ’P(r,t) polarizasyon vektori
P(r.t)=P(&(r.t)) seklinde £(r,t) elektrik kuvvet vektoriiniin bir fonksiyonu
olmahidir. Genel durumda; £(r,t) alammin bir kuvvet terimini belirttigi P (&)

vektor fonksiyonu; homojen olmayan polarizasyon i¢in Newton hareket denkleminin

¢oziimii yoluyla bulunmalidir. Elektromagnetik alan teorisinde P(€) baghhg

binye denklemi olarak adlandirilir.
Aslinda, buradaki durumda ’P(r,t) icin Newton hareket denklemi nonlineer

oldugu igin, genel olarak P (&) vektor fonksiyonunun & argiimamna baghhg

nonlineerdir. Bununla birlikte eger polarize olabilen bir dielektrikteki atomlara
uygulanan & alan1 gergek atomik kuvvetlere kiyasla ¢ok daha kiiglikse bu durumda;
Newton denklemi & ile lineerlestirilebilir. Ozellikle, elektronik polarizasyon
duzenine sahip dielektrikler icin uygun olan, lineer Newton hareket denklemi

asagidaki sekli alir:
—P(r,t)+27%P(r,t)+w§7?(r,t)=goa),ié'(r,t) (3.3)

Burada; y, o, o;=o!-wil3, of=Nq./(me,) Kkatsayilar reel-degerli
mikroskobik sabitlerdir. y ve @’ parametreleri malzemenin atomik (veya
molekiiler) yapisina baglidir. N polarize atomlarin (veya molekiillerin) hacim
yogunlugu, m, ve d, swasiyla; elektronun kiitlesi ve isaretsiz yiikiidiir. @
bilyiikligii y, = ;, / @ ifadesine uygun olarak malzemenin statik duyarliligini ( y,)

belirler.
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Denklem (3.3)’Un polarizasyon vektoriinii belirledigi malzemeler; Lorentz
malzemeler olarak adlandirilirlar.

Polar dielektriklerde *, “siirtinme kuvveti” (2ydP/dt) “eylemsizlik
kuvvetine” (d*P /dt?) baskin gelir ve eylemsizlik kuvveti (3.3) denkleminde ihmal
edilebilir.

Bundan dolayr ikinci dereceden diferansiyel denklem (3.3) yerine; Debye

denklemi diye bilinen onun basit bir yaklasim ile islem yapilabilir:

%’P(r,t)+i’P(r,t):goéﬁ(r,t) (3.4)

Ty %o

Burada z, =2y / @ parametresi relaksasyon zaman: olarak adlandirilmustir.
’P(r,t) ve &€ (r,t) vektor fonksiyonlari argiimanlarindaki bagimsiz konum

degiskenleri (r); (3.3) ve (3.4) diferansiyel denklemlerindeki zaman tirevleri ile ilgili
olarak parametre roli oynar.

Denklem (3.3) ve (3.4)’in kesin ¢dzlimlerinin oldugu sadece iki 6zel durum
vardir.

Birinci kesin ¢0zim statik alanlara karsilik gelir. Bu durumda zamanda tiirev

uygulandig1 terimleri sifirla arpmak gibi davranir. Bu durum y =} /@ statik

duyarlilik olmak iizere;
’P(r):go(a),i /a)g)S(r):gO;(SE(r)

sonucunu verir. Gergekten eger £ alam denklem (3.3) ve (3.4)’de zamana bagh
olmazsa, o halde bu denklemlerin P ¢oziimii de zamana bagli olmamalidir. Bundan

dolay1 zaman tiirevi denklemin sol-tarafinda iizerine uygulandig1 terimleri iptal eder.

* Ozellikle H,0, N, O,, O3, C, CO, SO,, HCI, CHsCN vb. polar molekiillerdir.
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Bu durum; &, =1+ y, statik dielektrik sabiti olmak lzere;

(i) Polarizasyon vektérii icin P(r)=¢,x.E(r) seklinde,

(i) Elektrik aki yogunlugu igin D =¢,£+ P =¢,6.£ seklinde basit cebirsel
biinye bagntilarini sonug verir.

Ikinci kesin ¢dziim zaman-harmonik alanlar icin elde edilebilir. o bir frekans

parametresi (—o<w<o) ve E(r) verilmis bir fazor olmak iizere;, eger alan
E(r,t)=E(r)e™ seklinde ifade ediliyor ise; 0 halde (3.3) ve (3.4) denklemleri igin

¢Oziimler de sirastyla agagidaki zaman-harmonik alanlar seklinde olur:

B =g, E(r)e’ ve P, =, VE(r)e™

}((L) _ Xs ve Z(D) __Xs (3.5)
1—(a)/a)0)2—i27/a)/a)§ l-ior,

Burada 7" ve #® sirasiyla Lorentz ve Debye malzemelerin frekans-bagimii

duyarlilik degerleridir. @ =0 istisnai durumu statik alan i¢in blnye bagmtisi
sonucunu verir.
Gecici elektromagnetik siireglere dair matematiksel ¢alismalarda, hareket

denklemleri ((3.3) ya da (3.4)) Maxwell denklemleri (3.1) ile es zamanli olarak

¢ozilmelidir. Sonug olarak bu hareket denklemleri, ortama uygulanan £(r,t)
alaninin hareketi altinda P(r,t) polarizasyon vektriiniin olusumunu saglayan,

dinamik (icinde d/dt bulundugu igin) biinye bagintis1 P (&) rolii oynarlar.

3.1.2. Baslangi¢ Kosullar1 ve Nedensellik Prensibi

Maxwell denklemleri (3.1) i¢in baslangi¢ kosullar1 (2.4)’te, nedensellik
prensibi (2.5)’te oldugu gibidir.
Bir ¢oziimler uzayr belirlemek i¢in, elektromagnetik alan enerjisinin sonlu

oldugu gereksiniminin kompleks formda yazilmasi asagidaki denklemi verir:
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jf o[ (2€ & +uH-H )dv<oo (3.6)

Burada yildiz kompleks konjugeyi ifade etmektedir. Kompleks konjuge, uzayin ve
zamanin kompleks degerli vektdr fonksiyonlari ile islem yapildigi anlamina

gelmektedir. Denklem (3.6) incelenen problemin ¢6ziimler uzayi olarak bir L,

Hilbert uzay1 segilmesini dnerir.

3.1.3. Modal Baz Uzerine Alan Ac¢ilimlar:
- ik Adim

Coziimler uzayr olarak bir L, Hilbert uzayr alinsin. Maxwell denklem
sisteminde 0, muhafaza edilerek L,’de bir baz tiretilebilir. Bu, i imajiner birim

olmak Uzere baz elemanlar: iizerinde izdiisiim olarak alanlar i¢in (2.40) a¢ilimlarin

asagidaki sekilde verir:

0 o0

£(r.0)= 2 & (D, + e (V] + T a, ()9,

3.7)

00

u(r,t):zim(t)H;+gi "(t)H;;+§bn(t)wn

n=1

Mikemmel iletken yizeyli herhangi bir kavitedeki elektromagnetik alanlarin
bu agiliminin tamamlanmishigr Hilbert Uzaymnin ortogonal ayriklar1 hakkindaki Weyl
Teoremine [Weyl, 1940] dayanarak ispatlanmistir [Tretyakov, 1993]. Burada kalin-
harfli vektorler sadece (r) uzay degiskenlerine bagli baz elemanlaridir. Bunlar; (2.17)
ve (2.18)’de reel-degerli vektor fonksiyonlari i¢in bulunan sonuglar gibi; sinir
0zdeger problemlerinin uygun bir sekilde normalize edilmis 6z¢ozlmleri olarak

tanimlanmaisgtir:

VxH; (r)=-ia&E;, ()
VxE (1) =iauH; (r) (3.8)
nxE,(r) =0
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Burada o/ ’ler pozitif reel-degerli 6zdegerler, n kavitenin S yiizeyinden disartya

dogru birim vektordiir.

VxH7(r)=-iae,En(r)
VXEq(r)=ialuH (1) (3.9)
n-Hy(r) =0

Burada da ayni sekilde o/ ’ler pozitif reel-degerli 6zdegerlerdir.

(3.8) ve (3.9) problemlerinin her ikisinin de ¢ézimleri;
£ 2 Y7 2
VO_[V|En| dv=V°jV|Hn| dv=1 (3.10)

seklinde normalize edilsin. (3.8) ve (3.9) problemlerinin ¢dztimleri solenoidal

vektorlerdir.  Genelleme bozulmaksizin, E[(r) ve E!(r) vektdrlerinin

koordinatlarin reel-degerli fonksiyonlar1 olduklar1 diistiniilebilir. Bu durumda H’ (r)

ve H;(r) vektorleri imajiner olmaldir. (3.8) ve (3.9) problemlerinin ¢dziimleri,
rastgele kesitli bir silindirik kavite durumunda TM ve TE mod setleri ile
iligkilendirilebilir.

{V,(r)} ve {V,(r)} alt setleri eleman olarak irrotasyonel vektorleri icerir.
Bunlarin iiretilen ¢,(r) ve ,(r) fonksiyonlari; (2.22) ve (2.23)’te oldugu gibi

sirastyla Dirichlet ve Neumann sinir 6zdeger problemlerine normalize edilmis

Ozcozumlerdir.

Egk?
OT-[V|¢”|2 dv=1
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Vi, (r)+xly, (r)=0,
o, (1), =0,

2
E [ ot =1,

(3.7) serisinde her vektor (2.2) sinir kosullarini saglar. Bilinmeyen skaler €,
e, a, h, h, b katsayilar1 modal genliklerdir. Bunlarin zaman-bagimli olmalart

gerektigi aciktir. Sunu da dikkate almak gerekir ki; zaman-harmonik alan konsepti
biitiin irrotasyonel modlar1 bazi statik alanlar olarak yorumlar. Bunun anlami ise;
irrotasyonel modlarin modal genliklerinin (a, ve by) bazi sabitler olmas1 gerektigidir.

Ancak, ETEY bakis agis1 bunlarin zaman igerisinde degisebilecegini gostermektedir.

(3.2) denkleminin koordinat bileseni olan F(r) “kuvvet fonksiyonu”nun; baz

elemanlar tizerine izdiisiimii alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

F(r) =Y AE + X A B+ AV, @11)

n=1

Buradaki sabit “kuvvet genlikleri” de asagidaki sekildedir:

K-S (Flr) o

A:’:%J.V(F(r)-E:)dv, 3.12)

A= (F(r) v )av
. Ikinci Adim

Modal genliklerin tanimi igin bir problem ortaya konmalidir. Bu; Maxwell
denklemleri (3.1) ayn1 baz elemanlar {izerine izdiisiim alinarak gerceklestirilebilir.
Acilimlar (3.7) turetilirken zaman turevi korundugundan bu; modal genlikler icin bir
adi diferansiyel evrim (d/dt ile) denklemleri sistemini verir. Ayn1 baz elemanlara
baslangi¢ kosullarinin (2.4) izdisiimii, modal genlikler ig¢in uygun baslangig

kosullarin1 verir. Bunlarin birlestirilmesi matematikte Cauchy problemini verir. Bu
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problem cesitli analitik veya sayisal yontemlerle, veya bunlarin kombinasyonlartyla
cozllebilir.

Asagida; zaman-bagimli modal genlikler icin, Cauchy problemi once bos
kayipli kavite icin; ardindan Debye ve Lorentz malzeme iceren kavite problemleri

i¢in ¢ozilmiistdr.

3.1.4. Bos Kavitede Dalga Sekilleri

Ilk olarak kavite icerisinde dielektrik malzemenin bulunmadigi durumda
kompleks degerli vektor fonksiyonlar: igin Maxwell denklemlerinin baz elemanlar
tizerine izdiisimii alinsin. Sonuglar baslangi¢ kosullar1 ile kombine edilsin. Bu modal

genlikler icin dort set birbirinden bagimsiz Cauchy problemini verir :

s(t)

d / ! ! 1 ! /
aen+27en+wnhn=—A1U(t)—T , €(0)=0
) (3.13)
h A :0’ ’ 0 :O
rilel h, (0)
d 1 1 AN ” S(t) 1
aen+27en+wnhn=—A1U(t)—T , €(0)=0
) (3.14)
el "_ " ”:O, " O =0
el h(0)
d 0 S(t)
o2t 2ra =—Au() = a,(0)=0 (3.15)
{ib _o, b, (0)=0 (3.16)
dt " " '

Burada }/=J/(280) kayip parametresi, n=1,2,... alt indisleri kavite modlarimi
tanimlayan sayilardir. Modal genlikler icin homojen baslangi¢ kosullar1 denklem

(2.4)’den gelir. Denklem (3.16) a¢ik bir ¢6ziime sahiptir: b (t)=0, n=12,...

n

Bundan dolayi, magnetik alan icin; > " b, (t)Vy,(r) serileri (3.7) agihminda
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ihmal edilebilir . Bununla birlikte, a,(t) genlikleri uygulanan kuvvet altinda

zamanla degisir (3.15). Dolayisiyla; Z:zlan(t)Vgon(r) serileri (3.7) alan

acilimlarinda korunmalidir.
3.1.4.1. irrotasyonel Modlar

Denklem (3.15)’in ¢0zimii; &=t/T boyutsuz zaman ve u(¢&) Heaviside

basamak fonksiyonu olmak uzere, Bolim 2’de ele alinan reel-degerli problemde

oldugu gibi (Bkz. (2.52)) konvollsyon integralini verir:
8,(£)=-Au(&) [ € 9s(x)dx (3.17)

Burada £=t/T boyutsuz zaman ve u(é) Heaviside basamak fonksiyonudur;
s(x) darbe dalga sekli; (2.50) denkleminde belirtildigi gibidir:

s(¢)= (e*”g —e*p”i)e”p/(p—l).

(3.17)’nin zaman-harmonik isaret (2.51) ve darbe isaret (2.50) igin gercek

zamanli elde edilen sonuglar1 Bolim 2.4.1.”de oldugu gibidir.

3.1.4.2. Solenoidal M odlar

(3.13) ve (3.14) denklemlerinde @, ve ! katsayilar1 fiziksel boyuta ve

kayipsiz bir bos kavitedeki solenoidal modlarin 6zfrekanslari anlamina sahiptir

(=0 ise y=0). naltindisi sayisal degerlerinin artis sirasina gore 6zfrekanslar

siralar. Eger kavite; dalga kilavuzunun rastgele bir kesitindeki kisa bir parcgasi olarak

' b, genlikleri Maxwell denklemlerinde (3.1) magnetik tiirden bir kaynak olmadigi i¢in sifirdir. Fakat

eger (3.1)’deki ikinci denkleme magnetik tlrden zaman-bagimh bir Z kaynagi yiiklenirse durum
degisir. b, genlikleri Z kuvveti altinda zamanla degisiyor olurlar.
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uygulanirsa, {€,(t),h,(t)} modal genlikler cifti TM modlarma ve {€(t),h;(t)}

modal genlikler ¢ifti TE modlarina karsilik gelir. Dalga kilavuzu dikdortgen kesit

hattina sahip oldugunda (bir kutu kavite gibi) . ve @, 0zfrekanslar cakisir ve

2 2 2
' " 7 I: I S
— — — _- +| — +| — > O 318
“n == oas NENTA \/( aj (bj (dj (3:18)

denklemindeki sekilde esit olurlar (Bkz. B6lum 4). Burada c 15181n bosluktaki hizi, p,

g, S tamsayilar olup, @, b, d kavitenin kenarlaridir. Bundan dolay1, n alt indisi Uclu:

n—(p,q,s) sekilde ifade edilebilir.
Simdi; (3.13) Cauchy problemi €, (&) ve h(&) modal genliklerinden olusan

X (&) vektori ortaya koyularak, (2.55)’de oldugu gibi, vektdrel formda yeniden

yazilsin:

X; (&) =col (€(¢).h; () (3.19)

Bu yiizden; F, =col (1,0) vektorii kullanilarak Q katsayisi;

Q=[2p°7 w”) (3.20)

-w, O

seklinde 2x2 matris ve @} =T , p, =y [y, olmak lzere; problem (3.13) ve (3.14)

asagidaki esitlige esdeger olur:

d

' D iy (O
g2 St QK =-AFu(£)s(9), Xn(O)—[Oj (3.21)

Bu problemin ¢oziimi, s(x) = s(é)ézX olmak (izere;
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X; () =-Au(&)[ [ *F, ]s(x)ax (3.22)

sonucunu Vverir. (3.22) denklemindeki vektor konvoliisyon integralinin hesaplanmasi
Boliim 2.4.2.°de ve Ek-2’de detayl olarak ele alinmistir.
(3.14) problemi, (3.13) problemi ile aynmi Cauchy problemidir. (3.14)

problemine (3.22) problemi gibi bir ¢éziim elde ederek € (&) ve h/(¢£) genliklerini

bulmak igin (3.22) denklemindeki (*)’leri ()’ler ile degistirmek yeterli olur:
" " S X— *
X1(£)=-Au() [} & *F, |s(x)ax (3.23)

3.2. Debye Malzeme ile Tamamen Doldurulmus Kavite

Maxwell denklemleri (3.1); kavite icerisinde malzeme bulundugunda ortamin

reaksiyonunu belirleyen P vektorina icerirler. “Elektrik” turden ’P(r,t) vektord;

denklem (3.7)’deki & (r ,t) alaninda kullanilana benzer sekilde modal agilim olarak

gosterilebilir:

Z t)E, +Z P (t)E; +Z p, (t (3.24)

Burada; p,(t), p;(t) ve p,(t) bilinmeyen modal genliklerdir.
(3.1) Maxwell denklemlerini modal baz elemanlari iizerine agma prosedurinin

burada uygulanmasi, (3.13)-(3.16)’da bos bir kavite i¢in elde edilen Cauchy

problemine benzer, bir Cauchy problemler setini verir:

—Q1+i P, +2y€ + o =—A u(t )@

g
FURCLE i

(0)
(3.25)
0

(0)

0
0



53

d " d " " 1 " S(t "

G S oo ram=-Au(nY, g(0)-0
. (3.26)
Bl NP !!:O, "(0)=0
i h(0)

dt " dt " T '

Bununla birlikte; (3.25), (3.26) ve (3.27) setlerindeki evrim denklemleri
sistemlerinin her biri; bilinmeyen fonksiyonlarin sayisinin diferansiyel denklemlerin
sayisindan bir tane daha fazla olmasi anlaminda; kapali degildirler. Buradaki her
denklem sistemini kapal: hale getirmek icin, her birine polarizasyon vektorQ igin
uygun hareket denkleminin izdiisiimiiniin sonucunu (3.24) ve modal baz elemanlar
lizerine baglangic kosulunu eklemek gerekir.

(3.4) Debye denkleminin solenoidal baz elemanlarina izdiisimii uygun evrim

denklemlerini verir:

d 1 X
— /+_ r_As /:0, ! 0 :O
& P - P, - € P (0) (3.28)
d 1 X
II+ n_As ”:0, " 0 :O
) - P, - e P (0) (3.29)

Modal bazin V¢, elemanlar1 ile ayni islem asagidaki sonucu verir:

Xs

0

& a,=0, p,(0)=0 (3.30)

d 1

—_ pn +_ pn —
Ty

Bu denklemler (3.28)-(3.30) polarizasyon vektoruniin modal genlikleri (p;,

Py, p,) ile elektrik alanin modal genlikleri (€, €, a,) arasinda dinamik bir bag

kurarlar.
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3.2.1. Irrotasyonel Modlar

Once (3.27) ve (3.30) problemleri es zamanli olarak ¢oziilsiin. Irrotasyonel

modlarin modal genlikleri olan &, (&) ve p,(&)’den olusan 2 bilesenli bir Y, (&)

vektord tanimlansin:

Yn(§)=(a“(§)J (3.31)

Simdi (3.27) ve (3.30) problemlerini birlestirmek asagidaki Cauchy vektor

problemini verir:

Sy, ASEE). %0 () 3

D, katsayis1 2x2 matristir:

(3.33)

D - 2pn+xqlv —nlv
o —xnlv nlv

Burada v=y7, seklinde yeni bir notasyon tanimlanmustir. (3.32) probleminin

¢6zUmu vektor konvolisyon integrali formunda elde edilmistir:
Y,(£)=-Au(&) ], & *F, s(x)dx (334)

3.2.2. Solenoidal M odlar

Simdi (3.25) ve (3.28) problemleri es zamanli olarak ¢ozillsiin. €, (&), b (&)

ve p, (f ) modal genliklerinden olusan 3-bilesenli bir vektor tanimlansin:
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Y, (&) =col (&(£). (&), Py () (3.35)

Es zamanli ele alinan (3.25) ve (3.28) problemleri F, =col (1,0,0) olmak iizere

asagidaki Cauchy vektor problemine denktir:

0
C%Y,{+DY;:—A’]S(§)U(§)F3, Y/(0)=| 0 (3.36)
0

D sabit matrisi p,=y,/7, Vv=n7, Ve @,=w[T olmak lzere asagidaki sekilde

bulunur:

2pn+xnlv @, —nlv
D= ~@] 0 0 (3.37)

n

—xnlv 0 nlv

(3.36) probleminin ¢oztimi vektor konvolisyon integrali formunda elde edilir:
Yi(£)=-Au(£) [, &Ps(x)dx (3.38)

e (&), h(&) ve pr (&) modal genlikleri (3.38) formiiliinde (*)’ler (") ler ile
degistirilerek bulunabilir.

3.3. Lorentz Malzeme ile Tamamen Doldurulmus Kavite

Islemler, bir malzeme varliginda gegerli olan, kapali olmayan (3.25), (3.26) ve
(3.27) diferansiyel denklemler sisteminde yapilmalidir. Bunlar1 kapali hale getirmek
icin  Newton hareket denkleminin (3.3) ve baslangic kosullarinin uygun

izdiistimlerinin bu sistemlere eklenmesi gerekir. Baslangi¢ kosullar1 homojendir.
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Newton hareket denkleminin baz eclemanlarina izdiisimii sonucu diferansiyel

denklemler asagidaki sekilde elde edilir:

/ :0
d? K10% 37, Pr
. ! 2 _— ’ r f_ S / =O’ .
dt2 pn 7dt pn 3+}{S pn 3+st %p; _ (3 39)
4 =0
d2 " " 3(0r2 " 3/’{/5 1 pn
an }/dt pn+3+ pn 3+;{ a)rZQW:O’ iprr_o (340)
° ° dt "
=0
d? d 307 3 P
pre3 n+27a pn+3+;( pn—3+Z; w’a, =0, ip _ (3.41)
° ° dt "

Bu denklemler (3.39)-(3.41); polarizasyon vektoruniin modal genlikleri ( p;,
pr, P,) (3.24) ile elektrik alaninin modal genlikleri (€, €', a,) (3.7) arasinda
dinamik bir bag kurarlar. Burada statik duyarllk y =] /@} igin
oy =033+ y,) ve of =y®'3/(3+y,) olmak iizere standart bir tanim

kullanilmustir.

3.3.1. irrotasyonel Modlar

Ikinci dereceden diferansiyel denklem (3.41) birinci dereceden es denklem gifti

seklinde yeniden diizenlensin:

d
— p-0a=0
dz P, —4, 0
d 3y.w* 3w’ '
As a,+ p,+2np,0,=0

d_chn_3+;(S 3+y

S
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Burada q, = a p

az P ve o=wWT *“atomik” boyutsuz frekans, p,=y/y, atomik

boyutsuz kayip parametresidir.

(3.27) ve (3.41) denklemlerinin modal genlikleri igin 3-bilesenli Z, (&) vektor

fonksiyonu sunulsun:

Z,(&)=col(a,(£), p.(£).9,(8)) (3.43)

Denklem (3.27) ve (3.42) birlestirilsin ve Cauchy problemi olarak yazilsin:
0
—Z,+LZ,=-A's(&)u(&)F,  Z,(0)=|0 (3.44)
0

Burada; L, sabit matris ve F, sabit vektordur:

20,1 0 1 1
= 0 0 -1 |,F=|0
b : (3.45)
3y0® 3w 2pn 0
3+, 3+,
(3.44) probleminin ¢ézimi vektdr konvolisyon integraldir:
Z,(£)=-Au(£) ], &s(x) (3.46)

3.3.2. Solenoidal Modlar

(3.39) diferansiyel denklemi, uygun baslangi¢ kosullar1 altinda, (3.25) problemi

ile es zamanli olarak ¢oziilmelidir. Bu denklemler seti boyutsuz zamandaki
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4-bilesenli asagidaki vektor fonksiyonu ile vektér Cauchy problemi olarak yeniden
diizenlenebilir:

Z;(£)=col (& (&), 1 (&), B, (£). 0 (£))

(3.47)
,d o, :
Burada g = d_f p;,’dir. Cauchy problemi;
d ! ! ’ !
d_§Z“+LZ“ =-A's(&)u(¢)F,, Z,(0)=cal(0,0,0,0) (3.48)
formuna sahiptir. L sabit matrisi ve F, vektor(;
—@, 0 0 0 0
L=| 0 0 0 -o| F= (3.49)
3y.m 3w 2np, 0
3+ 1, 3+ 1,

seklinde kurulmustur. Matris elemanlarinda bulunan parametrelerin gosterimi daha

once belirtilenlerle aynidir.

(3.48) probleminin  ¢6zumu
konvolisyon integralidir:

asagidaki vektor

Zl(&)=-A u(§)J'je(X’§)Lf (x)dx (3.50)

Benzer yolla, (3.26) ve (3.40) denklemlerinde bulunan € (&), h/(&) ve p;(¢)

modal genliklerden olugan bir vektor tanimlanabilir:

Z)(&)=col (€/(£).h (), pr(£).an(¢)) (3.51)
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Birlikte ele alinan (3.26) ve (3.40) denklemleri; (3.48) notasyonuyla birebir
ortiisen Cauchy problemini olustururlar. Bu problemin ¢oziimii de; (*)’ler yerine

(")’ ler konulmak tzere (3.50)’deki ¢6zlimiin aynisidir.

3.4. Sayisal Ornekler

Gosterimlerin standartligl ve sayisal sonuglar igin karsilastirmalarin uygunlugu

agisindan konvoliisyon integrallerinin 6niinde bulunan A, A’ ve A’ sabitleri 1’e
esit almmustir. Hesaplamalarda, y=o/(2¢,) olmak Uzere, boyutsuz kayip
parametresi; p, =y/y, =0.1 olarak alinmis ve y, icin (2.48) darbe fonksiyonu
formiilii referans alinmistir. Burada @, = o, ;T =47 *dir. Sekil 3.1°den Sekil 3.6’ya

kadar p=y,/y olmak lzere hesaplamalar p=1.001 parametresi i¢in yapilmstir.

Sekil 3.7°den Sekil 3.11’ye kadar diger parametreler ayni olmak iizere hesaplamalar

p =1000 i¢in yapilmistir.

1] o 1 T P T BT ey e T TR

fl&)
\ - el

-
-
-
-
-
-

o 1 2 3 4 5 G 7 g 9 10
Boyutsuz Zaman - E=t/T

Sekil 3.1. Bos kavitede f (&) darbe fonksiyonu ile irrotasyonel a(&) ve
solenoidal e(¢), h(&) modlarin genlikleri.

Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de darbe fonksiyonu f (), irrotasyonel modun genligi
a,(¢&) ve solenoidal modlarin genlikleri €,(&), h,(&) bos kavite i¢in gdsterilmistir,
Sekil 3.1°de €,(&), h, (&) genlikleri sifir civarinda dalgalanmaktadir.

Sekil 3.2°de €,(¢), h, (&) genlikleri dlgeklendirilmis olarak gdsterilmektedir.

Kolaylikla gozlemlenebildigi iizere irrotasyonel modlarin genlikleri esas itibariyle

solenoidal modlarin genliklerine baskindirlar.
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Boyutsuz Zaman : E=1t/T

Sekil 3.2. Sekil 3.1°deki solenoidal modlarm genliklerinin 6lgekli gosterimi (e(&), h(&)).
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] 1 2 3 4 5 B 7 g g 10
Boyutsuz Zaman: E=1/T

Sekil 3.3. Debye malzeme ile dolu kavite i¢in irrotasyonel mod alaninin genligi a(§ ) ve

polarizasyon vektoriiniin genligi p(&).

Sekil 3.3’te v=y,7, =50 olmak (izere, Debye malzeme ile dolu kavite icin
hesaplamalarin sayisal sonuglar1 gosterilmistir. /rrotasyonel modlarin genligi a, (&)

ile polarizasyon vektoriiniin genligi p(¢&) kiyaslamak igin gdsterilmistir.

001 T T T T T T T T T

0015 i .

0021 e -

-0.03 —-_ . E -;: ' —_—— e(f) _

oosb : .

005

0.06 | N | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 B 7 B 9 10

Boyutsuz Zaman : E=1t/T

Sekil 3.4. Debye malzeme ile dolu kavitede solenoidal modlar e(¢), h(&) ve
polarizasyon vektorii p(¢&).
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Sekil 3.4’de ayn1 Debye malzeme ile doldurulan kavite icin elektromagnetik

alamin solenoidal modlarinin genlikleri g,(&), h,(£) ve polarizasyon vektorinin

genligi p, (&) gosterilmistir.

25 ! ! ! ! I
0 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10

Boyutsuz Zaman : E=1t/T

Sekil 3.5. Lorentz malzeme ile dolu bir kavitede elektrik alan igin irrotasyonel modun genligi a(§ )

ve polarizasyon vektdriiniin irrotasyonel modal genligi p(&).

004 T T T T T T T T T
0.0z

002 H-
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Boyutsuz Zaman : £E=1t/T

Sekil 3.6. Lorentz malzeme ile dolu bir kavite icin solenoidal modlarm €, (¢), h, (&) ve polarizasyon

vektoriiniin genligi p(&).

Sekil 3.5 ve Sekil 3.6’da Lorentz malzeme ile dolu; @ =wT =27 ve y, =10

parametrelerine sahip bir kavite i¢in hesaplamalarin sonuglar1 gosterilmistir.
Sekil 3.7 - Sekil 3.11’de darbe fonksiyonunun p=1000 parametresi ile
belirtildigi durum ig¢in sonuglar gosterilmistir. Diger biitiin parametreler Sekil 3.1-

Sekil 3.6°da kullanilanlarla ayn1 sayisal degerlerdedir.
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Boyutsuz Zaman : E=t/T

Sekil 3.7. Bos bir kavitede p =1000 icin darbe fonksiyonu, irrotasyonel a(§) ve solenoidal
modlarm e(&), h(&) genlikleri.
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Boyutsuz Zaman: E=1/T

Sekil 3.8. Sekil 3.7°deki solenoidal mod genliklerinin e(&), h(&) 6lgeklendirilmis gsterimi.
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Boyutsuz Zaman : E=1t/T

Sekil 3.9. Debye malzeme ile doldurulmus bir kavitede p =1000 igin darbe fonksiyonu f (5)
irrotasyonel modun genligi a(&) ve polarizasyon vektériiniin irrotasyonel modunun p(¢&) genligi.
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a 1 2 3 4 g B 7 3 9 10
Boyutsuz Zaman: E=1/T

Sekil 3.10. Lorentz malzeme ile dolu bir kavitede darbe fonksiyonu f (&), alanin irrotasyonel

modunun genligi a(&) ve polarizasyon vektoriinin irrotasyonel modunun p(&) genligi.

D1 T T T T T T T

0.05

-0.08

0.1 1 1 1 1 ‘ 1 ‘ 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 G 7 g g 10
Boyutsuz Zaman : £E=1t/T

Sekil 3.11. Lorentz malzeme ile dolu bir kavite iin solenoidal mod genliklerinin e(¢&), h(¢&)

6l¢eklendirilmis gosterimi.

3.5. Dispersif Ortam Probleminde Anlik ve Dinamik

Polarizasyonlarin Ayristirilmasi

Bolimun sonunda; polar dielektrikle tamamen doldurulmus bir kavitede
Maxwell denklemler sistemi ile “polarizasyon vektorii icin Debye denklemi” es

zamanli olarak ¢6ziilmiis ve ¢dzlmlerde polarizasyonun anlik ve dinamik bilesenleri

ayr1 ayr1 gosterilmistir.

3.5.1. Formulasyon

Bu problemde; P ve £ alanlarinin; diferansiyel Debye denklemi ile asagidaki

gibi eslestikleri polar dielektrikler tizerinde ¢alisilmistir.
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d 1 X
—P(r,t)+—=P(r,t)=¢, 22 &(r,1),
pm (r )+TO (rt)=¢ . (r.t) (3.52)

Burada; y statik elektrik duyarlilik (bir reel-degerli sabit), z, relaksasyon zamanti,
konum vektorl r bir parametredir. Esas itibariyle, Debye denklemi P ve £ alanlari
arasinda dinamik (d/dt’den dolay1) blinye bagmtist rollii oynar. Polarizasyon
vektorli P =&, ( xsE+P) olarak agilsin ve D (D = &,€+P) vektdriiniin tamiminda

yerine konsun. Sonug, elektrik aki yogunlugu vektoriinii anlik ve dinamik bilesenler

seklinde verir.

D(r.t) =g&(r,t)+P(r,t)
=&, E(r 1)+ zE(r 1)+ P(r.1)]
=&, [Esg(r,t)+P(r,t)] (3.53)

D(1,8) = Dy (1 1)+ D (1 1)

Burada; &, =1+y, malzemeye ait statik nisbi dielektrik sabitidir. ilk terim

D,s =&E(rt); € alam ile orantih oldugundan dolayi, anlik dielektrik

deplasmani tanimlar. P=g,(yE+P) formili denklem (3.52)’de yerine

kondugunda asagidaki sonucu verir:

d 1 d
Cpr )+ =P(r )=z S&(r 1),
dt (r )+To (r ) stt (r ) (354)

Bu ylzden, ikinci terim D, =¢,P; malzemenin gecici dispersiyonundan

kaynaklanan D ’nin dinamik bilesenini tanimlar.

V hacimli, S yizeyiyle siirli, mikemmel elektrik iletken 6zelliklerindeki
rastgele bir kavite icin (3.1) Maxwell denklemleri ile (3.52) Debye denklemi, (2.2)
siir kosullart ile birlikte alinsin.

t =0 anindaki homojen baslangi¢ kosullar1 (2.4)’de tanimlandig1 gibidir.
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(2.5) nedensellik prensibi geregi, J(r,t) kaynak fonksiyonunun t<0 iken

J (r.t) =0 kosulunu sagladigi varsayilsin.

Son olarak; elektromagnetik alanin enerjisinin sonlu olmas: gerektigi fiziksel
sart1 (2.6) ile ¢6ziim uzay:1 L, Hilbert uzayi olarak belirlensin.

C06zumin daha kolay izlenebilmesi icin problemde genlik ifadeleri reel-degerli
vektor fonksiyonu sinifinda alinmustir.

D=¢,(eE+P) formili (3.1)’deki ilk Maxwell denkleminde yerine
konulsun ve sonucu g,&4'e béllnsun. (3.1)’deki ikinci denklem g, ’a bolinstn. Bu

islemlerin sonucu (2.8) ve (2.9)’daki esitliklerden olusan vektor denklemi verir.

VALY 1 2 1
£k, BE(r ) +—=aP(rt)+LE(r t)+——T(r,t)
= & £ E4Es
VxErt) —oH(1,1)
Hy

Burada 7:0/(280) kayip parametresi olup denklemin sol tarafinin

gOzlemlenmesi, V x islemi i¢in, zamanin (t) bir parametre rolii oynadigini gosterir.

3.5.1.1. Maxwell Denklemler Sisteminden K endine-Ozdes Operatériin

Ayristirilmasi

Maxwell denklemler sisteminden kendine-6zdes bir operatoriin ayristirillmasi
isleminden Boliim 2.3.2°de bahsedilmisti. Yukaridaki vektor denklemin (2.10) sinir

kosullari ile birlikte ele alinmasi:

RX(r,t)=AX(r,t)

R'X(r.t) :[(5055)1V><’H(r,t)j

Uy VX E(r,t)

Lo 0" i)

(3.55)
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1 2y 1
o.E(rt)+—oP(r,t)+—=&(r,t)+ J(r,t
F=AX(rt)= £ g () &, (.t 48, ()

—0,H(r,t)

operatorlerini verir.
Boliim 2.3.2.°deki igslemler tekrarlanarak ¢6ziimler uzay: belirlenir ve operator

0zdeger denklemi diizenlenir.

3.5.1.2. Hilbert Uzayinda Modal Baz

R operatdriiniin  6zdeger denklemine yerlestirilmesi; ozdegerler (@,) ve
ozvektorlerin (X, =col (E,,H,)) bilesenleri (E,(r) ve H, (r)) igin, es smr

0zdeger problemini verir:

VxH, (r)=m,&eE,(r) (n-H,)
VxEn(r):a)n,uOHn(r) [an]

n

[

Bu problem iki farkli sinir 6zdeger problemi igerir. Bunlardan biri @], =0 reel-

degerli 6zdegerler olmak tizere asagidaki formdadir:

VE, +(w/c) eE,=0, V-E,=0, [nxE,]

n

=0
S (3.56)

H! = (@) VXE,

Digeri de, @, # 0 baska reel-degerli 6zdegerler olmak iizere asagidaki formdadir:

VH! +(@!lc) eH! =0, V-H"=0, (n-H").=0

S (3.57)

E,=(0"ss,) VxH!
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X, ve X _ 0Ozvektorlerinin simetrisinden dolay1, normalizasyonlari;

ij E'fdv=1, ﬂj|H;|2dv=1’i
V \% V \%
(3.58)
LfHifav=1, Zs[jErfdv=1"i
V \% V \Y
verir.
Bolum 2.3.3.’deki benzer ¢oziimden, sonug¢ olarak; n=12,.., x>0
ozdegerler ve ¢, ler reel-degerli ¢oziimler olmak lzere Dirichlet problemine;
2
& EK,
Vi, (1)+ ki (1) =0, g =0, 2T g [av=1
(3.59)
EyEg 2 .
VE [ Ve[ dv=1

ve Nn=12,..., V> >0 dzdegerler, 8, normal tirev ve y, ’ler reel-degerli fonksiyonlar

olmak iizere (2.23) ile ayn1 Neumann problemine ulasilir:

2
Vi, (N)+viy,(r)=0, o, =0, 'uOT%J.VL/andV:l,
(3.60)
7 2
VOJ.V|VI//H| dv=1

R operatorinin kendine-6zdesliginden asagidaki ortogonallik kosullari

saglanir:

[E,-Enav=[H;-Hydv=0

\% \%
[En-Véav=En-Vdv=[H, Vy,dv=| H} - Vy,dv=0  (361)
\% \% \%

mn=12,..



68

E ve H alt uzaylar1 X, ’in asagidaki ii¢-bilesenli parcalarindan olusmaktadir:
E={E,}®{E/}®{V4, ()},
H={H®{H1&{Vy,(r),

Weyl teoremine gore [Weyl, 1940]; solenoidal ve irrotasyonel modlarin setleri

birlikte Hilbert uzayinda bir modal baz olustururlar.

3.5.1.3. Modal Alan A¢ilimlar:

Boliim 2.3.5’de; modal baz elemanlar iizerine izdiisiim ile, £ ve H alanlari
ve F (r,t) kuvvet fonksiyonu i¢in modal alan agilimlari elde edilmisti ((2.40)-

(2.41)):

E(rt)= Z:; +Z:;’ E”JrZ;ah

H(r )= Rt H'+Zh;; H+ S b, () Vy,

F(rt)=Y F(OE+ Y EOE+ Y F (t)V4,,

n=1 n=1 n=1

P polarizasyon vektoriiniin dinamik kismi, &£ vektorinin “elektriksel”

yapisina ve modal agilimina asagidaki sekilde benzerdir:

’P(r,t)znzz Zp t)E;(r)+>. p. (1) Ve, (r) (3.62)

Burada p;, p.., p, zaman-bagiml bilinmeyen modal genliklerdir.
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3.5.1.4. Modal Genlikler i¢cin Evrim Denklemleri

Modal genlik problemlerini ¢ozmek icin, Maxwell denklemleri ve baslangi¢
kosullarini, bulunacak alan i¢in (2.40) formunda ayni1 baz elemanlara agmak gerekir.
Ilk problem, uzaydaki herhangi bir vektor cifti icin gegerli olan (2.14) esitligi
kullanilarak ¢oziilebilir. Boylece, X, vektori X =col (E’H) olarak alinabilir.

(2.40) alan agilimlar1 X vektér elemanlari i¢in tanmim olarak agiklanabilir.

RX, =RAX vektord yerine, Maxwell denklemlerini (3.55) formunda kullanmak
Uzere JF vektori almabilir. X, vektoriine gelince, R operatorinin tum
Ozvektorleri alinmali ve operatdr 6zdeger denklemi RX, vektorii icin dogrudan

formiil olarak kullanilmalidir. Esas itibariyla; asagidaki dort denklemin basit cebirsel

hesaplamalar1 uygulanmalidir:

)=0
)=0

(F.X])=0 (363)
)=0

Burada X/, =col (E,,+H,), X! =col(El,£H!), X! =col(V¢,0), ve
X; = col (0,Vy,); R operatdriiniin 6zvektorleridir.
F  vektorinde bulunan 7 (r,t) kaynak fonksiyonu asagidaki sekilde

gosterilebilir:

F(r) vektorl, £ alan ile aym fiziksel boyutlarda reel-degerli bir fonksiyon olarak

verilmelidir. Bu kavite icerisinde bir isaret tagiyicisini tanimlamak igin seg¢ilmistir.

Zaman-bagimli u(t)s(t) faktéri u(t) Heaviside basamak fonksiyonu nedeniyle
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t<0 oldukea sifira esittir. s(t) isaret fonksiyonudur. Bu sartlar altinda, J(r,t)

terimi; digerlerinin (3.55) denkleminde F taniminin st satirinda sahip oldugu ile

ayni fiziksel ebatlara sahiptir.
1) P =0 Durumu; Dispersif Olmayan Malzeme:

Ilk olarak, dinamik fenomenin ihmal edilebilir olmasi kaydiyla, evrim
denklemleri tdretilsin. Bundan dolayi, F  vektorinin (3.55) taniminda
D, =&, P=0 (denklem (3.53)); P =0 sonucunu verir. P =0 durumuna karsilik
gelen tim modal genlikler Gzerlerinde kiicuk bir nokta ile sembolize edilsin. Modal

genliklerin uygun baslangi¢ kosullar1 ile desteklenmis formiilleriyle (3.63) yapilan

hesaplamalarin sonuglar1 birbirinden bagimsiz bir Cauchy problemler setini verir:

dt gsd T (3.64)
FLRCCRT (0)=0
dt
d 1 1 AW Y 1
a%+21%—wnm=—ﬁU(t)S(t)' ¢(0)=0,
Es T
d (3.65)
R0l =0, R (0)=0
dt
d . Vo A .
il 2/ g =_"h _
lgarzla=-Augsn,  a0-0 (356)
{ib _o, 6, (0) =0, (3.67)
dt n n .

Burada; y=o/(2¢,) ve A, A/, A); verilen F(r) vektérinin uygun baz

elemanlarina izdistimleridir:
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A= [, (F-E)dv
N=%IV(F-EL’])OM (3.68)

Aﬁ:%jv(pwn)dv

2) P #0 Durumu; Dispersif Malzeme:

F tanimminda (3.55); P =0 ise, Maxwell denklemlerinin izdiisiimii i¢in ayni
prosedur (3.63) uygulanabilir. Bu durum, (2.40)'da belirtilen alanin modal genlikleri
Uzerine cift nokta konularak sembolize edilsin. P vektori modal agilim (3.62)
formunda alinsin ve (3.54) denkleminin E!, E! ve V¢’ baz elemanlar iizerine
izdiisimii alinsin. Sonuglarin uygun baslangi¢ kosullar1 ile birlestirilmesi yeni bir

birbirinden bagimsiz Cauchy problemler setini verir:

d 1 d Y 'Ly A: )
—d+——p +2 ——hy(t)s(t), 0)=0,
ot dtpn+ gsen oy =-=ru(t)s(t), &(0)
—h';m'ne;:o, N (0)=0,  (3.69)
d d
St "(0)=0,
L R pn+r P, = P.(0)
d o 1d V4 AW A1 A
—d = —p+2 ——2hy(t)s(t), 0)=0,
i o dtpn+ gs% ophy=——u(t)s(t),  €(0)
% T+ & =0, m(0)=0,  (3.70)
d 1
S r+=p'=0, "(0)=0,
zsdten & P+ : Py pr(0)
d d 0
S —apﬁzyan-—i ust).  &(0)=o
(3.71)
d d
u -~ ~p =0, 0)=0,
dtan dt pn+ ; pn pn( )
{ib —0, b,(0)=0, (3.72)
dt "

(3.64)-(3.67) ve (3.69)-(3.72) problemlerinin incelenmesi denklemleri

cOzmeksizin boliim 2.3.6°daki sonuglar1 ¢ikarma imkani verir.
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(3.69) ve (3.70) diferansiyel denklemlerinin sol taraflari, o, ve

Ozdegerlerini icermektedir. Bunlar S yiizeyinin sekline ve boyutuna bagh
katsayilardir. Fiziksel olarak bu durum, solenoidal modlarin modal genliklerinin
uygun kosullar altinda rezonandar gosterebilecegi anlamina gelir. Ornegin, bir

dikdortgen kavite icin; o, ve @, 6zdegerleri asagidaki gibi cakisabilirler:

3.5.2. Dispersif Ortamh Kavitede Uyarilan Dalga Bicimleri

Daha sonra elde edilecek sonuglarin uygunlugu i¢in, “boyutsuz" bir zaman

skalas1 belirlensin: &=t/T . Zaman parametresi (T); s(t) fonksiyonunun her 6zel

durumu icin paralel olarak belirlenecektir.

3.5.2.1. irrotasyonel Modlar i¢cin Analitik Céziimler
- Dispersifligin ihmal Edildigi Durum:

(3.66) problemi konvol Usyon integrali formunda agik bir ¢6zlime sahiptir:

8,(&)=-Au(&)[ s(x)e" (3.73)

0

Burada n=1,2,... dir. Bu; malzemenin dispersifligi hesaba katilmadiginda, tim

irrotasyonel modlar icin tam ¢6zimdur. Kavite icerisine dispersif dielektrik malzeme

yerlestirildigi diger durum igin (3.71) problemi ¢ozulmelidir.

- Dispersifligin Goz Oniine Alindig1 Durum:

Bu amagla, irrotasyonel modlarin modal genliklerinden (&, (&) ve p,(¢))

olusan 2-bilesenli X (&) kolon vektorii (3.74)’de gdsterildigi gibi tanimlansi.

Problem (3.71) bir vektor formunda asagidaki sekilde ifade edilebilir:
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SK(E) 0 K@) = e, X(0)=3)

ol o2, )+

Burada nokta (-) matris ve vektoriin carpimimi, 7% =y»T boyutsuz kayip

(3.74)

parametresini, y=o/(2¢,) ve #,=1,/T boyutsuz relaksasyon zamamm ifade

etmektedir. Bu problemin ¢6zimi asagidaki vektor konvolisyon integrali

formundadir:
Xn(f):_gSAIOu(é;)J'jS(X)[e(Xﬂf)Qz F2:|dX (375)

Burada €*9% ; Q2 matrisi ile ayn1 ebatta bir matristir. Bu matris, analitik ve sayisal

olarak gesitli yontemlerle hesaplanabilir. Lagrange enterpolasyonu analitik yontemi

uygulansin. (Bkz. Ek-2) Bu; integralde bulunan ¢arpim igin agsagidaki sonucu verir:

eji(x_g) eAQ(X_é)

[0 ] =H(,'1'2|-Q2)|':'2 T

(41-Q,)F, (3.76)

Burada I; 2x2 birim matris, 4, ve A,; Q, matrisinin det(/”tl-Qz)zo karakteristik
denklemine farkl: gozumlerdir.

3.5.2.2. Solenoidal Modlar icin Analitik Céziimler
- Dispersifligin ihmal Edildigi Durum:

Ortamda dispersif-olmayan dielektrik varligindaki TE osilasyonlara karsilik

gelen (3.64) problemi asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:
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Burada y=7=»T, @ =a.T dir. Problemin tam ¢0zimu vektor konvolisyon

integrali formundadir:

s(x)[e“*f)‘?’z F, } dx (3.78)

"(Xig) eﬂé(xig)

——(41-Q)F, +——
)7

(41-Q))F, (3.79)

A ve A sayllan Q, matrisinin karakteristik denklemine det(21-Q})=0
goziimlerdir. Bu @,? > (y/s5)" olmak izere, birbirinden farkli, bir cift basit kok

ortaya gikarir: A/, =y / &g ti\@) —(7! 85)2 :

TM osilasyonlara karsilik gelen problem (3.65)’un benzer sekilde ¢6zimi

asagidaki sonucu verir:

Y'(¢)= (222} =—Au(&)[ s(x)[ 9%, |ax (3.80)

- Dispersifligin Goz Oniine Alindig1 Durum :

Problem (3.69) benzer vektor formu ile yeniden duzenlenebilir:
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0
EV O+ V(O =aAu(@)s(E, V()= 0|
0
(3.81)
er;(g) 1 2y e, T,
Y'(&)=| ()| K= 0 || Q=] a, 0 0 |
pr:(éz) —Xs —27Ys  XsEsD, ‘95%.0_1

Onceki gibi burada da 7=yT, @, =w.T, 7,=1,/T "dir. Problemin tam ¢6zim

vektor konvolisyon integrali formundadir:

V(&) =-Au(E) [ s(x)[ %, |ox (3.82)

Burada 3x3 bir matris lstel ortaya ¢ikar. Bunu Lagrange interpolasyonuyla
hesaplamak igin, once Q) matrisinin karakteristik denklemi det(iU-Q;):O
¢ozilmelidir. U 3x3 birim matristir. Bu ¢oziim; Q} matrisinin 4, 4,, A, seklinde

belirtilen ii¢ dzdegerini verir. Ozdegerler birbirlerinden farkli oldugunda (3.82)
integralinde kdseli parantez i¢indeki ¢arpim, asagidaki sekilde hesaplanir:

oo (2U-Q5)(4U-Q) -y
(£~ 4)(%~4)
o (AU-QL)(£U-Q5)-F
o))
o (AU (U-Q5)-F
E ey

[ alx€)0s F‘J —

Y’ vektoriiniin bilesenleri; TE kavite modlarinin n alt indisi ile ifade edilen
modal genliklerini belirler. (3.70) probleminin, TM modlarinin modal genlikleri igin

¢OzUimu paralel sekilde gergeklestirilir.



76

3.5.3. Sayisal Ornekler

Zamanin fonksiyonu olan integrallenebilir herhangi bir fonksiyon s(t) isaret

fonksiyonu olarak secilenilir. Burada segilen isaret (2.48)-(2.50)’de “cift-Ustel"le

ifade edilen gegici bir fonksiyon olsun:

(e—ht _g7t )

s(t) = —) - s(&)=

(e—VlT _ e—}’zT

Onceki gibi burada da &=t/T ’dir. T'nin bir degeri s(t) fonksiyonunun t=T

anindaki maksimum kosulundan elde edilebilir: %S(t) =0.Bu; p=y,/y,>1’i
t=T
saglamak ve 7 =(In p)/(p—1) <1 olmak tizere T =7/ y, =np/y,’i verir.
s(g) isaretiyle yaratilan modal genliklerin, irrotasyonel modlar igin zamanla

degisimi asagidaki grafiklerde gorilmektedir. Ayni sartlar altinda solenoidal

modlarn modal genlikleri daha kiguktar.

5 T T .I__ T T T T [ T
0f ———
, T s(&)
-7 T s
h A
T ————ay
5 L T 1 1 R [ L. piE ||
0 g 10 15 20 25 a0 35 40 45 a0

Boyutsuz Zaman : E=tT

Sekil 3.12. s(&) isaretiyle uyarilan modal genliklerin, irrotasyonel modlar igin zamanla degisimi.
Kesiksiz kaln ¢izgi (s(&)): kaynak isaret. Modal genlikler; devamli ¢izgi ( p, (&) ): polarizasyon,
kesikli-noktal gizgi (&, (&) ): elektrik alan (dispersiflik ihmal edilmistir) ve
kesikli ¢izgi (&, (&) ): elektrik alan (dispersifligin ele alindigi durum),
noktah ¢izgi (5(&) =4, (£)—4a,(&)): ikisinin farki.

Parametre degerleri: y, =10°sn., y, =10"sn., y =0.05y,, A’ =1.



0 0] 20 30

|= = pixi) D {xi} Signal =— = a {xi)|

a. Dispersifligin ele alindigi durum (kesikli gizgi (&, (£) ): elektrik alan)

-
0_6"--__..\ ------
1 Il‘I'. — - -
-14 ‘}\ '-.. _ - -
B \ - -
-2 \‘: —_— o T
—34 \.\
—4 \"‘\.. '''' .,
.'hq._-“..- e
e ey
] 10 20 30
£
[----- Etmr —— Signal —— = p (xi) — = a (xi)]

b. Dispersifligin ele alindig1 ve ihmal edildigi durum
(kesikli-noktali ¢izgi &, (&) : elektrik alan (dispersiflik ihmal edilmistir),

kesikli ¢izgi &, (&) : elektrik alan (dispersifligin ele alindigi durum))

I
0_(\
NN
] \\
5] Na
.
-4 ""‘-_.‘h
‘--""--—-__._ -
T T
1] 10 20 30

[=—— signal == =1 0 (xi)|

c. Dispersifligin ihmal edildigi durum
( kesikli-noktali ¢izgi &, (;‘ ) : elektrik alan (dispersiflik ihmal edilmistir))

Sekil 3.13. s(&) isaretiyle uyarilan modal genliklerin, irrotasyonel modlar igin zamanla degisimi.
Kesiksiz kaln ¢izgi (s(¢) ): kaynak fonksiyon. Devamli gizgi ( p, (¢)): polarizasyon,
kesikli-noktal gizgi (&, (&) ): elektrik alan (dispersiflik ihmal edilmistir) ve
kesikli ¢izgi (&, (&) ): elektrik alan (dispersifligin ele alindigi durum),
noktah ¢izgi (5(&) =4, (£)—4a,(&)): ikisinin farki.



78

08 =
06
04 T -

=N ERE

o0

|—— Signal ----- h fxi} e (i)

a. Dispersifligin ihmal edildigi durum

0.8
0,6
0.4

0.2

0.0 T T
0 0] 20 30

[—— Sipmal e (xi) - h(xi)]

b. Dispersifligin ele alindig1 durum

L] 30

c. Dispersifligin ele alindig1 durum (elektrik alan ve magnetik alan)

Sekil 3.14. s(¢) isaretiyle uyarilan solenoidal modlarin zamanla degisimi.
Kesiksiz kalin ¢izgi (s(¢)): kaynak fonksiyon.
Devamli ¢izgi (e(&)): elektrik alan, noktal izgi (h(&)): magnetik alan.
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3.4. Sonuclar

1. Klasik zaman-harmonik alan konsepti, irrotasyonel mod setlerini her zaman
bazi statik alanlar yorumlar. Elektromagnetik teoriye evrimsel yaklasim (ETEY)
irrotasyonel modlarin genliklerinin zamanla degisebilir oldugu durumlar1 ortaya
koyar. Dahasi, bir darbe; solenoidal modlarin genliklerine siddet olarak baskin gelen
irrotasyonel modlar1 tiretebilmektedir.

2. Darbeyle kavitenin uyarilmasi probleminin ¢éziimi bu bélimde integral
formda agikca elde edilmistir. Bu dortli formiil grubu, integrandinda gerilim
darbesinin bulundugu konvoliisyon integralleridir. Bu bélimde bir darbe fonksiyonu
modeli olarak ¢ift-ustel fonksiyon kullanildi. Bununla birlikte integranddaki bu darbe
fonksiyonu, 6rnek olarak deneysel elde edilmis gercek bir darbe fonksiyonu olacak
sekilde herhangi baska bir darbe fonksiyonu ile degistirilebilir.

3. Cift-tistel fonksiyon ile uyarilan bos kavite alanlar1 probleminde oldugu gibi;
dispersif malzeme ile tamamen doldurulmus kavite igerisindeki irrotasyonel modlara
ait dalga sekillerinin de solenoidal modlara baskin geldigi goriilmiistiir.

4. p=1000 icin cift-tstel fonksiyon Heaviside basamak fonksiyonuna benzer
bir fonksiyon seklindedir. p =1.001 parametresi i¢in yapilan alan hesaplamalarinda
oldugu gibi p=1000 igin yapilan hesaplamalarda da irrotasyonel modlara ait

genliklerin solenoidal modlara baskin geldigi goriilmiistiir.
5. Bu bolimde kavitenin 6zellikle;

(i) Debye malzeme ile,

(if) Lorentz malzeme ile,
dolu oldugu iki durum incelendi. Genel olarak, her gerg¢ek darbe bir genis-bant
frekans spektrumuna sahiptir. Bundan dolayi; polarizasyon vektoriiyle, polarizasyon
durumuna yol agan elektrik alan arasinda, zaman uzayinda uygun dinamik blinye
denklemi kullanilmalidir. Polar dielektrik durumunda, Maxwell denklemler sistemi,
polarizasyon vektorii icin Debye denklemi ile es zamanli olarak ¢oziilmistiir.
Lorentz dielektrik durumunda Maxwell denklemler sistemine, polarizasyon vektori

icin Newton hareket denklemi eklenmis ve es zamanli olarak ¢oziilmiistiir.
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4, KAYIPLI MALZEME ILE KISMEN
DOLDURULMUS KAVITE INCELEMESI

4.1. Giris

Bu boélimde; igerisinde kayipli bir yap1 bulunan yuzeyi mukemmel elektrik
iletkenligine sahip bir dikdortgen kavitede, TE ve TM dejenere solenoidal modlarin
osilasyonlar1 incelenmistir. Dikdortgen kavite i¢in birbirine esit olan TE ve TM
modlarina ait Ozfrekans degerleri, kavite kayipli bir malzeme ile kismen
dolduruldugunda ikiye ayrilmak durumunda kalmakta ve modlar kuple olmaktadir.
Harici bir kaynak tarafindan kavite igerisine sonlu bir isaret uygulanmistir. Isaret
verildigi siirece ve kesildikten sonra olan osilasyonlarin analitik ¢oziimii nedensellik
ilkesi temelinde elde edilmistir. Osilasyonlarin analitik ¢6ziimii grafiksel sonuclarla

gosterilmistir [Erden ve Tretyakov, 2004].

4.2. Problemin Formulasyonu ve Cozimi

Kayiplt
22 Malzeme

Z;

z

I R yi Yy
« y 1 Y2

Sekil 4.1. Dikdortgen kavite ve kayipli malzeme.

Problemin amaci; smirlan 0<x<a, 0<y<b, 0<z<d seklinde

belirlenmis, V hacimli dikdortgen bir kavitedeki TM ve TE modlarina ait

osilasyonlarin zamanla degisimini incelemektir. Kavite igerisinde herhangi bir yere,
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merkezi (xo, Yo ZO) serbest parametreleri ile belirlenmis, kayipli bir dikdortgen yapi

yerlestirilmistir. Kayipli yapimin V hacmi;

—aal2<x-x<aal2,
—ab/2<y-y,<abl?2,
—ad/2<z-z,<ad/2

ile belirtilirken, burada 6lgek faktori olan o <1 de serbest bir parametre olarak
alimmigtir. J_(r,t)=c £(r,t) iliskisi; V hacmi icerisinde, zaman uzayinda bir €
alani tarafindan indiiklenen elektrik akim yogunluguna kars1 gelirken, o kayiph
yapinin iletkenlik sabitidir.

Problemin amaci, igerisine kayipli bir yapi yerlestirilen bir kavitenin,
uygulanan bir isarete cevabini belli bir konum ve zaman i¢in incelemektir.

&y» M, Serbest-uzay sabitleri, p, g, ve smodlar1 belirleyen serbest parametreleri

ifade eden tam sayilar olmak {izere; igerisinde herhangi bir kayipli yapt bulunmayan

"swradan" dikdortgen kavitenin 6zfrekanst;

o2 (2 (3 (3)

seklindedir (Bkz. (3.18)). TE modlar1 i¢in s>0 iken, TM modlar1 igin $>0
olmalidir; p ve g tam sayilari p+q=0 esitsizligini saglayan negatif olmayan tam
sayilardir. Bundan dolayr, TM ve TE modlar i¢in 6zfrekanslar s>0 igin es
olmaktadirlar.

Ayni @, 6zfrekans degerine karsilik gelen iki mod, dejenere modlar seklinde

adlandirilirlar. Dejenere modlar lineer olarak bagimsiz ve ortogonaldirler. Elbette ki,
kavite; igerisinde yap1 bulundurmayan siradan bir kavite oldugu takdirde, dejenere
modlar eslenmemis olurlar.

Bir cift dejenere mod igeren ve igerisinde kayipli bir yap1 bulunan siradist bir

kavite icin, bir £(r,t), #(r,t) elektromagnetik alan modeli ele alinsin. r konum

vektord, t zaman, i imajiner birim olmak ve; (") TE zaman uzayr moduna ve (") TM
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zaman uzay1 moduna karsilik gelmek tizere, bir ¢ift dejenere mod asagidaki sekilde

belirtilmistir;

E(r 1) = €, (1) E s (1) + €5 (1) E55(r)
FHr,8) =i N (€) Hl (1) +i e () HL (1)

pas

(4.1)

Zamanla degisim gosteren skaler degerli reel € (t), h, (1) ve € (1),

h'(t) fonksiyonlari modal genlikleri ifade etmektedirler.

Reel-degerli vektorel & (r), Hy(r) ve E..(r), Hy(r) fonksiyonlar

pas pas
modal bazin elemanlaridirlar. Dikdortgen kavite i¢in bu vektorel fonksiyonlar daha
onceden belirlenmisti [Aksoy and Tretyakov, 2004]. Belirlenmis olan bu
fonksiyonlar bilinenler olarak alinmistir. Dolayisiyla problemi ¢bzmek icgin sadece
denklem (4.1)'deki modal genlikler belirlenmelidir.

Denklem (4.1), kavitedeki zamana bagli alanlarin modal baz Uzerine
izdiistimleri i¢in bir yaklasiklik olarak ele alinabilir. ETEY yOntemini takip ederek,
Maxwell denklemlerinin de (0: ile birlikte) aynt modal bazin elemanlar1 {izerine
izdiistimleri bulunmalidir. Bu yol, modal genlikler icin evrim denklemlerini saglar.

Elektrik akim siddeti; Maxwell denklemlerinde verilen bir kaynak fonksiyonu

olarak,

T (r,t)=J3(r) )

carpimi seklinde belirlensin. W(t) =u(t)—u(t—T) olmak Uzere, T sonlu zaman

araliginda iiretilen bu siniis bi¢imli isareti,

() =EL(r), 1O =W()Qsin Qt) (4.2)

faktorleri belirlesinler. u(t) Heaviside basamak fonksiyonu ve Q isaretin frekansidir.
¢ =tw,, boyutsuz zaman birimi olmak iizere, matris gdsterimi kullanilarak

¢0zum asagidaki sekilde yazilabilir:
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e;Jqs(é:) n 1l n O 0
i (&) 10 0 0 0
X(&)=| e o= , F= .
A R P I A “9
i ($) 0 0 -10 0

7, Ve y, sayilart TE and TM modlarinin; V hacmi icerisinde kendi iclerinde
dontistimlerini ~ belirlerken, y,, sayist bunlarin  karsilhikli  doniisiimlerini

belirlemektedir. Bu sayilar o ile orantili sayilardir:

(o} ! ’

4 =%—V'V[5n £, dv,
(o3 ” 14

Y2 :a)—VJ-g" &, av, (4.4)
(o) 14 !

7/12 = a)nV _\[gn 'gn dV

Burada n alt indisi pgsi ifade etmekte, F vektorii kaynagin TM moduna ayarlandigin

gostermektedir. Modal genlikler igin evrim denklemlerinin tam ¢ézumi, X(0)=0

homojen sinir kosullar1 altinda elde edilmistir.

t=Toy, Y()= WJ.j e F sin(wx)dx ve w= Q/ o, olmak tzere ¢ozim:

Qs ’

X(€)=W()eCY(&)+u(d-1)eY(r) (4.5)

seklindedir. Buradaki e€<° ve e® matris stellerin hesaplamalari Ek-2’de ele

alinmustir.

4.3. Sayisal Ornekler

Kavite icerisindeki osilasyonlarin denklem (4.5) ile hesaplanmasi sonucu elde

edilen grafiksel sonuclar asagida sergilenmistir.
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G bandi i¢in standart bir dalga kilavuzu ebati olan; a=0.04, b,d =0.02 metre

ebatlarinda bir kavite, bunun icerisinde x=0.011 m., y=z=0.005 m. koordinatlarina

yerlestirilmis bir kayipli yapi, ve ™ modundaki bir kaynak icin elde edilen

sonuclar Sekil 4.2.’de gosterilmistir.

A,.,,.,,“1H,,,l,m,l,ummxmnmnlnmlmnjmnnnmnmnmmn
e PR

TM Elektrik alanin mod genligi (€]}, (£))

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

eeeeeeeeeeeeeeeeee

s l,“.m“mw'mmnnnHHlHlHlHllanmmnn
‘ mmruulllHHHHHHHlllHHHHIHHHHHHHH

Hesaplanan TE elektrik alanin mod genligi (€, (£))

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

B ,.‘.1iuanmmmnmmlllHHIHHIHlHlHHmm
- B T T

Hesaplanan TE magnetik alanin mod genligi (hi;, (¢))

Sekil 4.2. TM w modunda osilasyon yapan kaynagin olusturdugu osilasyonlar.
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Elektromagnetik teorideki, elektrik alan ve magnetik alan arasindaki 90
derecelik farz farki Sekil 4.3.’te modlarin {i¢iincii periyod sonundaki genliklerinden

gorulebilmektedir.

The Thi-mode amplitude e" of the electric field

TM Elektrik alanin mod genligi (€]}, (£))

The Th-mode amplitude ih" of the magnetic field

T

TM Magnetik alanin mod genligi (hy,, (£))

The TE-mode amplitude & of the electric field

0,04
0,03
0,02
0,01
0
0,01 4 s 12 1B
0,02 xi

-0,03

Hesaplanan TE elektrik alanin mod genligi (&, (£))

The TE-mode amplitude ih'  of the magnetic fisld

0,04
0,02

Hesaplanan TE magnetik alanin mod genligi (hi,, (¢))

Sekil 4.3. Sekil 4.2°deki osilasyonlarin ilk 3 periyodu
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Ayni kavite ve aymi kayipl yapi icin, TM,,,, modu Elektrik alan: ile kavite

icerisinde osilasyon olusturuldugunda elde edilen grafiksel sonuglar Sekil 4.4.’te

gosterilmigtir.

the electric field

lth.nHH.,b!Hh.lehx.lllnIllh.1L!.lmmnnnn,a.nmmn
1R

TM Elektrik alanin mod genligi

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

0 IIHh,,th thAllh.nllhnmm‘Hmmmmwnmnm
il LR A R

TM Magnetik alanin mod genligi

sttt
e O

Hesaplanan TE elektrik alanin mod genligi

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

mm’l'lllllll“““llmml“l“m“‘|l|H‘l“““l“““”““““
R W”HHUH”M”H[]HI

Hesaplanan TE magnetik alanin mod genligi

Sekil 4.4. T™ - modunda osilasyon yapan kaynagin olusturdugu osilasyonlar.
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Ayni kavite ve aym kayipli yapi i¢in, TM,,, modu Elektrik alan: ile kavite

igerisinde osilasyon olusturuldugunda elde edilen grafiksel sonuglar Sekil 4.5.’de

gosterilmistir.

H,hhl l lJlJ“HH “l l | h!HHHHHHI"mmnn
'W””””N i W‘HHHIUHHlHHHlllHlmmu

TM Elektrik alanin mod genligi

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

hl nr lllllllhhl l lahlllHIHnmnnmnnnnn
”””“m | k m”l'”l’l'l'i'lll!”l”llllrHlmuu

TM Magnetik alanin mod genligi

=1
o B B

mmlHlHlHHHHHHHH!wlmmmm m,mnnmlmmmn
T TR m e

Hesaplanan TE elektrik alanin mod genligi

=]
2 ®

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

; ...'mmnmm.l,nmmmm;.a,m.nnimm.mnmnnn.t.l,mnmn
TR R

Hesaplanan TE magnetik alanin mod genligi

==
R 8

I=R=]
2 R

Sekil 4.5. T™M - modunda osilasyon yapan kaynagin olusturdugu osilasyonlar.



88

Ayni kavite ve aym kayipli yapi igin, TM,,, modu Elektrik alani ile kavite

icerisinde osilasyon olusturuldugunda elde edilen grafiksel sonuclar Sekil 4.6.’da

gosterilmigtir.

The TM-mode amplitude " of the elactric fisld

ﬂ MﬂMMMQMMMMMWMWWMMMMﬂﬂﬂﬂﬁnnﬂnnnﬁqmwnnnmm
U UUUVUUUUWUUWUUVUWUUVUUUUWWUUUUUVUUUUUWWWWWUWwaww

TM Elektrik alanin mod genligi

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

l”“lI“l“l|H““““““““l“““l‘I“l|lllHn1n,1nintmﬁw
'l”'””””””“'””””ll'l”””””””””””” i

TM Magnetik alanin mod genligi

0 i'mmlilllllilllllnllllllmllhulllllm'HH““l““l“l“l“l“l
. uwuuummrwmwuuuwuuwmmmuuumumuu

Hesaplanan TE elektrik alanin mod genligi

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

nlllmll“lmll“lnlmlmllHlnIHIlnllHHHmml“mm““
2 LRI R HH””HH”UHH”””]”””””””

Hesaplanan TE magnetik alanin mod genligi

Sekil 4.6. T™M - modunda osilasyon yapan kaynagin olusturdugu osilasyonlar.
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4.4. Sonuclar

1. GCOzim (4.5), icerisinde bir kayipli yapt bulunan bir kavitede sonlu bir
isaretin (4.2) etkisi altinda “zorlanmis” ve serbest osilasyonlarin olusmasina neden
olan eslenmis mod ¢iftlerinin, ortaklasa bir birlesik dinamik sistem ortaya ¢ikardigini
gostermektedir.

2. Cozim (4.5)’deki ilk terim, 0< & <7 siiresince kaynak tarafindan kavitede
olusturulan zorlanms osilasyonlara karsilik gelmektedir. Ikinci terim ise, kaynak
¢ =7 anida sonlimlendirildikten sonra (£ >17) devam eden serbest osilasyonlar
ifade etmektedir. Sekil 4.2. - Sekil4.6’da her iki terim igin sayisal sonuglar agik bir
sekilde goriilmektedir. Serbest osilasyonlar £ =7 aninda Y(z) genligi ile baglarlar.
& <0 durumu icin; nedensellik ilkesinin karsiligi olarak ¢oziimiin X (&) =0 oldugu
gorulmektedir.

3. Sekil 4.2. ve 4.3.’te kavite 6zfrekansi ile kaynak isaret frekansi es oldugu
icin rezonans durumu, kavite 6zfrekansi ile kaynak isaret frekansinin farkli oldugu
Sekil 4.4.-Sekil 4.6.’da modlar arasi1 ¢akisma durumu gortilmektedir.

4. Osilasyonlarin frekanslart Q matrisinin 6zdegerleri ile belirlenmistir. Kavite

igerisinde yapi bulunmadiginda o =0 oldugundan y, =y, =y, =0 olur. Qnun @,
ozfrekansma es olan ozdegerleri A, =+, A,, =+ olmak (zere ¢ift ve tamamen

imajinerdir. Eger kavitenin siradanhigl, igerisine konan bir kayipli yapt (o #0) ile
bozulursa, Q'nun es 6zdegerleri ikiye ayrilmak durumunda kalmakta, ve 6zdegerler
farkli ve kompleks-degerli olmaktadirlar. Ozdegerlerin kompleksligi, dinamik

sistemin fiziksel olarak enerji harcayan bir sistem oldugu anlamina gelmektedir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Yontemi agisindan bitun bolumlerde varilan 6nemli bir sonucu burada g6z
oniine almak ve Ulzerinde ayrica durmak gerekir. Calismadaki biitiin problemlerde

asagidaki bagimsiz prosediirler uygulanarak ¢oziimlere ulasilmustir.

1. Ik adim, Maxwell denklemler sisteminde zaman tiirevi korunarak modal
bazin belirlenmesidir. Bu; Maxwell denklemler sisteminden kendine-6zdes lineer bir
operatdriin ayrilmast ile baglar. Ele aliman problemlerde operatér yalnizca uzay
koordinatlar1 iizerinde etkili olup kendine-6zdes Ozelligine sahiptir. Bununla

matematiksel olarak, Laplace operatori igin sinir 6zdeger problemine ulasilir.

Operat6r kendine-6zdes 6zelligine sahip oldugundan dolayi, ¢oziim uzayinda
bir baz meydana getiren kendi 6zvektorlerinin tamamlanmig bir setine sahiptir. Bu
nedenle ¢oziim 6zvektor serileri formunda ifade edilebilmektedir. Serilerin her bir
terimi koordinatlarin vektdrel bir fonksiyonu ve zaman-bagimli katsayilarin ¢arpimi
seklinde elde edilmektedir. Buradaki tiim vektorler elde edilen bazin bir elemani
olarak bilinmektedirler. Fakat bilinmeyen zaman-bagimli modal genlik katsayilarinin

hesaplanmas1 gerekmektedir.

2. Ikinci adimda, problem modal genlikler igin tiiretilmistir. Maxwell
denklemler sisteminde korunan zaman turevi, modal genlikler icin evrim denklemleri
setinin tiiretilmesine katilir. Dikkate deger bir durum olarak, bu evrim denklemlerinin
sadece analizin ilk bolimiinde elde edilen 6zdegerleri icerdigini gormek gerekir.

Sadece bu anlamda, modal genlikler problemi baz probleminden bagimsizdir.

Somut fiziksel sonuglarin ¢ogu tezdeki bolimlerin son kisimlarinda

listelenmistir. Burada biitin bolumler igin ortak olan sonuclar tekrar ele alinmustir:

e Evrim denklemlerinin turetilmesi prosedirl “zorlanmis” isaretlerden
bagimsizdir. Bundan dolayi, deneysel olarak elde edilen isaretlere ait degerler de
kaynak fonksiyonu olarak alinabilir.

e Her mod baslangi¢ degerinden itibaren ayr1 ayr1 gelisir. Modal agilimlar

elektromagnetik alan i¢in baslangi¢ kosullarini otomatik olarak saglar.
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e Modal agilimlar nedensellik prensibini de otomatik olarak saglar.

e Modal alan agilimlarinda irrotasyonel modlara ait modal genlikler zaman-
bagimli olarak elde edilmistir. Oysa ki, klasik zaman-harmonik alan konsepti

irrotasyonel modlar1 daima statik alanlar olarak yorumlar.
[leride, konunun asagida belirtilen uzantilari izerinde calisilabilir.

1. Tespit edildigi gibi, elektromagnetik teoriye evrimsel yaklasim g¢ercevesi
icerisinde kavite problemlerinin ¢ozimu, en sonunda iki bagimsiz problemin goz
Online alinmasina indirgenmektedir. Bunlarin her ikisi de tezde analitik olarak
cOziilmiistiir. Ancak, baz elemanlarina kars1 gelen 6zdegerleri agik bir sekilde elde
etmek miimkiin olmadig: takdirde, bunlar; 6rnek olarak varyasyon yontemi ile sayisal
olarak bulunabilir. Bulunan bu sayilar daha sonra evrim denklemlerine yerlestirilmeli

ve sonrast analitik olarak ¢oziilmelidir.

2. Modal genlikler kapali formda basit konvoliisyon integralleri olarak elde
edilmistir. Integralin icinde bulunan kuvvet fonksiyonu iizerinde, integre edilebilirligi
disinda, bagka herhangi bir sinirlama getirilmemistir. Bundan dolayi, deneysel

tecriibelere dayanan bilgiler de buraya yerlestirilebilir.

3. Klasik zaman-harmonik alan konsepti, irrotasyonel mod setlerini her zaman
bazi statik alanlar olarak yorumlarken ele alinan yontemle irrotasyonel modlarin
genliklerinin zamanla degisebilir oldugu durumlar ortaya koyulmustur. Dahasi,
gerilim darbesini modelleyen ultra genis bant bir isaretle yapilan hesaplamalarda;
solenoidal modlarin genliklerine siddet olarak baskin gelen irrotasyonel modlarin
uretilebildigi gortilmistir. Bu bakimdan; ele alinan yontem, elektromagnetik
uyumlulukta gerilim ve akim darbelerinin incelenmesi konularinda ¢esitli durumlarin

modellenerek gercek zamanda analizlerinde kullanilabilir.
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EKLER

Ek-1. Simir Kosullarinin Birbirini Saglamasi

VxH, (1) =o&E,(r), (n-H,)
VxEn(r):a)n,uOHn(r), [ann]

:O’

T 0. 1)

[

R operatorinin @, #0 o6zdegerleri i¢in, yukarida ele aliman (2.16) sinir

0zdeger problemindeki her iki sinir kosulu birbirini sagladiklart i¢in, bunlardan biri
hesaplamalarda ihmal edilebilir. Bunu ispatlamak icin S' ylizeyinde “rastgele bir

sekilde ve konumda” kapali bir | konturu alinsin.

S' yuzeyinin |' ile gevrelenen yuzeyi s' ile belirtilsin ve n'; s' yiuzeyine
birim normal vektor olsun. Her bir diferansiyel denklem (1); s' yiizeyinde saglanir.

Denklem (1)’den ikinci denklem alinarak asagidaki hesaplamalar gergeklestirilebilir:
[n"VxE,ds=aw.u[n"H,ds

ve buradan I'; ' konturuna ve S' yiizeyine teget birim vektdr olmak iizere:

[1"E ds= s [n"H ds

ulagilir. S' ylzeyinin S yiizeyi ile ¢akistigi limitte;

[I-Eds=w,u, [N-H ds
| S

ulagilir. Simdi | konturu ve s yuzeyi S yizeyindedir. N; S yuzeyine birim normal
vektor, | S yiizeyine teget birim vektordiir. | konturu ve s ylzeyi S yuzeyinde
oldukca denklem (1)’den sinir kosullarini kullanabiliriz.

(N'Hn) =0

S

=0 iken (I-E,)

=0 ve tersi; (I'E,)

=0 iken (N-H,)

saglanmaktadir. Boylece @, #0 06zdegerleri i¢in sinir kosullarmin birbirlerini

sagladiklar1 ve hesaplamalarda birbirlerinin yerine kullanilabilecekleri ispatlanir.
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Ek-2. Matris Ustel Fonksiyon ve Vektor K onvollisyon
Integralin Hesaplanmasi

X (&)=-u(&)[ [ *F, |s(x)dx

0

(2.58)’deki gibi bir matris ustel fonksiyon degisik yontemlerle hesaplanabilir
”. Bu tezde hesaplama icin Lagrange inter polasyonu temeli tizerine kurulu bir analitik

yontem kullanilmistir. Q sabit bir mxm matris ve F_; m bilesenli bir vektor olsun

(F, =col(1,0,...,0)). Matris iistel ve F, vektor serisinin garpmu;

o[ (x-£)Q]+F, =2 7" )

seklinde sonlu bir seridir. Burada A ’lar Q matrisinin dzdegerleridir. Bu dzdegerler;

Q matrisi igin asagidaki karakteristik denklemin ¢ozumuddrler:
det(AU -Q)=0 (2)

Burada U; m boyutlu Q matrisi ile ayn1 boyutlu birim matristir. (1)’deki F

r

katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanmasi gereken mbilesenli sabit vektorlerdir:

¢ 2 U _Q
I 3
[sgm ﬂ’s_j’r j ( )

A, ve A, dzdegerleri birbirlerinden farkli olduk¢a denklem (3) kullanilabilir.

Dolayistyla; (2.58) denklemindeki konvollisyon integraline benzer bir integral
asagidaki sekilde hesaplanabilir:

0

J; &9 Fus(x)d= 2 F, ) € () o @
r=1

. http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/matrixexponential/
MatrixExponentialBib/Links/MatrixExponentialBib_Ink _2.html
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Ek-3. Enerjinin Korunumu Kanunu

Modal genlikler igin Cauchy denklemi (2.44)-(2.47), baslangic degerinden

itibaren her modal genligin ayr: ayr: gelistigini géstermektedir:

9278 ity =-Fu() X,

€ (0)
I iae =0 H
ot % =T

)

0,
0,

0
(0

%qHZye;’ - = —Fn”u(t)ﬂ, e (0)=0,

T n
i "+a)"q'1'=0, hr’:(O):O,
dt !

d 0,11 (1)

N 2 :—F t—’ 0 :O,

T ra =-Ru(t) = 3,(0)

d

—b, =0, b (0)=0,

dt " (0)

Bu; her modal alanin Maxwell denklemler sistemine kismi bir ¢6ziim oldugu
anlamina gelir. Bu denklemler, sinir kosullari ile ihtiya¢ duyulan baslangi¢ kosullarini
saglar ve nedensellik prensibinin gereksinimlerini karsilar.

Solenoidal modlardan biri icin alanlar zaman-uzayinda asagidaki sekilde alinsin:

£/ = (E, (1), H () =W (OH (1), n=12... )

Burada; n alt indisi bu modal alanlarin belirteci olarak yorumlanabilir. Alanlar igin

vektorel Maxwell denklemleri yazilsin:

VxH, (r,t)=0,6,& (r.t)+0& (r,t)+ T, (r.t), (2)

VxE(r,t)=—p0H (r,1) 3)
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Eger, kavite alanlar1 konumu rg konum vektord ile belirtilen bir nokta dipol ile

[13 : b2l ’ —_ !S(t) ’ !
uyarilirsa, “modal kuvvet fonksiyonu Jn(r,t)—Fn?goEn(r) olur. Burada, F/
sabiti; d vektorl nokta dipolin yonuni ve yogunlugunu belirtmek uUzere

Fn':é(d-E;(rS)) e esittir. Bu F, sabiti, € (t) ve h,(t) modal genlikleri igin (2.44)

Cauchy probleminin sag tarafinda ortaya ¢ikar :

d U / i 1 1 St /
Een+27en_wnhn:_|:nu(t)¥’ €,(0)=0,
(4)

d ’ "o ’
ahn+a)nen:0, }’11(0)20,

Genelden bir kayip olmaksizin A, =1 alinsin. Bu modal genliklerin € (t)/F,

ve h (t)/ F. sekilde normalizasyonuna karsilik gelir.

(2) ve (3) Maxwell denklemleriyle bazi standart hesaplamalar yapilsin:

(-9 xH) =52 &1 08+ e £)+ e (51-8)) ©
&,

0

(Hy - VxE)=—u, (Hy-0,Hy). (6)

(1) alanlar1 (5) ve (6) denklemlerine yerlestirilsin ve kavite hacmi V boyunca

integre edilsin ( (1/v)jv#dv ).

S (E()EL () dv) =1 ve o[ (HL(r)-H; (r)dv)=1 ™

normalizasyon kosullarinin kullanilmasi asagidakini verir:

11 ! ! / d / / 1 /

e”Vh” J'V(En.Van):ehaen+27(q1)2+?ehs (8)
er:hr: ' ry ' d ’
Vv J.V(Hn'VXEn)__hnEhn 9)
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(9) denklemi (8)’den ¢ikarilsin. (E,-VxH/)—(H}-VxE])=V-[H,xE/]

0zdesliginin ve Gauss Teoreminin kullanmasi asagidakini verir:

&s (10)

=~

q’whr: ' ' _ A d ' ld ' ;\2
Tcﬁan-[Enxn]ds_enaen+hnahn+27(en) +

Burada;, 2y =o0/¢g,, S V kavite hacmini sinirlayan kapali yiizey, n; S ylizeyinden
disart birim vektordiir. S yiizeyi milkemmel iletken fiziksel 6zelliklerine sahiptir:

dolayistyla; [E x n]|S =0 ’dir. Boylece integralin i¢i sifir olur:

& O+ O[] +dmst-0 @y

ale

€ (1)
(4) diferansiyel denklemleri direkt formiiller olarak kullanilabilir:

e =278 +aify — 2t
] 12
Il Y t)=— r A

Burada; genelden bir kayip olmaksizin t>0 ve F. =1 kabul edilmistir. %e; ve

%h;’in bu formdllerinin denklem (11)’de yerine konmalar1 0=0 6zdesligini verir.

Bu sekilde (1) zaman-uzayr modal alanlarinin enerjinin  korunumu kanununu
sagladiklar1 gosterilir.

n alt indisi bir parametre olarak ele alinmisti. Buradan, (1) solenoidal modal
alanlari; enerjinin korunumu kanununu her (n=1,2,...) modal parametre degeri igin
saglarlar denir.

Ayni1 analiz tarzi1 asagidaki modal alanlar icin de tekrarlanabilir:

£/(r t) =€ ()EL(r), H(r.t) = R (t)H" (1), (13)
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Sonug olarak, biitiin solenoidal modlarin enerjinin korunumu kanununu sagladigi
goraldr.

Simdi “elektrik” tlrden irrotasyonel modlar seti ele alinsin:
& (rt)=2a,(t)ve,(r), #i(rt)=0n=12,. (14)

Bunlar, R operatoriinin col (V¢(r),0) gibi, sifir-degerli 6zdegerlerine karsilik

gelen, dzvektorleri ile ilgilidirler. Tum (14) modal alanlarinin enerjinin korunumu
kanununu sagladigimin ispatlanmasi igin, vektorel Maxwell denklemlerinden birine

ihtiyag vardir:
VxH(rt) =60, E(r,t)+c&(r,t)+T(r.t), (15)

Burada; ’H(r,t) olarak ’Hf(r,t)zo alinsin ve E(r,t) yerine Sf(r,t) yazilsin,
“Kaynak” vektor fonksiyonu 7 (r,t) yerine J(r,t)nin V¢, (r) baz elemanma

uygun izdiisiimii alinmalidir. Daha 6nce nokta dipol igin kuruldugu gibi, bu izdisiim
o S(t) . o .1 .
F, ?80V¢n (r) a esittir. Burada F, sabiti V(d -V, (rs)) ¢ esittir. Bundan dolay,

denklem (15) asagidaki forma sahip olur:
e e 0 S(t)
0=£,0,& (r.t)+2y6,&; (r.t)+F, ?50V¢n(r) (16)

Burada; 2y=o0/¢,’dir. Denklem (16) &7(r,t) vektor alam ile carpilsn ve
(17V) J.V #dv seklinde integre edilsin.
Normalizasyon kosulu
Kﬁ &o

£ (Vv -S|

o[ 1o (r) dv=1 (17)

asagidakini verir:
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a, ()=, (1)+2/[a, (] +2a,(1) s(t) =0 (18)

s(t)

Burada F’=1 almms ve t>0 kabul edilmistir. %an +2ya, = —Fnou(t)?

evrimsel denklemi (F” =1 ve t >0 saglamak iizere) direkt formiil olarak almnabilir:

La,()--2r3, (U-@ 19)

(18) denkleminin (17)’ye yerlestirilmesi biitin n=1,2,... degerleri icin 0=0
esitligini verir. Boylece, elektrik tiirden biitiin irrotasyonel modlarin enerjinin

korunumu kanununu sagladiklart gosterilir.

Magnetik tiirden biitiin irrotasyonel modlar col (0,Vy/) gibi 6zvektorlerle

ilgilidirler. Bu; asagidaki modal alanlarla islem yapildigi anlamina gelir:

E'(r,t)=0,H,"(r,t)=b,(t)Vy,(r), n=12,... (20)
Enerjinin korunumu kanununun bu modlar i¢in de saglandigini ispat etmek igin,

VXET(r.t) =0 H(r.1) (21)

Maxwell denklemini ve %b

n

(t):O evrimsel denkleminin kullanilmasi da 0=0

esitligini verir.
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