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ÖZET

Süreksizlik içeren koaksiyel dalga kılavuzlarında elektromanyetik dalgaların saçıl-

ması, hem teorik hem de uygulamalı elektromanyetik alan teorisi açısından önemli bir

araştırma konusudur. Bu tür yapılar, mikrodalga mühendisliği, radar sistemleri, haber-

leşme teknolojileri, ölçüm aygıtları ve dalga kılavuzu tabanlı filtre tasarımlarında yaygın

olarak kullanılmaktadır. Özellikle yüksek frekanslı devre tasarımlarında karşılaşılan

yansıma problemleri, bu yapıların analitik olarak incelenmesini zorunlu kılmaktadır.

Bu tez çalışmasında, dış iletken yüzeyinde dielektrik malzeme ile kaplı yarı-sonsuz bir

oyuk bulunan koaksiyel dalga kılavuzuna gelen TEM düzlemsel dalganın saçılması

problemi ele alınmıştır.

Problemin matematiksel modeli, Helmholtz denklemi ve bu denkleme ait karma sınır

koşullarıyla oluşturulmuştur. Ardından, çözüm sürecinde Fourier dönüşümü kullanılarak

problem reel düzlemden kompleks frekans düzlemine taşınmış ve bu sayede Wiener–

Hopf yönteminin uygulanmasına olanak tanınmıştır. Elde edilen integral denklem,

Wiener–Hopf yönteminin klasik adımları olan çarpanlara ayırma ve analitik düzlemlerde

ayrıştırma teknikleriyle çözümlenmiştir. Bu ayrıştırma işlemi sonrasında elde edilen

ifadeler, Liouville Teoremi kullanılarak sabit bir fonksiyona indirgenmiş ve çözüm reel

düzleme geri taşınmıştır.

Analitik olarak elde edilen iletim katsayısı, farklı fiziksel parametrelere bağlı olarak

detaylı biçimde analiz edilmiştir. Bu kapsamda, oyuk derinliği, basamak yüksekliği ve

oyuk içerisine yerleştirilen dielektrik malzemenin bağıl geçirgenliği gibi parametrelerin

iletim karakteristiği üzerindeki etkileri grafiksel olarak ortaya konmuştur. Özellikle

belirli frekans aralıklarında iletim katsayısının ciddi oranda azaldığı ve yapının bir bant

durdurucu filtre gibi davranabildiği gözlemlenmiştir. Ayrıca, elde edilen sonuçların

parametrik hassasiyeti analiz edilerek, yapının tasarımına ilişkin pratik mühendislik

çıkarımları da sunulmuştur. Bu durum, yalnızca teorik katkı sağlamakla kalmayıp,

aynı zamanda gerçek sistemlerin performans öngörüsü açısından da önemli avantajlar

sunmaktadır.

Elde edilen sonuçlar, saçılma problemlerinin analitik çözümünde Wiener–Hopf yön-

teminin etkinliğini göstermekte; mikrodalga aygıt tasarımı, filtre optimizasyonu ve

elektromanyetik uyumluluk gibi ileri mühendislik uygulamalarına katkı sağlamaktadır.

Bu tez Gebze Teknik Üniversitesi Bilimsel Araştırma Projesi Koordinatörlüğü tarafından

desteklenmektedir. Proje no: BAP 2023-A-101-09.

Anahtar Kelimeler: Elektromanyetik Dalga Saçılımı, Kırınım, Koaksiyel Dalga

Kılavuzu, Süreksizlikler, Wiener-Hopf Tekniği.
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ABSTRACT

The scattering of electromagnetic waves in coaxial waveguides with discontinuities is a

significant research topic in both theoretical and applied electromagnetic field theory.

Such structures are widely used in microwave engineering, radar systems, commu-

nication technologies, measurement devices, and waveguide-based filter designs. In

particular, reflection problems encountered in high-frequency circuit designs necessitate

the analytical investigation of these structures. In this thesis, the scattering of a TEM

plane wave incident on a coaxial waveguide with a semi-infinite groove loaded with

dielectric material on the outer conductor surface is analyzed.

The mathematical model of the problem is constructed using the Helmholtz equation and

the associated mixed boundary conditions. In the solution process, Fourier transform

is applied, transferring the problem from the real domain to the complex frequency

domain, which enables the application of the Wiener–Hopf method. The resulting

integral equation is solved by following the classical steps of theWiener–Hopf technique,

namely factorization and analytic separation in upper and lower complex half-planes.

After this separation, the expressions are reduced to a constant function using Liouville’s

theorem, and the solution is transformed back into the real domain.

The analytically obtained transmission coefficient is examined in detail based on various

physical parameters. In this context, the effects of groove depth, step height, and the

relative permittivity of the dielectric material inside the groove on the transmission

characteristics are illustrated graphically. It is observed that the transmission coefficient

significantly decreases at certain frequency intervals, indicating that the structure can

behave like a band-stop filter. Furthermore, a parametric sensitivity analysis of the ob-

tained results is conducted to provide practical engineering insights related to the design

of such structures. This not only contributes theoretically but also offers substantial

advantages for predicting the performance of real systems.

The results demonstrate the effectiveness of the Wiener–Hopf method in solving scat-

tering problems analytically. The outcomes of this study are expected to contribute to

advanced engineering applications such as microwave device design, filter optimization,

and electromagnetic compatibility.

This thesis is supported by the Scientific Research Projects Coordination Unit of Gebze

Technical University. Project No: BAP 2023-A-101-09.

Keywords: Electromagnetic Wave Scattering, Diffraction, Coaxial Waveguide,

Discontinuities, Wiener-Hopf Technique.
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1. GİRİŞ

Elektromanyetik (EM) dalgaların süreksizlik içeren dalga kılavuzundan saçılımı, mikro-

dalga ve iletim hattı ölçüm teknikleri, filtreler, bağlantı elemanları gibi çeşitli mühendis-

lik problemleri için oldukça ilginç bir konu olmuştur. EM dalgaların koaksiyel dalga

kılavuzundan yayılımı ise 1994’den bu yana mühendislik ve bilimsel alanlarda büyük

ilgi görmektedir. İlk olarak Whinnery ve arkadaşları, iç silindiri adım süreksizliği

içeren koaksiyel dalga kılavuzundan saçılımı detaylı bir şekilde incelemişler ve diğer

adım tipi süreksizliklerin belirlenmesi üzerine çalışmalar yapmışlardır [1]. Daha sonra,

1998’deMongiardo ve arkadaşları Green fonksiyonu kullanarak genelleştirilmiş network

formülasyonu ile aynı problemi analiz etmişlerdir [2].

Wiener-Hopf yöntemi kullanılarak yapılan ilk çalışma, Papadopulos tarafından ele

alınan, iki dairesel silindirin birleşiminden kaynaklanan saçılmanın incelenmesi prob-

lemidir [3]. Daha sonra, [4],[5],[6]’deki geometrilerden saçılma problemleri, birinci

ve ikinci tip modifiye Wiener-Hopf denklemlerinin elde edilip çözülmesi ile incelen-

miştir. [7] ve [8]’de ise farklı dieketrik malzemeler ile yüklü asimetrik oyuk içeren

paralel levhalı dalga kılavuzundan EM dalganın saçılımı Wiener-Hopf yöntemi ile anal-

itik olarak incelenip, problemin parametrelerine göre yansıma ve iletim katsayılarının

değişimi grafiksel olarak sunulmuş ve böyle bir yapının bant durduran bir filtre olarak

kullanılabileceği ortaya konmuştur.

Son on yılda, farklı türde süreksizlikler içeren koaksiyel dalga kılavuzlarından elektro-

manyetik dalgaların saçılması hala analitik ve sayısal olarak çalışılmaktadır. Hacıve-

lioğlu ve arkadaşları, farklı derinliklere sahip ve farklı dielektrik malzemelerle doldurul-

muş iç ve dış silindirlerinde iki zıt oyuk içeren koaksiyel dalga kılavuzundan saçılımı

Winer-Hopf yöntemi kullanarak analiz etmişlerdir [9], [10]. Aksimsek ve arkadaşları,

sadece dış silindirde adım süreksizliği olan koaksiyel dalga kılavuzundan elektro-

manyetik dalganın saçılmasını ele almışlardır [11], [12]. Aksimsek, doktora tezinde

sadece dış silindirinde adım süreksizliği olan koaksiyel dalga kılavuzundan saçılımın

incelenmesine ek olarak sadece iç silindirde adım süreksizliği olan koaksiyel dalga

kılavuzundan elektromanyetik dalganın saçılımını da incelemiştir [13]. [14] ve [15]

makalelerinde, dış silindirinde büyük bir dairesel boşluk bulunan koaksiyel dalga kılavu-

1



zları ele alınmıştır. [15]’te, [14]’deki koaksiyel dalga kılavuzu bir dielektrik malzeme ile

doldurulmuştur. Her iki çalışmada da saçılan alanlar, Wiener-Hopf yöntemi kullanılarak

analitik olarak incelenmiştir.
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2. PROBLEMİN FORMÜLASYONU VE ÇÖZÜMÜ

2.1. Wiener–Hopf Yöntemine Giriş

Wiener–Hopf yöntemi, yarı-sınırlı bölgelerde tanımlı sınır değer problemlerinin analitik

çözümünde kullanılan güçlü ve sistematik bir yaklaşımdır. Bu yöntem ilk olarak 1931

yılında Norbert Wiener ve Eberhard Hopf tarafından, yıldızların radyasyon dengesini

modelleyen integral denklemleri çözmek amacıyla geliştirilmiştir. Zamanla elektro-

manyetik dalga teorisi, elastisite, akustik ve kırılma mekaniği gibi birçok fiziksel alanda

uygulanmaya başlanmıştır [16, 17].

Yöntem, özellikle geometrik olarak yarı-sonsuzluk içeren problemlerde ortaya çıkan

integral veya diferansiyel denklemleri çözmek amacıyla kullanılmaktadır. Bu tür den-

klemler, uygun bir Fourier dönüşümüne tabi tutularak, tanım alanı reel düzlemden

kompleks-α düzlemine genişletilir. Bu dönüşüm, problemi diferansiyel uzaydan cebrik

uzaya taşıyarak çözüm sürecini kolaylaştırır.

Fourier dönüşümünün uygulanması sonucunda elde edilen eşitlik genellikle şu şek-

ildedir:

A(α) Φ+(α) +B(α)Ψ−(α) + C(α) = 0,

burada Φ+(α) fonksiyonu kompleks-α düzleminin üst yarı düzleminde, Ψ−(α) fonksiy-

onu ise alt yarı düzleminde analitik ve sınırlıdır. Bu noktada çözüm, iki parçalı fonksiy-

onun ayrıştırılması (decomposition) ilkesine dayanır. Amaç, ifadenin her iki tarafını

yalnızca bir yarı düzlemde analitik olacak şekilde ayırmaktır.

Bu ayrıştırma için genellikle şu tür bir faktörizasyon yapılır:

A(α)

B(α)
=

M+(α)

M−(α)
,

burada M+(α) fonksiyonu üst yarı düzlemde, M−(α) fonksiyonu ise alt yarı düzlemde

analitiktir. Bu işleme çarpanlara ayırma (faktörizasyon) denir [16].

Faktörize edilen ifade, ortak bir fonksiyon etrafında yeniden yazılır. Eğer bu fonksiyon

hem üst hem de alt yarı düzlemde analitik ve sınırlıysa, Liouville Teoremi’ne göre sabit

olmak zorundadır. Bu sayede Φ+(α) ve Ψ−(α) için kapalı form çözümler elde edilir.

Son adımda, elde edilen çözüm fonksiyonları orijinal reel düzleme geri döndürülür. Bu

3



işlem, ters Fourier dönüşümü uygulanarak gerçekleştirilir. Kontur integrali genellikle

Jordan konturu yardımıyla kapatılır ve Jordan Lemması ile birlikte Cauchy Rezidü

Teoremi kullanılarak çözüme ulaşılır [17].

Wiener–Hopf yönteminin en önemli avantajı, karmaşık sınır koşullarına sahip problem-

lerin analitik olarak çözülebilmesine olanak tanımasıdır. Özellikle süreksizlik içeren

yapılar, dalga kılavuzları, saçılma problemleri ve sonsuz geometrili ortamlar gibi klasik

çözüm tekniklerinin zorlandığı durumlarda etkin bir çözümdür. Ayrıca yöntem, elde

edilen çözümün asimptotik davranışını açıkça ortaya koyabilme yeteneğine sahiptir.

2.2. Problemin Geometrisi ve Karma-Sınır Değer Problemi

Sonsuz yarı uzunlukta bir eş eksenli silindirik dalga kılavuzu ele alalım. Bu dalga

kılavuzunun iç ve dış silindirik duvarları, z ∈ (−∞, 0) bölgesi için sırasıyla ρ = a ve

ρ = b konumlarında bulunmaktadır. Bu yapı, farklı bir yarı sonsuz eş eksenli silindirik

dalga kılavuzuna bağlanmaktadır. Yeni dalga kılavuzunun iç duvarı aynı konumda

(ρ = a) kalırken, dış duvarı z ∈ (0,∞) bölgesinde ρ = c konumuna yerleşmiştir.

Koaksiyel dalga kılavuzu içinde, {ρ ∈ (b, c), φ ∈ (0, 2π), z ≥ 0} aralığında tanımlanan

yarı sonsuz bir oyuk dış iletkende yer almaktadır. Bu oyuk, belirli elektriksel iletkenlik

(ε1), manyetik geçirgenlik (µ1) ve dalga sayısı (k1) değerlerine sahip dielektrik bir

malzeme ile doldurulmuştur. Şekil 2.1 bu yapının şematik gösterimini sunmaktadır.

Şekil 2.1: Problemin geometrisi

4



2.3. Wiener-Hopf Denkleminin Elde Edilişi

Zamana bağlılığı, ω açısal frekans olmak üzere exp(−iωt) olan ve pozitif z doğrul-

tusunda iki silindir arasında yayılan TEM dalgası

H i
φ(ρ, z) = ui(ρ, z) =

eikz

ρ
(2.1)

şeklindedir. Burada k, ortamın zayıflatma etkisiyle ilgili olarak küçük bir sanal kısma

sahip olan dalga sayısını göstermektedir. Kayıpsız ortam için sonuçlar, analizin so-

nunda Im(k) → 0 alınarak elde edilecektir. Problemin simetrisinden dolayı bütün alan

bileşenleri Hφ = u(ρ, z) cinsinden ifade edilmektedir.

Eρ =
1

iωε

∂u(ρ, z)

∂z
,

Ez = − 1

iωε

1

ρ

∂

∂ρ
[ρu(ρ, z)]

(2.2)

şeklinde ifade edilir ve Helmholtz denklemi sağlanır:

∂2Hφ

∂ρ2
+

1

ρ

∂Hφ

∂ρ
+

∂2Hφ

∂z2
+

(
k2 − 1

ρ2

)
Hφ = 0. (2.3)

Analizin kolaylığı için u>(ρ, z) toplam alan aşağıdaki gibi ifade edilecektir:

u>(ρ, z) =

ui + u(ρ, z), ρ ∈ (a, b), z ∈ (−∞,∞)

u1(ρ, z), ρ ∈ (b, c), z ∈ (0,∞)

(2.4)

u(ρ, z) ile u1(ρ, z) alanları Helmholtz denklemini sağlayan saçılan alanlardır ve aşağıda

belirtilen koşulları sağlamaktadır:

Ez(a, z) = 0, z ∈ (−∞,∞) (2.5a)

Ez(b, z) = 0, z ∈ (−∞, 0) (2.5b)

Eρ(ρ, 0) = 0, ρ ∈ (b, c) (2.5c)

Ez(c, z) = 0, z ∈ (0,∞) (2.5d)

H i
φ(b, z) +Hφ(b, z) = Hφ

(
b+, z

)
(2.6a)

Ez(b
−, z) = Ez

(
b+, z

)
(2.6b)

Burada, (2.5) ile verilenler sınır koşulları, (2.6) ile verilenler ρ = b ve z ∈ (0,∞) ’da

sağlanması gereken süreklilik koşullarıdır. (2.2)’deki ifadelerin kullanılmasıyla (2.5)

5



ve (2.6) koşulları aşağıdaki gibi yazılabillir:

u(a, z) + a
∂u(a, z)

∂ρ
= 0, z ∈ (−∞,∞) (2.7)

u(b, z) + b
∂u(b, z)

∂ρ
= 0, z ∈ (−∞, 0) (2.8)

∂u1

∂z
(ρ, 0) = 0, ρ ∈ (b, c) (2.9)

u1(c, z) + c
∂u1

∂ρ
(c, z) = 0, z ∈ (0,∞) (2.10)

eikz

b
+ u(b, z) = u1(b, z), z ∈ (0,∞) (2.11)

εr

[
u(b, z) + b

∂u(b, z)

∂ρ

]
= u1(b, z) + b

∂u1

∂ρ
(ρ, z), z ∈ (0,∞) (2.12)

(2.3) numaralı denklem ve (2.7)–(2.12) koşulları ile tanımlı karma-sınır değer problemi-

nin tek çözümünün olabilmesi için aşağıdaki ayrıt ve radyasyon koşullarının sağlanması

gerekmektedir[10].

u>(b, z) = O
(
|z|1/2

)
, |z| → 0

∂u>

∂ρ
(b, z) = O

(
|z|−1/2

)
, |z| → 0

(2.13)

u(ρ, z) = O
(
eik|z|

)
, |z| → ∞ (2.14)

u(ρ, z) fonksiyonunun, ρ ∈ (a, b), z ∈ (−∞,∞) bölgesi için sağladığı(
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

∂2

∂z2
+ k2

)
u(ρ, z) = 0 (2.15)

Helmholtz denklemine Fourier dönüşümü uygulandığında,(
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

[
K2(α)− 1

ρ2

])
F (ρ, α) = 0 (2.16)

elde edilir. Burada K(α) =
√
k2 − α2 karekök fonksiyonu, α = k noktasından

α = k + i∞ ve α = −k noktasından α = −k − i∞’ye kadar uzanan bir kesilmiş

α-kompleks düzleminde K(0) = k şeklinde tanımlıdır.

u(ρ, z) ’in Fourier dönüşümü olan ve

F (ρ, α) =

∫ ∞

−∞
u(ρ, z)eiαzdz (2.17)

ile tanımlanan F (ρ, α),

F (ρ, α) = F−(ρ, α) + F+(ρ, α) (2.18)
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olup F−(ρ, α) ve F+(ρ, α) fonksiyonları ise aşağıdaki gibidir:

F−(ρ, α) =

∫ 0

−∞
u(ρ, z)eiαzdz (2.19)

F+(ρ, α) =

∫ ∞

0

u(ρ, z)eiαzdz (2.20)

Burada F−(ρ, α) ve F+(ρ, α) fonksiyonları bilinmeyenler olup, kompleks α-düzleminin

sırasıyla Im(α) < Im(k) ve Im(α) > Im(−k) yarı düzlemlerinde analitik fonksiyon-

lardır. (2.16)’daki Bessel denkleminin çözümü şu şekilde yazılabilir:

Şekil 2.2: Kompleks α- düzlemi

F (ρ, α) = A(α)J1(Kρ) +B(α)Y1(Kρ) (2.21)

şeklinde olup burada J1(Kρ) ve Y1(Kρ), sırasıyla birinci ve ikinci türden standart

Bessel fonksiyonlarını ifade etmektedir. A(α) veB(α) ise belirlenmesi gereken spektral

katsayılardır. (2.7) sınır koşuluna Fourier dönüşümü uygulandığında,∫ ∞

−∞
u(a, z)eiαzdz + a

∂

∂ρ

∫ ∞

−∞
u(a, z)eiαzdz = 0 (2.22)

F (a, α) + aF ′(a, α) = 0 (2.23)
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olur. Burada (′), ρ’ya göre birinci mertebeden türevi ifade etmektedir. Denklem

(2.21)’nin (2.23)’e yerleştirilmesiyle,

A(α)J1(Ka) +B(α)Y1(Ka) + a

{
A(α)K

[
J0(Ka)− 1

Ka
J1(Ka)

]

+B(α)K

[
Y0(Ka)− 1

Ka
Y1(Ka)

]}
= 0 (2.24)

A(α)J0(Ka) +B(α)Y0(Ka) = 0 (2.25)

B(α) = −A(α)
J0(Ka)

Y0(Ka)
(2.26)

elde edilir. (2.26)’de A(α) cinsinden elde edilen B(α)’nın (2.21)’de kullanılmasıyla

(2.21) ifadesi

F (ρ, α) =
A(α)

Y0(Ka)
[J1(Kρ)Y0(Ka)− J0(Ka)Y1(Kρ)] (2.27)

şeklinde tek bilinmeyenli hale gelir. (2.8) sınır koşuluna söz konusu bölgede Fourier

dönüşümü uygulanarak,∫ 0

−∞
u(b, z)eiαzdz + b

∂

∂ρ

∫ 0

−∞
u(b, z)eiαzdz = 0 (2.28)

F−(b, α) + bF ′
−(b, α) = 0 (2.29)

elde edilir. Öte yandan aşağıdaki ifade yazılabilir:

F (b, α) + bF ′(b, α) = F−(b, α) + bF ′
−(b, α) + F+(b, α) + bF ′

+(b, α) (2.30)

(2.29)’un (2.30)’da kullanılmasıyla aşağıdaki eşitliğe ulaşılır:

F (b, α) + bF ′(b, α) = F+(b, α) + bF ′
+(b, α) (2.31)

Ardından (2.27)’in (2.31)’de ρ = b için yerine yazılmasıyla A(α) spektral katsayısı:

A(α) =

[
F+(b, α) + bF ′

+(b, α)
]
Y0(Ka)

Kb [J0(Kb)Y0(Ka)− J0(Ka)Y0(Kb)]
(2.32)

şeklinde ifade edilir. Buna göre, (2.27) aşağıdaki gibi ifade edilir:

F (ρ, α) = P+(α)
[J1(Kρ)Y0(Ka)− J0(Ka)Y1(Kρ)]

Kb [J0(Kb)Y0(Ka)− J0(Ka)Y0(Kb)]
(2.33)

Burada,

P+(α) = F+(b, α) + bF ′
+(b, α) (2.34)
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Benzer şekilde, u1(ρ, z) saçılan alanı, ρ ∈ (b, c), z ∈ (0,∞) bölgesinde Helmholtz

denklemini sağlar. Bu denklemin z’ye göre Fourier dönüşümü şu şekilde ifade edilir:[
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

(
H2(α)− 1

ρ2

)]
G+(ρ, α) = −iαf(ρ) (2.35)

Burada, sınır koşulu (2.9) dikkate alınmıştır. H(α) fonksiyonu şu şekilde ifade edilir:

H(α) =
√

k2
1 − α2, Im k1 > Im k, (2.36)

olup α = k1 noktasından α = k1 + i∞’ye ve α = −k1 noktasından α = −k1 −

i∞’ye kadar kesilmiş kompleks α-düzleminde H(0) = k1 şeklinde tanımlıdır. Ayrıca,

Im(α) > Im(−k1) yarı düzleminde analitik olan G+(ρ, α) fonksiyonu ve f(ρ) aşağı-

daki gibidir:

G+(ρ, α) =

∫ ∞

0

u1(ρ, z)e
jαzdα (2.37)

f(ρ) = u1(ρ, 0) (2.38)

Homojen olmayan (2.35) diferansiyel denkleminin genel çözümü, ilgili homojen den-

klemin genel ve özel çözümünün toplamı şeklinde ifade edilir.

G+(ρ, α) = Gp
+(ρ, α) +Gh

+(ρ, α) (2.39)

Burada Gp
+(ρ, α) homojen olmayan denklemin özel çözümünü, Gh

+(ρ, α) ise ilgili

homojen denklemin genel çözümünü temsil etmektedir. Denklem (2.35) için bir özel

çözüm Green fonksiyonu aracılığıyla

Gp
+(ρ, α) = −iα

∫ c

b

f(t)G(t, ρ, α)tdt (2.40)

şeklinde ifade edilir. Burada G(ρ, t, α),diferansiyel denkleme ilişkin Green fonksiy-

onudur ve ρ ∈ (b, c), z ∈ (0,∞) olmak üzere Helmholtz denklemini,[
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
+

(
K2(α)− 1

ρ2

)]
G(ρ, t, α) = δ(ρ− t)

t
(2.41)

G(t+ 0, t, α)− G(t− 0, t, α) = 0 (2.42)

∂

∂ρ
G(t+ 0, t, α)− ∂

∂ρ
G(t− 0, t, α) =

1

t
(2.43)

G(b, t, α) + b
∂

∂ρ
G(b, t, α) = 0 (2.44)

G(c, t, α) + c
∂

∂ρ
G(c, t, α) = 0 (2.45)
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koşullarını sağlar. Burada (2.42) Green fonksiyonunun sürekliliğini, (2.43) Green fonk-

siyonunun türevinin sıçrama süreksizliğini ve (2.44), (2.45) koşulları ise Green fonk-

siyonunun probleme ait sınır koşullarını sağladığını ifade eder. Green fonksiyonunun

(2.42) denklemindeki genel ifadesi aşağıdaki yapıdadır:

G(ρ, t, α) =

A(α)J1(Hρ) +B(α)Y1(Hρ), b < ρ < t

C(α)J1(Hρ) +D(α)Y1(Hρ), t < ρ < c

(2.46)

Burada, A(α), B(α), C(α) ve D(α) belirlenmesi gereken spektral katsayılardır. (2.42)-

(2.45) ile verilen koşullar göz önüne alındığında, Green fonksiyonu şu şekilde belirlenir:

G(ρ, t, α) = Q(ρ, t, α)

M(b, c, α)
(2.47)

Burada,

Q(ρ, t, α) =
π

2

L(t, d, α)L(ρ, b, α), b < ρ < t

L(t, b, α)L(ρ, d, α), t < ρ < c

(2.48)

olupM (ρ1, ρ2, α) ve L (ρ1, ρ2, α) aşağıdaki gibi ifade edilen fonksiyonlardır:

M (ρ1, ρ2, α) = J0 (Hρ1)Y0 (Hρ2)− J0 (Hρ2)Y0 (Hρ1) (2.49)

L (ρ1, ρ2, α) = J1 (Hρ1)Y0 (Hρ2)− J0 (Hρ2)Y1 (Hρ1) (2.50)

Öte yandan, homojen çözüm Gh
+(ρ, α),

Gh
+(ρ, α) = Ã(α)J1(Hρ) + B̃(α)Y1(Hρ) (2.51)

olup burada Ã(α) ve B̃(α) belirlenmesi gereken spektral katsayılardır. (2.41) ve

(2.51)’in (2.40)’te kullanılmasıyla (2.35)’nın çözümü aşağıdaki gibi yazılır:

G+(ρ, α) = Ã(α)J1(Hρ) + B̃(α)Y1(Hρ)− iα

∫ c

b

f(t)G(t, ρ, α)t dt (2.52)

(2.10) koşuluna Fourier dönüşümü uygulandığında

G+(c, α) + cĠ+(c, α) = 0 (2.53)

olur. (2.52)’nin (2.53)’te kullanılmasıyla

Ã(α) = −Y0(Hc)

J0(Hc)
B̃(α) (2.54)
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elde edilir. Bu sonuç (2.52)’de kullanılırsa

G+(ρ, α) = −

[
J1(Hρ)Y0(Hc)− J0(Hc)Y1(Hρ)

B̃(α)

J0(Hc)
− iα

∫ c

b

f(t)G(t, ρ, α)t dt

]
(2.55)

elde edilir. Şimdi (2.12)’e Fourier dönüşümü uygulanırsa

εrP+(b, α) = G+(b, α) + Ġ+(b, α) (2.56)

olur. (2.55)’in (2.56)’da kullanılmasıyla da B̃(α),P+(b, α) cinsinden

B̃(α) = −εr
J0(Hc)

H(α)bM(b, c, α)
P+(b, α) (2.57)

şeklinde ifade edilir. Bu sonucun (2.55)’te kullanaılmasıyla aşağıdaki ifadeye ulaşılır:

G+(ρ, α) =
1

H2(α)bM(b, c, α)
{εrP+(b, α)H(α) [J1(Hρ)Y0(Hc)− J0(Hc)Y1(Hρ)]

(2.58)

−iαb

∫ c

b

f(t)H2(α)Q(t, ρ, α)t dt

}
elde edilir. (2.58)’ün sol tarafı, ρ = b’de , Im(α) > Im(−k1) üst yarı düzleminde anali-

tik bir fonksiyon olmasına rağmen, sağ taraftaki fonksiyonun analitikliği,H2(α)M(b, c, α)

nın Im(α) > Im(−k1) düzlemindeki sıfırlarında bozulmaktadır. Yani α0 = k1 ve

α = γm m = 1, 2, . . . noktalarında. BuradaM(b, c, γm) = 0. (2.58) ifadesinin her iki

tarafının Im(α) > Im(−k1) düzlemindeki kapalı bir kontür üzerinde integre edilip

Cauchy Rezidü Teoremi’nin uygulanmasıyla

εrP+(b, γm)Hm

(
J1(Hmb)Y0(Hmc)− J0(Hmc)Y1(Hmb)

)
= iγmb

∫ c

b

f(t)H2
m
Q(t, b, γm)t dt (2.59)

elde edilir. Burada,

Hm = H (γm) =
√
k2 − γ2

m (2.60)

Q (t, b, γm) =
π

2
L (b, b, γm)L (t, c, γm) (2.61)

L (b, b, γm) =
2

πHmb

olduğu göz önünde bulundurulursa (2.59) ifadesinden

2εr
πb

J0(Hmc)

J0(Hmb)
P+ (b, γm) = iγm

∫ c

b

f(t)HmL (t, c, γm) t dt (2.62)
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elde edilir. f(t) fonksiyonu mutlak integrallenebilir olup Dini kriterini sağladığı için

Fourier-Bessel serisi şeklinde gösterilir:

f(t) =
f0
t
+

∞∑
m=1

fmϕm (2.63)

Burada

ϕm =
π

2
HmL (t, c, γm) , m = 1, 2, . . . (2.64)

olup fm ve ϕm, sırasıyla normalleştirilmiş Fourier- Bessel katsayılarını ve ilgili or-

togonal fonksiyon kümesini temsil etmektedir. Öncelikle (2.63)’nin her iki yanı t ile

çarpılıp, t’ye göre b’den c’ye integre edilirse ; daha sonra (2.63)’nin her iki yanı tϕnile

çarpılıp t’ye göre b’den c ’ye kadar integre edilir ve ϕm fonksiyon dizisinin ortogonelliği

kullanılırsa

f0 =
1

ln
(
c
b

) ∫ c

b

f(t) dt (2.65)

fm =
1

v2m

∫ c

b

f(t)
π

2
HmL (t, c, γm) t dt (2.66)

olur. Burada v2m normu

v2m =

∫ c

b

π

2
HmL(t, c, α)

π

2
HmL (t, c, γm) t dt

∣∣∣∣
α=γm

(2.67)

ile tanımlı olup integral hesabı yapıldığında

v2m =
Y2

0 (Hmb)− Y2
0 (Hmc)

2Y2
0 (Hmb)

(2.68)

elde edilir. (2.65), (2.66) ve (2.67) ’in (2.62) ’ de kullanılmasıyla

f0 =
P+(b, k)

ikb ln
(
c
b

) (2.69)

ve

fm =
2εr
iγmb

Y0 (Hmc)Y0 (Hmb)

[Y2
0 (Hmb)− Y2

0 (Hmc)]
P+ (b, γm) , m = 1, 2, . . . (2.70)

elde edilir.

(2.11)’ deki süreklilik koşuluna Fourier dönüşümü uygulandığında aşağıdaki ifadeye

ulaşılır:

F+(b, α)−
1

ib(α + k)
= G+(b, α) (2.71)

(2.58) ve (2.33)’ün (2.71)’de kullanılmasıyla,

i

(k + α)
+

L0(b, a, α)

Mb(b, a, α)

P+(b, α)

K(α)
− bF−(b, α) = εr

L(b, c, α)

M(b, c, α)

P+(b, α)

H(α)
(2.72)
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elde edilir.

(2.72)’deki integralde (2.63)’ün kullanılmasıyla,

I =

∫ c

b

[
f0
t
+

∞∑
m=1

fm
π

2
HmL (t, c, rm)

]
L(t, c, α)t dt (2.73)

I =
1

H(α)
M(b, c, α)f0 −M(b, c, α)

∞∑
m=1

fmH(α)

α2 − γ2
m

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)
(2.74)

elde edilir. Bu sonuç (2.72)’de kullanılır ve ifade düzenlenirse

V (α)

(k2 − α2)(k2
1 − α2)

P+(b, α) + P−(b, α)

=
i

k + α
+

iαf0
k2
1 − α2

− i
∞∑

m=1

αfm
α2 − γ2

m

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)

(2.75)

denklemi elde edilir. Burada,

V (α) =
X(α)

M(b, c, α)M0(a, b, α)
(2.76)

X (α) = εrK
2(α)H(α)M0(a, b, α)L(b, c, α)

+H2(α)K(α)L0(b, a, α)M(b, c, α)
(2.77)

olup (2.75) denklemi Im(−k) < Im(α) < Im(k) bandında geçerli olup çözülmesi

gereken Modifiye Wiener-Hopf denklemidir.

2.4. Wiener-Hopf Denkleminin Çözümü

Modifiye Wiener-Hopf denkleminin çözülebilmesi için öncelikle çekirdek fonksiyonu

V (α) aşağıdaki gibi çarpanlarına ayrılır:

V (α) = V+(α)V−(α) (2.78)

Burada, V+(α) veV−(α), sırasıyla Im(α) > Im(−k) ve Im(α) < Im(k) yarı-düzlemlerinde

analitik ve sıfırdan farklı olan fonksiyonlar olup

V+(α) = V−(−α) (2.79)

ve

V+(α) =
X+(α)

M+(b, c, α)M+
0 (a, b, α)

(2.80)
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(2.75)’deki MWHD’nin her iki tarafı

(k−α)(k1 − α)

V−(α)

ile çarpılırsa

V+(α)

(k + α)(k1 + α)
P+(b, α) +

(k − α)(k1 − α)

V−(α)
P−(b, α)

=
i(k − α)(k1 − α)

(k + α)V−(α)
+

iα(k − α)

(k1 + α)V−(α)
f0

− i

2

∞∑
m=1

(
(k1 − α)(k − α)

α− γm

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)

fm
V−(α)

+
(k1 − α)(k − α)

α + γm

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)

fm
V−(α)

)
(2.81)

elde edilir. Daha sonra (2.81)’ in sağ tarafındaki ifadeler Cauchy Rezidü Teoremi

yardımıyla ayrıştırılır.

Şekil 2.3: İntegrasyon bölgesi
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V+(α)

(k + α)(k1 + α)
P+(b, α) +

(k − α)(k1 − α)

V−(α)
P−(b, α) = Q1(α) +Q2(α) +Q3(α)

(2.82)

Burada terimler sırasıyla aşağıdaki gibi tanımlanmıştır:

Q1(α) =
1

2πi

∫
L+

i

(k + τ)

(k − τ)(k1 − τ)

V−(τ)

1

τ − α
dτ

+
1

2πi

∫
L−

i

(k + τ)

(k − τ)(k1 − τ)

V−(τ)

1

τ − α
dτ

(2.83)

Q2(α) =
1

2πi

∫
L+

iτf0(k − τ)

(k1 + τ)

1

V−(τ)

1

τ − α
dτ

+
1

2πi

∫
L−

iτf0(k − τ)

(k1 + τ)

1

V−(τ)

1

τ − α
dτ

(2.84)

Q3(α) =
1

2πi

∫
L+

i
∞∑

m=1

−τfm
(τ 2 − γ2

m)

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)

(k − τ)(k1 − τ)

V−(τ)

1

τ − α
dτ

+
1

2πi

∫
L−

i
∞∑

m=1

−τfm
(τ 2 − γ2

m)

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)

(k − τ)(k1 − τ)

V−(τ)

1

τ − α
dτ

(2.85)

Q1(α) ifadesi, aşağıdaki gibi iki bileşene ayrıştırılır ve bu bileşenler ayrı ayrı incelenir:

Q1(α) = Q+
1 (α) +Q−

1 (α) (2.86)

Q+
1 (α) =

1

2πi

∫
L+

Q1(τ)

(τ − α)
dτ (2.87)

(2.90) integralinin hesabında, Şekil 2.3’te gösterilen kapalı kontürden yararlanılır ve

Cauchy Rezidü Teoremi uygulanırsa:

lim
R→∞

∫ R

−R

Q1(τ)

τ − α
dτ + lim

R→∞

∫
C+

R

Q1(τ)

τ − α
dτ = −2πiRes(−k) (2.88)

olur. Buna göre ,

Q+
1 (α) =

i2k(k + k1)

V+(k)(k + α)
(2.89)

olur.

Q−
1 (α) = − 1

2πi

∫
L−

Q1(τ)

(τ − α)
dτ (2.90)

(2.90)’integralinin hesabında da Şekil 2.3’te bulunan kapalı kontürden yararlanılır ve

benzer şekilde Cauchy Rezidü Teoremi uygulunırsa,

lim
R→∞

∫ R+iy+

−R−iy−

Q1(τ)

τ − α
dτ − lim

R→∞

∫
c−R

Q1(τ)

τ − α
dτ

= −2πi {Res(−k) + Res(α)}
(2.91)
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olur.

Q−
1 (α) = − 2k(k1 + k)i

V+(k)(k + α)
+

(k − α)(k1 − α)

(k + α)V−(α)
i (2.92)

olarak hesaplanır. Diğer yandan

Q2(α) = Q+
2 (α) +Q−

2 (α) (2.93)

ve

Q3(α) = Q+
3 (α) +Q−

3 (α) (2.94)

olduğundan (2.84) ve (2.85) integralleri de aynı yöntemle hesaplanarak,

Q+
2 (α) = − k1if0

(k1 + α)

(k1 + k)

V+(k1)
(2.95)

Q−
2 (α) =

[
ik1(k + k1)

V+(k1)(k1 + α)
+

iα(k − α)

V−(α)(k1 + α)

]
f0 (2.96)

Q+
3 (α) =

i

2

∞∑
m=1

fm
(α + γm)

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)

(k + γm)(k1 + γm)

V+(γm)
(2.97)

Q−
3 (α) = −i

∞∑
m=1

fmY0 (Hmc)

(α + γm)Y0 (Hmb)

[
α(k − α)(k1 − α)

(α− γm)V−(α)
− (k + γm)(k1 + γm)

2V+(γm)

]
(2.98)

V+(α)

(k + α)(k1 + α)
P+(b, α)−

i

(k + α)

2k(k1 + k)

V+(k)
+

ik1f0
(k1 + α)

(k1 + k)

V+(k)

+
i

2

∞∑
m=1

fm
(α + γm)

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)

(k + γm)(k1 + γm)

V+(γm)

= −(k − α)(k1 − α)

V−(α)
P−(b, α)−

2k(k1 + k)i

V+(k)(k + α)
+

(k − α)(k1 − α)

(k + α)V−(α)
i

+
ik1(k + k1)

V+(k1)(k1 + α)
f0 +

iα(k − α)

V−(α)(k1 + α)
f0

− i

∞∑
m=1

fmY0 (Hmc)

(α + γm)Y0 (Hmb)[
α(k − α)(k1 − α)

(α− γm)V−(α)
− (k + γm) (k1 + γm)

2V+(γm)

]

(2.99)

elde edilir. (2.99) denkleminin sol tarafıW+(α) ve sağ tarafıW−(α) ile işaretlenirse

B = B+ ∩B−

bölgesinde bu iki fonksiyon birbirine eşittir. Bu durumdaW+(α),W−(α)’nın analitik

devamıdır. Yani,

W (α) =

W+(α), α ∈ B+

W−(α), α ∈ B−

(2.100)
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fonksiyonu bir tam fonksiyondur.

|α| → ∞ iken W (α) → 0

elde edilir. Böylece Liouville Teoremi’ne göre

W (α) ≡ 0

olur. Buna göre P+(b, α) aşağıdaki gibi elde edilir:

P+(b, α) = i
2k(k1 + k)(k1 + α)

V+(k)V+(α)
− i

k1(k1 + k)(k + α)

V+(k1)V+(α)
f0

− i

2

∞∑
m=1

{
(k + α)(k1 + α)(k + γm)(k1 + γm)

(α + γm)V+(γm)V+(α)

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)
fm

} (2.101)

(2.101)’de α = αn n = 0, 1, 2, ... yazılıp (2.65) ve (2.66) kullanılırsa,

Af = B (2.102)

denklem sistemi elde edilir. Burada, A matrisinin elemanları Amn aşağıdaki gibidir:

A00 =
V+ (k1) b ln(c/b)

(k + k1) εr
+

k + k1
V+ (k1)

(2.103)

Am0 =
2k (k + k1) (k + γm)

V+ (k1)
Xm, m = 1, 2, . . . (2.104)

A0n =
k +Υn

V+ (γn)

Y0 (Hnc)

Y0 (Hnb)
, n = 1, 2, . . . (2.105)

Amn =


1 +

(k + γm) (k1 + γm) (k + γn) (k1 + γn)

(γn + γm)V+ (γn)
Xm

Y0 (Hnc)

Y0(Hnb)
, m = n,

(k + γm) (k1 + γm) (k + γn) (k1 + γn)

(γn + γm)V+ (γn)
Xm

Y0 (Hnc)

Y0 (Hnb)
, m 6= n.

(2.106)

(2.102)’deki B vektörünün elemanları Bm ise

Bm =


4k

V+(k)
, m = 0

4k(k+k1)(k1+γm)
V+(k)

χm, m = 1, 2, . . . , N

(2.107)

Burada,

χm =
Y0 (Hmb)Y0 (Hmc)

[Y 2
0 (Hmb)− Y 2

0 (Hmc)]

εr
bγmV+ (γm)

(2.108)

olup (2.102)’deki denklem sisteminin çözülmesi ile fm,m = 0, 1, 2, ... katsayıları elde

edilir.
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2.5. Saçılan Alanın Analizi

Saçılan alan u(ρ, z), aşağıdaki ters Fourier dönüşümü ile belirlenir:

u(ρ, z) =
1

2π

∫
L
F (ρ, α)e−iαzdα (2.109)

Burada L eğrisi Şekil 2.3’teki gibidir. (2.33) ve (2.101) göz önünde bulundurulursa,

yukarıdaki integral şu şekilde yazılır:

u(ρ, z) =
1

2π

∫
L

2i

πb

{
2k (k + k1) (k1 + α)

V+(k)V+(α)
− k1 (k + k1) (k + α)

V+(k1)V+(α)
f0

−1

2

∞∑
m=1

[
(k + α) (k1 + α) (k + γm) (k1 + γm)

(α + γm)V+(γm)V+(α)

×Y0 (Hmc)

Y0 (Hmb)
fm

]}
× πK(α)L0(ρ, a, α)

2K2(α)M0 (b, a, α)
e−iazdα

(2.110)

z < 0 bölgesindeki yansıyan alanı hesaplamak için L eğrisi Jordan Lemması uyarınca

Şekil 2.3’teki gibi üstten kapatılır ve Cauchy Rezidü Teoremi uygulanır. Bunun sonu-

cunda yansıyan alan,

u(ρ, z) = R0
e−ikz

ρ
+

∞∑
n=1

Rn
π

2
KnL0 (s, a, αn) e

−iαnz, z < 0 (2.111)

şeklinde elde edilir. Burada yansıma katsayısıRn,

Rn =− 2

πb

{
2k (k + k1) (k1 + αn)

V+(k)V+ (αn)
− k1 (k + k1) (k + αn)

V+ (k1)V+ (αn)
f0

−1

2

∞∑
m=1

[
(k + αn) (k1 + αn) (k + γm) (k1 + γm)

(αn + γm)V+ (γm)V+ (αn)

Y0 (Hmc)

Y0 (Hmb)
fm

]}
× 1

K2
nM

′
0 (b, a, αn)

(2.112)

olup yansıyan TEM mod katsayısıR0,

R0 =
1

b ln(a/b)V+(k)

{
(k + k1)

2

V+(k)
− k1(k + k1)

V+(k1)
f0

−1

2

∞∑
m=1

(k + k1)(k1 + γm)

V+(γm)

Y0(Hmc)

Y0(Hmb)
fm

} (2.113)

şeklindedir. Yansıma katsayısı R0, denklemi (2.110) ile tanımlanan integrantın α = k

noktasındaki basit kutbundan kaynaklanan rezidü katkıları ile belirlenir. Benzer şekilde,
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z > 0 bölgesindeki iletilen alanı hesaplamak için L eğrisi Jordan Lemma uyarınca alttan

kapatılıp Cauchy Rezidü Teoremi uygulanırsa:

u2(ρ, z) = T0
eikz

ρ
+

∞∑
n=1

Tn
π

2
KnL0(ρ, a, βn)e

iβnz, z > 0 (2.114)

olur. Burada Kn =
√

k2 − β2
n olup M (a, C, βn) = 0, n = 1, 2, . . . ve β0 = 0’dır.

(2.114)’de görülen iletilen alan katsayıları Tn ve T0 aşağıdaki gibi bulunur:

Tn =
2

πb

{
2k (k + k1) (k1 − βn)

V+(k)
− k1 (k + k1) (k − βn)

V+(k1)
f0

−1

2

∞∑
m=1

(k − βn) (k1 − βn) (k + γm) (k1 + γm)

(γm − βn)V+(γm)

Y0 (Hmc)

Y0 (Hmb)
fm

}

× V+(βn)M(b, c, βn)

K2
nX

′(−βn)

(2.115)

ve

T0 =
2

π
ln
(c
b

) 1

M(b, c, k)
(2.116)
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3. SAYISAL SONUÇLAR

Bu bölümde, çeşitli parametrelerin saçılma karakteristiği üzerindeki etkileri, yapılan

nümerik hesaplamalar sonucunda elde edilen grafiklerle ortaya konulmuştur.

Şekil 3.1: Basamak yüksekliğinin farklı değerleri için iletim katsayısının frekansa göre

davranışı.

Şekil 3.1’de, a = 0.01, b = 0.03, εr = 3.2 değerleri için dış iletken yüzeyindeki

oyuğun çeşitli basamak yüksekliği için saçılan alanın iletim katsayısındaki frekansa

bağlı değişimi gözlemlenmektedir. Belirli frekans değerlerinde saçılan alanın tamamı

yansıtılmakta olup, basamak yüksekliğindeki artışla birlikte iletim katsayısının frekansı

azalmaktadır.
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Şekil 3.2: Frekansın farklı değerleri için iletim katsayısının basamak derinliğine göre

davranışı.

Şekil 3.2’de, a = 0.01, b = 0.03, εr = 3.2 değerleri için dış iletken yüzeyinde yer alan

oyuğun farklı derinlikleri dikkate alınarak, iletim katsayısının dalga sayısı k ile olan

ilişkisi incelenmiştir. Derinliğin artması durumunda, daha düşük frekans değerlerinde

iletimin azaldığı ve alanın büyük ölçüde yansıtıldığı gözlemlenmektedir.

Şekil 3.3: Frekansın farklı değerleri için iletim katsayısının oyuğun içindeki dielektrik

sabitine göre davranışı.

Şekil 3.3’te, a = 0.01, b = 0.03, c = 0.10 değerleri için iletim katsayısının, dış iletken

21



yüzeyinde bulunan oyuğun içerisindeki malzemenin farklı bağıl dielektrik sabiti değer-

leri için dalga sayısına bağlı olarak nasıl değiştiği gösterilmektedir. Bağıl dielektrik

sabiti arttıkça, band durdurma frekansının daha düşük değerlere kaydığı gözlemlenmek-

tedir. Yukarıda sunulan şekiller dikkate alındığında, bu bölümde incelenen koaksiyel

dalga kılavuzu yapısının belirli frekans aralıklarında bir bant durdurucu filtre gibi işlev

görebileceği sonucuna ulaşılabilir.
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