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OZET

TEZ BASLIGI : inhomojen Einstein Alan Denklemlerinin Bir Skaler Alanin

Olusturdugu Enerji-Momentum Tensdriine Goére Cozumu

YAZAR ADI : Emin YAKAR

Bu tezde sifirdan farkli bir enerji-momentum tensorint Einstein Alan
Denklemlerinde kullanarak bu denklemlerin yaklasik ¢c6zimi yapiimis ve
metrik tensor bulunmustur. Bu calismada diferansiyel denklemler igin

yaklasik ¢o6zim yontemleri kullaniimistir.



SUMMARY

THESIS TITLE  :The soution of inhomogeneous Einstein Field Equations
with respect to an Energy-Momentum Tensor produced

by a scaler field.

THESIS AUTHOR: Emin YAKAR

In this thesis a nonzero Energy-Momentum Tensor is subsituted in
Einstein Field Equations and an approximate solution is proposed and a
metric tensor is derived. In this study we used approximate solution

techniques of differential equations.
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1.GIRIS
1.1. Metrik Tensor

Bir uzayi belirleyen en temel buyukluk bu uzayin metrigidir. Metrik
bu uzayda iki nokta arasindaki sonsuz kictk yolu tasfir eder. Bir metrik ds?

ile gosterilir ve gap metrik tensor olmak tzere
ds? = gapdx2dx®

ile formule edilir. 4-boyutlu egrilikli uzay-zamanda iki nokta arasindaki
interval Riemann geometrisi ile tanimlanir. Yukaridaki ifadede a ve b
indisleri Uzerinden Einstein toplama kuralina gére toplam mevcuttur.
Fiziksel uzaylar 4 boyutlu olup x° sifirinci koordinat zamani, x!,x?x3
birinci,ikinci ve Uguncl koordinatlar uzay! olusturur. Uzaysal 3 boyutlu
kisim, Cartesian (x,y,z), Silindirik (r,0,z), Kuresel (r,0,¢) veya bagka bir
koordinat sisteminde yazilabilir. (1.1) denklemine metrigin yapisini
belirleyen kisim gz, metrik tenséridir. Demek ki metrik tenséri bilmek

icinde bulunulan uzay-zamani bilmek demektir.

1.2. Einstein Alan Denklemleri ve Onemli Bazi Cozumleri

Gravitasyonel etkilesmeleri ve dolayisiyla buylk Olgekte evrenin
yapisini agiklayan genel relativite teorisinin temeli olan Einstein Alan
Denklemleri metrik tensor gap'yi bulabilmeyi saglar. Bu denklemler agagidaki

gibi verilir :
Rab — %Rgab =Ta

Yukarida Rga Ricci Tensori, R Ricci Skaler Egriligi, Ta Iise

1.1

1.2



Enerji-Momentum TensoOrudur. Bu denklem sisteminin  sol taraf
uzay-zamanin geometrisini ve sag tarafi ise uzay-zamana egrilik
kazandiran maddeyi tanimlayan enerji-momentum tensorini icerir. Teorik
olarak (1.2) denklemi her fiziksel durum icgin ¢ozilebilir ancak pratikte
Einstein Alan denklemlerinin ¢éztmleri bu denklem sistemlerinin yapisi
nedeniyle cok azdir. Einstein Alan Denklemleri 2. mertebeden lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerden olusan bir sistemdir. Bu
denklemlerin uzay geometrisi ile ilgili kisimina homojenlik, kiresel, silindirik,
dizlemsel simetri gibi bazi fiziksel ve matematiksel kosullardan biri, birkaci
veya bunlardan bazilarinin kombinasyonlari, madde ile ilgili kisima da
vakum, ideal akigkan, 1s1 akisl, elektromanyetik alan gibi madde
sekillerinden uygun sekilde secilip kombine edilenleri yuklenerek ¢6zim

yaklagimlar yardimiyla bulunmaya c¢aligilir.

Statik ve klresel simetrik bir M kitleli cisimin etrafinda olusurdugu
gravitasyonel alan Einstein Alan Denklemlerinin bilinen ilk ¢6zUmi olan

SCHWARZCHILD!® metrigi ile agagida gosterilen ifade ile verilir.

ds? = (1 - @)dt2 - (1 - @)ddr2 —r2dH? — r2sin20de?

Bu ¢6zimun kuresel simetrik ve statik bir cisimin disarisindaki, yani T, = 0
durumundaki yegane ¢éziim olacadi BIRKHOFF? tarafindan ispatlanmistir.
Eger kuresel cisim statik olmaktan cikarilir ve kendi ekseni etrafinda sabit
bir acgisal hizda doner ise metrigin yapisi degisir. Bu problem yaklagik
olarak ayni zamanlarda Kerr ve Newman tarafindan ¢ézulmis olup ¢ézimi

KERR? veya Kerr-Newman metrigi olarak bilinir ve su sekilde ifade edilir:

1.3



2
ds2 = (1 _ 2—'\/2”>dt2 ~ P _gr2_ p2dp? - (rz +a?+ 2M_2<3123in29> sin%gdg?
p A p

+ (%{a sin29>d(pdt
P

Yukaridaki ifadelerde kullanilan A ve p su sekilde tanimlanmislardir:
A =r?2 - 2Mr + a? p? =r?+a’cos?0

Burada r,0,¢ kuresel koordinat degiskenlerini, a ise agisal momentum
terimini ifade eder. a — 0 iken (1.4) ifadesi yani Kerr metrigi Schwarzchild
metrigine indirgenecektir. Kerr metrigi donen M kutleli bir cisimin
olusturdugu Gravitasyonel alani temsil eder. Schwarzchild metrigi Kerr
tarafinfan 1963 de degisik bir formda yazilmis ve 1967 de R. H. BOYER* ve
R. W. LINDQUIST* tarafindan kiiresel koordinatlardaki gériintiusiine
donustartlmagtir. Bu  nedenle (1.4) metrigi bazi makalelerde
"Boyer-Lindquist  koordinatlarinda"” seklinde  gosterilen  Kerr ve
Kerr-Newmann metrigi olarak ifade edilmistir. (1.4) metriginin dénen bir
kuresel simetrik cisimin etrafindaki yegane uzay zaman oldugu 1971 de
CARTER® tarafindan Birkhoff teoreminin analogu olan bir teorem ile
gosterilmistir. Bu metrik ve yapisi hakkinda detayl bilgi bazi ileri dizey
Genel Relativite kitaplarinda bulunabilir. Ornegin L. D. LANDAU, E. M.
LIPCHITZ, The Classical Theory of Fields, Butterworth-Heimann 2000.

N
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1.3. Enerji-Momentum Tensori

Yukarida (1.2) ile verilen Einstein Alan Denklemlerinin sag tarafinda
bulunan Ta uzay-zamana egrilik kazandiran maddeyi tanimlayan
enerji-momentum tensoérudir. Yakin zamanda yapilmig bir yiksek lisans tez
calismasinda (M.AKSOY?®) Kerr uzay-zamaninin yari klasik kuantum
gravitasyon teorisi ile incelenmistir. Bu calismada Kerr uzay-zamani ile
etkilesen kuantize bir skaler alanin enerji-momentum tensdértinin beklenen

degeri hesaplanmis idi. Bu enerji-momentum tensorinin bilesenleri
a~(r-c)+2Min L +amz(d - L)

olmak tzere asagidaki gibidir:

M2¢?

T =
¢ 2r2
_ M2p?
T = 2r2

_ w2l _o? ® Sin20a sinza)a:|
Top =M [ > cos2wa + > v or?

. . 2 i in2
Ty = SiN%0Tgp = stQMZ[—% cos2wa + % S'n?a’a - S'Erg"o‘ J

Biz bu calismada (1.5) ile verilen Enerji-Momentum tensorindn
bilesenleri (1.2) ile verilen Einstein Alan Denklemlerinde yerine koyacagiz
ve sag yani sifirdan farkl yani inhomojen Einsten Alan Denklemlerini elde
edecegiz. Bu inhomojen diferansiyel denklem sistemini cozmeye ve (1.5) ile
verilen enerji momentum tensoérlerinin ifade ettigi madde-enerji dagiliminin

olusturdugu uzay-zamani bulmaya calisacagiz.

15



2. EINSTEIN ALAN DENKLEMLERININ

BILESENLERININ HESAPLANMASI

Bu bolimde Einstein Alan Denklemlerini olugturan bilesenlerin

hesaplanmasi ve bu hesaplamalar sirasinda kullanilacak olan bazi 6nemli

Ozellikleri hakkindaki genel bilgiler ve incelemeler J. FOSTER, J. D.

NIGHTINGALE, A Short Course in General Relativity, Springer-Verlag 1995

ve M. LUDVIGSEN, General Relativity; A Geometric Approach, Cambridge

University Press 1999 de gorulebilir.

ds? = f(r)dt? + h(r)dr? + m(r)d6? + n(r,0)de?

(1.5) ile verilen Enerji-Momentum tensoruntn bilesenlerinin (1.2) ile

verilen Einstein Alan Denklemlerinde yerini konulmasiyla (2.1) seklinde

verilen yukaridaki metrigin bilesenleri olan f(r), h(r), m(r),

n(r,0)

fonksiyonlarini bulmak yani metrik tensori bulmaya calisacagiz. (2.1)

denklemi ile verilen metrigi (1.1) ile verilen genel metrik fomunda diigiinecek

olursak metrik tensoriimuiiz

gab =

seklinde yazilabilir. (2.2) deki ifadeler acik olarak yazilirsa metrigin sifir

olmayan bilesenlerinin

g = f(r)

grr = h(r)

[ fr) o0
0 h(r)
0 0
0 0

0
0
m(r)
0

0

0

0
n(r,0)

Goo = M(r)  gge = N(r,0)

2.1

2.2

2.3



oldugu gorular.

Einstein Alan Denklemini olusturulan bilesenlerin bulunmasinda

kullanilan 6nemli bir ifade contravariant metrik tensor g2 dir.

g g™ = 65[ Loa=c J 2.4
0, a#c

(2.4) ile verilen denklem bize metrik tensériin covariant ve contravariant

bilesenleri arasindaki iliskiyi verir. Bu yazimda g2 = (gap) ™ oldugu gérilir.

1) 0 0 0
go—| 0 MO 0 0 25
0 0 mi 0
0 0 0 nr0)

2.1. Christoffel Sembolleri

I'fe = %gad[abgdc + OcObd — OdUnc ] 2.6

Fgc == 2b 27

(1.2) ile verilen Einstein Alan Denklemlerinin bilesenlerinin
bulunabilmesi igin o©ncelikle (2.6) ile verilen Christoffel Sembollerinin
hesaplanmasi gerekmektedir. (2.2) ve (2.5) ile verilmis olan metrik

tensorlerin (2.6) da kullanilmasiyla elde edilen Christoffel Sembollerinin sifir



olmayanlari sunlardir:

neaelg] medelg] neae(g]
r-dne[g]  reedn[ge] e gngo]
egn[gn] reanEn] e dne{-ge]
o] e dne(gn] (g

Bu hesaplama sirasinda Christoffel sembollerinin (2.7) ile verilen simetri

ozelligi kullanilarak iglem kolayligi saglanmistir.

2.2. Riemann Egrilik Tensori

a _ a a e a e a
Rbca = Ocl'hg — 0al'e + Ihal'8c — T'iclaq

(2.8) ile verilen sifir olmayan Christoffel sembollerinin (2.9)
formalinde kullaniimasiyla elde edilen Riemann egrilik tensérindn

bilesenleri :

2.9



R%tt =0 )
= 4 (G (&) (50) ] [ (5)(3))]
2
- (F) ] >
= 2 [ (2) () ]
o= [ 02 (F)(3) ]
S
- A[(F(E) (@] (@)
o[ r(4)]
Rl =0
o= [(Z)(2) mo(22)] s m [ (2)(2)]
~3m2[m ()]
o= 3{(2r) () e ()] [ro(2) ()]

[ (8)]

2.10

S 2.1




L 212

= 1) (22)] \

o= (G0 ) () (52) ] a0 ()(2)]
EARECN

o= —H[(F)(5) (G0 [ (3]
()]

o = 30 0(5)(3)]

R = =3[ (G0 )(F) 0 (F8) [ i [ (F)(F)]

[ (3)]
Riay = =3[ (G3) ]+ [ (GG ]- 4m [0 (3) ]

seklindedir. Hesaplanan bu Riemann egrilik tensérinin bilesenleri

kullanarak Ricci tensort hesaplanacaktir.

. 213
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2.3. Ricci Tensoru

Ri = Rt + Rl + Ry + Ripe 2.14
Rir = RY + R, + R%. + R%r 215
Reo = Rl + Rirg + Rl + Rig 2.16
Rop = Rbtp + Rbrp + R, + Ripe 2.17

Bolum (2.2) de hesaplanan Riemann Egrilik Tenso6rinin
bilesenlerinin (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) denklemlerinde kullaniimasiyla
Einstein Alan Denklemlerinin bilesenlerinden olan Ricci tenséri bu bolimde

hesaplanacaktir.

_ df on 1 (df)2 1 e (df) dm
_ 1h-1 1 _ ml -1
Re = n h~ (dr)(&r) Fh dr h~ dr (dr) 2.18
[ d?f df \ 7 dh
_ 1 1 1 Rh-2
2N (dr2> ah (dr)(d )

d2f df \/ dh _(df)z 1 _(dzm)
_ 1 1f1p-1 A2 ¥ 1 1
Ry = —Lf (dz) s (G () v 4e2( G ) - 4w (S 2.19
1 m-1p-1(.dh \( dm —2( dm 2_;—1(@) 12002
sl h (dr)(dr)+ m dr) 2 or? el (ar)

e ($)(2)
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= (G ) () -4 (GR) e (R)() 22
e ()" n2(5) - 40 (G2) - 4(F)’
()5

= (G ) (F) -4 (5) i ((g) 2
i (8- 3 m(G8) - m e () ()
i ()

(2.1) ile verilen metrigin bilesenleri olan f(r), h(r), m(r), n(r,0) fonksiyonlari
Uzerinde bagl olduklari degiskenleri gz 6ninde tutarak n(r,0) ve m(r)
fonksiyonlari icin asagidaki sekilde yani ayrnistirilabilir formda bir kabul

yapmak yanlis olmayacaktir:
n(r,0) = m(r)l(0) 2.22

Simdi sirasiyla (2.18), (2.19), (2.20), (2.21) ile verilmis Riemann EQgrilik
Tensorlnin bilesenlerinde (2.22) ile verilen dontisimu yapar ve kismi tirev
iceren ifadeleri agacak olursak bu durumda Riemann Egrilik Tensorindn

bilesenleri su hale gelecektir:
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1 8(m|)) 141 1(df)2_; -1 —1(&) dam
Re = —Z(mh~*h- (dr)( or T U ( r)
o d?f L df \/ dh
—zh 1(?) 402 ) (58)
. df \ / dm 1 (df)2 1 _(df) dm
_ 11-1Kp-1 1Kh-1 _ 1 1h-1( 21 M
R~ (G ) ()« (G ) - e () (5
L d?f df \/ dh
_ipaf 9 | 1pe2 dh
L (er) an (dr)(dr)
() () ()
— 1Kh-1 d1f1p-1( M 1 11 2 RN
Ri = h~ (dr)(d >+4f h dr am—h dr ( I’>
o d?f L df \/ dh
()= (5 ) ()
A @Y1 —2(ﬂ) dh), 1 —1(ﬂ)2_L -1 —1(ﬂ) dm 2
Re = —5h (er) "\ (r)+4f = M (dr) 2.23
L d?f 1 dF\/ dh L df \? 1 ( d?
R 304Gz ) e (G ) () v (G ) i (48)

+ymth %)(d_nrq) + %m—Z(d_T> L (mi)- (82(ml) )
() () o (22



+%(m|)1h1(

_%m—lh—l(

or

a((;?n )2 ~

2y

dm

dr

(2)

) + %m‘l(ml)‘l(

o(ml)
00

y

)

13

2.25
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Rop =~ (g ) (90 ) - hu(Lm ) sha(gh)(dn) 226

() - (@)

2.4. Ricci Skaler Egriligi

(2.5) ile verilen contravariant metrik tensériin bilesenleri ve B6lUm

(2.3) de hesaplanan Ricci Tensor bilesenlerin
R = 0%®Ra = R = "R+ 9"Rer + 9%Rap + g?Ryp 2.27

formulinde kullaniimasi ile Ricci skaler egriligi hesaplanir.

2 2
R = —flh1(%>+%h2f1(%)(%)+%fzh1(%) ~rtmt (L) 228
p-1m-t( 9F Y/ dm - (dzm) “1p-2( dh \/ dm
_f-1p-1m-1( Mo am \ _ 1ph-1 1Kh-2( an am
h=m (dr)(dr) 2m=h dr?2 +m=h dr)(dr)

(Y 4 g pes(dL)?
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3.EINSTEIN ALAN DENKLEMLERININ
OLUSTURULMASI

(12.5) ile verilen Enerji-Momentum Tensoérinin elemanlar 2.
Bolumde s6zu gecen ve hesaplanan bilesenlerin (1.2) ile verilen Einstein
Alan Denklemlerinde kullaniimasiyla 4 tane diferansiyel denklemden olusan
bir denklem sistemi elde edilecektir. Bu denklem sistemin ¢6zUmu ise
metrigin sifir olmayan bilegsenlerini yani (2.4) ile gosterilen fonksiyonlari
verecektir. Girig kisminda bahsedildigi Gzere bu bilesenlerin bulunmasi bize
uzay-zamanin yapisi ve 0zellikleri ile bilgiler verecektir. Bu konu ise ayri bir

yiksek lisans tez caligmasi olarak yapilabilir.

(1.2) olarak verilmis Einstein Alan denklemlerinde

[Rab—%Rgaszab} onceki bolimlerde adi gegcen veya hesaplanan

bilesenleri birlikte kullanirsa ve bu sistem matrissel olarak ifade edilirse :

[ Re 000 0 | [fm o o o |[Teo 0o o
0 0 Ry O 2 0 0 mr) O | 0 0 T O
0 0 0 Ry 0 O 0 n(r,0) 0 0 0 Ty
olur. Bu ifadeyi kullanarak da denklem sistemimizi olusturacak denklemleri
yazabiliriz.
Rit — %Rgn = Tu 3.2

3.1



16

Rir — %Rgrr =Tw 3.3
Roo — %Rgea = Tog 34
Rop — %ng = Top 3.5

Sirasiyla (3.2), (3.3), (3.4) ve (3.5) denklemleri ¢6zimini aradigimiz
denklem sistemini olusturan 1. , 2., 3. ve 4. Denklemler olacaklardir. Simdi

bu denklemlerde adi gecen parametreleri yerlerine yazacak olursak :

1. Denklem :

N
11 dzm)_;-Z-lﬂ dm\  1p-1m-2¢( dm )2
hmf(er 2hmf(dr)(dr) 4hmf(dr>

S 3.6
a2t ALY L 1y _1(d_2I)ZM2a)2
L-2m f(d9> + Lrmei( O e )

2. Denklem:
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3. Denklem:

1 ap1f dm \? _ w2l 02 o sin2wa _ sinwa
~Mm~h ( - —M[ 5 COSZa)a+2 7 or2 J/
4. Denklem:
df \ / dm d?m dh \ ( dm b
1$-1p-1 am 1 -1 _ 1p-2|( OGN peliin
7 I(dr)(dr) h I(drz) ah I(dr)(dr)
d2f df \ / dh o (df)z
1 1h-1 _ 1§1p-2 an y _ 1f2Kn-1 A
fhml(d2> st G () - 2w S 3.9
—im‘lh—ll(d—m)z _ Sin20|:M2|: 02 05200 + L SiN20a _ sin*wa :|:|
4 dr 2 2 r 2r2 J

seklinde elde edilir.

Simdi bu denklemlerin ¢6zumleri Ustine konusabiliriz. (3.9) ile
verilen 4. Denklemde ifadenin sol tarafini 1(6) fonksiyonunun parantezine

alalim:
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apaf 9N/ d 1 d? ) fdh\/dm Y\ | 1sap1p( 9

1 f-1p-1( M am 1Rh-1 m _1n-2( 4N Aim 1§11 “

il (dr)(dr>+2h (dr2 ah dr)(dr>+2f h m( r2
v (df N/ dh org o dF )2 o1 dm )2

_ 1§12 kil an \ _ 1§2Kp-1 A _ 1 1h-1( dit

h m(dr)( r) 7 Th m(dr) amoh dr)

= sinZG[MZ[—a’TZ cos2ma + % Sin%“’a - Sigzrg’a ﬂ (3.10)

Biz bu son ifadeden 1(0) = sin?0 oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda ise
(3.10) denklemi (ki aslinda bu denklem (3.9) ile verilen 4. Denkleminin farkh
bir sekilde yazilmigidir) (3.8) ile verilen verilen 3. Denkleme benzemis olur
bunu kabaca "sin?g (3.8) = (3.9)" seklinde ifade edebiliriz. Bu
tanimlamanin ardindan denklem sistemimizden bir denklem eksilmis ve
cobzlilmesi gereken sadece 3 denklem kalmis olacaktir. Artik sadece 1., 2.,

ve 3.denklemi ¢ozmek bize metigin bilesenlerini verecektir.

(3.6) ve (3.7) ile verilen 1. ve 2. Denklemlerdeki elemanlari

kullanarak asagidaki fonksiyonlari tanimlayabiliriz:

A(m,h,f) = h—lm—lf(%zTT) ~ Lhzmag(dhy(dmy %h—lm—zf(%—rp)z 3.11

2
B(m,f) = %f—lm—l(—g: )(—dfp )+ 4m2(dm ) 3.12
2
cm =+ (d )y Lt (8L 3.13
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Bu tanimlamalarin ardindan 1. denklemimiz yani (3.6) denklemi ve 2.

denklemimiz yani (3.7) artik su halde yazilabilir:

A(m,h.f,) +fC(l,m) = 'V'erg’z 3.14
B(m,f)+hC(l,m) - M-o° 3.15

(3.14) ile verilen ifadeden

M20® _ A(m,h,f,)
cl,m) = —2r 3.16

yazilabilir. Bu (3.16) ifadesini (3.15) de yerine yazarsak:

M2@?

2r2 _ M?p?
B(m,f) + h : or?

B+ h M20w? _ hA _ M?e®
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B—h—A  M2@? %Mzwz  M2@? [1_%:| 3.17

olarak elde edilir. Simdi bu son (3.17) ifadesinde (3.11) ve (3.12)

tanimlarini kullanirsak :

S
_hit| pim-t dzm)_;—z—lﬂ dﬂ_;—l—zd_mz]
[ () g (42) - gom (42
> 3.18
- 9F Y 7 dm 2f dm \? _ M2p? -
1e1m-1 Y ) .dm 12 _ _ hf-1
+zm (dr)( r)+4m (dr) 2r? [1=hf™] )
elde edilir ve bu ifade benzer olarak su sekilde de yazilabilir.
f'm’ + (m,)z N m” + h'm’ _ M2? _ M?2@? h 3.19
2fm 2m? m = 2hm 2r2 2r2  f '
Benzer sekilde (3.8) ile verilen 3. Denklemi yazalim:
I I/ 12 I ! N2 A
mf" _mfh’  md)°  fm’ m'  hm (M)
2f 4hf 4f2 4f 2 4h 4m
> 3.20

_ @2 o Sin2wa _ sin‘oa
= MZ[—T cos2wa + ? r — 2r2 :|h
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Yukarida yapilan tanimlamalar ve islemlerin amaci ¢6zmemiz
gereken denklem sayisini azaltmakti. (3.6) ve (3.7) ile verilen 1. ve 2.
denklemler birlestirilerek (3.19) denklemi elde edilmigtir. Artik ¢c6zmemiz
gereken denklem sayisi 2 ye dusmuastir. Kisaca (3.19) ve (3.20)
denklemlerinin birlikte c¢6zulmesi bize aradigimiz metrik bilegenlerini

verecektir. (3.19) ile verilen denklemde

m = k (sabit)

gibi bir kabul yapmak fiziksel olarak yanhs olmaz, bu metrik diiz uzay ve
Schwarzchild metrikleri ile kargilagtirilirsa bulunun bu metrik igerisinde
gecen k sabitinin yaklagik olarak yaricapin karesi olarak yorumlanabilecegi
goralur. bu durumda (3.19) ifadesi su hale donugur:

0= M?0? _ M?0w? h

2r2 2r2 f

Buradan da

oldugu acikca goralur.

(3.21) ve (3.22) ifadelerini (3.20) de yerlerine yazarsak :

2
_w° gy
> COoS2wa + > 7 72

2f 2f?

k" k)’ _ M2|: w sin2wa _ sinwa :|f

k| ()* _ 2|:_co_2 o Sin2wa _ sinoa :|
2|: - ) =M 5~ C0S20a + 5 =T 272 f

3.21

3.22
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k[d/f\]_ 2|:_a)_2 QSiﬂZwa_sinzwaJ
2[dr(f” A R Tl

/ . .
()] - [ coszon s g ifon _siggny 52
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4. EINSTEIN ALAN DENKLEMLERININ COzUMU

Yukarida 3. Boliumde bahsi gecen iglemler sonucunda 4
denklemden olusan denklem sistemimiz sadece (3.23) ile ifade edilen
denkleme indirgemigtir. Yani (3.23) ile verilen denklemin ¢6zimui bizim

aradigimiz ¢6zum olacaktir.

2M?
k

€= (boyutsuz perturbasyon parametresi)

k=m (sabit, r2<(yol)2> boyutunda)
M<1ve k>1
f(r) = euareuz(D 4.1

f(r) = ew+ev2) — f/(1) = [ui(r) + gu’z(r)]eul(r)+suz(r)

Yukaridaki kabuller yapilarak (3.23) ile verilen denklem bu bdlimde

cozlilmeye caligilacaktir.
F(r) = [us(r) + sup(r) e

ifadesi ile birlikte yukarida yapilan kabulleri (3.23) denkleminde yerine

yazarsak :

_a)_z COSZ@(X"‘ gOx Slnzwa _ Sinza)a Jeul(r)+guz(r)

d [Ull(r) + gu’z(r)]eul(r)+gu2(r) B
“ _ 8[ ? 2 T 2r?

eul(r)+5uz(r)
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2 i in2
%[u’l(r) +eun(n)] = g[—% cos2ma + % smgwa - S'grczoa Jeul(r)+guZ<r)

2 - 2
ui(r) + eus(r) = 8[—% cos2ma + % Slngwa - S'grczoa :|eul[1 + eUz]

2 i in2
uy(r) +eus(r) = g[—% cos20a + 4 sindoa. _ S'Erg’“ Je”l“) 4.2

(4.2) ifadesinde katsayilarin esitligi gozonunde bulundurulursa  uf =0
oldugu acikga gorulir ve bu ifadenin (4.1) de yerine yazilmasiyla (4.3)

ifadesi elde edilir.

uy =0 u; = c1

ui(r) = cir+cy 4.3

2 H in2
guy(r) = g[—% cos20a + 4 sin2wa. _ S'grg"a }e“l(”

2 i in2
uy(r) = [_c% COS 200 + % Sln?a)a _ S|grczoa :|ec1r+cz 4.4

(4.4) ifadesinde ihmal edilebilecek terimlerin diizenlenmesiyle ifade :
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uy(r) = [—%2 COSZa)a:|e°1r+°2 4.5

haline dénustr. Burada
ax~(r-c)+2MinL +ame(d - 1 4.6
seklindedir. (4.6) ifadesi yapilabilecek ihmallerden sonra
a~(r-c 4.7

olur. (4.5) ifadesi artik su hale gelmistir:

d2u
uz(r) = rf

e [—“’—2 cos2m(r —c) :|eclr+Cz 4.8

2

(4.8) ifadesinin integre edilmesiyle  uy(r) fonksiyonu bulunabilir. Bu
asamada kismi integrasyon metodu kullanilacaktir. Bundan sonraki
asamalarda siradan bir ¢6zim yapilmis olup adimlar yazilmig fakat ayrinti

ve detaylara girilmemistir.

X=2w(r-¢c) =>r-c=2 =r=2+1¢ 4.9
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dax _
dr 2w
d _ oy d
ar ~ 2y
X
% B 4WZ% - _%Z[Cosx]eCZecl[ 2w +C]

d?up _ _;eczeclceclﬁ[cosx] 4.10
dx? 8

(4.10) ile verilen denklem iki defa kismi integral alinarak ¢ozllebilecek

haldedir. Birinci integralin alinmasiyla ifade su hale donismustur:

% _ _%eczeC1CIe§_\}vXcosxdx +C3
g_vlv =a

% = _%eczeclcjeaxcosxdwr C3

| = Ieaxcosxdx

u=e¥ du = ae®dx



dv = cosxdx v =sinx

| = e®sinx — ajea"sinxdx

u=e* du = ae®dx

dv = sinxdx V = —COSX

| = e®sinx — a[—eaxcosx + ajea"cosxdx}
| = e®sinx + ae*cosx — a?l

| + a2l = e®sinx + ae® cosx

I(1 +a2) = e[sinx + acosx]

e[sinX + acosx]

1+a?
dus _ —leczecw[ e[sinx + acosx] ]
dx 8 1+a?
capciC .
Uz = _% i—iealz _[[ea"[smx+ acosx]]dx + C3X + C4
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U =

1 e%etC

IR jeaxsinxdx+ajeaxcosxdx+c3x+c4
+

u= e du = ae¥

U = —=

U =

—lecze%{ 2ae®sinx + (a2 — 1)e®cosx

sinxdx V = —COSX

——C[—eaxcosx +a[e™cosxdx +a[eX cosxdx] +C3X +Cyq

ezet [—eaxcosx +2a e cosxdx] +C3X + Cq

e[sinx + acosx]
1+ a?

——[—ea"cosx+2a }+c3x+c4

2a

c ; 2
——[—ea’(cosx + %ea"smx + —2eaX cosx} + C3X + C4
1+a +a

1 e°2e°1°[ —(1+a?)e™cosx + 2ae®sinx + 2a%e® cosx

+ C3X+Cy
(1+a?)? J

+ C3X+Cy
(1+a%)° J

28
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X = 2w(r —c)

ax = ci1(r—c)

_ X — o X
ui(r) = cl[ W +c} +C2 =C1 W +C1C + C2 4,11
aX of 2 ax
Uy(r) = _ L gergenc 2ae*sinx + (a 21)e cosx | CaX 4 Ca 412
8 (1+a?)

(3.23) denkleminin indirgenmis hali olan (4.2) denkleminin ¢b6zilmesi ile
elde edilen (4.11) ve (4.12) fonksiyonlarinin (4.1) denkleminde yerlerine
yazilmasi durumunda aradigimiz metrigin (2.1) ile verilen f(r) bileseni

bulunacaktir.

ax of 2 ax
g[—leCZeclc[ 2ae®sinx + (a 21)e COSX J N C3X+C4J
f(r) = exp (1+a?)
+01ﬁ +C1C + C2

(C1C + C2 + £C4) + (g_vlv + 303>x

(= e —SleCzeclc 2ae™sinx + (a® — 1)e™ cosx 4.13
(1+a?)?
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(4.13) ifadesindeki integral sabitleri tGzeride asagida verilen sekildeki keyfi

secimler yapabiliriz:

c1=C=0 = a=0 (a = g_vlv olarak yukarida verilmisti.)

f = exp| aca + cax+ £[cosx] | = exp| & ca + cox + L5 | |

fz1+g[c4+c3x+%}

Daha Onceki bolimlerde (2.22), (3.21) ve (3.22) ile verilen kabuller
ve tanimlar kullanilarak genel hali (1.1) ve acik hali de (2.1) olarak verilen

metrigin (2.3) de bahsi gecen bilesenleri su sekilde bulunmustur:

f~ l+e[c4+03x+%}

hzfz1+8[c4+ch+c‘38i}

n = msin20 = ksin20

4.14

4.15

4.16

4.17
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(1.2) ile gosterilen Einstein Alan Denklemlerinin (1.5) ile verilen
Enerji-Momentum tensérine goére ¢ozulmesiyle elde edilen (4.14), (4.15),

(4.16) ve (4.17) ile yukarida verilen (2.1) metriginin bilesenlerinin yerlerine

yazilmasiyla metrigimiz artik su son halini alacaktir:

ds? = [1+s[c4+c3x+%”dt2 4.18

+ [1 + 3[04 +CaX + LSSX } Jdr2 +kd#? + ksin20de?

ds? = dt? + dr? + kd9? + ksin20d¢? 4.19

+ 3[04 +C3X + LSSX }dt2 + 3[04 +C3X + LSSX }dr2

Burada

g(X) = C4 + CaX + LE?X 4.20

olmak tzere sonug olarak tim bu iglemler sonunda

ds? = dt? + dr? + kd6? + ksin20de? + eg(x)dt? + gg(x)dr?

ds? = dt? + dr? + kdd? + ksin20de? + g[g(x)dt? + g(x)dr?] 4.21
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ile ifade edilen metirigi bulduk.

Bu metrik diz uzay ve Schwarzchild metrikleri ile karsilastirilirsa
bulunun bu metrik icerisinde gecen k sabitinin yaklagik olarak yarigcapin
karesi olarak yorumlanabilecegi gorilur. Buldugumuz metrigin Oklidyen bir

karakter tasidigi farkedilmektedir.
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5. SONUCLAR VE DEGERLENDIRMELER

Sifirdan farkli bir enerji-momentum tensorinin temsil ettigi
madde-enerji dagilimin olusturdugu gravitasyon alani veren metrik bu
calismada hesaplanmistir. Bu gravitasyonel alani igin kaynak vazife géren
enerji-momentum tensori daha onceki bir ¢alismada kuantize bir skaler
alanin Kerr uzay-zamani ile etkilesmesinin yari-klasik kuantum gravitasyon
teorisi ile incelenmesi sonucunda hesaplanmis bulunmaktaydi. (M.

AKSOY?)

Biz bu calismada daha 6nce hesaplanmis olan bu enerji-momentum
tensoruni  Einstein  Alan Denklemlerinde kullandik. Einstein  Alan
Denklemleri bilindigi gibi herhangi bir madde enerji dagiliminin etrafina
yaydigi klasik gravitasyon alani tarif eden metrigi hesaplamak icin kullanilr.
Bizde bu calismada Einstein Alan Denklemlerinin yaklasik bir ¢ézimunu
yapmaya calistik ve (4.21) ile gosterilen metrigi elde ettik. Bu metrik klasik
bir gravitasyon alaninin tasviridir. Ama dikkat edilirse onu elde etmek icin
kullandigimiz enerji-momentum tensorunun yari-klasik kuantum gravitasyon
teorisi ile elde edildigi, yani bizim kaynagimizi olusturan enerji-momentum
tensorindn kuantum etkilesmesinin bir sonucu oldugu farkedilebilir. Aslinda
klasik bir ¢bziim olan Kerr metriginden kuantum etkilesmeleri sonucu olan
bir enerji-momentum tensoérine gecilmis buradan da tekrardan klasik bir
sonu¢ bulunmustur. Bu metod istenildigi kadar tekrar edilebilir. Yani elde
ettigimiz metrigin kuantize bir alan ile etkilesmesini incelersek bunun
sonucu olan yeni bir enerji-momentum tens6éri hesaplanabilir. Bu
enerji-momentum tensorinden de yeni bir klasik metrik ¢ozimi elde
edilebilir. Bir baska ileriye donik calismada alisiimis usilde yapilabilir. Yani
bulunan metrik Geodesic denkleme konularak bu uzay-zamandaki herhangi

bir parcagin hareket denklemleri ve yoringesi tespit edilebilir.
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Bu tezde simdiye kadar yapilan inceleme ve degerlendirmeler klasik
fizik ilkeleri Uzerine kuruludur. Kuskusuz Genel Relativite ile Kuantum
Fiziginin birlestiriimesi de ginimuzin ilgi ¢cekici konularindan biridir. Biz bu
tez calismasinda oldukca karigik olan Kuantum Gravitasyon Teorisine
girmedik, bu konuya ilgi duyanlar ve detayh bilgi arayanlar igin Birrell ve

Davies'? ile Fulling!in eserleri faydali olabilir.
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