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v
OZET

TEZIN BASLIGI: SINIRDA KESiN SCHWARZ ESITSIZLiGi

YAZAR ADI: BULENT NAFi ORNEK

Bu tezde kompleks analizin temel taslarindan olan Schwarz lemmasinin, bir

sinir versiyonu ele alimmigtir. Klasik Schwarz lemmasinda f holomorf fonksiyonu

birim gemberin bir ¢ noktasina siirekli devam ettiriliyorsa, f(C)| =1 ise ve f'(c)

mevcutsa,

f '(C)| >1 iliskisi elde ediliyor. Carathéodory bu esitsizligi f ’in sifirlarin
da hesaba katarak kesinlestirilmistir.

Son 15 yilda Osserman, Dubinin ve vs. bu sonuglari | f '(0)| ‘i degerlerini de
g6z onilinde bulundurarak daha da iyilestirmisler.

Tezde f ’in ¢ noktasindaki agisal tiirevinin modiiliiniin, bu fonksiyonun iki

farklh sifirindaki sifirdan farkli ilk Taylor katsayilar1 kullanilarak asagidan kesin

degerlendirilmesi elde edilmistir.

Anahtar kelimeler : Holomorf fonksiyonlar, Schwarz lemmasi, Agisal limit ve

tlirev, Julia-Wolff teorisi.



SUMMARY

TITLE OF THE THESIS : A SHARP SCHWARZ INEQUALITY ON THE

BOUNDARY

AUTHOUR’S NAME : BULENT NAFi ORNEK

In this dissertation, a boundary version of the Schwarz lemma that is a basic

element of Complex analysis is considered. In the classical version of the Schwarz

lemma, the inequality |f’(C)| >1 is obtained if holomorphic function f is extended

by continuity at point ¢ of a unit circle,

f(c)=1, and f'(c) exists. Carathéodory
improves this inequality by taking into account the zeros of f .

In the last 15 years, Osserman, Dubinin and others have improved more these
results by taking into considerations of values | f '(0)| .

In this dissertation, the lower sharp estimate of the angular derivative of the
function f at the point c is obtained by using the first nonzero Taylor coefficient of

f at two different its zeros.

Keywords : Holomorphic functions, Schwarz lemma, Angular limit and derivative,

Julia-Wolff theory.
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I. BOLUM
1. GIRIS

C' kompleks diizlem, C =Cu{oo} genellestirilmis kompleks diizlem,

D c C sifir merkezli birim daire ve 7" =0D = {z :|z| = 1} olsun. Kompleks analizin

temel taglarindan olan (bak., 6rmegin [2], [12], [14], [15], [16], [23], [24], [30], [36],
[37], [38]) Schwarz lemmasi klasik halde asagidaki sekilde ifade edilir.

Schwarz Lemmasi [29] : f: D — D holomorf fonksiyonu igin f(0)=0 olsun.
Bu takdirde,

|f(2)|<|z|] VvzeD, (1.1)
ve

|f'(0)|<1; (1.1)
esitsizlikleri saglanir.
(1.1) esitsizliginde herhangi bir z(0 <|z|<1) noktasinda veya (1.1') esitsizliginde
esitlik durumu yalnizca ¢ reel bir sabit olmak iizere f(z)=¢€'"z oldugunda
miimkiindiir.

Schwarz lemmasmin etkinligini gosteren standart uygulamalardan birisi

Liouville teoreminin ispatinda goriilmektedir. Bilindigi iizere Liouville teoremi tim

kompleks diizlemde sinirli tam fonksiyonun sabit olmasini hitkmeder. Genelligi

bozmadan varsayabiliriz ki z=0, f tam fonksiyonun sabit noktasidir ve ayrica bu

fonksiyonun modiilii birden kiigiiktiir. Her pozitif R sayisi i¢in f(Rz) fonksiyonu

Schwarz lemmasimin hipotezlerini saglar. O halde |Z|<1 i¢in |f(RZ)|S|Z| olur.

W
Sonuncu esitsizlikte W= Rz alirsak, W| <R oldugunda |f(W)| S% olur. w’yi keyfi

nokta alip, R ’yi sonsuza yaklastirirsak f(w)=0 elde ederiz.

Schwarz lemmasinin ilk genellemesi Pick tarafindan verilmistir ki, buda

literatiirde Schwarz-Pick lemmasi olarak bilinmektedir [29], [31], [39].



Birim diskin kendisine
r(z) =6 1D
-2,z
seklinde konform doniisiimiine Mobius doniisiimii denir, burada ¢ reel say1 ve
|ZO| <1’dir.

Lemma 1 (Schwarz-Pick) [29] : f: D — D holomorf fonksiyon olsun. Bu

taktirde
f(z)—f(zo)|S z—_20| .
1-f(z)f(2)| [1-2,2| ’
veE
@ _ 1

1—|f(z)|2 - 1—|z|2
esitsizlikleri saglanir. Esitlik hali yalnizca f ’in Mdobius doniisiimii oldugu halde

miimkiindiir.
D birim diskinde tanimlanmus

Z—W

p(Z,W) =

1-wz

fonksiyonuna pseudohyperbolic mesafe denir [1], [24].
Schwarz-Pick  lemmast D’nin  D’ye holomorf doniisiimiiniin

pseudohyperbolic mesafesine gore
p(f(2), f(w)<p(z,w)
Lipschitz siirekli oldugunu ifade eder. Ayrica bu lemma p(z, W) mesafesinin
Moébius doniisimii altinda
p(z,w)=p(7(2),7(W))
invariant oldugunu gosterir.
K(zy,r)={z:p(z,2))<r}, 0<r<1

kiimesine non-Euclidean disk denir. B ile I ’den D ’ye holomorf fonksiyonlar
kiimesini isaretliyelim. Bu kiime Mobius doniisiimii altinda invariant oldugundan

B ’deki fonksiyonlarin K (ZO, r) ’ye kisitlaniginin 6grenilmesi, onu

K(0,r)={w <r}



kiimesine kisitlaniginin 6grenilmesiyle aynidir. Bunun i¢in K (ZO, r) kiimesini

_ZO

wW=17(z)= .
-2,z

koordinat fonksiyonu ile vermemiz gerekiyor. Fakat B ’deki fonksiyonlarin

tiirevlerinden olusmus aile konform invariant degildir. Buna ragmen
' 2
[t @|(1-]2)
ifadesi konform invarianttir. Bunun ispati, f(z)=7(z) almakla

|f'(2)| < 1
1-[f@ 1-z[

esitsizliginin esitlik hali olan

) =(1-[] )l @)

ozdesliginden alimir. Oyleki eger f(z)=g (r( Z)) = g(w) alirsak
|1 @|(1-[2" ) =g W[ @)|(1-[2]" ) =|g"w] (1w’
olur. Bu ise | f '(Z)|(1 —|Z|2) ’in invariant oldugunu gosterir.

Pick lemmasindan elde edilen bu konform invariantlik modern analitik
fonksiyonlar teorisinde ¢ok genis kullanilmaktadir.

Daha sonra Lars V. Alfors Schwarz lemmasini egrilik kavramimi kullanarak
yorumlamustir [3]. Schwarz lemmasina dayanarak kompleks analizin Carathéodory
ve Kobayashi metrigiyle baglantili modern konular1 gelistirilmistir [27]. Genellikle
geometrik fonksiyonlar teorisinin hemen hemen biitiin sonuglart bu veya diger
sekilde Schwarz lemmasiyla baglidir [26]. Bundan dolay1 giiniimiize kadar Schwarz
lemmasinin farkli versiyonlar1 uzmanlarin ilgi odagi olmaktadir [9], [10], [11], [16],
[18], [19], [20], [21], [22], [32], [33], [34] ve bu yonde elde edilen her ilerleme
geometrik fonksiyonlar teorisinde onemli sonuglara yol agmaktadir (bak, 6rnegin

[25], [26]).



1.1. Simirda Schwarz lemmasinin bir versiyonu

Son 15 yilda sinirda Schwarz lemmasi denilen konularda yogun arastirmalar

yapilmaktadir [13], [17], [28], [32], [34]. Bunlarin bir kismi1 birim dairenin sinirinin
()

modiiliiniin agag1 sinir1 hakkindadir.

=1 kosulunu saglayan noktalarinda (kontakt noktalari) fonksiyonun tiirevinin

Klasik Schwarz lemmasinda f fonksiyonu bir ceZ' noktasina stirekli

devam ediliyorsa,

f(c)=1, ve f'(c) mevcutsa (1.1) esitsizliginden (Lindeldf
prensibinin de bir pargasi olan) ( [25, p. 29])

| f '(C)| >1 (1.2)
elde edilir.

Schwarz lemmasinin bu sonucu ve onun genellemeleri literatiirde sinirda

Schwarz lemmasi olarak nitelendirilmektedir.

Carathéodory’nin [14] klasik kitabinda (1.2) f’in sonlu sayida

.,k =1,....,n sifirlar1 i¢in

2

» 1=z,

|f'(c) > - (1.3)
k=1 |C - Zk|
seklinde genellestirilmistir.
Schwarz-Pick lemmasinin 6zel hali olan
T@- T,
1-f(0)f(z)|
esitsizliginden
|2+]0)
f(z)|<————F (1.4)
@ 1+z|| £ (0)|

iliskisi elde edilir [25].

Eger f fonksiyonu Schwarz lemmasmin kosullarini da saglarsa (1.4) il

@ fonksiyonuna uygularsak
2] +|1'0)

1.5
1+]4[70) (1.5)

f@] <[

elde ederiz.



Simdi eger f(z) fonksiyonu ¢ €7 noktasina siirekli devam ettiriliyorsa ve f'(C)

mevcutsa (1 .5) ’te limite gecersek

[T )| (1.6)

If O
elde ederiz [32].

(1.5)’te reel z igin ve (1.6) nin sol yamndaki esitsizlik ¢=1 durumunda

esitlik hali sadece f(z)=1z 12 a

, 0<a<1 fonksiyonu i¢in gergeklesir.

Ek olarak eger f(z)=a, z" +a,,z"" +..., ise bu taktirde

f'(c)|> +1—|ap| (1.7
[t'©©)>p )
1+|ap|

saglanir.

(1.3) ve (1.7) esitsizlikleri V. N. Dubinin tarafindan genellestirilmistir [17].

Teorem 2 [17] : f(z)=c,z"+...,c, #0 fonksiyonu D diskinde holomorf ve

|Z|<1 i¢in |f(Z)|<1 olsun. Farzedelim ki f fonksiyonu |Z|=1 cemberinin bir C
noktasina siirekli devam olunabilir olup, bu noktada f'(C) tiirevine sahiptir ve
|f(C)| =1. {ak}kea’ D’de f fonksiyonunun z =0’dan farkli belirli sifirlarinin bir

ailesi, p, ise a,,k € & sifirinin katlilig1 olsun. Bu taktirde

n
[f'(0)]= p+ D, 1-[a.[ +£a[|ak|k_‘cp‘
i ak| H|ak|”*+‘cp"
kea

burada n, n < p,,k ea kosulunu saglayan keyfi pozitif tamsayidir ve Z 5=

(1.8)

H .= 07dir. Eger {ak }kea , D’de f fonksiyonunun z =0’dan farkl tiim sifirlarin

bir ailesi ise o halde

a1 e
|f(c)|>|o+épk| Y 2logHakpk, (1.9)
kea

dogrudur. n, = p,,kea icin (1.8)’de ve (1.9)’da esitlik hali Blaschke fonksiyon,

yani



B(z)—szPak'ak } (1.10)

kea | A 1 a.z
oldugunda saglanir.Burada {ak }kea , D ’de (1.10) carpimini yakinsak yapan noktalar

ailesidir.

Bu teoremde |f’(C)| asagidan degerlendirilmesi i¢in f fonksiyonunun

sifirlart ve sifir noktasinda Taylor acilimimin ilk sifirdan farkli katsayisi

kullanilmustir.

Biz tezimizde

nin f ’in iki farkli sifirindaki sifirdan farkli ilk Taylor

katsayilar1 yardimiyla degerlendiriyoruz. Buna ilaveten sonuglarimizda f

fonksiyonunun € smir noktasina siirekli devami kosulu yerine, daha genel olan, ¢
noktasinda agisal limitin mevcutlugu kosulu konulmustur. Buda agisal limitler
hakkinda Julia-Wolff teorisinin kullanilmasini zorunlu hale getirir.

Onceki ¢alismalarimizda biz Schwarz lemmasinin bagka bir sinir versiyonu

ile ilgili sonuglar elde etmistik [4], [5], [6], [7]-

1.2. Julia-Wolff Teorisi

Acisal limitler ile ilgili gerek duyacagimiz bazi kavramlar ele alalim [35].

¢ € T' noktasi igin

A:{zeD:‘arg(l—Ez)‘<a, <p} (O<a<§, p<2cosaj

kiimesine ¢ noktasinda ki Stolz agis1 diyecegiz. Bu ag¢inin genisligi 2« sayist 7 ’den

kiigiik herhangi bir say1 olabilir.

f:D>C fonksiyonu ve ae7 noktasin1 ele alalim. Eger z, c
noktasindaki herhangi Stolz ag¢isinin i¢inde olmak kosuluyla c’ye yaklastiginda
f(z) a sayisina yaklasiyorsa, f fonksiyonu ce7' noktasinda a agisal limitine

sahiptir diyecegiz. Eger ze D herhangi bir kisitlama olmaksizin ce7 ’ye

yaklagtiginda f(z) a’ya yaklasiyorsa f, ¢ noktasinda a limitine sahiptir denilir.
Aciktir ki eger bu son halde D ’de siirekli olan f fonksiyonunu ¢ noktasinda

f (c) =a olarak tanitirsak f fonksiyonu DU {C} kiimesinde stirekli olur.



Agisal limite sahip ama limiti olmayan fonksiyona 6rnek olarak
f,(2)= exp{—?—z}, ze D
—Z

gosterilebilir. Bu fonksiyonun c=1 noktasinda agisal limiti sifirdir ama limiti

yoktur.

Teorem 3 (Plessner’s) [35] : g D ’de meromorf ise hemen hemen tim ¢ € 7" ’ler
icin agagidakilerden sadece biri saglanir.

a) g, c’de sonlu agisal limite sahiptir,

b) ¢ noktasindaki her A Stolz agis1i¢in g(A), C de yogundur.

Bu teoremden hemen asagidaki elde edilir.

Teorem 4 (Fatou) [35] : g D ’de siirhi holomorf fonksiyon ise 7" ’nin hemen

hemen her noktasinda g agisal limite sahiptir.

f:D— D fonksiyonu Cc noktasinda « agisal limitine sahip olsun. Eger ¢

noktasindaki her A Stolz agis1 igin

lim leg

¢c—>C,ceA g —C
olacak sekilde bir £ sayist mevcut ise f’ya f ’in ¢ noktasinda agisal tiirevi denir

ve bizonuda f'(c) ile isaretliyecegiz.

Teorem 5 (Julia) [14] : f: D — D, f =1 bir holomorf fonksiyon, {z,} = D ise

limz, =1, limf(z,)=1 kosulu saglayan bir dizisi olsun. Bu taktirde

asagidakilerden sadece biri dogrudur :

Tiim boyle diziler igin

1-|f(z
limM:oo (1.11)
n—w 1_|Zn|
veya Oyle sonlu pozitif o reel sayilar1 vardir ki her z, Z| <1 i¢in
1- f(2) 1-z[
| ( )| <a| | (1.12)

-t 11—l



iligkisi saglanir.
(1.12) "de esitligi gergeklestiren «, sayisi ve z’, |Z’| <1 noktas1 varsa bu taktirde

- f(z)|2 . |1—z|2

S=a, - (1.13)
1| f (2)| 1-|]

iligkisi her z,

Z| <1 igin saglanir ve f fonksiyonu

(1+2)— (e, +iB)(1-2)
(1+2)+ (e, —ip)(1-2)

seklinde non-Euclidean doniisimdiir.

f(z)=

, (>0, B reel)

Teorem 6 [14] : f : D — D holomorf fonksiyonu ve X, reel dizisi

limx_ =lim f(x,)=1

n—o0 n—o0

kosulunu saglasin. Bu taktirde

lim—1_|f(x)|, tim!= f(x)|, fim = F )
b 1-X 1 1-X x>l 1—X

xeR

limitleri mevcuttur ve esittirler.

Julia-Wolff Lemma’s1 [35] : ¢: D — D fonksiyonu ¢ 7" noktasinda ¢(c)eT’

acisal limitine sahip olsun. Bu taktirde ¢'(C) acisal tirevi mevcuttur ve

1< |g0'(c)| < oo dir.



II. BOLUM

2. SINIRDA SCHWARZ LEMMASI

Bu boliimde sinirda Schwarz lemmasinin yeni bir versiyonunu elde edecegiz.

Birim ¢emberin ¢ noktasinda f'(c) agisal tirevinin modiilinii asagidan
degerlendirecegiz. Bu degerlendirmede f fonksiyonunun biri orijin digeri z, #0

olmak tizere Taylor agilimlarinin sifirdan farkli ilk katsayilar1 kullanilacaktir. Elde

edilen esitsizlikler kesindir. Onceki degerlendirmelerden farkli yapiya sahiptir. (1.3)

degerlendirmesinde  sifirlarmin ~ katildigi  terimler  “autonom”durlar.  Bizim
degerlendirmede sifirlarla baglantili karakteristikler i¢ ice girmislerdir. Bu problemin
yapis1 geregidir. Bundan dolay1 degerlendirmeler tek bir sifirdaki Taylor katsayisinin

kullanildig1 (1.8) esitsizliginden prensip olarak farklidirlar. Sonuglar orjinaldir [8].

2.1. Temel Sonuclar
Tezin temel sonuglar asagidaki teoremlerle ifade olunmustur.

Teorem 1 : f:D — D holomorf fonksiyon, 0<|ZO| <1, f(0)=f(z,)=0 olsun.

Farzedelim ki ceT noktasinda f fonksiyonu f(C) agisal limitine sahiptir ve

| f(c)|=1. Bu taktirde

1-[af[a]-]10)

frc) =1+ 2.1
O el o *
L @I (1= ) O] @ (1=[2] )= £ O)f 1 [z,
2o+ (1=[2o[" ) | O] +| £ @I (112 )+ £ O [e~ 2.
esitsizligi saglanir. Her miimkiin | f ’(O)| =a ve | f '(ZO)| =b

{0 <a<|z,|,0<b< %J degerleri igin (2.1) esitsizligi kesindir.
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Teorem 2 : f : D — D holomorf fonksiyon, 0 < |ZO| <1, k ve m pozitif tamsayilar

olsun. Farzedelim ki f fonksiyonu z=0 ve z=z, civarinda sirasiyla

m+1

f(z)=a,z"+a.,2"" +..,a, 20 ve f(z)=b,(z2-2)" +b,,(z2-2)" +...b, #0,
acilimlarina sahiptir. Varsayalim ki ¢ € 7" noktasinda f fonksiyonun f(c) agisal

limiti mevcuttur ve | f (C)| =1. Bu taktirde

1z ol Ja

|f'(c)|=k+m (2.2)

-zl "+

m m _ _
2" +bal (12 f) Tl = oul (1= 2 ) 2™ a2l 1), f

2" b (1= [z ) e+ I0ul (1= 20 ) ™ a2 =2l

x| 1+

esitsizligi  saglamr.  (2.2)  esitsizligi  |a,] ve |b,|’'nin  her miimkiin

m
b

2

ml—(1_|20|2)

2, <[z,[". b

degerleri i¢in kesindir.

2.2. ispatlar

Teorem 1’in ispat1: h: D — D holomorf fonksiyon ve z, € D noktasi i¢in

[h@)-h(z,)| _
|1-h(z)h(z)|

z—zo|

iligkisi saglaniyor. Buradan

Ih(z,)|+

Ih(z)| < 0 (2.3)
-1,

1+|h(z,)| o

-7,z

elde edilir.

g:D — D holomorf fonksiyon ve z,, 0<|z,| <1, noktast igin (2.3) esitsizliginde

h(z)=—32-90)
2(1-9(0)9(2))

alirsak
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9(2,)-9(0) z
Z, (1_9(0)9(20)) 1_Zoz

9(2)-9(0) ||z-2|
2,(1-90)9(2,))|[1- 27|

+

9@-9@]|_,,
11-9(0)g(2)|

elde edilir, buradan ise

A+

|9(0)]+[7]
1+|Al

f—
|
N
N

l9(2)| < (2.4)

A+

f—
|
N
N

1+|9(0)||7]
1+|A

z-1,
1-2,2

0
esitsizligine ulagilir. Burada

A__ 9(2)-9(0)
z,(1-9(0)9(z,))

isaretlenmistir.

Simdi varsayalim ki f fonksiyonu Teorem 1’in kosullarin1 sagliyor.

Genelligi bozmadan, kalan incelemelerimizde ¢ =1 varsayabiliriz. Eger

f(2)

9@)=——"~
()
-2,z

! f' 0 1- 02
alirsak, g(0):—&, g(z@:M (]9(0)<1|g(z))|<1) ve
f'(ZO)(1—|ZO|2)+ fr(O)
A: ZO ZO

Z, [1+ f,(ZO)(Zl_|Z°|2) f'ZLO)J

oluyor. Burada |A|<1 dir.

| g(0)|:a ve
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F'(20)(1-2[")

L1100
Z, Z, |
B:=
f'(z)(1-|z, ‘ '
o 1+ @)1 )| (o))
z, ‘ Z, |
olsun. Bu taktirde (2.4) den
B+ 2
a+| ;ff
1+B1 —
|fuﬂﬂ4ki5’ — 2.5)
~2,2 7-17
B+ —=
1+alz| "5t
1+B|Z 2
1-2,z
\%
B+ lz—_zo B+ lz—_zo
e R B e e
1+B| 2% D I e R L
I::1—|f(z)|2 1-2,2 1-2,2
1—|Z| B Z—_ZO
1-2,2
.
1+B|—=
’ -2,z
elde edilir.
By|f 2o
P(2):= 1+ a1 27
14+B| 2%
-2,z
ve
Q(z)=1+B|Z L
1- 0

olsun. Bu taktirde



2-2,| ael2-2| Lelz2-12 ’ alz Z__Zo|+B|Z__Zo| _B_|t7%
|>1+B 1-2,2 Bz 1-2,2 i 1-2,2 ~ | |[1_Zoz| 1-2,2| 1-2,2
B (1-]2]) P(2)Q(2) (1-])P@Q(2)
1| [ 2 [ Kt 2
1-2,2 | z| 1|z| + Bl 1-2,2 2.6)
(1 |z|)P(z)Q(z) | ~2,2|(1- |2])P(2)Q(2) (1-]z|)P(2)Q(2) '

iliskisini elde ederiz. Negatif olmayan i ve j tamsayilari i¢in

i i

- | 1—[2f +|z] _|z|'12i2
: L7 _ .. 2,2
o 1-|] i 1-||
|z|i I |
1|z 1-2,2
—hm +lim
IR
j b
i 2| 1= 25
_lim(1—|z|)(1+|z|+....+|z|'1) hm”[ l—zon
o 1—|z| 21 1—|Z|
|z|i i J
-2,z
=i+1lim =i+J
w1l
2 |1- Z_—ZO|+ Z_—Z°|+... + Z__ZO|H_|Z__Z°|j
Jon l—zoz| 1—zoz| l—zoz| |1_Zoz|
_Zgll 1-|]
|Z|i - Z_Zo|+ z—zO| l_|Z—zo| N +|Z_ZO|j71_|Z_ZO|j
_ 1-z,2| [1-22|\ [1-z2|) 7" Jl-z2| |1-z2]
ZIZE’? 1-|7]
_ 1_|20|2_
|1—zo|2

Boylelikle,
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5 (2.7)

ispatlanmis oldu. Bu taktirde lin? P(z)=14+a ve linll Q(z2)=1+B iliskisini ve

Teorem 6’y1 kullanip (2.6) ’da agisal limite gegersek

2 —
f'() > — 1ol
|F) (1+a)(1+B)[ Jr|1—zo|2 |1—ZO|2

_ 1_|ZO|2

2.8)
=1+ sl 1+1_Bl_|z°|2
|1_zo|2 l+a 1+B|1_z :

elde ederiz. Diger yandan

_‘_ £(0)
l—a _1-[9(0) _ 2, | _[z|-[f'0)
ra 19O | | ') [z|+[FO)
ZO
Ve
F@)(1-f) |1
z, z, |
" reli)
f(z,)(1-]z, ‘ .
|1+ ( >|
1-B ‘ 0 ‘ 0
e el o)
z, z, |
1+ ( | |2)
f'(z)|1-|z £100
a1 >IJ
0 0
|2o]| 1+ fl(zo)(1_|z"|2) f'O)|_ fl(zo)(1_|zo|2) | f0)
0 z, Z, Z, Z,
) f/(z)(1-]z|° ' f/(z)(1-|z|° '
|ZO| s (2,) |o|) f'(0) N () |o|)+f(0)
Z0 ZO Zo Zo
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|zO|2+|f’(zo)|(1—|zo|2)|f’(0)| f’(zo)(1—|zo|2) £0)

. o IR
|zo|2+|f'(zo)|(1—|zo|2)|f'(0)| f'(z,) 1—|zo|2) £0)
|2,| : + +
|Zo| Z Z,

|zo|2+|f'(zo)|(1—|zo|2)|f'(0)| f'(zo)(1—|zo|2) £10)

|Zo| Zo Zo
|zo|2+|f’(zo)|(1—|zo|2)|f'(0)| ) f'(z,) 1—|zo|2) o
|Zo| Zo Zo

af+f @) (1-[2[ )| T O[O 1]z, ) -] £ )
Iz, +|f ’(zo)|(1_|z0|2)| £(0)|+| f ’(0)|(1—|z0|2)+| £(0)

iliskileri saglanmaktadir. Bu sonuncu iliskileri (2.8)de gdz oniine alirsak (2.1)’in
saglandigini goriiriiz.

Simdi (2.1)’in kesin oldugunu ispatlayalim. f fonksiyonu teoremin

kosullarini saglasin. Bu taktirde |f’(0)| < |Zo| ve |f’(zo)| £|L|2 esitsizlikleri

0

z-1,
z,2

[t <l

0

iliskisinden kolayca ¢ikar.

Simdi varsayalm ki z,e(-10), a ve b saylan ise 0<a<|z,| ve

z
0<b< |—O||2 esitsizliklerini saglayan herhangi sayilardir.
1-|z,

b(1-|z,
(ZOO) 1 b(1-[z[")+a

A= ‘; - .
zo[l+ab(1|zo| )] ' 1+ab(1_|j0|)

2
0 Z0

a
+7
Z

olsun.
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A+ LD
-2,z

-—+1z
O W N
-1 1-2,z
p(2)=17| —= °
1-2,2 Ar L%
-2,z
1_2270
Lojeplh
-2,z

fonksiyonunu ele alalim. ¢ fonksiyonu D ’de holomorf olup degerleri D ’dendir,

¢'(0)=a ve

a
a 2z,
— 4 0 0
z 1-|z,[
—3+Az0 O 1+ab( |20| )
¢'(ZO — ZO ZO — ZO ZO
-2 1—iAz0 -2 b(1_|zo|2)+a
ZO 1—-a ZO ZO
(1-F=f)
Z,| 1+ab 2
0
2 2
a 2b(1_|§0| )+b(1_|20| ) a
— Zy Zy Zy Zy Zy =h.
1_ _ 2 _ 2
§ z, 1+ab(1 |jO| ) - (1 |ZO| )_a2
0 ZO ZO
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elde edilir. z, e(-1,0) oldugunu géz oniine alirsak son esitlik (2.1)’in kesin

oldugunu gosterir.

Teorem 2’nin ispati : f fonksiyonu Teorem 2’nin kosullarini saglasin. Bu taktirde

f(2)

m
71-12
-2,z

fonksiyonu D ’de holomorf olup, g(D)c D,

9(2):=

a m &,
90 =—"*5=(-1) —
(—ZO) ( ) ZO
ve
b m
9z)=—x(1-a ') (o<1 Joz,)|<1)
0
iligkileri saglanir.
— %
o, -
ve
b m
?T(l_|20|2) o
B = 0 0
b 2\™|| &
Z,|| 1+ (1-|z —x
1o -3
olsun. Bu taktirde (2.5 ) ’e benzer olarak
B+ 2
PP L
" 14B| 2%
1)<l 22 -
‘I_ZOZ| Bl+ Z__ZO
TP L
1+B, |2
1-2,2

\%S



B, + 12 b m |m B, + 12 —%
-2,z -1 alz—12 -2,Z
1+a,7] z—Oz —0‘1|Z|k l—z_oz _|Z|k l|1_Z—OZ| z—Oz
1+B 0 0 0 1+ B %o
I::1—|f(z)|2 " -2,z " -2,z
1-|7] B+ 1z—_z0
-2,Z
([ e
B
0
elde edilir.
B 12—_2_202
P(2)=1+q7| -
1+B, 12__2_202
0
A\~
Q(z):=1+B |- 2
1-2,2
olsun. Bu taktirde
1_|Z|k+l Z—_ZO ™ 1_|Z|k+1 Z—_ZO "
> 1 1-2,z +BI|Z_—ZO| -2,z
P@Q@|  (1-[2) 1-2,2]  (1-[])
; ; m-1 ; ; m+l1
k-1 - k-1 -
-7 |1_| | 1—2_02 1_|Z| 1—2_02
0 0 0
L T () I (R )

saglanir. Son iliskide Teorem 6’1 gdz Onilinde bulundurarak agisal limite gegip

(2.7) ’de hesaba katarsak



|f (1)|z(Hal)(HBl){k+1+|1_zo|2(m+1)+B1 k+1+|1_Z |2(m+1)

0
2 1-|z,[ 1-|z[
T P K—1+———(m-1 B|lk-1+———(m-1
*(1+a1><1+81>{“‘[ T M e
=k+m1_|zo|2+1_a[1+1_811_|ZO|2]

2.9
|1—zo|2 I+a, 1+Bl|1—20|2 2:9)
elde edilir.
_ &
LRSI 4 O Y s
1+, 4] |2, +a]
ZO
ve
b m
Z—T(1—|ZO|Z) +|%
1_ 0 0
b 2 a
Z,|| 1+ (1-|z —x
o P
1+B, b 2\M a
—m1-|z +|K
1+ Zg( |O|) 2
1o - |3
0 0

) |ZO|[1+ kz)g(l_|zo|2)m Z;,;J_ kz)g (1—|ZO|2)m‘_ 251
|z0|(1+ 22(1_|20|2)m 351 j+ kz’g (1—|ZO|2)m‘ an

m m
o 2™+ al (12 ) Jaul | oul(1-12) 2" a2
0 |Zo|m+k |Zo|m+k
- m+k 2\M 2\M m k
o) 2" + o (1~ [z ) [ad +Ibml(l—lzol) 2] +[a]|2|
0 m+k m+k
|Zo| |ZO|
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eloal(1=laf ) Tl =lbal(1=[2f") 2l - a2
#loal(1=L2l) T ol (120 ) 20" + a2

iliskilerini kullanarak (2.7) den (2.2) nin saglandigim goriiriiz.

| |m+k
| |m+k

(2.2) esitsizliginin kesin oldugunu gdsterelim.

f Teorem 2’nin kosullarini saglasin. Bu taktirde

m

k| Z—Z,

|f(2) <l ,2eD

1- zz

|ZO|k

iliskisi saglanmaktadir. Buradan |ak| §|ZO|m ve |bm| < — elde ederiz. Simdi a

)

k
Z
0< |b | <L esitsizliklerini saglayan herhangi

(1-[a)

ve b sirasiyla O<|a|<|Z0 "

sayilar olsun.

A ve ¢(z) fonksiyonu sirasiyla

D (1-laf) +(-1)”““}

Al: Zg 1 b 2 ”f a
1+(-1)" = (1- =
SCEE )
Ve
-1,
m Al+1—Z_OZ
(1) 5 +2 —
(2)=2"| 20 m - All_Z_OOZ
¢ l_ié A 2-1,
m a -2,z
1+(-1) o Z o
o 1+A—=
-2,z

formiilleriyle tanimlansin.

Agiktir ki ¢ fonksiyonu Teorem 2’nin kosullarmi saglar. Kolayca

gosterebiliriz ki



A
N
SN Y N
(0(2): -1 1-2,2
z* (1-z,2 J
m 1-2,z
1+(-1) =z
ZO 1+A Z__ZO
-2,z
ve
k
oo _,
k! ’
A
(-1)" oz Z__OZZ
n O PNy N
o(2) /- 1 -2,z
(z-2z,)" 1-12,2 A+ 1D
1+(—1)mimz 12,2
ZO 1+A\1 Z__ZO
-2,z
ve
0" (2) _y
m! '
Hesaplamalar gosteriyor ki
-1,
A —
m a A -2,z
(-1) 5 +2 -
m m-1 P ZO 1+A1 Z__ZO
_ _ 1-|z —
0(2)=| k| L2 | ym| 2 |_°| ~z¢ 12,2
1-2,z 1-2,z (l—zoz) A+ 2-1,
(- 2, 14
m -2
o 1+A 0
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2| 1+(-1)" 2 1-2,2
Z 1+A12—7£0
1-2,2
-7, ¥
A1+1 =
-7,z
-1,
+A’1—?Oz
,Al 1_‘202 A‘+Z*Z0 ,
(1_?02)2 1-2,2 A -
2 z| (1) 5+
Z z
L ° o 1+A
lzozj
-7, Y
0
AlJrl—z[,z
A
0
1-z2
A+1 l
-7
0 et
SO N
-1z,
1-z
A+—=2L
1 n" a 1-2,
+(_) " 1-z
o 1+A—=2
-1z,
1 |Zo|2 1-2z,
t 1
_Z—O)z A 1-z, a A1+1_
1+(-1)" = —
2 1+ A
1—
-
Al+l_ﬁ
1-2z,
1-2,
I+A—=
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1-|z,[ - 1-|z,[ 1
A1+1 Zy |0|z(1+A11_?j_A1 |0|2[Al+1_§_()) A1+1_é
m a 1- 0 (1_20) 0 (1_20) 0 m a 1- 0
(=) El All z, 1—7 Y\ 2| (=) zT‘+1 Al1—z0
+ _ 0 + -0
1 ) (1+A11_Zz] 1_20
2
A1+1_ﬁ
1+(—1)"‘Zim 11 .
0 1+A—=
1-1z,
1 m
x| &
-1z,
ve
-z, z"—(-1)"
p(H)=k+m |Z°|2+Z°m ( )ma
1-2)) zy+(-1) a 2.10)
_ 2 Zk+m
X 1+1 |ZO| °

+(-1)™ b(1—|zo|2)m a—b(1—|zo|2)m 25 —(-1)" azt!
(1-2,) 2™+ (-1)™ b(1—|zo|2)m a+ b(1—|zo|2)m 20 (1) ez
iliskisi saglanir. kK ve m’nin karsilikli durumuna uygun olarak z,, a ve b

sayilarina uygun isaretleri segersek (2.10) iliskisinden (2.2)’de ¢(z) igin esitlik
saglandig1 gorilir.
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3. SONUC

Klasik Schwarz lemmasinda f holomorf fonksiyonu birim ¢emberin bir ¢

noktasina siirekli devam ettiriliyorsa,

f(c)|=1 ise ve f'(C) mevcutsa,

f'(c)=1
iliskisi elde ediliyor. Carathéodory bu esitsizligi f ’in sifirlarin1 da hesaba katarak
kesinlestirmistir.

Son 15 yilda R. Osserman, V. N. Dubinin ve vs. bu sonuglari |f’(0) In

degerlerini de gdz onilinde bulundurarak daha da iyilestirmigler.

Tezde f ’in ¢ noktasindaki agisal tiirevinin modiiliiniin, bu fonksiyonun iki

farkli sifirindaki sifirdan farkli ilk Taylor katsayilari kullanilarak asagidan kesin

degerlendirilmesi elde edilmistir.

Omegin, f birim daireden kendisine holomorf fonksiyon, 0<|ZO| <1,
f(0)=f(z,)=0 ; birim ¢emberin bir ¢ noktasinda f(c) acisal limiti mevcut ve
|f(c)| =1 ise, ¢ noktasindaki f'(C) acisal tiirevinin

1-fa[ |, [2]-[ ')
e~z [z]+]1'(0)

|f'0)=1+

2l +| £ @I(1=[2f ) @)= £ @] (1= [20] ) =1 £ O)f 1 [z,
+ 2
2ol + £ @)l (1= [z ) £ )+ @l (1- |20 ) + O e~ 2]

kesin esitsizligini sagladig1 gosterilmistir.

Sifirlarin kendilerinin hesaba katildigi onceki calismalardaki ek terimler
“autonom”durlar. Bizim degerlendirmelerde sifirlarla baglantili karakteristikler i¢ ice
girmislerdir. Bu, problemin yapisi geregi olup, degerlendirmeler tek bir sifirdaki
Taylor katsayisinin kullanildig: esitsizliklerden prensip olarak farklidirlar. Sonuglar

orjinaldir.
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