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ÖZET 
 

TEZİN BAŞLIĞI: SINIRDA KESİN SCHWARZ EŞİTSİZLİĞİ 

 

YAZAR ADI: BÜLENT NAFİ ÖRNEK 

 

 

Bu tezde kompleks analizin temel taşlarından olan Schwarz lemmasının, bir 

sınır versiyonu ele alınmıştır. Klasik Schwarz lemmasında f  holomorf fonksiyonu 

birim çemberin bir c  noktasına sürekli devam ettiriliyorsa, ( ) 1f c =  ise ve ( )f c′  

mevcutsa, ( ) 1f c′ ≥  ilişkisi elde ediliyor. Carathéodory bu eşitsizliği f ’in sıfırlarını 

da hesaba katarak kesinleştirilmiştir.  

Son 15 yılda Osserman, Dubinin ve vs. bu sonuçları (0)f ′ ’ın değerlerini de 

göz önünde bulundurarak daha da iyileştirmişler. 

Tezde f ’in c  noktasındaki açısal türevinin modülünün, bu fonksiyonun iki 

farklı sıfırındaki sıfırdan farklı ilk Taylor katsayıları kullanılarak aşağıdan kesin 

değerlendirilmesi elde edilmiştir. 

 

 

Anahtar kelimeler : Holomorf fonksiyonlar, Schwarz lemması, Açısal limit ve 

türev, Julia-Wolff teorisi. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 V

SUMMARY 
 

TITLE OF THE THESIS : A SHARP SCHWARZ INEQUALITY ON THE 

BOUNDARY  

 

AUTHOUR’S NAME : BÜLENT NAFİ ÖRNEK 

 

 

In this dissertation, a boundary version of the Schwarz lemma that is a basic 

element of Complex analysis is considered. In the classical version of the Schwarz 

lemma, the inequality ( ) 1f c′ ≥  is obtained if  holomorphic function f  is extended 

by continuity at point c  of a unit circle, ( ) 1f c = , and ( )f c′  exists. Carathéodory 

improves this inequality by taking into account the zeros of f . 

In the last 15 years, Osserman, Dubinin and others have improved more these 

results by taking into considerations of values (0)f ′ . 

In this dissertation, the lower sharp estimate of the angular derivative of the 

function f  at the point c  is obtained by using the first nonzero Taylor coefficient of 

f  at two different its zeros. 

 

 

Keywords : Holomorphic functions, Schwarz lemma, Angular limit and derivative, 

Julia-Wolff theory. 
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I. BÖLÜM 
 

1. GİRİŞ 
 

 C  kompleks düzlem, { }= ∪ ∞
�
C C  genelleştirilmiş kompleks düzlem, 

⊂D C  sıfır merkezli birim daire ve { }: 1z z= ∂ = =T D  olsun. Kompleks analizin 

temel taşlarından olan (bak., örneğin [2], [12], [14], [15], [16], [23], [24], [30], [36], 

[37], [38])   Schwarz lemması klasik halde aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

 

Schwarz Lemması [29] :  :f →D D  holomorf fonksiyonu için 0)0( =f  olsun. 

Bu takdirde, 

      ( ) ,f z z z≤ ∀ ∈D                                         ( )1.1  

ve 

                                      (0) 1;f ′ ≤                                                             ( )1.1′  

eşitsizlikleri sağlanır. 

( )1.1  eşitsizliğinde herhangi bir )10( << zz  noktasında veya ( )1.1′  eşitsizliğinde 

eşitlik durumu yalnızca ϕ   reel bir sabit olmak üzere zezf iϕ=)(  olduğunda 

mümkündür. 

 Schwarz lemmasının etkinliğini gösteren standart uygulamalardan birisi 

Liouville teoreminin ispatında görülmektedir. Bilindiği üzere Liouville teoremi tüm 

kompleks düzlemde sınırlı tam fonksiyonun sabit olmasını hükmeder. Genelliği 

bozmadan varsayabiliriz ki 0z = , f  tam fonksiyonun sabit noktasıdır ve ayrıca bu 

fonksiyonun modülü birden küçüktür. Her pozitif R  sayısı için ( )f Rz  fonksiyonu 

Schwarz lemmasının hipotezlerini sağlar. O halde 1z <  için ( )f Rz z≤  olur. 

Sonuncu eşitsizlikte w Rz=  alırsak, w R<  olduğunda ( )
w

f w
R

≤  olur. w ’yi keyfi 

nokta alıp, R ’yi sonsuza yaklaştırırsak ( ) 0f w =  elde ederiz. 

Schwarz lemmasının ilk genellemesi Pick tarafından verilmiştir ki, buda 

literatürde Schwarz-Pick lemması olarak bilinmektedir [29], [31], [39]. 
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Birim diskin kendisine 

0

0

( )
1

i z zz e
z z

ϕτ −
=

−
 

şeklinde konform dönüşümüne Möbius dönüşümü denir, burada ϕ  reel sayı ve 

0 1z < ’dir. 

Lemma 1 (Schwarz-Pick) [29] :   :f →D D  holomorf fonksiyon olsun. Bu 

taktirde  

0 0
0

0 0

( ) ( ) ,
1 ( ) ( ) 1
f z f z z z z z

f z f z z z
− −

≤ ≠
− −

 

ve 

2 2

( ) 1
1 ( ) 1

f z

f z z

′
≤

− −
 

eşitsizlikleri sağlanır. Eşitlik hali yalnızca f ’in Möbius dönüşümü olduğu halde 

mümkündür. 

 D  birim diskinde tanımlanmış 

( , )
1
z wz w

wz
ρ −

=
−

 

fonksiyonuna pseudohyperbolic mesafe denir [1], [24]. 

 Schwarz-Pick lemması  D ’nin D ’ye holomorf dönüşümünün 

pseudohyperbolic mesafesine göre 

( ) ( )( ), ( ) ,f z f w z wρ ρ≤  

Lipschitz sürekli olduğunu ifade eder. Ayrıca bu lemma ( ),z wρ  mesafesinin 

Möbius dönüşümü altında  

( ) ( ), ( ), ( )z w z wρ ρ τ τ=  

invariant olduğunu gösterir. 

( ) { }0 0, : ( , ) , 0 1K z r z z z r rρ= < < <  

kümesine non-Euclidean disk denir. B  ile D ’den D ’ye holomorf fonksiyonlar 

kümesini işaretliyelim. Bu küme Möbius dönüşümü altında invariant olduğundan 

B ’deki fonksiyonların ( )0 ,K z r ’ye kısıtlanışının öğrenilmesi, onu 

( ) { }0,K r w r= <  
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kümesine kısıtlanışının öğrenilmesiyle aynıdır. Bunun için ( )0 ,K z r  kümesini 

0

0

( )
1
z zw z

z z
τ −

= =
−

 

koordinat fonksiyonu ile vermemiz gerekiyor. Fakat B ’deki fonksiyonların 

türevlerinden oluşmuş aile konform invariant değildir. Buna rağmen 

( )2'( ) 1f z z−  

ifadesi konform invarianttır. Bunun ispatı, ( ) ( )f z zτ=  almakla 

2 2

( ) 1
1 ( ) 1

f z

f z z

′
≤

− −
 

eşitsizliğinin eşitlik hali olan 

( )( ) ( )
2 22

0 20
2

0 0

1 1
1 1 ( )

1 1

z zz z z z
z z z z

τ
− −− ′− = = −

− −
 

özdeşliğinden alınır. Öyleki eğer ( )( ) ( ) ( )f z g z g wτ= =  alırsak 

( ) ( ) ( )2 2 2'( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) 1f z z g w z z g w wτ′ ′ ′− = − = −  

olur. Bu ise ( )2'( ) 1f z z− ’in invariant olduğunu gösterir. 

 Pick lemmasından elde edilen bu konform invariantlık modern analitik 

fonksiyonlar teorisinde çok geniş kullanılmaktadır. 

Daha sonra Lars V. Alfors Schwarz lemmasını eğrilik kavramını kullanarak 

yorumlamıştır [3].  Schwarz lemmasına dayanarak kompleks analizin Carathéodory 

ve Kobayashi metriğiyle bağlantılı modern konuları geliştirilmiştir [27]. Genellikle 

geometrik fonksiyonlar teorisinin hemen hemen bütün sonuçları bu veya diğer 

şekilde Schwarz lemmasıyla bağlıdır [26]. Bundan dolayı günümüze kadar Schwarz 

lemmasının farklı versiyonları uzmanların ilgi odağı olmaktadır [9], [10], [11], [16], 

[18], [19], [20], [21], [22], [32], [33], [34] ve bu yönde elde edilen her ilerleme 

geometrik fonksiyonlar teorisinde önemli sonuçlara yol açmaktadır (bak, örneğin 

[25], [26]). 
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1.1. Sınırda Schwarz lemmasının bir versiyonu 
 

Son 15 yılda sınırda Schwarz lemması denilen konularda yoğun araştırmalar 

yapılmaktadır [13], [17], [28], [32], [34]. Bunların bir kısmı birim dairenin sınırının 

( ) 1f =i  koşulunu sağlayan noktalarında (kontakt noktaları) fonksiyonun türevinin 

modülünün aşağı sınırı hakkındadır.  

Klasik Schwarz lemmasında f  fonksiyonu bir c∈T  noktasına sürekli 

devam ediliyorsa, ( ) 1f c = , ve ( )f c′  mevcutsa ( )1.1  eşitsizliğinden (Lindelöf 

prensibinin de bir parçası olan) ( [25, p. 29]) 

                                                  ( ) 1f c′ ≥                                                    (1.2) 

elde edilir. 

 Schwarz lemmasının bu sonucu ve onun genellemeleri literatürde sınırda 

Schwarz lemması olarak nitelendirilmektedir. 

 Carathéodory’nin [14] klasik kitabında ( )1.2  f ’in sonlu sayıda 

, 1,....,kz k n=  sıfırları için 

                                                      
2

2
1

1
( )

n
k

k k

z
f c

c z=

−
′ ≥

−
∑                                            (1.3) 

şeklinde genelleştirilmiştir. 

Schwarz-Pick lemmasının özel hali olan 

      ( ) (0)
1 (0) ( )
f z f z

f f z
−

≤
−

                                              

eşitsizliğinden  

                                                     
(0)

( )
1 (0)

z f
f z

z f
+

≤
+

                                            (1.4) 

ilişkisi elde edilir [25]. 

 Eğer f  fonksiyonu Schwarz lemmasının koşullarını da sağlarsa ( )1.4 ’ü 

( )f z
z

 fonksiyonuna uygularsak 

                                                    
(0)

( )
1 (0)

z f
f z z

z f
′+

≤
′+

                                        (1.5) 

elde ederiz.  
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Şimdi eğer ( )f z  fonksiyonu c∈T  noktasına sürekli devam ettiriliyorsa ve ( )f c′  

mevcutsa ( )1.5 ’te limite geçersek 

                                                     2( ) 1
1 (0)

f c
f

′ ≥ ≥
′+

                                         (1.6) 

elde ederiz [32].  

( )1.5 ’te reel z  için ve ( )1.6 ’nın sol yanındaki eşitsizlik 1c =  durumunda 

eşitlik hali sadece ( ) , 0 1
1
z af z z a

az
+

= ≤ ≤
+

 fonksiyonu için gerçekleşir. 

Ek olarak eğer 1
1( ) ....,p p

p pf z a z a z +
+= + +  ise bu taktirde 

                                                    
1

( )
1

p

p

a
f c p

a

−
′ ≥ +

+
                                             (1.7) 

sağlanır. 

( )1.3  ve ( )1.7  eşitsizlikleri V. N. Dubinin tarafından  genelleştirilmiştir [17]. 

 

Teorem 2 [17] : ( ) ...., 0p
p pf z c z c= + ≠  fonksiyonu D  diskinde holomorf ve 

1z <  için ( ) 1f z <  olsun. Farzedelim ki f  fonksiyonu 1z =  çemberinin bir c  

noktasına sürekli devam olunabilir olup, bu noktada ( )f c′  türevine sahiptir ve 

( ) 1f c = . { }k k
a

α∈
, D ’de  f  fonksiyonunun 0z = ’dan farklı belirli sıfırlarının bir 

ailesi, kp  ise ,ka k α∈  sıfırının katlılığı olsun. Bu taktirde  

                              
2

2

1
( ) ,

k

k

n
k p

k k
k n

k k k p
k

a ca
f c p n

c a a c
α

α
α

∈

∈

∈

−
−

′ ≥ + +
− +

∏
∑

∏
                             (1.8) 

burada kn  ,k kn p k α≤ ∈  koşulunu sağlayan keyfi pozitif tamsayıdır ve : 0
∅
=∑ , 

: 0
∅
=∏ ’dir. Eğer { }k k

a
α∈

, D ’de  f  fonksiyonunun 0z = ’dan farklı tüm sıfırların 

bir ailesi ise o halde  

                               
2

2

1 1( ) log
2 k

pk
k p

k kk
k

ca
f c p p

ac aα
α

∈
∈

−
′ ≥ + −

−
∑ ∏

,                            (1.9) 

doğrudur. ,k kn p k α= ∈  için (1.8)’de ve (1.9)’da eşitlik hali Blaschke fonksiyon, 

yani 
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     ( )
1

kp

kp k

k k k

a a zB z z
a a zα∈

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥

−⎣ ⎦
∏ .                                        (1.10)                         

olduğunda sağlanır.Burada { }k k
a

α∈
, D ’de (1.10)  çarpımını yakınsak yapan noktalar 

ailesidir. 

 

 Bu teoremde ( )f c′  aşağıdan değerlendirilmesi için f  fonksiyonunun 

sıfırları ve sıfır noktasında Taylor açılımının ilk sıfırdan farklı katsayısı 

kullanılmıştır. 

 Biz tezimizde ( )f c′ ’nin f ’in iki farklı sıfırındaki sıfırdan farklı ilk Taylor 

katsayıları yardımıyla değerlendiriyoruz. Buna ilaveten sonuçlarımızda f  

fonksiyonunun c  sınır noktasına sürekli devamı koşulu yerine, daha genel olan, c  

noktasında açısal limitin mevcutluğu koşulu konulmuştur. Buda açısal limitler 

hakkında Julia-Wolff teorisinin kullanılmasını zorunlu hale getirir. 

 Önceki çalışmalarımızda biz Schwarz lemmasının başka bir sınır versiyonu 

ile ilgili sonuçlar elde etmiştik [4], [5], [6], [7]. 

 

1.2. Julia-Wolff Teorisi 
 

 Açısal limitler ile ilgili gerek duyacağımız bazı kavramları ele alalım [35]. 

c∈T  noktası için 

( ){ }: arg 1 , 0 , 2cos
2

z cz z c πα ρ α ρ α⎛ ⎞Δ = ∈ − < − < < < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

D  

kümesine c  noktasında ki Stolz açısı diyeceğiz. Bu açının genişliği 2α  sayısı π ’den 

küçük herhangi bir sayı olabilir. 

 :f →
�

D C  fonksiyonu ve a∈T  noktasını ele alalım. Eğer z , c  

noktasındaki  herhangi Stolz açısının içinde olmak koşuluyla c ’ye yaklaştığında 

( )f z  a  sayısına yaklaşıyorsa, f  fonksiyonu  c∈T  noktasında a  açısal limitine 

sahiptir diyeceğiz. Eğer z∈D  herhangi bir kısıtlama olmaksızın c∈T ’ye 

yaklaştığında ( )f z  a ’ya yaklaşıyorsa f , c  noktasında a  limitine sahiptir denilir. 

Açıktır ki eğer bu son halde D ’de sürekli olan f  fonksiyonunu c  noktasında 

( )f c a=  olarak tanıtırsak f  fonksiyonu { }c∪D  kümesinde sürekli olur. 
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 Açısal limite sahip ama limiti olmayan fonksiyona örnek olarak 

0
1( ) exp ,
1

zf z z
z

+⎡ ⎤= − ∈⎢ ⎥−⎣ ⎦
D  

gösterilebilir. Bu fonksiyonun 1c =  noktasında açısal limiti sıfırdır ama limiti 

yoktur. 

 

Teorem 3 (Plessner’s) [35] : g  D ’de meromorf ise hemen hemen tüm c∈T ’ler 

için aşağıdakilerden sadece biri sağlanır. 

 )a  g , c ’de sonlu açısal limite sahiptir, 

 )b  c  noktasındaki her Δ  Stolz açısı için ( )g Δ , C ’de yoğundur. 

Bu teoremden hemen aşağıdaki elde edilir. 

 

Teorem 4 (Fatou) [35] : g  D ’de sınırlı holomorf fonksiyon ise T ’nin hemen 

hemen her noktasında g  açısal limite sahiptir. 

 

:f →D D  fonksiyonu c  noktasında α  açısal limitine sahip olsun. Eğer c  

noktasındaki her Δ  Stolz açısı için 

,

( )lim
c

f
cς ς

ς α β
ς→ ∈Δ

−
=

−
 

olacak şekilde bir β  sayısı mevcut ise β ’ya f ’in c  noktasında açısal türevi denir 

ve biz onu da ( )f c′  ile işaretliyeceğiz. 

 

Teorem 5 (Julia) [14] : :f →D D , 1f ≡  bir holomorf fonksiyon, { }nz ⊂D  ise 

lim 1nn
z

→∞
= , lim ( ) 1nn

f z
→∞

=  koşulu sağlayan bir dizisi olsun. Bu taktirde 

aşağıdakilerden sadece biri doğrudur : 

Tüm böyle diziler için 

                                                 
1 ( )

lim
1

n

n
n

f z
z→∞

−
= ∞

−
                                                (1.11) 

veya öyle sonlu pozitif α  reel sayıları vardır ki her z , 1z <  için 

                                             
2 2

2 2

1 ( ) 1

1 ( ) 1

f z z

f z z
α

− −
≤

− −
                                               (1.12) 
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ilişkisi sağlanır. 

( )1.12 ’de eşitliği gerçekleştiren 0α  sayısı ve z′ , 1z′ <  noktası varsa bu taktirde 

                                               
2 2

02 2

1 ( ) 1

1 ( ) 1

f z z

f z z
α

− −
=

− −
                                            (1.13) 

ilişkisi her z , 1z <  için sağlanır ve f  fonksiyonu 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )0

0
0

1 1
( ) , 0,

1 1
z i z

f z reel
z i z

α β
α β

α β
+ − + −

= >
+ + − −

 

şeklinde non-Euclidean dönüşümdür. 

 

Teorem 6 [14] : :f →D D  holomorf fonksiyonu ve nx  reel dizisi 

lim lim ( ) 1n nn n
x f x

→∞ →∞
= =  

koşulunu sağlasın. Bu taktirde  

1 1 1

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )lim , lim , lim
1 1 1x x x

x x x

f x f x f x
x x x∈ ∈ ∈

→ → →

− − −
− − −\ \ \

 

limitleri mevcuttur ve eşittirler. 

 

Julia-Wolff Lemma’sı [35] : :ϕ →D D  fonksiyonu c∈T  noktasında ( )cϕ ∈T  

açısal limitine sahip olsun. Bu taktirde ( )cϕ′  açısal türevi mevcuttur ve 

1 ( )cϕ′≤ ≤ ∞ ’dir. 
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II. BÖLÜM 

 
2. SINIRDA SCHWARZ LEMMASI 
 

 Bu bölümde sınırda Schwarz lemmasının yeni bir versiyonunu elde edecegiz. 

Birim çemberin c  noktasında  ( )f c′  açısal türevinin modülünü aşağıdan 

değerlendireceğiz. Bu değerlendirmede f  fonksiyonunun biri orijin diğeri 0 0z ≠  

olmak üzere Taylor açılımlarının sıfırdan farklı ilk katsayıları kullanılacaktır. Elde 

edilen eşitsizlikler kesindir. Önceki değerlendirmelerden farklı yapıya sahiptir. ( )1.3  

değerlendirmesinde sıfırlarının katıldığı terimler “autonom”durlar. Bizim 

değerlendirmede sıfırlarla bağlantılı karakteristikler iç içe girmişlerdir. Bu problemin 

yapısı gereğidir. Bundan dolayı değerlendirmeler tek bir sıfırdaki Taylor katsayısının 

kullanıldığı ( )1.8  eşitsizliğinden prensip olarak farklıdırlar.  Sonuçlar orjinaldir [8]. 

 

2.1. Temel Sonuçlar 
 

 Tezin temel sonuçları aşağıdaki teoremlerle ifade olunmuştur. 

 

Teorem 1 : :f →D D  holomorf fonksiyon, 00 1z< < , 0(0) ( ) 0f f z= =  olsun. 

Farzedelim ki c∈T  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve 

( ) 1f c = . Bu taktirde  

                                       
2

0 0
2

00

1 (0)
( ) 1

(0)
z z f

f c
z fc z

′− −
′ ≥ + +

′+−
                                    (2.1) 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

22 2 2
00 0 0 0 0

( ) 1 (0) ( ) 1 (0) 1
1

( ) 1 (0) ( ) 1 (0)

z f z z f f z z f z
c zz f z z f f z z f

⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ − − − − −⎢ ⎥× +
⎢ ⎥−′ ′ ′ ′+ − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

eşitsizliği sağlanır. Her mümkün (0)f a′ =  ve 0( )f z b′ =  

0
0 2

0

0 , 0
1

z
a z b

z

⎛ ⎞
⎜ ≤ ≤ ≤ ≤ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 değerleri için ( )2.1  eşitsizliği kesindir. 
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Teorem 2 : :f →D D  holomorf fonksiyon, 00 1z< < , k  ve m  pozitif tamsayılar 

olsun. Farzedelim ki f  fonksiyonu 0z =  ve 0z z=  civarında sırasıyla 

1
1( ) ..., 0k k

k k kf z a z a z a+
+= + + ≠  ve ( ) ( ) 1

0 1 0( ) ..., 0m m
m m mf z b z z b z z b+

+= − + − + ≠ , 

açılımlarına sahiptir.  Varsayalım ki c∈T  noktasında f  fonksiyonun  ( )f c  açısal 

limiti mevcuttur ve ( ) 1f c = . Bu taktirde  

                                        
2

0 0
2

0 0

1
( )

m
k

m
k

z z a
f c k m

c z z a
− −

′ ≥ + +
− +

                                 (2.2) 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 1 1 2
0 0 0 0 0 0

22 2 1 1
00 0 0 0 0

1 1 1
1

1 1

m mm k m k
m k m k

m mm k m k
m k m k

z b z a b z z a z z
c zz b z a b z z a z

+ − −

+ − −

⎡ ⎤+ − − − − −⎢ ⎥× +⎢ ⎥−+ − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

eşitsizliği sağlanır. ( )2.2  eşitsizliği ka  ve mb ’nin her mümkün 

( )
0

0 2
0

,
1

k
m

k m m

z
a z b

z

⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ ≤⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎝ ⎠

 değerleri için kesindir. 

 

2.2. İspatlar 
 

Teorem 1’in ispatı : :h →D D  holomorf fonksiyon ve 0z ∈D  noktası için 

0 0

0 0

( ) ( )
1 ( ) ( ) 1
h z h z z z

h z h z z z
− −

≤
− −

 

ilişkisi sağlanıyor. Buradan 

                                                  

0
0

0

0
0

0

( )
1

( )
1 ( )

1

z zh z
z z

h z
z zh z

z z

−
+

−
≤

−
+

−

                                      (2.3) 

elde edilir. 

:g →D D  holomorf fonksiyon ve 0z , 00 1z< < , noktası için ( )2.3  eşitsizliğinde 

( )
( ) (0)( )

1 (0) ( )
g z gh z

z g g z
−

=
−

 

alırsak 
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( )

( )

0 0

00 0

0 0

00 0

( ) (0)
11 (0) ( )( ) (0)

1 (0) ( ) ( ) (0)1
11 (0) ( )

g z g z z
z zz g g zg z g z

g g z g z g z z
z zz g g z

− −
+

−−−
≤

− − −
+

−−

 

elde edilir, buradan ise 

                                         

0

0

0

0

0

0

0

0

1
(0)

1
1

( )

1
1 (0)

1
1

z zA
z z

g z
z zA

z z
g z

z zA
z z

g z
z zA

z z

−
+

−
+

−
+

−
≤

−
+

−
+

−
+

−

                                  (2.4) 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada 

( )
0

0 0

( ) (0)
1 (0) ( )
g z gA

z g g z
−

=
−

 

işaretlenmiştir. 

 Şimdi varsayalım ki f  fonksiyonu Teorem 1’in koşullarını sağlıyor. 

Genelliği bozmadan, kalan incelemelerimizde 1c =  varsayabiliriz. Eğer  

0

0

( )( )

1

f zg z
z zz

z z

=
⎛ ⎞−
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

 

alırsak, 
0

(0)(0) fg
z
′

= − , 
( )2

0 0

0
0

( ) 1
( )

f z z
g z

z

′ −
=  ( )0(0) 1, ( ) 1g g z≤ ≤  ve  

( )

( )

2
0 0

0 0
2

0 0

0
0 0

( ) 1 (0)

( ) 1 (0)1

f z z f
z zA

f z z fz
z z

′ − ′
+

=
⎛ ⎞′ − ′⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

oluyor. Burada 1A ≤ ’dir.  

(0)g α=  ve 
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( )

( )

2
0 0

0 0

2
0 0

0
0 0

( ) 1 (0)

:
( ) 1 (0)1

f z z f
z z

B
f z z fz

z z

′ − ′
+

=
⎛ ⎞′ − ′⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

olsun.  Bu taktirde ( )2.4 ’den  

                                     

0

0

0

00

0 0

0

0

0

1

1
1

( )
1

1
1

1
1

z zB
z z

z
z zB

z zz zf z z
z z z zB

z z
z

z zB
z z

α

α

−
+

−
+

−
+

−−
≤

− −
+

−
+

−
+

−

                             (2.5) 

ve 

( )

0 0

20 00 0

0 00 0

0 0

0

0

0

0

1 1
1

1 1
1 1

1 ( ) 1 1
:

1

1
1 1

1
1

z z z zB B
z z z zz z z zz z z

z z z zz z z zB B
f z z z z z

I
z z zB

z z
z z

z zB
z z

α α

α

− −
+ +

− −− −
+ − −

− −− −
+ +

− − −
= ≥

− ⎛ ⎞−
+⎜ ⎟

−⎜ ⎟− +⎜ ⎟−⎜ ⎟+⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

elde edilir.  

0

0

0

0

1
( ) : 1

1
1

z zB
z z

P z z
z zB

z z

α

−
+

−
= +

−
+

−

 

ve   

0

0

( ) : 1
1
z zQ z B

z z
−

= +
−

  

olsun. Bu taktirde 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

22
0 0 02 20 0 0

0 0 00 0 0

2 2
2 0 0

2
0 00

0

1 1 1 11 1 1
1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

1 1
1 1 1

(2.6)
1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )1

z z z z z zz z z z z z z B BB B z z z z z z z zz z z z z z
I

z P z Q z z P z Q z

z z z zz
z z z z zz zB B z

z P z Q z z P z Q z z P z Q zz z

α

α

⎛ ⎞− − −− − − ⎜ ⎟+ − −+ − − ⎜ ⎟− − −− − − ⎝ ⎠≥ −
− −

− −
− −

− − −−
= + +

− − −−
 

ilişkisini elde ederiz. Negatif olmayan i  ve j  tamsayıları için 

    

( )( )

0 0

0 0

1 1

0

0

1 1

0
1

0

1 1

0

0

1

1 1
1 1

lim lim
1 1

1
11

lim lim
1 1

1
1 1 .... 1

lim lim
1 1

1
1

lim

z D z D

z D z D

z D z D

z D

j j
i i i i

z z

j
i

i

z z

j
i

i

z z

i

z

z z z zz z z z
z z z z

z z

z zz
z zz

z z

z zz
z z z z z

z z

z zz
z z

i

∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

∈

→ →

→ →

−

→ →

→

− −
− − + −

− −
=

− −

⎛ ⎞−⎜ ⎟−
⎜ ⎟−− ⎝ ⎠= +

− −

⎛ ⎞−⎜ ⎟−
⎜ ⎟− + + + −⎝ ⎠= +

− −

−
−

−
= +

1

j

i J
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠ = +

−

    ,     

1

0 0 0 0

0 0 0 0

1

1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

2
0

2
0

1 ....
1 1 1 1

lim
1

1 1 ....
1 1 1 1 1

lim
1

1
.

1

z D

z D

j j
i

z

j j
i

z

z z z z z z z zz
z z z z z z z z

J
z

z z z z z z z z z zz
z z z z z z z z z z

z

z
j

z

∈

∈

−

→

−

→

⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟− + + + −
⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠=

−

⎛ ⎞⎛ ⎞− − − − −⎜ ⎟− + − + + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠⎝ ⎠=
−

−
=

−

 

Böylelikle, 
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0
2

0 0
21

0

1
1 1

lim
1 1z D

j
i

z

z zz
z z z

i j
z z∈

→

−
−

− −
= +

− −
                                 (2.7) 

 

ispatlanmış oldu. Bu taktirde 
1

lim ( ) 1
z

P z α
→

= +  ve 
1

lim ( ) 1
z

Q z B
→

= +  ilişkisini ve 

Teorem 6’yı kullanıp ( )2.6 ’da açısal limite geçersek 

                       
( )( )

2 2
0 0

2 2
0 0

2 2
0 0

2 2
0 0

1 12(1) 1
1 1 1 1

1 11 11 1
1 11 1

z z
f B B

B z z

z zB
Bz z

α
α

α
α

⎡ ⎤− −
′ ≥ + + +⎢ ⎥

+ + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤− −− −

= + + +⎢ ⎥
+ +− −⎢ ⎥⎣ ⎦

                     (2.8) 

elde ederiz. Diğer yandan  

0 0

0

0

(0)1
1 (0) (0)1

1 1 (0) (0)(0)1

f
g z z f
g z ff

z

α
α

′
− −

′− −−
= = =

′+ + +′
+ −

 

ve 

                

( )

( )

( )

( )

2
0 0

0 0

2
0 0

0
0 0

2
0 0

0 0

2
0 0

0
0 0

( ) 1 (0)

1
( ) 1 (0)1

1
1 ( ) 1 (0)

1
( ) 1 (0)1

f z z f
z z

f z z fz
z z

B
B f z z f

z z

f z z fz
z z

′ − ′
+

−
⎛ ⎞′ − ′⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠=

+ ′ − ′
+

+
⎛ ⎞′ − ′⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                    

( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 0 0 0

0
0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

0
0 0 0 0

( ) 1 ( ) 1(0) (0)1

( ) 1 ( ) 1(0) (0)1

f z z f z zf fz
z z z z

f z z f z zf fz
z z z z

⎛ ⎞′ ′− −′ ′⎜ ⎟+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠=
⎛ ⎞′ ′− −′ ′⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2 2
0 0 0 0 0

0 2
0 00

2 2 2
0 0 0 0 0

0 2
0 00

2 2 2
0 0 0 0 0

0 0 0

2 2
0 0 0

0

( ) 1 (0) ( ) 1 (0)

( ) 1 (0) ( ) 1 (0)

( ) 1 (0) ( ) 1 (0)

( ) 1 (0)

z f z z f f z z fz
z zz

z f z z f f z z fz
z zz

z f z z f f z z f
z z z

z f z z f

z

⎛ ⎞′ ′ ′+ − − ′⎜ ⎟ − −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠=
⎛ ⎞′ ′ ′+ − − ′⎜ ⎟ + +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′ ′+ − − ′⎜ ⎟ − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠=
⎛ ⎞′ ′+ −
⎜ ⎟
⎜⎜
⎝ ⎠

( )

( ) ( )
( ) ( )

2
0 0

0 0

2 2 2
0 0 0 0

2 2 2
0 0 0 0

( ) 1 (0)

( ) 1 (0) (0) 1 (0)

( ) 1 (0) (0) 1 (0)

f z z f
z z

z f z z f f z f

z f z z f f z f

′ − ′
+ +
⎟⎟

′ ′ ′ ′+ − − − −
=

′ ′ ′ ′+ − + − +

 

ilişkileri sağlanmaktadır. Bu sonuncu ilişkileri ( )2.8 ’de göz önüne alırsak ( )2.1 ’in 

sağlandığını görürüz. 

 Şimdi ( )2.1 ’in kesin olduğunu ispatlayalım. f  fonksiyonu teoremin 

koşullarını sağlasın. Bu taktirde 0(0)f z′ ≤  ve 0
0 2

0

( )
1

z
f z

z
′ ≤

−
 eşitsizlikleri 

0

0

( )
1
z zf z z

z z
−

≤
−

 

ilişkisinden kolayca çıkar.  

 Şimdi varsayalım ki ( )0 1,0z ∈ − , a  ve b  sayıları ise 00 a z< <  ve 

0
2

0

0
1

z
b

z
< <

−
 eşitsizliklerini sağlayan herhangi sayılardır. 

( )

( )
( )

( )

2
0

2
00 0

2 22
0 00

20 2
00

1
11:

11
11

b z a
b z az zA

z zz
abz ab

zz

−
+ − +

= =
⎛ ⎞ −−
⎜ ⎟ ++
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

olsun.  
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0

0

00

0 0

00

0

00

0

1

1
1( ) :

1
11

1
1

z zA
z za z z zz A

z z z zz z z zz z A
z za z z zz A
z z

ϕ

−
+

−
− +

−
+

⎛ ⎞− −
= ⎜ ⎟ −−⎝ ⎠ +

−
−

−
+

−

 

fonksiyonunu ele alalım. ϕ  fonksiyonu D ’de holomorf olup değerleri D ’dendir, 

(0) aϕ′ =  ve 

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2
0

0 0
2

0 0

0 2
0 0 0 0

0 2 2 2
0 0 00

0
0 0

2
0

0 2
0

2 2
0 02

3
0 0 0 0 0

2 2 2
20 0 0

0 2
0 0 0

1

1
1

( )
1 1 11

1
1

1

1 1

.
1 1 1

1

b z a
z za

z za Az ab
z z z zz az z b zAz a

z
z za

z
z ab

z

z za aa b b
z z z z z b

z z z az ab ab
z z z

ϕ

−
+

− +
−

− + +
′ = =

− − −−
+

−
⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
− − + +

= =
− ⎛ ⎞− −

⎜ ⎟+ − −
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠  

Basit işlemlerle 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22 2
0 0

2 2 2 22
0 0 00 00

2 2
0

0

2 2
0 0 0

2 2
0 0

0

22 2
00 0 0

2 2
00 0

1 11 11 1 1 1
1 1 1 11(1) 1

1
1

1
1 1 11 1

11 11

1 11 1
1 1

z zA a a A a
z z zz A z Az

z a
z

a
z z z A

a Az z
z

zz z a z
z az z

ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −− −
+ − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠′ = + +

− ⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ ⎛ ⎞− − −
= + + +⎜ ⎟

⎜ ⎟+− −− ⎝ ⎠

− + −
= + + +

−− −

( ) ( )
( ) ( )

2 2
0 0

2 2 2
0 0 0

1 1

1 1

ab z b z a

z ab z b z a

⎛ ⎞+ − − − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ − + − +⎝ ⎠
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elde edilir. ( )0 1,0z ∈ −  olduğunu göz önüne alırsak son eşitlik ( )2.1 ’in kesin 

olduğunu gösterir. 

 

Teorem 2’nin ispatı : f  fonksiyonu Teorem 2’nin koşullarını sağlasın. Bu taktirde  

0

0

( )( ) :

1

m

k

f zg z
z zz

z z

=
⎛ ⎞−
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

 

fonksiyonu D ’de holomorf olup, ( )g ⊂D D ,  

( )
( )

00

(0) 1 mk k
m m

a ag
zz

= = −
−

 

ve  

( )2
0 0

0

( ) 1
m

m
k

bg z z
z

= − ( )0(0) 1, ( ) 1g g z≤ ≤  

ilişkileri sağlanır. 

1
0

: k
m

a
z

α =  

ve 

( )

( )

2
0

0 0
1

2
0 0

0 0

1
:

1 1

m
m k
k m

m
m k
k m

b az
z z

B
b az z
z z

− +
=

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

olsun. Bu taktirde ( )2.5 ’e benzer olarak 

0
1

0
1

0
1

00

0 0
1

0
1

0
1

0

1

1
1

( )
1

1
1

1
1

m
k

z zB
z z

z
z zB

z zz zf z z
z z z zB

z z
z

z zB
z z

α

α

−
+

−
+

−
+

−−
≤

− −
+

−
+

−
+

−

 

ve 
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( )

0 0
1 1

10 00 0
1 1

0 00 0
1 1

0 0

0
1

0
1

0
1

0

1 1
1

1 1
1 1

1 ( ) 1 1
:

1

1
1 1

1
1

m m
k k

z z z zB B
z z z zz z z zz z z

z z z zz z z zB B
f z z z z z

I
z z zB

z z
z z

z zB
z z

α α

α

+

− −
+ +

− −− −
+ − −

− −− −
+ +

− − −
= ≥

− ⎛ ⎞−
+⎜ ⎟

−⎜ ⎟− +⎜ ⎟−⎜ ⎟+⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

elde edilir. 

0
1

0
1 1

0
1

0

1
( ) : 1

1
1

z zB
z z

P z z
z zB

z z

α

−
+

−
= +

−
+

−

 

ve 

0
1 1

0

( ) : 1
1
z zQ z B

z z
−

= +
−

 

olsun.  Bu taktirde 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 10 0

0 00
1

1 1 0

1 1
1 10 0

0 00
1 1 1

0

1 1
1 11

( ) ( ) 1 11

1 1
1 1

1 11

m m
k k

m m
k k

z z z zz z
z z z zz zI B

P z Q z z zz z

z z z zz z
z z z zz zz z B

z zz z
α α

+ −
+ +

− +
− −

⎧ − −⎪ − −
− −−⎪

≥ +⎨
− −−⎪

⎪
⎩

⎫− − ⎪− −
− −− ⎪

+ + ⎬
− −− ⎪

⎪
⎭

 

sağlanır. Son ilişkide Teorem 6’ı göz önünde bulundurarak açısal limite geçip 

( )2.7 ’de hesaba katarsak 
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( )( ) ( ) ( )
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ilişkilerini kullanarak ( )2.7 ’den ( )2.2 ’nin sağlandığını görürüz. 

( )2.2  eşitsizliğinin kesin olduğunu gösterelim. 

 f  Teorem 2’nin koşullarını sağlasın. Bu taktirde  

0

0
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1
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k z zf z z z
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D  

ilişkisi sağlanmaktadır. Buradan 0
m
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−
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formülleriyle tanımlansın.  

 Açıktır ki ϕ  fonksiyonu Teorem 2’nin koşullarını sağlar. Kolayca 

gösterebiliriz ki  
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  (2.10) 

ilişkisi sağlanır. k  ve m ’nin karşılıklı durumuna uygun olarak 0z , a  ve b  

sayılarına uygun işaretleri seçersek ( )2.10  ilişkisinden ( )2.2 ’de ( )zϕ  için eşitlik 

sağlandığı görülür. 
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3. SONUÇ 

 
Klasik Schwarz lemmasında f  holomorf fonksiyonu birim çemberin bir c  

noktasına sürekli devam ettiriliyorsa, ( ) 1f c =  ise ve ( )f c′  mevcutsa, ( ) 1f c′ ≥  

ilişkisi elde ediliyor. Carathéodory bu eşitsizliği f ’in sıfırlarını da hesaba katarak 

kesinleştirmiştir.  

Son 15 yılda R. Osserman, V. N. Dubinin ve vs. bu sonuçları (0)f ′ ’ın 

değerlerini de göz önünde bulundurarak daha da iyileştirmişler. 

Tezde f ’in c  noktasındaki açısal türevinin modülünün, bu fonksiyonun iki 

farklı sıfırındaki sıfırdan farklı ilk Taylor katsayıları kullanılarak aşağıdan kesin 

değerlendirilmesi elde edilmiştir. 

           Örneğin, f  birim daireden kendisine holomorf fonksiyon, 00 1z< < , 

0(0) ( ) 0f f z= =  ; birim çemberin bir c  noktasında ( )f c  açısal limiti mevcut ve 

( ) 1f c =  ise, c  noktasındaki ( )f c′  açısal türevinin    

2
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1 (0)
( ) 1

(0)
z z f
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z fc z

′− −
′ ≥ + +

′+−
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( ) ( )

2 2 2 2
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22 2 2
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( ) 1 (0) ( ) 1 (0) 1
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( ) 1 (0) ( ) 1 (0)

z f z z f f z z f z
c zz f z z f f z z f

⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ − − − − −⎢ ⎥× +
⎢ ⎥−′ ′ ′ ′+ − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

kesin eşitsizliğini sağladığı gösterilmiştir. 

Sıfırların kendilerinin hesaba katıldığı önceki çalışmalardaki ek terimler 

“autonom”durlar. Bizim değerlendirmelerde sıfırlarla bağlantılı karakteristikler iç içe 

girmişlerdir. Bu, problemin yapısı gereği olup, değerlendirmeler tek bir sıfırdaki 

Taylor katsayısının kullanıldığı eşitsizliklerden prensip olarak farklıdırlar.  Sonuçlar 

orjinaldir. 
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