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OZET

Bu tezde, birim dairede holomorf, smirli fonksiyonlarin sinir davranisi
incelenmis olup, smirda Schwarz Lemmasi’nin farkl versiyonlari ele alinmastir.

Birim dairede holomorf olan fonksiyonlarin bir smifinda, smir noktasinda
acisal limitin mevcutlugu varsayilarak bu noktadaki acisal tiirevin modiiliiniin
asagidan degerlendirilmeleri elde edilmistir. incelenen fonksiyonlarm tek katl ve
cok katli olmas1 halleri ayr1 ayr1 ele alinmis olup, elde edilen kesin esitsizliklerde
fonksiyonun bir i¢ noktadaki degeri ve farkli mertebeden tiirevleri kullanilmistir.

Ayrica Burns-Krantz-Chelst Teklik Teoremi’nin farkli bir versiyonu i¢in daha

genel sonuglara ulagilmistir.

Anahtar Kelimeler: Holomorf fonksiyonlar, Acisal Limit, Sinmirda Schwarz

Lemmasi, Majorant, Kapasite, Phragmén—Lindel6f Teoremleri.
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SUMMARY

In this thesis, the boundary behaviour of the bounded holomorphic function in
the unit disc has been examined and the different versions of boundary Schwarz
Lemma have been discussed. In a class of holomorphic functions on the unit circle,
assuming the existence of angular limit on the boundary point, the estimations below
of the modulus of angular derivative have been obtained. Being univalent and
multivalent of examined functions has been investigated separately and the value of
the function in an inner point and its derivatives from different order have been used
in obtained sharp inequalities.

Also, for a different version of the uniqueness theorem of Burns-Krantz-Chelst,

more general results have been reached.

Key Words: Holomorphic Functions, Angular Limit, Boundary Schwarz

Lemma, Majorant, Capacity, Phragmén-Lindelof Theorems.
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1. GIRIS

C kompleks diizlem, E=Cu{oo} genisletilmis kompleks diizlem, B sifir

merkezli birim daire ve 7' =0B = {z : |z| = 1} olsun. Kompleks fonksiyonlar teorisinin

temel taslarindan biri Schwarz Lemmast’dir. Giliniimiizdeki ifadesi Constantin
Carathéodory tarafindan yazilmistir. Schwarz Lemmasi, kompleks diizlemdeki birim
daire Ttlizerinde tanimli ve deger kiimesi yine birim dairede olan holomorf
fonksiyonlarm aldig1 degerlerin iizerine kestirimler veren Onemli bir sonugtur.
Geometrik fonksiyonlar teorisinin, holomorf tasvirlerin sabit nokta teorisinin,
hiperbolik geometrinin ve analizin bir¢ok diger alanlarmin gelismesinde temel
dayanak olmaktadir. Maksimum modiil prensibinin direk uygulamasi olan Schwarz

Lemmas1 yaygin olarak asagidaki sekilde ifade edilir.

Lemma 1.1: B ’de tanmimli holomorf bir f fonksiyonu i¢in f(0)=0 ve |z| <1 i¢in

|/(2)|<1 olsun. Bu taktirde

|f(z)|£|z, zeB (1.1)

ve

|/(0)|<1 (1.2)

esitsizlikleri saglanwr. Bu esitsizliklerde (birinci egitsizlikte herhangi bir z#0

noktast igin) esitlik durumu yalnizca |A|=1 olmak iizere f(z)=2Az oldugunda

miimkiindiir [1],[2].

Schwarz Lemmasi'na gore f fonksiyonu donme degil ise, her bir |z|<r <1

dairesini, daha kiiciik bir daireye tasvir eder.
Birgok Onemli teoremlerin ispatlarinda Schwarz Lemmasi’nin etkinligini
gormek miimkiindiir. Sinirli bir tam fonksiyonunun sabit olmasmi hiikmeden

Liouville Teoremi buna ornek olarak gosterilebilir. F(z), tiim z degerleri igin


https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Constantin_Carath%C3%A9odory&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Karma%C5%9F%C4%B1k_d%C3%BCzlem
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Birim_daire&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/wiki/De%C4%9Fer_k%C3%BCmesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Holomorf_fonksiyon

|F (z)| <M olacak sekilde bir tam fonksiyon olsun. R herhangi pozitif say1 olmak

_ F(2)-F(0)

Y fonksiyonunu dahil edelim. Agiktir ki

lizere z =Ru yazalm ve f(u)

f (u) fonksiyonu R'nin tiim degerleri i¢in Schwarz Lemmasi’nin kosullarmi saglar.

Dolayisiyla ‘f(u)‘ﬁ|u| ,

u|<1 elde edilir. Yani ‘F(z)—F(O)‘SZTMM olur. z

noktasi sabit tutulup, R sonsuza yaklastirilirsa F(z)=F(0) elde edilir. Bu da

hiikmtii dogrular.

B dairesinin kendisine konform tasvirleri,

7| <1 (1.3)

seklindeki kesir lineer doniisiimlerdir, burada 0<60 <27 ve |z,|<1’dir. (1.3)

doniisiimiine Mobius DOniistimii denir.

B dairesinde tanimlanmis

Z—Ww
p(z,W)=‘ =
1—wz

(1.4)

niceligine pseudohyperbolic mesafe denir.
Schwarz Lemmasi’nin ilk genellemesi Pick tarafindan verilen Schwarz-Pick

Lemmas1’dir ve agsagidaki sekilde ifade olunur.

Lemma 1.2: B ’de tamimli holomorf bir [ fonksiyonu icin |z|<1 igin ‘f(z)‘él

olsun. Bu taktirde

S@-1G)| |z=a]| cer (1.5)
-7z (2] |

\(



A P
I=lf@f 1|2

(1.6)

esitsizlikleri saglamr. Esitlik halleri yalnizca f(z) fonksiyonunun birim dairenin

kendi kendine konform tasviri olmasi durumunda miimkiindiir [1],[2].

Schwarz-Pick Lemmasi, Schwarz Lemmasi’ndaki f(0) = 0 kisitlamasimin nasil

kaldirilabilecegini gostermektedir.
Pseudohyperbolic mesafe tanimi géz Oniinde bulundurulursa, Schwarz-Pick

Lemmasi

p(f(2), f (W) < p(z,w) (1.7)

seklinde ifade edilir. Bu taktirde Schwarz-Pick Lemmasi, f: B — B doniisiimiiniin,
pseudohyperbolic mesafeye gore Lipschitz siirekli oldugunu ve p(z, w) mesafesinin

Mobius dOoniistimii altinda

p(z,w)=pm(2),n(w)) (1.8)

iliskisini sagladigini, yani invaryant oldugunu garanti eder.

K(zo,r):{zzp(z,zo)<r}, 0<r<l (1.9)

kiimesine non-Euclidean daire denir. H ile B’den B’ye holomorf fonksiyonlar
kiimesi gosterilsin. Bu kiime Mobius doniisiimii altinda invaryanttir, ancak B ’deki
fonksiyonlarin tiirevlerinden olugsmus aile konform invariant degildir.

Schwarz-Pick Lemmasi’ndan elde edilen konform invariantlik mevzusu analitik
fonksiyonlar teorisinde biiyilkk Ooneme sahiptir. Ahlfors egrilik kavramimi dahil
ederek, Schwarz Lemmasi’n1 farkli bir sekilde ifade etmistir [3]. Geometrik
fonksiyonlar teorisinin de bir¢ok sonucu Schwarz Lemmasi ile yakindan alakalidir.

Bu durum su ana kadar Schwarz Lemmasi’nin farkli versiyonlarinin incelenmesini



zorunlu hale getirmis ve geometrik fonksiyonlar teorisinin daha da gelismesini

saglamstir [4]-[17].

1.1. Simirda Schwarz Lemma

Kompleks analizin temel taslarindan olan Schwarz Lemmast’nin
uygulanabilirlik alan1 ¢ok genis oldugundan, bu konu her zaman arastirmacilarin
dikkat merkezinde olmustur. Son yillarda Schwarz Lemmasi ile ilgili ¢cok 6nemli
sonuclar elde edilmistir. Kompleks analizin merkezi bir kullanim araci haline gelen
Schwarz Lemmast’nin sinir versiyonu hakkinda da dnemli ¢caligmalar mevcuttur. Bu

calismalarin bir kismi, birim dairenin | f (c)| =1 kosulunu saglayan sinir noktalarinda

fonksiyonun tiirevinin modiiliiniin agagidan degerlendirilmesi hakkindadir.

Schwarz Lemma’smin smir versiyonu basit halde su sekilde verilir:

f, B dairesinde holomorf, f(0)=0 ve | f(z)|<1,

z|<1 olsun. Ayrica

varsayalim ki, f fonksiyonu bir ¢ € T' noktasina siirekli devam ediliyor,

flo)=1ve
f'(¢) mevcuttur. Bu taktirde klasik Schwarz Lemmasi‘ndan, smirda Schwarz

Lemmasi olarak bilinen (Lindel6f prensibinin de bir pargasi olan)
/()| 21 (1.10)

esitsizligi elde edilir. (1.10)’da esitlik hali sadece f(z)=€“z, a € R oldugunda
miimkiindiir. (1.10) esitsizligi ve genellemeleri geometrik fonksiyonlar teorisinde

onemli uygulamalara sahiptir. Yukaridaki kosullara ek olarak eger f ’nin birim

dairede z,, k=1,....,n noktalarinda sifirlar1 mevcut ise,

n -z |
o)z 3L

2
k=1 |C—Zk|

(1.11)

esitsizligi elde edilir. [18]’de yer alan bu esitsizlik (1.10)’dan daha kesin bir
esitsizliktir.

Schwarz-Pick Lemmasi’nda z, =0 alirsak,



RACIF AL E (1.12)
1-£(0)f(2)
elde edilir. Buradan elementer islemlerle
2]+ 7 (0)
Z) < ——F— 1.13

iliskisine varilir. Eger ek olarak f fonksiyonu f(0)=0 kosulunu da sagliyorsa, bu
f(2)

V4

taktirde fonksiyonuna (1.13)’ii uygulayarak

2|+

z)|<|z
sl )

(1.14)

esitsizligi elde edilir. Bunlara ilave olarak f(z) fonksiyonu |f(c)|=1 olmak iizere

ceT noktasma siirekli devam ettiriliyorsa ve f'(¢) mevcutsa (1.14)’te limite

gecilerek
P —— (1.15)
1+]£'(0)]
almir.
(1.15) esitsizliginde esitlik hali (c¢c=1 oldugunda) f(z)=z 1Z+ a ,0<a<1
+az
fonksiyonu i¢in gergeklenir [15].
f(0)=0 kosulu kaldirilirsa,
, 2 1-[(0)
AGE , 7(0) (1.16)
1+|F(0)| 1+ £(0)|
esitsizligi elde edilir, burada F(z) = M seklindedir.
1-£(0)f(2)



Eger f(z)=a,z’ +ap+lz”+l +... seklinde ise (1.13) esitsizliginden daha giiclii

bir esitsizlik olan
|f(z)|£‘zk‘M (1.17)
1+|2Hap‘

esitsizligi elde edilir. Ayrica f(z) fonksiyonu |f(c)|=1 olmak tizere ceT

noktasina siirekli devam ettiriliyorsa ve f'(c) mevcutsa, (1.17) esitsizliginden,

|f’(c)|2p+1_‘ap‘2p (1.18)
1+‘ap‘

esitsizligi elde edilir [15].

[8]’de f fonksiyonunun sifirlar1 ve sifir noktasinda Taylor a¢iliminm ilk
sifirdan farkli katsayis1 kullanilarak (1.11) ve (1.18) iliskilerinden daha kuvvetli
esitsizlikler alimmastir.

Bundan sonraki ¢aligmalarda f fonksiyonunun ¢ smir noktasina siirekli
devami kosulu yerine, daha genel olan, ¢ noktasinda agisal limitin mevcutlugu
kosulu konularak, f fonksiyonun ¢ noktasinda agisal tiirevinin asagidan
degerlendirilmesi ile ilgili teoremler ispatlanmistir. Ag¢isal limitin tanimi ve onun

hakkindaki tez i¢in gereken teoremler asagida verilmistir.

Tamim 1.1: ¢ €T noktasi icin

A:{zeB :‘arg(l—zz)

<a,z—c|<p} (O<a<%, p<2cosa] (1.19)
kiimesine Stolz Agisi denir. f:B — C seklinde bir fonksiyon olsun. zeA, c
noktasindaki her Stolz agisinin iginde ¢ noktasina yaklastiginda, f(z) fonksiyonu da
a saywsina yaklasiyorsa, f fonksiyonu ce€T noktasinda a agisal limitine sahiptir

denir. A agisiminn genigligi olan 2a sayisi, r 'den kiigiik herhangi bir sayt olabilir.



Limiti olan fonksiyonun agisal limiti de mevcuttur. Ancak tersi dogru degildir.

Ornek olarak

<ﬁ@)=wpﬂﬁ+z} zeB (1.20)

fonksiyonu gosterilebilir. 7 ’ye teget olan bir cember iizerinde z noktasi 1 noktasina

yaklagirsa, Re EJF—Z} ve dolayisiyla |f,(z)| fonksiyonu sabit olur. Bu taktirde bu
—Z

fonksiyonun 1 noktasinda acisal limiti sifirdir ancak limiti yoktur.

Teorem 1.1: (Plessner’s) g fonksiyonu B 'de meromorf ise hemen hemen tiim ceT

noktalart i¢in asagidakilerden yalnizca biri saglanir:

i) g fonksiyonu c noktasinda sonlu agisal limite sahiptir,

ii) ¢ noktasindaki her A Stolz agist igcin g(A) , C 'da yogundur [19].

Fatou Teoremi’ne gore f fonksiyonu B dairesinde sinirlt holomorf fonksiyon
ise, o halde 7 ’nin hemen hemen her noktasinda agisal limite sahiptir.
f:B —> B fonksiyonu ¢ noktasinda « agisal limitine sahip olsun. Eger ¢

noktasindaki her A Stolz agis1 i¢in

hmnﬂd—a:ﬂ

c—c,geA g —C

(1.21)

olacak sekilde bir g sayis1t mevcut ise, f’ya f fonksiyonunun ¢ noktasindaki

acisal tiirevi denir ve f'(c) ile isaretlenir.

Teorem 1.2: (Julia ) f:B— B, f =1 bir holomorf fonksiyon, {Zn}CD ise

limz, =lim f(z,) =1 kosulunu saglayan bir dizi olsun. Bu taktirde tiim boyle diziler



1-|f(z,)

igin ya liml— = ya da 6yle sonlu pozitif a reel sayilart vardir ki her z,
n—>0 p— Zn
|z| <1 igin

i-ref  f-2f
=@ 1=

(1.22)

iliskisi saglanir.
(1.22)’de esitligi gercekleyen «, sayisi ve z*, |Z*|<l noktast varsa, bu

taktirde

f-r@f _ h-of

2 — %o P (1.23)
ETS EE
iliskisi her z, |Z|<1 icin saglanir ve f fonksiyonu
C(1+z2)— (o +ip)(1-2)
f(Z)_(1+Z)+(ao—iﬂ)(l—z)’ (e, >0, B reel) (1.24)

seklinde non-Euclidean doniigiimdiir [18].

Teorem 1.3: f:B—>B  holomorf fonksiyonu ve {x,} reel dizisi

limx, =lim f(x,) =1 kosulunu saglasin. Bu taktirde

lim1_|f(x)|, lim|1_f(x)|, lim =/ )

1 1= 1 1= 1 1 —
2 l=x o 1-x b 1-x

(1.25)

limitleri mevcuttur ve egittirler [18].



Lemma 1.3: (Julia-Wolff) ¢:B — B holomorf fonksiyonu ¢(0)=0 kosunu saglasin
ve ceT noktasinda ¢(c)eT agisal limitine sahip olsun. Bu taktirde ¢'(c) agisal

tiirevi mevcuttur ve 1< |(0'(c)| <o ’dur [19].

f’nin iki farkl sifirmin civarindaki Taylor agilimlarmin sifirdan farkl ilk
Taylor katsayilar1 kullanilarak ve f fonksiyonunun ¢ smir noktasina siirekli devam

etmesi kosulu yerine, daha genel olan, ¢ noktasinda acisal limitin mevcutlugu

kosulu konularak asagidaki teorem ispatlanmistir [20].

Teorem 1.4: f:B— B holomorf fonksiyon, 0<|zj|<1, f(0)=f(z))=0 olsun.

Farzedelim ki ceT noktasinda f fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir ve

|f(c)| =1. Bu taktirde

L=fzf” | |zl =]

"(©)|>1
|f (C)| +|c—ZO|2 |Zo|+|f’(0)|

(1.26)
| Bl Hr@lial o @il ) Hrof i
af +|f’(zo)|(1—|zo|2)| 10+ f'(zo)|(l—|zo|2)+| 7'O[c=z

esitsizligi  saglanir. Her  miimkiin |f'(0)|=a ve |f'(zy)|=b

0<a<i|z|,0<bh< ﬂ degerleri icin (1.26) esitsizligi kesindir.
0 1 2

1.2. Sinirda Schwarz Lemmasi ve Teklik Teoremleri

Schwarz Lemmasi’nin teklik kismi hakkinda 6nemli ¢alismalar mevcuttur.
Burns ve Krantz 1994 yilinda tek degiskenli fonksiyonlar i¢in klasik Schwarz

Lemmast’nin teklik kismu ile ilgili asagidaki teoremi ispatlamistir [7].



Teorem 1.5: Birim dairenin kendisine tasviri olan ¢ holomorf fonksiyonu icin
¢(z)=z+0((z—1)“),z—>1 (1.27)

iliskisi saglansin. Bu taktirde birim dairede ¢(z)=z 'dir [7].

Dov Chelst, 2001 yilindaki ¢alismasinda Burns-Krantz Teoremi’ni daha da

gelistirilerek, ¢(z)=2z model fonksiyonu yerine sonlu Blaschke Carpimlarmi

almigtir [21].

Teorem 1.6: Varsayalim ki ¢(z): B — B bir holomorf fonksiyon ve f(z):B— B

sonlu bir A, kiimesinde t €T degerine esit olan sonlu bir Blaschke Carpimi’dir.

Eger

i) verilmis bir y, € A, icin ¢(z) :f(z)+0(|z—;/0|4), zZ>Y,,Z€B,

ii) her y € A, —{}/0} noktasi ve bir k, 22 i¢in ¢(z) = f(z)+ O(|z— y

K
’),Z—)}/

kosullar: saglaniyorsa, o halde ¢(z)= f(z) [21].

[22] ve [23] c¢alismalarinda bu son iki teorem genellestilmistir. (i) ve (ii)
kosullarindaki kuvvet majorantlar1 yerine daha genel majorantlar kullanilmistir.
Yukaridaki teoremde (i) ve (ii) kosullarindaki z noktasinin sinira yaklasimi birim

daire ic¢indendir. Bu kosullarin yerine ¢ fonksiyonunun sinirdaki davranisi ele
almmistir. Yani y smir noktasma yaklasim (ze€7) T smir tlizere alinmistir. Sade

halde bu sonucu ifade edelim.

Teorem 1.7: Varsayalim ki ¢(z):B — B sonlu bir Blaschke Carpimi olup t €T

degeri icin A, ={weT:B(w)=T}; f(z) fonksiyonu B birim dairesinde holomof

ve bir 6, >0 sayist igin BN {z td(z,4,)< 50} kiimesinde stirekli, |f(z)| <1, z| <1;

2

', pw’ €3, py>3,u; > 2 olsun. Eger

10



i) verilmis biry, € A, icin f(z)= ¢(z)+0(u' (|z—y0|)), zel,z—>y,,

ii) her y € A, —{}/0} noktast igin f(z)=¢(z)+0(u2(|z—}/)), zel,z—>y

kosullar: saglaniyorsa, o halde f(z)=¢(z).

Bu tezde Schwarz Lemmast’nin siir versiyonlar1 incelenmistir.

Tezin ikinci boliimiinde ¢ ve b kompleks sayilar olmak iizere f(a)=b ve

1
‘ f (z)—a‘ <a, E<a <1 kosullarmi saglayan B birim dairesinde tanimli [

holomorf fonksiyonun ¢ smir noktasinda agisal tiirevinin modiiliiniin asagidan

degerlendirilmesi yapilmistir.
Tezin tiglincti boliimiinde, farkli bir fonksiyon siifinda Teorem 1.7 incelenmis
olup, kapasitesi sifir olan kiime kavrami dahil edilip, sonlu Blaschke Carpimlar1 ve

bilogaritmik konkav majorantlarin kullanildigi daha genel sonuclar elde edilmistir.
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2. SINIRDA SCHWARZ LEMMASI HAKKINDA

1
a birim dairede olan bir kompleks say1r olsun ve o reel sayisi E<a£l

kosulunu saglasmn. Bu boliimde B birim dairesinde holomorf olup, f(a)=5b ve

|f(2)—a|<a,

z|<1 kosullarin1 saglayan ve birim c¢ember {lizerindeki bir ¢

noktasinda f(c), f(c)=2a acisal limitine sahip fonksiyonlar sinifi ele alinmis olup,
bu smiftan olan fonksiyonlarin ¢ noktasindaki agisal tiirevlerinin modilii igin
asagidan kesin degerlendirmeler elde edilmistir.

Daha kolay anlasilmasi acisindan énce a=0 ve b=1 halinde elde edilmis

sonuclar1 ifade edelim.

1
Teorem 2.1: E<a£l olsun. f(z)=1+c,z’ +c,z""+.., ¢, >0,p>22,peN

fonksiyonu B dairesinde holomorf olup, |f(z)—a|<a,

z| <1 kosulunu saglasn.

Varsayalim ki ceT noktasinda f fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir ve

f(c)=2a. Bu taktirde

2Qa-1-a ‘cp‘)z

/(@2 aa-1)| p+ — 2.1)
(2a-1) -« ‘cp‘ +a(2a—1)‘cp+]
esitsizligi saglamr. (2.1) iligkisinde
1+z”
f@=0———— (2.2)

a+(1-a)z’
fonksiyonu igin esitlik saglanir.

1
Teorem 2.2: E<a <1 olsun. f(z)=1+c,z"+c,z""+..,¢c,>0,p>22,peN

fonksiyonu B dairesinde holomorf olup, | f (z)—a|<a,

z| <1 kosulunu saglasin.

z=0 noktas1 f(z)=1 denkleminin B 'deki tek ¢oziimii olsun. Varsayalim ki ce T

noktasinda f fonksiyonu f(c) acisal limitine sahiptir ve f(c)=2a. Bu taktirde
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2
ac
2¢ | In 2
’ 20 -1

/()2 a2a-1)| p- (2.3)
ac,
2c, (ln oy —1]_‘01’”
ve
le,|<2[c, In| 2| 2.4)
r P 2a-1
(2.3) iliskisinde
1+z”
=Q———— 2.5
= ey 2
fonksiyonu igin esitlik saglamr. (2.4) iliskisinde esitlik hali ancak ve ancak
1+z7e2
f(@)=a (2.6)

a+(1-oa)z’e?

ac 1+ ze"® ac
onksiyonu ile saglanwr, burada 0<c <1, In <0, O= +ze' In L
k. l l burada 0 I, 1 L 0 7
r 2001 1-ze' 2001

ve O bir reel sayidir.

+1

1
Teorem 2.3: 5<a£1 olsun.  f(z)=1+c,z" +c,,z"" +..,¢,>0,p>2,peN

fonksiyonu B dairesinde holomorf olup, | f (z)—a|<a,

z| <1 kosulunu saglasin.

z=0 noktas1 f(z)=1 denkleminin B 'deki tek ¢oziimii olsun. Varsayalim ki ce T

noktasinda f fonksiyonu f(c) acisal limitine sahiptir ve f(c)=2a. Bu taktirde

|f'(c)|Za(2a—l){p—%ln[2chlﬂ 2.7)
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(2.4) iliskisinde esitlik hali ancak ve ancak

f@)=a— ¥ 2.8)

a+(1-oa)z’e?

ac 1+ ze"® ac
Jonksiyonu ile saglamr, burada 0<c, <1, ln( f ]< 0, 0= +ze'9 ln( L ]

ve O bir reel sayidir.

p+l

1
Teorem 2.4: 5<a£1 olsun.  f(z)=1+c,z" +c,,z"" +..,¢,>0,p>2,peN

fonksiyonu B dairesinde holomorf olup,| f (z)—a|<a,

z| <1 kosulunu saglasin.
Varsayalim ki ceT noktasinda f fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir ve
f(c)=2a. Ayrica z,,z,,...,z, noktalart f(z)—1 fonksiyonunun B dairesindeki

z =0 noktasindan farkh sifirlart olsun. O halde

)2 a2a - 1>{p+2 sl

|e— zk|
(2.9)
n 2
2((205—1)H|zk|—a‘cp‘]
+ = .
(2a-1) (H|zk|] @ le,[ +a@a-Dle,. [ 1|
k=1
(2.9) iliskisinde
P g s
f(2)=a = 1:2"2 (2.10)
1—a) 22T 22
a+(l-a)z Hl—zkz

fonksiyonu icin esitlik saglanir, burada z,,z,,...,z, pozitifreel sayilardir.

14



Bu sonuglar [30] ¢alismasinda yer almaktadir.

Asagidaki bes alt boliimde, a birim daireden herhangi bir kompleks say1, b ise
f fonksiyonunun 6nceden 6n goriilen deger kiimesinden bir kompleks say1 olmak
iizere yukaridakilerden daha genel olan sonuglar ifade ve ispat edilmistir.

Asagidaki fonksiyonlar1 dahil edelim:

+a
0(2)= (=), 2.11)
1+az
n(z)y=22"¢ (Z) a (2.12)
#(z) =220 (2.13)
1= h(0)h(2)
¢(z) fonksiyonu B dairesinde holomorf olup, ¢#(0)=0 ve |¢(z)|<1, |z|<1
kosullarmi saglanmaktadir. Bu taktirde
' "—|p-q]
|/ (a)| < —2. (2.14)
(1—|a| )
elde edilir, oyle ki (2.14) iliskisinde
1+( z-a j
f(z)=ab loaz] 2.15)
a +(b—a)( z _")
—az

fonksiyonu i¢in esitlik saglanir, burada o <b <2a, —1<a <0.

2.1. Genel Hal

1
Teorem 2.5: |a| <1 ve 5 <a <1 olsun. f(z) fonksiyonu B dairesinde holomorf olup,

|f(z)-a|<a,

z| <1, f(a)=>b kosullarin saglasin. Varsayalim ki c € T noktasinda

f fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir ve f(c)=2a . Bu taktirde
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1—|a| a—|b—a|

rrofar e aio

esitsizligi saglamr. (2.16) iliskisinde

1+(zi?j
f(z)=ab = (2.17)
a+(b—a)( i )

1—az

fonksiyonu icin esitlik saglanwr, burada oo <b<2a, —1<a<0.

Ispat 2.5:

h(z) —h(0)

¢(z) = L hOW(2) (2.18)

B dairesinde holomorftur. Bununla birlikte ¢(0)=0 ve |p(z)|<]1,

z| <1 kosullar:

. c—a -
saglanmaktadir. z, = =e T noktasi igin

l1-ac
0lz)= /(=) (2.19)
yazarsak,
zZ,ta
U S
h(zo):q’(zg_“: ”‘;ZO :f(c;_“ﬂ (2.20)
ve
2| =) _[1=h©)|
ot °)|_\l—h(om(zo)\_h—M\_l' 22D

O halde (1.10) esitsizliginden
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(bor) et
1<|9'(zy)| = ————=7|h'(z,)| < h'(z,)
2 1+M
_L l‘l“| _a g Bta (2.22)
0{‘1+azo 1_17—705 1+az,
a
11+|g a+]b—a PR e
Cal-lda-|p-a|| (1+az,
alinir, buradan ise
l—|a| a —|b—a|
"(c)| = 2.2
‘f (c)‘>a1+|a|a+|b—a| (2.23)
elde edilir. Simdi (2.16) esitsizliginin kesinlik halini inceleyelim.
1+( z-a j
f(@) =ab——1=E (2.24)
z—a
a+(b—a)( = )
l—az
olsun. A¢iktir ki f(z) fonksiyonu teoremin kosullarini saglar ve
2
T G ) e (59
1) = ab (1-az)’ 1-az (12 az)’ 1-az (25)
(0{ +(b- 05)( - ]]
l1-az
Buradan
2 2
o of o)
£y=ap =9 1=a G 1=a))" " 2.26)
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elde edilir. a <b<2a, —1<a<0 oldugundan

1+a2a-5b
'H=a——
SO l-a b

(2.27)

esitligine ulasilir. Bu da (2.16) esitsizliginin a <b <2a, —1<a <0 kosulu altinda

kesin oldugunu gosterir.

1
Teorem 2.6: |a| <1 ve 5 <a <1 olsun. f(z) fonksiyonu B dairesinde holomorf olup,

|f(2)—a|<a,

z| <1, f(a)=b kosullarin saglasin. Varsayalim ki c € T noktasinda

f fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir ve f(c)=2a . Bu taktirde

2

, 1=a] (a-|p-a)
|f(0)| = 2 - . T (2.28)

L+ld a? ~|p—a|" +a-|d)|f (@)
esitsizligi saglanwr. (2.28) esitsizliginde esitlik

2

1+2d( z—ad ]+( £ ]
f(2)=ab l1—az) \l-az (2.29)

a(Hd(f_‘i]}(b—a)((lz—_ﬁg +d(f_‘5‘:j]

o (1=[af" )| £ @)

052—|b—oc|2

fonksiyonu i¢in saglanir, burada a<b<2a,-1<a<0 ve d=

2

d €[0,1].

Ispat 2.6 : §(z) Teorem 2.5 de verildigi gibi olsun. z, = lc ~ T noktas: icin
—ac

(1.15) esizligini uygularsak,
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1= [h(O)f 1+]1 (0
#.élfﬁ'(zo)I=(|—|)2Ih'(zo>|sM|h'(zo>|
1+[¢(0) [1-h(z,)h(0) 1-|n(0))
(2.30)
_l1+|a|oc+|b—oc| 2 z,+a
_051—|a|05—|b—oc| 1+Zzo
elde ederiz.
(1-[r)
¢'(z)=————"5h'(2) (2.31)
(l—h(z)h(O))
1-|h(0)[’ 1-|h(0)’ \
¢'(0):(|—(l)2h'0 :Mh'o :&)2 (2.32)
(1=(0)h(0)) (1=|r(O)[)* 1=|n(0)|
ve
! 1— 2 ! 1— 2 !
P CLC I U A W G A (233)
pOf @ | fp-af o’ -fpaf
a
oldugundan
2 11+|a|a+|b—a| [z +a]
<— ] =l 2.34
(1—|a|2)|f'(a)| al-la| a-|b-a] 4 1+az, (239
l+a-——"—7—
o’ —|b—a|
Dolayisiyla
1) 20 -|d] (a—|p—) (2.35)

L+la] a? —|p—a|" +a-|d)|f (@)

Simdi gosterelim ki (2.28) esitsizligi kesindir.
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2
1+2d( Z__a]+(z__a]
1-az 1-az (2.36)

o[red(2 ro-of () i(2)

f(z)=ab

olsun.

2
A:=1+2d(2__“ ]+(Z__“] :
1—az 1—az

(2.37)
D::O{Hd(Z__an+(b—a){(z__aj +d(z__“ﬂ
l-az l-az l-az
isaretleyelim. O halde
[Qd(l—l_al ol }
l-az l-az az
1) =ab ) ) : ;
{0{1+d(2__a n+(b—a)((z__aj +d(2__ajn
l-az l-az l-az
(2.38)

ve a<b<2a, —1<a<0 icin
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1) — a1 204 D@1 +d) + (=) +d)) - 2ad + 2+ d)b )1 +d)
~l-a b (1+d)’

:2a1+a b(l+d)—(ad +2b-2a+db—ad) (2.39)
l1-a b(1+d)
1+a 2a-b
= 20—
l—ab(l+d)
elde edilir.
Sonuc olarak,
l1+a 2a-5b

'1)=2 2.40
S =20 (240)

esitligi alimir. Bu da (2.28) esitsizliginin a <b <2a olmak tizere —1<a <0 kosulu

altinda kesin oldugunu gosterir.

2.2. p-Kath Deger Hali

Bu alt bolimde fonksiyonun a noktasinda b degerinin p kathh oldugu
varsayilarak daha kesin esitsizlikler elde edilmistir. |a|<1 ve E<a£l olsun.

f(2)=b+c,(z=a)’ +c,, (z=a)"" +.., p>1 fonksiyonu B dairesinde holomorf

olup, |f(z)—a|<a, |z|<1; f(a)=b kosullarmi saglasm. Bu taktirde standart

islemlerle

a’ —|b—oc|2
<

p‘_al—azp
(1-1eF )

e (2.41)

esitsizligine ulagilir.
Asagidaki esitsizliklerde a noktasindaki b degerinin katlilig1 ve ilk sifirdan
farkli Taylor katsayis1 kullanilmagtir.
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1
Teorem 2.7: |a|<1 ve 5<a£1 Olsun.f(z)=b+cp(z—a)p+cp+1(z—a)””+..,p21

fonksiyonu B dairesinde holomorf olup, |f(z) - a| <a,

z|<1, f(a)=b kosullarin
saglasin. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda f fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir

ve f(c¢)=2a. Bu taktirde

. L e e
£ ()] zap (2.42)
+|a| a +|b—a|

esitsizligi saglanr. (2.42) iliskisinde

1+(z—_a ]”
f(2)=ab l—az

a+(b—a)( 7

l—az

]p (2.43)

fonksiyonu icin esitlik saglanir, burada o <b <2a olmak tizere —1<a <0.

Ispat 2.7: ¢(z) Teorem 2.5°de verildigi gibi olsun. z,= lc—a_ €T noktast igin
—ac
(1.18)’in ikinci esitsizliginden ve Teorem 2.6 'nin ispatindan

' 1 1+|ala+|b—al| . z,+a
PP il —) (2.44)
a1—|a|a—|b—a| 1+az,
elde ederiz. Buradan da gereken esitsizlige ulasilir.
Simdi esitlik halini gosterelim
z—a )
1+(1 = ]
f(2)=ab =L (2.45)
a+(b—a)( Z__a]
l—az

olsun. Basit islemlerle
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fz)=ab

(2.46)
IEDURN o R 2 NP
(b—oc)p(z _“j ol 1+(Z _"j
l-az (l—az) l-az
) z—a Y ’
oc+(b—a)( = j
l—az
ve buradan da a <b<2a, —1<a <0 icin
l+a2a-b
f=ap—2 (2.47)
l-a b

elde edilir. Bu da (2.42) esitsizliginin kesin oldugunu gosterir.

1
Teorem 2.8: |a|<1 ve 5<a£1 olsun. f(z)=b+cp(z—a)p+cp+1(z—a)”” +.., p21

fonksiyonu B dairesinde holomorf olup, |f(z) - a| <a,

z| <1, f(a)=b kosullarin
saglasin. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda f fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir
ve f(c)=2a. Bu taktirde

Fofsalld etz | a-fp-al-at-ld )] (2.48)
B 1+|a|06+|b—06| oc—|b—oc|+oc(1—|a|2)”‘cp‘ .
esitsizligi saglanr. (2.48) iliskisinde
{ k(z _a]+(z—_ajp o 274
f(2)=ab -az l-az pl— z (2.49)
a+ak(z = ]+(b—a)(z__aj (k+ z—_a]
—az —az l-az
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fonksiyonu  i¢in  esitlik  saglamir, burada a<b<2a, -1<a<0 ve

kza(z_ ) ‘jp‘, ke[O,l] keyfi bir sayrdir.
a —|b—a|

Ispat 2.8: ¢(z) fonksiyonuna (1.18)’i uygularsak, z,= "9 T noktas icin

l—ac
1_‘611" ' _ (1_|h(0)|2) ' ‘h 0‘ '
p+1+‘ap‘s|¢(zo>|—‘1_h(z—2|h(zo>| i 0‘| ()
(2.50)
_nll+phx+w—a|f't%+a
_051—|a|oc—|b—oc| 1+ az,
elde ederiz.
1-lal)’
0L ash

p! 052—|b—oc|2

oldugundan yerine koyma islemiyle gereken esitsizlige ulasilir. Simdi (2.48)

esitsizliginin kesin oldugunu ispatlayalim.

(2.52)

olsun, oyle ki burada k=

—, ke[O,l]. Acgiktir ki f(z) fonksiyonu

teoremin kosullarint saglar. Fonksiyonun tiirevi alinirsa,

14
_1+k(z "j{z__“j (k+ Z__“] (2.53)
l1—az l1—az l1—az
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ve

D= a+ak( j+(b a)( “]p(kﬂ‘_“] (2.54)
1-az l1—az 1—az

isaretleyelim. O halde

f@)=ab - 2
(amk( “]+(b—a)(z__“] (k+ Z__“n
1-az l—az l—az
(2.55)
o |2+(b a)p 1_|_a|2(z__“]p_ (k+ _“]+(b a)1_|_“|2(z “T A
l-az (l—az) l1-az az (l—az) 1=
(a+ak(z__a]+(b—a)(z__a ],, (k+ Za n
1—-az l-az l—az
> (k+p(z_—ajp_](k+Z__aj+(z__a]p]D
1—|a| l-az l-az l1-az
f(@)=ab—"7 >
(1-e2) {a+ak(z j+(b oc)( ] (k+ _“]]
1-az 1-az l-az
(2.56)

ooz i) o-e 2 )
oo 2 (12

2\P
a(1—|a| ) ‘cp‘ 5 _
k= —, ke[O,l] oldugunda  basit
a2—|b—a|

a<b<2a, —-1<a<0 ve

hesaplamalarla
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f'(l)—ocha b(1+k)p+1D)(A+k)-2(1+k) ok + pbk+ pb— pok — po+b—a)
1-a b (1+ky

—a1+a b(p+1)(1+k)-2(ak + pbk + pb— pak — pa+b—a
l-a b(1+k)

1-a

a1+a bp +bpk +b+ bk —2ak —2pbk —2pb+2pak +2po—2b+2a
b(1+k)

(2.57)
_+a| Qa-b)p+Q2a-b)+Q2a—b)pk-(Q2a-b)k
T l1-a b(1+k)
1+a2a—b[(1+k}p+(l—k)}
“T1-a b 1+k
1+a2a—b( l—k]
=a p+
l1-a b 1+k
(Moglta2a=b( 1-k
S W= = ( 1+k) (258)

sonucuna ulasilir. Bu da kesinligi gosterir.

2.3. b Noktalarimin Tek Olmadigi Hal

f(2)=b kosulunu saglayan z noktalarma f ’nin b noktalar1 denir. Onceki
sonuclarda f ’nin tek bir 5 -noktasi olan a hesaba katilmistir. Bu alt boliimde birden

fazla b -noktasmin mevcut oldugu hal ele alinacaktir.
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1
Teorem 2.9: |a|<1 ve 5<a£1 olsun. f(z)=b+c,(z-a)” +cp+1(z—a)”” +.., p21

fonksiyonu B dairesinde holomorf olup, | f(z)- a| <a

. |2|<1s f(a)=b kosullarin

saglasin. Varsayalim ki ¢ € T noktasinda f fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir

ve f(c)=2a.Aynca z,,z,,...,z, noktalart f(z)—b fonksiyonunun B dairesindeki
z = a noktasindan farkl sifirlart olsun. O halde

' I-jaja-lp-al| |Zk|
|f(c)|2ap1+|a|oc+|b al ,Z‘

= —Z
k
1-ac

(2.59)
1 r
(@@-t-a? ) Tla-a(1-I") e
+ 2
1 r
(@@= p-a? ) Tla+ 11|
esitsizligi saglanwr. (2.59) iliskisinde
1+(Z—a]p L z—a—zk(l—zz)
l—az) 44 l—EZ—(Z—a)Z
f(z)=ab - q _) (2.60)
b z— a} & z—a-z(-az)
-+ a)(l az Hl—az—(z—a)zk
Sfonksiyonu icin esitlik saglamr, burada a<b<2a, —1<a<0 ve z,z,,..z,

porzitif reel sayilardir.

Ispat 2.9: ¢(z) Teorem 2.5°de verildigi gibi ve z,,z,,...,z, noktalari f(z)—b
fonksiyonunun B dairesindeki z = a noktasindan farkl sifirlar: ve

B(z)=z H Z_ ZZZ (2.61)
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olsun. B(z) fonksiyonu B dairesinde holomorftur ve |B(z)|<1,

z|<1 esitsizligi
saglanir. Maksimum prensibine gore her z € B noktast i¢in |¢(z)| < |B(z)| esitsizligi

elde edilir.

_9(»
()= (2.62)

yardimci  fonksiyonunu dahil edelim. Ac¢iktir ki bu fonksiyon B dairesinde

holomorftur ve |}/(z)| <1, Z| <1 eyitsizligi saglanir. Ozel halde

a 1—|a|2 ! c
l7(0) = ( 2) "" (2.63)
(o ~[p =o' )T T2
k=1
alimir. Ek olarak z, =%y i¢in
l1-ac
9 | 9'G)| .
z =|z, =19'(z,) 2.64
resal e A (269
esitligi dogrudur. Ayrica |¢(z)| < |B(z)| oldugundan basit islemlerle
1-p), 1-]BC) (2.65)
=l 1-f]
yazilir. Son esitsizlikte agisal limite gegilerek
|¢'(ZO)| 2 |B'(Zo)| (2.66)
esitsizligine ulasilir [18]. Bu taktirde (2.64) ve (2.66) dan
220G | s ) e EE L B )

Yoz || Bzp)| " B(z)
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saglamr [18],[24]. Bununla birlikte basit hesaplamalar yapilarak

B'(z) n 11—z,
B'(z,)|= = 2.68
S T R 29
degeri bulunur. A¢iktir ki,
(2)=7(0)
k(z) =20 (2.69)
T
bileske fonsiyonu sinirda Schwarz Lemmast ’nin kosullarini saglar. O halde
13|k'(zo)|_‘11 |7/(0)| AR 1+|7/(0)|| 20 '(2) ZB'(ZO)|
7o) rOl ¢ BG) |
(2.70)
_1+[7(0)
' BV
LA AR
S
(0{ —|b—oc| )H|Z"| 11+a0£+|b—05| [ z,+a " 1—|Zk|2
I< — / -l P+
( ~|a ‘)‘ A al-aa-p-a|| (1+az, = |70 -z
1-

(o ~fp—af )lekl

k=1

_(ocz_|b—a|2)1;][|zk|+a(l—‘a2‘)” ‘Cp‘{l1+aa+|b—a|

B ERTRENEAY & 3 L2V al—aa—|b—a| 71
(@ ~[p-<f )H|Zk| a(1-[a) e,

&)
{r22)
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l-a a—|b—a|{p+z": 1_|Zk|2

l+a a+b-q |2+

I ﬂ >a
I+az,

k=1 |ZO _Zk

(2.72)
(o ~lp—af ) Tlzul-ee(1[a7)) e,
(o —|b—a|2)1j|zk|+a(l—‘a2‘)p e,|

+

Boylece (2.59) esitsizligine ulasilir.

Simdi esitlik halini gosterelim.

1+(z a}p Z— a- z, (1- az)

l-az 1-az— (z— a)zk

f(z)=ab (2.73)

P n

a+(b—a)( ) z a- z,(1- az)
1-az i 1— az— (z—- a)zk

olsun. Basit hesaplamalarla

P P
1+(z—_a] 4 (2a—bj(z—_a] 4
1z —b+ab——2 A1=az (2.74)

o+(b- a)(z “YA o+ (b- oc)(”ij

1l-az 1—az

f(z)=ab

sekline gelir.

B;z(za_bj(z__“ ]pA (2.75)
a l-az

isaretleyelim.
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f'(z)=ab

(2.76)

B 1—|a|2 (z—a]p_] B (z—a]p ,
l:(b a)p(l—az)z 1-az A+(b-a) 1-az 4B
274,
a+(b—a)(z_—a) T loaz

l—aZ kll—(z_—ajz_
l—az) "

1+a{l+zl +1+z2 N +1+zn

buradan da z=1 yazilirsa, A'(l)= "
—a

} oldugundan

-z, 1-z, ' -z,

a<b<2a, -1<a<0 ve z,z,,..,z, pozitif reel sayilart icin

20-bl+a 2a-bl+a|l+z 1+z, 1+z,
p+ + +..+ b
' l-a a l-a|l-z 1-z -z,
f)=ab =
(2.77)
1 —
(b—a)1+ap+(b—a)1+a 1+Z‘+1+Zz+...+ +z, | |2a—b
l-a l-a|l-z 1-z, -z, a
- =

f'(l):abza_b“_—a b+ 1+Z]+1+22+m+1+zn b—(bz—oc) (2.78)
a l-a -z, 1-z, 1-z b

n

ve
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20-b\( z=a 1Y
) L S&-b_, a5 4

f(z2)-b=ab ; : ;
a+(b—a)(z _“] 4 (z74) a+(b—a)(z _“] Y
l1-az l-az
(2.79)
1 14
2a-b = A
f(2)=f(a) _ ( )(1—@] _, (2a-b)
(z—a)’ =t z—a ) :>‘Cp‘— 06(1—|a|2)pH|Zk|
oc+(b—a)( _j A =
l-az
elde edilir. Sonuc olarak
fy=gite2azbl 1z Itz 1 (2.80)
l-a b -z, 1-z, -z,

bulunur ve bu sonug da esitligin saglandigini gosterir.

2.4. iki Ardisik Katsayinin Hesaba Katilmasi

1
Teorem 2.10: |a| <1 ve 5 <a <lolsun.

f(z2)=b+c,(z—a)’ +c,,(z- a)’"' +..., p=1 fonksiyonu B dairesinde holomorf

olup, |f(z)-a|<a, |z|<1; f(a)=b kosullarii saglasin. Varsayalim ki ceT

noktasinda f fonksiyonu f(c) acisal limitine sahiptir ve f(c)=2a. Bu taktirde

Hd a-fp—d
1+|a| a+|b—a|

TG R

2(a2 p-of —e(1] 642),,‘%‘)2 (2.81)

(o p=af'| ~ 1y +atef-af ity

X| p+

) -
(1_|a| )Cp+1 —ape,
kesin egitsizligi saglanir.
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Ispat 2.10: ¢(z) Teorem 2.5°de verildigi gibi ve B,(z)=z' olsun. Maksimum

prensibinden |¢(z)| < |BO(Z)| esitsizligi elde edilir.

_ #(2)
p(z) = —Bo o

(2.82)

fonksiyonu dahil edilsin. A¢iktir ki bu fonksiyon B dairesinde holomorftur ve

| p(z)| <1, z| <1 esitsizligi saglamr. Ozel halde
(1_|a|2)p ‘cp‘
0))=a——<I1
ve
(l—az)” 1-|af* )c ) —;pc
|p'(0)|=06 | | ( | |) p+l P

2 2
a —|b—a|

c—a -
yvazilir. Ayrica z,=—-—=¢€T igin
—ac

@) |, 4)
"6z | ()]

=[¢'(z))

esitligi dogrudur. Ayrica |¢(z)| < |B(z)| oldugundan basit islemlerle

1-|p(2)| § 1-|B(2)|
1=z 1[4

yazilir. Son esitsizlikte agisal limite gegilerek

|¢'(ZO)| 2 |B'(Zo)|

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)
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esitsizligine ulasilir [18]. Bu taktirde (2.85) ve (2.87) 'den

@) | 4= Bi(z)|_, B'(z)

= =g’ >|B' = = 2.88
e et e e 259
saglanmwr [18],[24].
()= L@ PO 2.89
O 06 e
fonksiyonu B dairesinde holomorftur, |®(z)| <1, z| <1, ®(0)=0 ve z,= lc—_a eT
—ac
noktasi igin |®(ZO)| =1"dir. Bu taktirde (1.15) 'ten
2oy < PN 9 90)B )
1+[@(0) =-[pO)[By(z)  B(z) |
1+|p(0)|
= ' o)~ Bo' 0
1_|p(0)| {|¢ (Z )| | (Z )|}
(2.90)
Lt [pO)] ) 1+[aO)] 1 l—la|22 f{zo+a]_p
1-|p(0)| | 1-]A(0)| « ‘1 taz, 1+az,
o’ _|b—05|2 +0£(1—|a|2) ‘cp‘{ 11+a oc+|b—0£| '( zo+a] }
< - VI DT U -p
052—|b—05| —a(1—|a| ) ‘C,,‘ al-aa |b oc| 1+az,
elde edilir.
1-| p(0)|°
wn=— PO 291)

(1-P(0)p(2))
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ve

|P'(0)

|@'(0)f= 5
1| p(0)

(2.92)

degerleri yerine yazilirsa,

5 <a2_|b_a|2+a(1_|a|2)”\cp\

(2 ~lp=af ) (1=lef" ) {(1-af" ), ~ape,
(04

(o ~p-af) —a? (1-[af') e,

& p-af a1l )|,

(2.93)

LJ1l+a a+[b-a
al-a oc—|b—oc|

| zy+a
J (1+a20]

)

bulunur. Buradan da (2.81) esitsizligi ortaya ¢ikar.
(2.81) esitsizliginin kesin oldugu asikardir.

2.5. Sadece Bir b Noktas1 Hali

(2.1), (2.2) ve (2.4) alt boliimlerindeki esitsizliklerde tek bir b noktast hesaba
katilmistir (onlarm sayisi ¢ok da olabilirdi). (2.3) alt boliimiinde ise birden fazla b

noktast olmasi hali ele alinmistir. Bu alt boliimde f ’nin B dairesinde tek bir b

noktast olmasi hali ele alimmig olup, bu halde (2.1), (2.2) ve (2.4) alt

boliimlerindekinden daha kuvvetli kesin esitsizlikler ispatlanmistir.

1
Teorem 2.11: |a|<1 ve 5<a£101sun.

f(z2)=b+c,(z—a)’ +c,,(z- a)’"' +.., p=1 fonksivonu B dairesinde holomorf

olup,|f(z2)-a|<a, |z|<1; f(a)=b kosullarini saglasin. a noktast  f(z)=b
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denkleminin B 'deki  tek ¢oziimii olsun. Varsayalim ki ceT noktasinda f

fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir ve f(c)=2a. Bu taktirde

2In? {a -y ‘%‘]

1| a—Jp—a o —|p—af

fllo)za p- (2.94)
AC 1+|a| a +[b—q] (1—|a|2)” ‘C,,‘ ) _
2‘cp‘ln a—— —‘(l—|a| ), —apc,
a —|b—oz|
Ispat 2.11: p(z) fonksiyonu Teorem 2.10 daki gibi olsun. In p(z) ile
p
(1 - |a|2 ) ‘cp‘
Inp(0)=In| g ~——"—— [<0 (2.95)
a’—|b—a|
kosulu ile sinmirlandirilmis logaritmanin holomorf dalini isaretleyelim.
O(z) = In p(z)—1n p(0) (2.96)

In p(z)+1n p(0)

bileske fonksiyonu B dairesinde holomorftur, |®(z)|<l, z|<1, O0)=0 ve

Z, = lc—_i' e T noktast igin |®(ZO)| =1dir. Bu taktirde ©O(z) fonksiyonuna (1.15)

esitsizligi uygulanirsa

2

m <|®'(z,)| (2.97)
iliskisi elde edilir. Ayrica
®'(z) = 21n p(0) LAC) _ (2.98)
p(2)(In p(z) +1n p(0))

oldugundan
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2inpO)]  |p')|  [2lnp(0)

2
<1O'(zy))| = 3 = 2
| | [In p(z,)+1n p(O) | P(z,) | [In p(z,)+1n p(0)|

1+|©'0)

|p'(z,)]

_ P po) 19'(z)  9(2,)B,'(z)|
in p(z,)+1n p(O) |Bo(z) B, (z,)

_ |2ln p(0)|
in|p(zy)|+arg p(z4) +1n pO)f

( 9(z,) ](Zoqj'(zo)_ZoBo '(Zo)]

2.99
2B )\ bz Byz) (2:59)

_ |2 In p(0)| |Zo¢ '(z,) _ z,B, v(Zo)|
liarg p(z) +In p(O) | #(z)  By(z) |

B —21n p(0)
arg® p(z,)+In* p(0)

{|¢ '(Zo)| - |Bo '(Zo)|}

ve buradan da

2 < —21In p(O) 1_|h(0)|2 |]’l'(Z )| —-p
1+]@'(0)| ~ arg? p(z,)+1In® p(0) ‘1_ WO

i) 1-|n(0)
~ Inp(0) ‘1 —h(z,)h(0)

> |h'(Zo)|—p]

(2.100)

-2 1-|h(O)]

In [a (l_w)p‘cpq {‘1 ~h(z,)h(O)|

052—|b—oc|2
[ z,+a
/ [1+a20]

|h'(Zo)|—p}

-2 1l+aa+b-al

T
052—|b—05|

)

elde edilir.
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Ayrica

r'(0)
0'0)—"""— 2.101
© 2p(0)In p(0) ( )
oldugundan
2 -2
1—|af a : )
o [0laDeyape,| o f G 2—|a|> \c,;\
(1—|a|2)”‘c ‘ o’ ~|p-a
e, || o 11
a —|b—a|
(2.102)
11+gatp-all ., z+a |
X{a 1—|a|oc—|b—oc| f(1+azo) P
1’y
oo |
o’ —|b—of [ 11+]d a+{p—f Gty
(1 |2)”‘c‘ . “lal-da-b-d||" 1+az, (2.103)
‘ p‘ln 1; ‘( | | )cp+1 —apc,
o —p=d
elde edilir. Sonuc olarak
_ e
ol | 1711
rrefzal b, -
 1+|d a+|p—q (A-Jafyc,| i _ (2.104)
2‘0}7‘]11 a2_|b_|’; —‘(l—|a| )¢, —apc,

seklindeki (2.94) esitsizligine ulastlir.

Teorem 2.10 ve Teorem 2.11°in ispatlarinda (1.15) esitsizligi kullanilmistir.

Boylece esitsizliklerin sag taraflarma f(z)—b fonksiyonunun ardisik iki katsayisi
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olan ¢, ve c,,, gelir. (1.15) yerine (1.10) esitsizligini kullanirsak, ¢, katsayisinin

olmadig1 daha zayif fakat daha sade bir esitsizlik alinir. Asagidaki teorem bunu ifade

etmektedir.

Teorem 2.12: Teorem 2.11’in kosullar: altinda

leafp-af 1 [ (=)

2.1
1+|a| @ +[p-q 2 o’ ~|b-af (2.105)

VAGEX

elde edilir.

Ispat 2.12: Teorem 2.11 deki ©(z) fonksiyonuna (1.10) esitsizligi uygulanirsa,

2inpO)]  |p'zp)|_ [2In p(0)

1<|10'(z)|= > >
| ()||mp@a+mpmﬂ\p@&\|mp@a+mpmﬂ

|p'(z))|

_ P po) 19'(z)  #(2,)B,'(z)|
In p(z)+In pO)f |Bo(z0)  Bl(z) |

_ |2ln p(0)|
in]p(zy)|+arg p(z4) +1n pO)f

( 9(z,) ]( zy9'(z,) _ zyB, '(Zo)]
zyBy(zy) 9(z,) B,(z,)

(2.106)
_ |2 In p(0)| |Zo¢ '(zo) _ z,B, v(Zo)|
liarg p(z) +In p(O)f | #(z)  By(z,) |

N 2 2©) '(z,)|—|B, '(z
arg” p(z,)+1In* p(0) {|¢( 0)| | o '( o)|}
= = {|¢'(Zo)|—|BO'(ZO)|}
In p(0)

elde edilir. Bu taktirde degerler yerine yazilip, esitsizlik yeniden diizenlenirse

asagidaki iliskiye ulasilir.

39



1< -2 1_|h(0)|2 2|hV(ZO)|_p
(1-Jaf ) Je,| |L[1=ACz0)C0)
Inlag~——"——>-

052—|b—oc|2
(2.107)
) l1+aa+|b—oc| [ Zota |
: L 1alY {al—aa—|b—a|f(l+a20] p}
Tl Ve,
a —|b—oc|
ve buradan da
2\P
dafp-al 1| (1=l e,
'(¢)| 2 —— - 2.1
|f(c)|>a1+|a|oc+|b—a| 2 a’~lb-af (2109

elde edilir.
Teorem 2.10, Teorem 2.11 ve Teorem 2.12°deki (2.81), (2.94), (2.105)

iliskilerinde

1+(z—_a ]”
f(2)= 1-az - (2.109)
a+(b—a)( Z__“j
l-az

fonksiyonu icin esitlik saglanwr, burada o« <b<2a, —1<a<0.
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3. SINIRDA SCHWARZ LEMMASI VE TEKLIK

3.1. Temel Kavramlar ve Yardimci Teoremler

3.1.1. Blaschke Carpim

Bu boliimde smirli holomorf fonksiyonun carpim seklinde gosteriliminde

onemli rol oynayan Blaschke ¢arpimi tanimlanmustir. a, kompleks sayilar: |ak| <1

kosullarini saglasinlar. Aciktir ki, lz_ﬁ" fonksiyonu birim daireyi kendine tasvir

—akz

eden yalinkat holomorf fonksiyondur ve a, noktasinda sifir degerini alir. Ozel halde

a, =0 olursa z fonksiyonu elde edilir. Bu taktirde a,,...,a

m?

a|<1, k=1,2,.,m

olmak tizere

B(z)=z'] [ 222 G.1)

=1 1- a.z

fonksiyonu birim daireyi kendisine doniistiiren holomorf fonksiyon olup, sadece

a,,a,,...,a, noktalarnda sifira sahiptir. |z[=1 igin ise [B(z)|=1 esitliginin
saglandigmi agiktir. Bu g, ’larm bazilar1 tekrarlanabilir. Ornegin, bir a, p kez tekrar
ediyorsa bu durumda B(z) fonksiyonunun bu g, noktasinda p. mertebeden sifir
vardrr. (3.1) carpimma sonlu Blaschke ¢arpimi denir. Cogu zaman a, noktalari
|a,|£|a2|£...£|am| olacak sekilde siralandirilirlar. @, noktalar1 sonsuz sayida da

alinabilir. Bu taktirde ele alman B (z) :z"Hla" —Z sonsuz carpiminin yakinsak
k=1 1—=a,z

olmas1 icin gerek ve yeter kosul Z(l—|a k|) serisinin yakimsak olmasidir. Ispat

edilmistir ki Blaschke ¢arpimi yakinsak ise onun birim ¢emberdeki smir degerlerinin

modiilii hemen hemen her yerde (¢cember iizerindeki sifir dl¢iilii kiime hari¢) 1°dir.
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Agiktir ki, birim dairede holomorf olup, a,,a,,...,a, noktalarinda sifira sahip ve

| /(2)| <1 kosulunu saglayan fonksiyon

|/ (2)|<|B(2)|, || <1 (3.2)
iliskisini saglar, burada B(z) = lak =z (3.2) esitsizligi maksimum prensibinin
k=1 1—=a,z

basit bir sonucudur. Sonlu veya sonsuz Blaschke carpimlar1 kompleks analizde
bircok yerde kullanilmakta olup, holomorf fonksiyonlarin incelenmesinde énemli bir
aractir (6rnegin, Hardy uzaylari v.s.).

Bu tezde sonlu Blaschke carpimlar1 kullanilmistir. Bu ¢arpimlar baska denk
sekillerde de yazilabilmektedir. Sonlu Blaschke c¢arpimimi, sonsuz Blaschke
carpimindan ayiwran en Onemli Ozellik biitiin smir noktalarinda modiiliiniin 1
olmasidir. Buna karsilik sonsuz Blaschke carpimlari, dahili (inner) fonksiyon olup,
smirin  sonsuz bir alt kiimesinin noktalarindaki limit degerlerinin modiili 1

olmayabilir.

3.1.2. Majorantlar ve Kapasite

v(t) fonksiyonu (a,b) araliginda tanimlanmis olsun. Eger

bty V() +v(t,) Vi1, € (a,b) (3.3)

v
( 2 2

ozelligi saglaniyorsa, v(¢) ’ye (a,b) araliginda konkav fonksiyon denir.

Tanmim 3.1: u :[1,+oo)—>(0,+oo) seklinde tamimlanan u  fonksiyonu icin log u(e")
fonksiyonu (O, +oo) araliginda konkav ise, ,u(t) ‘ye bilogaritmik konkav fonksiyon

denir.
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M 1ile asagidaki kosullar1 saglayan u fonksiyonlar smifi isaretlenmistir:

1) u :(0,+oo) — [0, +oo);
i) 7, ={x: u(x)>0} baglantil kiimedir;

iii) log p1(x) fonksiyonunun 7/, ’ye kisitlanisi, log x fonksiyonuna gére konkavdir.

p# majorant olarak isimlendirilir. 7, kiimesinin bos olmadigi biitiin x € M ’lerin
simifint M~ ile ve peM igin I, arahigmin sol ve sag u¢ noktalarini sirasiyla x, ve
x, ile isaretlenir. Agiktir ki, 0 <x, <x, <+oo esitsizligi saglanr.

x, <x, oldugunda kastedilen konkavlik kosulu asagidaki kosullarin

kombinasyonuna denktir:

i) log u(x) fonksiyonu (x;,x;) araliginda log x fonksiyonuna gore konkavdir,

ii) log p(x) fonksiyonu 7, kiimesinde siireklidir.

ueM igin

py = lim 28K iy 108 400 (3.4)
x—0 log X x—>0 log X
limitleri mevcut olup,
—00 < g S+00, =0 < [ <00, Ly =L . (3.5)

x, >0 (benzer olarak x, <+0) ise, p, =+oo (benzer olarak x, =—o) kabul edilir.
Eger u=0 1se, u, ve u, olarak (3.5) esitsizliklerini saglayan keyfi sonlu

sayilar alnabilir. g, <+oo esitsizligi saglandiginda, m, ile m,—1< pu, <m,

kosulunu saglayan tam sayisi, p, >-—oo esitsizligi saglandiginda m_ ile

m, < p, <m, +1 kosulunu saglayan tam sayisi isaretlenmistir. M ve M smflari
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[25]te incelenmistir. Agiktir ki, (x)=6% kuvvet majorantlar1 M~ smnifindandir ve
U, = M, = . Ayrica o tamsayi ise, m, =m_ =q almir.

U, X topolojik uzaymnda tanimli bir Borel 6l¢iisii olsun. Suppu (support) ile
x € X noktasmin her agik U civari igin p(U) >0 kosulunu saglayan x noktalari

kiimesi isaretlenmistir.

Tamm 3.2: X bir topolojik uzay olsun. Eger her ae€R sayisi igin
{xeX :u(x)<a} kiimesi X ’te acik ise, u:X —>[—oo,oo) fonksiyonu yukaridan

yvarim stireklidir denir.

Agiktir ki, # fonksiyonunun x € X noktasinda yukaridan yarim siirekli olmasi

icin gerek ve yeter kosul

limsupu(y) <u(x) (xeX) (3.6)

yox

olmasidir. —u fonksiyonu yukaridan yarim siirekli olsun. Bu taktirde u ’ya asagidan
yarim stirekli fonksiyon denir. Bir fonksiyonun siirekli olmasi i¢cin gerek ve yeter

kosul hem yukaridan hem de asagidan yarim siirekli olmasidir.

Tamim 3.3: V < C agik kiime, u:V —>[—oo,oo) fonksiyonu V ’de yukaridan yarim
stirekli olsun ve her w eV noktast igin oyle p >0 sayisi vardwr ki
2r

u(w)sziju(wwe*’)de, Vr,0<r<p (3.7)
T

0
iliskisi saglansin. Bu ozellikleri saglayan fonksiyona subharmonik fonksiyon denir.

Eger —u subharmonik bir fonksiyon ise, o halde u ’ya superharmonik

fonksiyon denir.
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Ornek 3.1: (Subharmonik Fonksiyon)

i) Harmonik fonksiyon hem subharmonik hem de superharmoniktir,

ii) [ fonksiyonu V kiimesinde holomorf olsun. O halde log| f (z)| fonksiyonu V

kiimesinde subharmoniktir (bu fonksiyon f fonksiyonunun sifirlar: disinda
harmoniktir).

iii) [ fonksiyonu V kiimesinde holomorf olsun. | f | fonksiyonu subharmoniktir

sabit degilse harmonik degildir!); p >0 ise onksiyonu da
( f sabit degilse h k degildir!) 0 " fonk d

subharmoniktir.

Integral i¢in Jensen esitsizligi kullanilarak daha fazla subharmonik fonksiyonlar

sinifi iiretilebilir [32].

Tamm 3.4: u, kompakt support-a sahip sonlu bir Borel 6l¢iisii olsun. Onun

potansiyeli olan p, :C — [—oo,oo) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

p,(2)= j log|z - wld u(w) (z € C). (3.8)

Tamm 3.5: u, kompakt supportlu sonlu bir Borel 6l¢iisii olsun.

1() = [[log|z = wi u(z)d pu(w) = [ p, (2} () (3.9)
integraline L -niin enerjisi denir.
Tanmim 3.6: Bir E c C alt kiimesinin logaritmik kapasitesi

c(E):=supe’™. (3.10)
U

seklinde belirlenir. Burada supremum, C ’de support-u E 'nin bir kompakt alt

kiimesi olan tiim u Borel olasilik élgiileri tizerinden alinmistir.
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Tanmim 3.7: K < C bir kompakt kiime olsun ve P(K) ile K daki tiim Borel olasilik

Olgiileri  kiimesi isaretlensin. Eger I(L)= sup I(u) olacak sekilde bir

peP(K)
v € P(K) mevcutsa, o halde v 've K icin bir denge él¢iisii denir.

K kompakt1 v denge &lgiisiine sahip ise, o halde ¢(K)=e'".

3.1.3. Yardimci Teoremler

Phragmen-Lindelof Teoremi maksimum prensibinin bir genellemesidir. Bu

boliime maksimum prensibi ve bazi gerekli tanimlamalar ile baglanacaktir.

Teorem 3.1: (Maksimum Prensibi) h(z) fonksiyonu simirt T olan surli bir G

bolgesinde subharmonik olsun. Varsayalim ki her { € I" noktast i¢in

lim(z) <0 (3.11)

z¢
iliskisi saglaniyor. Bu taktirde her z € G noktasi icin

h(z)<0. (3.12)
Ayrica herhangi bir z, € G noktast i¢in |h(zo)| =0 ise, 0 halde h(z)=0.

G bolgesinin sinirli olmadigi durumda

e e (G ise, ©-luk noktasinda subharmoniklik kosulu konulur;

e we0dG ise, (3.11) kosulu o -luk noktasinda da konulur.

Ornegin log|z| fonksiyonu |z|>1 (oo hari¢) subharmoniktir, |z|:1
cemberinde sifir degerini alwr, fakat sinirsiz bir fonksiyondur (birinci kosul
saglanmiyor). Imz fonksiyonu yukari yar1 diizlemde harmoniktir, reel eksende sifir
degerini alir, fakat sinirsiz fonksiyondur (ikinci kosul saglanmaz). Maksimum

prensibinin birinci veya ikinci kosulun veya (3.11) kosulunun bazi noktalarda
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saglanmamasi1 haline genellestirilmesine Phragmen-Lindel6f Prensibi denir. Asagida

onun iki farkli versiyonu ifade edilmistir.

Teorem 3.2 : u fonksiyonu simirsiz bir G c C bolgesinde subharmonik olsun ve

EM(Z)SO (& €8G /{o)). (3.13)

Varsayalim ki G ’de superharmonik olan éyle bir v fonksiyonu vardir ki

limv(z) > 0 (3.14)
ve
fim 23 < (3.15)
z—0 V(Z)

kosullar: saglaniyor. Bu taktirde G bélgesinde u <0 esitligi saglanir [33].

Teorem 3.3: f(z) sumurt T olan sinirli bir G bolgesinde holomorf, AT sonlu bir

kiime olsun. Varsayalim ki,

@|f(z)|3M<oo, V¢ el/A (3.16)

ve

Ergl|f(z)|<oo, Ve ed (3.17)

kosullari saglaniyor. Bu taktirde

|f(2)|<M, zeG. (3.18)
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Ayrica herhangi bir z, € G noktast i¢in | f (ZO)| =M ise, o halde f(z)=M.

G bolgesinin bir aginin i¢i olmasi halinde Teorem 3.3’{in bir 6zel halini ifade

edelim.

Teorem 3.4: (A¢i i¢in Phragmen-Lindelof Teoremi) G st I ve acgilimi
an (0 <a< 271) olan bir acinin i¢i, f(z) ise G bolgesinde analitik bir fonksiyon

olsun. Ayrica varsayalim ki

—Inln M (r) <l

lim , (3.19)
roenr a

ve her sonlu § €l noktasi igin
E?| f(2)|£M <o, (3.20)

esitsizlikleri saglaniyor. Burada M (r)= sup | f (z)|. Bu taktirde z e G noktalar

‘z‘:r,zeG
igin |f(z)|£Mili§kisi saglanmir. Ayrica herhangi z,€G noktasinda |f(zo)|:M

saglaniyorsa, o halde f(z)=M (Me“,o €R).

(3.19) kosulu asagidakine denktir:
1 1 .
0< p, <— kosulunu saglayan ve —’ya yakin olan her p, sayist i¢in Oyle
a a

{r.}, r,<r,, (n=1,2,..)r, > o dizisi vardir ki

n n

/(@) < exp(l]™),

z|=r, (n=12,..). (3.21)
Buradan goriiyoruz ki (3.19) kosulu saglandiginda

Jim lnM] (r) <0
r—>0 r;

(3.22)
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kosulu da saglanir. Ciinkii (3.22) asagidakine denktir:

Her ¢ > 0 sayisi igin 8yle {r,}, r, <r,,, (n=1,2,...) r, > oo dizisi vardir ki

n

|/ (2)| < exp(elz|),

z|=r, (n=1,2,..). (3.23)

Dolayisiyla (3.22) kosulu daha genel kosuldur.

Teorem 3.5: G simrt T olan ar —radyana (0<a <27r) sahip bir aginin ici, f(z)

ise G bolgesinde analitik bir fonksiyon olsun. Ayrica varsayalim ki

tim 1) o (3.24)
r—>0 r;

ve her sonlu § € noktasi i¢in
E?| f(2)|£M <o, (3.25)

esitsizlikleri saglaniyor. Burada M (r)= sup | f (z)|. Bu taktirde z € G noktalar

‘z‘:r,zeG
igin | f (z)| <M iligkisi  saglamr.  Ayrica  herhangi  z,€G  noktasinda

|f(zo)| = M saglanwyorsa, o halde f(z)=M alir.

Acilar i¢in yazdigimiz bu teoremler mana olarak [27]’de mevcuttur.
Son teoremin subharmonik fonksiyonlar i¢in olan sekli asagida yar1 diizlem igin

ifade edilmistir.

Teorem 3.6: Varsayalim ki u fonksiyonu sag yart diizlemde subharmoniktir, imajinel

eksenin her sonlu { noktasi i¢cin

lim u(z)<M <o, (3.26)

z—¢ ,Rez>0
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her & >0 sayisi i¢in oyle r, >0 sayist vardir ki

u(z)< g|z

Z|>r0, Rez>0 (3.27)

2

esitsizlikleri saglaniyor. Bu taktirde u(z) <M iliskisi saglanir. Ayrica herhangi bir

z, (Rez, >0) noktast icin u(z,) =M iliskisi sadece u(z)=M oldugunda saglanir.

Holomorf fonksiyonlar i¢in Phragmen-Lindelof Teoremi genellikle ya agida ya

da seritte ifade olunur. Son teoremi daire i¢in ifade edelim.

Teorem 3.7: Varsayalim ki u fonksiyonu |z|<1 dairesinde subharmoniktir,

€0

¢ O| =1 herhangi bir nokta olmak iizere

limu(z)|z—¢,|=0 (3.28)

z—¢,

ve

Eygu(z) <M, V¢ #E,,

¢|=1 (3.29)

kosullar: saglantyor. Bu taktirde u(z)<M,

z| <1. Ayrica herhangi bir z, (|ZO| =1)

noktast i¢in u(z,) =M iliskisi sadece u(z) =M oldugunda saglanir.

Aciktir ki, bu teoremi asagidaki sekilde genellestirmek miimkiindiir.

Teorem 3.8: A, birim ¢ember iizerindeki herhangi bir sonlu kiime olsun ve

varsayalim ki u fonksiyonu |z| <1 dairesinde subharmoniktir,
1in2u(z)|z—§| =0,V¢led, (3.30)

ve
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ﬁ%MﬂsMgvg

§l=1, ¢ e A (3.31)

kosullar: saglantyor. Bu taktirde u(z)<M,

z| <1. Ayrica herhangi bir z, (|ZO| =1)

noktasi i¢in u(z,) =M iliskisi sadece u(z) =M oldugunda saglanir.

Bu teorem son 50 yil icerisinde daha da genellestirilmistir. Ornegin A kiimesi
olarak bazi ozellikleri saglayan sonsuz kiime ve (3.30)’daki limit yerine bazi ek
kosullar altinda radyal limit almabilir. Fakat tezdeki sonuglar i¢in Teorem 3.8
yeterlidir.

Tezde kullanilan diger bir yardime1 sonug ‘‘Contour-Solid Problems’’ olarak

bilinen asagidaki teoremdir.
G cC bir agik kiime, G, (i sonlu veya sonsuz olabilir) onun baglantili

bilesenleri olsun. Eger a € C ve f, G ’de tanimlanmis sonlu bir fonksiyon ise

)

b v G
f;,G — J ¢{—>a,eGla} log|é’_a” (332)
0, a %5
ve
(5
fog =1¢7=¢<ori=t log|¢| (3.33)
0, oo¢ 8

isaretleyelim. Burada G cC olmak iizere G kiimesi G ’nin C ’daki kapanisidir

[34].
Teorem 3.9: aeC verilmis nokta, GCC/{a} actk kiime, ueM, f:G—->C

holomorf fonksiyonu G 'nin a ve z =00 noktalarindan ayrik her parcasinda sinirli

olup,
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Jug <©, (3.34)

Jug <©, (3.35)

£ ()< u(lz-a

lim
§—z,0eG

), Vze(LjJ@Gl.)/Q (3.36)

kosullari saglansin. Burada cha ve a,0e Qe 3. Eger a (benzer olarak =)

GUQ kiimesinin i¢ noktasi ise, varsayalim ki

Ho<ten, [ =olc—a["") ¢ >a (3.37)

(benzer olarak veya i, > -0, f({)= 0(|§ e ) ) (3.38)

saglaniyor. Bu taktirde asagidaki alternatiflerden biri miimkiindiir:

)£ (O)<u(¢-a), v¢eG;

i) G=C/Q, u(x)=px", f(é’):c(/;—a)m, m=m, =m_(mtamsayi),

|c| >[2>0, (c,B sabit sayilar) [34].

3.2. Teklik Teoremleri

[7] calismasinda asagidaki teklik teoremini ispatlanmistir.

Teorem 3.10 : Varsayalim ki ¢ : B— B holomorf fonksiyonu igin
¢(z)=z+0((z—1)4), z 51 (3.39)

iligkisi saglaniyor. Bu taktirde ¢(z)=z.
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Aym  makalede, buradaki 0(|§ —1|4) kosulu yerine 0(|§ —1|3)’1"1n

yazilamayacag1 gosterilmistir. Ornek olarak
1
#G) =6 =16 -1) (3.40)

fonksiyonu  verilmigtir. Fakat (339)'da O(|¢~1]') kosulu yerine of|¢ 1)
kosulunu koymanin yeterli oldugu not edilmistir. [35] calismasinda Burns-Krantz

Teoremi asagidaki sekilde genellestirilmistir.

Teorem 3.11: Varsayalim ki ¢(z): B — B bir holomorf fonksiyon ve f(z):B — B
sonlu bir A, kiimesinde t €T degerine esit olan sonlu bir Blaschke Carpimi’dir.

Eger

i) verilmis biry, € A, icin ¢(z) :f(z)+0(|z—;/0|4), zZ>Y,,Z€B,

ii) her y € A, —{}/0} noktasi ve bir k, 22 icin ¢(z) = f(z)+ O(|z— 4

r ), zZoy
kosullar: saglaniyorsa, o halde ¢(z)= f(z).

[7], [21], [28] calismalarinda 0(|§—1|4) kosulu yerine o(|§—1|3) kosulunun
yeterli olacagi not edilmistir. Teorem 3.11°deki (ii) kosulunda k, >2 yerine &, >1
yazilamayacag1 gosterilmistir [21]. Ancak ne [28] ne de [21]’de (ii) kosulu yerine
o(|¢ ~1|) yazilabilecegi hakkinda herhangi bir bilgi meveut degildir. Not edelim ki
0(|§—1|4)kosu1u, o(|g—1|3) ile degistirildiginde ispatta hicbir degisiklige gerek
duyulmuyor. Asagida ispatlanacaktir ki (i) kosulu yerine o(|¢ ~1|) kosulu almabilir.

Bunu ispat etmek icin Dov Chelst’in kullandigi maksimum prensibini kullanmak
yetmiyor, onun yerine bu tezde baska bir Pragmen Lindel6f Prensibi kullanilmistir.
Ote yandan [22] ve [23] makalelerinde Teorem 3.10 ve Teorem 3.11 ile baglantili

olarak elde edilmis sonuclarda, (3.39), (i) ve (ii) kosullar1 yerine smir iizere (B nin
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icinde degil) kosullar kullanilarak teklik teoremleri ispatlanmistir ve burada kuvvet

majorantlar1 (6% = |cj - 7/0|a ) yerine daha genel majorantlar ele alinmastir.

Teorem 3.12: Varsayalim ki ¢(z): B — B sonlu bir Blaschke Carpimi olup t €T
degeri icin A, ={z eT:B(z) =T} ; f(z) fonksiyonu B birim dairesinde holomorf

ve bir 6,>0 sayisi igin BN {z td(z,4,) < 50} kiimesinde  siirekli;

/()] <1,

z|<1;y‘,u2 eM, p,>3,u;>2 olsun. Eger

i) verilmis biry, € A, icin f(z)= ¢(z)+0(u' (|z—y0|)), zel,z—>y,,

), zeT,z—>y

ii) her y € A, —{}/0} noktast i¢in f(z)=¢(z)+ O(u2(|z— y
kosullar: saglaniyorsa, o halde f(z)=¢(z) [22],[23].

3.3. Sonuclar

Bu boliimde asagidaki teoremler ispatlanmustir.

Teorem 3.13: Varsayalim ki ¢(z): B — B sonlu bir Blaschke Carpimi olup v €T
degeri icin A, = {Z eT:B(z)= T} ; f(2) fonksiyonu B birim dairesinde holomof ve

bir  6,>0 sayist  igin BN {z td(z,4,) < 50} kiimesinde  stirekli;

|f(2)-1|<1,

Z|<1,‘/J],/12 eM, py>3,u; >1 olsun. Eger

i) verilmis biry, € A, igin f(z)=1+¢(z)+0(u‘ (|Z—y0|)), zeTl,z—>y,,

ii) her y € A, —{}/0} noktasi i¢in f(z) = 1+(15(z)+0(u2 (|z—y0|)), zel,z—>y
kosullar: saglaniyorsa, o halde f(z)=1+¢(z).

3 1ile sifir kapasiteli kiimeler ailesi isaretlenmistir.
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Teorem 3.14: Varsayalim ki ¢(z): B — B sonlu bir Blaschke Carpimi olup t €T

degeri i¢in A, z{zeT:B(z)zr}; f(z) fonksiyonu B dairesinde holomorf;

F@)-1<1,

biry, € A, igin

Z|<1;0e3, u', 0’ e M, py>3,u; >1 olsun. Eger verilmis

limsup|f(2)~(1+$(2)| = O(1' (¢ =70), ¢ €(T/Q), ¢ >, (34D

z—(,zeB

ve her y € A, —{}/0} noktasi icin

limsup|f(2)-(1+4(2)|=0(1* (£ -7) ¢ e(T/0), ¢ >y (342

z—(,zeB

kosullar: saglaniyorsa, o halde f(z)=1+¢(z).

Bu teoremlerde, [22] ve [23] calismalarinda bulunan g, >2 kosulu yerine

U, >1 kosulu alinmustir.

Teoremlerin ispatlarinda agsagidaki onerme kullanilmistir.

Onerme 3.1: U(z,r,), z merkezli, r yarigaph daire olsun. Varsayalim ki u=u(z)
fonksiyonu U(z,1,), 1, >0 dairesinde pozitif harmonik olup, 6, € [0, 271) sayisi igin

limu(re®) =0 kosulunu sagliyor. O halde

r—)ro

9,
liminf “¢) 5 0. (3.43)

o gy =T

Ispat 3.1: u=u(z) fonksivonu U(z,1,), 7, >0 dairesinde pozitif harmonik olsun.
U(z,1y), 1, >0, r<r, dairesinde u(z) fonksiyonuna Harnack Egitsizligi uygulansin.

Bu taktirde
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w(0) 2" <u@re™y <u() L r<r, (3.44)

Ty+r Ty —

ve
1 u(re™)
u(0) < ) (3.45)
To+r  Fy—r
Buradan da
. u(re™)
0< u(O)— =limu(0) <lm——-, (3.46)
I"O o I"O +r o I"O —-r
0,
lim ) (3.47)
ron Iy —F
elde edilir.

Ispat 3.14: ®(z)= f(z)—1 olsun. Teoremin kosullarina gére verilmis bir y, e 4,

icin

limsup|®(z) ~ ()] = limsup| /(2) ~ 1+ ()| = O (4 (I ~,

z—>{,zeB z—>(,zeB

)), ¢ e(T/0), ¢ >,
(3.48)

lim sup |CD(Z) - ¢(Z)| = 0(/1] (|§ —7%0

z—(,zeB

)). ¢e(T/0). ¢ >,
ve her y € 4, —{}/0} noktasi icin

lim sup|®(z) - ¢(2)| = limsup| 1 (2) ~ (1 + $(2))| = O( 1’ (

z—(,zeB z—(,zeB

)). ¢e(T/0). ¢ >
(3.49)

lim sup|®(2) - ¢(2)| = O( 1 (

z—>({,zeB

)), ¢e(T/0), ¢ >y
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saglanir.

Genelligi bozmadan varsayalim ki y,=1 ve t=1"dir. (3.48)’e gore oyle

c; >0 ve 5, €(0,1) sayilart meveuttur ki

1jingi1:§|®(z) —p(2)| <cu'(|E-1)), ¢ e(T10), |£-1]<3, (3.50)
esitsizligi saglanir.
p= ‘SZ‘I% |©(2) - 4(2),
(3.51)
¢, = max{u]éo) ,03}
isaretleyelim. A¢iktir ki O (B Nu(, 50)) / Q kiimesinde
1jingi1:§|®(z) —p(2)| < (|S-1)) (3.52)
esitsizligi gerceklenir. [29] ten
|@(2)-¢(2)| < c,p' (|2-1]), Vze BNU(LS),) (3.53)

esitsizligi alimr. Ayrica teoremin kosulu olan u, >3 esitsizliginden dyle & ve

o <min(9d,,1) pozitif sabitleri mevcuttur ki

log p' (x)
log x

>3+¢g, Vxe(0,0) (3.54)
log u](x)S(3+8)logx, Vx e (0,0) (3.55)

Baska bir deyisle,
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u'(x) <X’ (3.56)
(3.53) ve (3.56) iliskileri birlikte goz oniine alindiginda

|@(2)-¢(2)|<c,|z-1[", Vze BNU(,0) (3.57)

iliskisi saglanmr. Benzer olarak herhangi y € A,/ {l}noktasz i¢in (i) ve g >1

kosullarindan oyle c, ve o, pozitif sayilart vardir ki

l+e

|@(2)-d(2)|<cs|z—y| *, VzeBNU(y,0,) (3.58)

esitsizligi saglanir. B dairesinde harmonik olan

B 1+d(2) B 1+¢(2)
"’(Z)_R(l—cb(a] R(l—mz)] (359

fonksiyonunu ele alalim. ¢(z) sonlu Blaschke Carpimi B 'da holomorf ve

()| =1,

sifirdir. Birinci terim ise negatif degildir. Sonug olarak T/ A, kiimesinin herhangi

z|=1 oldugundan v (z) fonksiyonunun ikinci terimi T/ A, kiimesinde

bir noktasinda limit alimirsa her zaman negatif olmayan (sonsuz da miimkiindiir)
degere ulagilir.

Simdi bu fonksiyonun A, kiimesinin noktalarindaki davranisini inceleyelim.

Aciktir ki,

2(P()—4(2)) ] (3.60)

z)=R
Ve ((l—@(z»(l—mz»

Herhangi bir y € 4,/ {1} noktast alalim. Kolayca goriilebilir ki, herhangi z, z| =1
noktast igin |§'(z)|> 0. Eger |¢'(y)|=c, ise, bu taktirde dyle bir o, €(0,0,) sabiti

vardir ki
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c}’
1-¢(2)|> 5 o). (3.61)
(3.58) 'den,
lim% = (3.62)
>y 1=z 4
ve oyle G;, € (O,Gy ) sayist vardur ki
c, ,
|1—(I)(z)| > 5 o,) (3.63)

Once y € A,/ {1} noktasi civarinda bakalim.
Bu taktirde (3.58), (3.61) ve (3.63) 'ten

l+¢

| 2(2(2)-4() |_s8 8¢, lz=7[™
(e () R R

8 8¢, 1

l-¢ °

Vze BNU(y,0,) (3.64)

iliskisine ulasilir. Dolayisiyla y (z) fonksiyonu her y € A,/ {1} noktasinda
lim|z - |y (2)=0 (3.65)
z—y

iliskisini sagliyor.

Benzer olarak 1 noktasi i¢in (3.57) esitsizligi kullanilirsa 6yle ¢, ve o' sayilar

mevcuttur ki

v (2)| <cq " VBNU(y,o") (3.66)

esitsizligi saglanir ve ozel halde

lzigr]n//(z) =0. (3.67)
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Buradan da
lzigll|z—l|l//(z) =0 (3.68)
alimr.

Boylece y(z) fonksiyonu sonlu A, kiimesinin her noktasinda (3.68) iliskisini
saglar. Buradan Teorem 3.8 kullanilirsa, ya w(z)>0, ze B dir (yani y(z)
fonksiyonu negatif degildir) ya da w(z)=0 dwr (vani y(z) fonksiyonu ézdeslikle
stfirdir). Eger w(z)=0 ise ispat bitmistir. Varsayalim ki, w(z)=0 iliskisi

saglanmuyor. (3.66) esitsizliginde z =r alinirsa

im¥?¢) g

z—1 l_r

(3.69)

elde edilir. Eger w(z) fonksiyonu sabit degilse, bu taktirde (3.67) ve (3.69)
esitsizlikleri Onerme 3.1 ile celisir. Bu yiizden w =0 dir. Yani ®(z)=¢(z) ve
buradan da f(z) =1+¢(z) elde edilir.

Aciktir ki Teorem 3.13, Teorem 3.14’tin 6zel halidir.
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4. SONUCLAR

Bu calismada son 20 yildaki aktif ¢alismalarin konusu olan sinirda Schwarz

Lemma’smin farkli versiyonlar1 ele alinmistir. @ ve b birim daireden almmis

1
kompleks sayilar, a reel sayisi §< a <1 kosulunu saglamak tizere birim dairede

holomorf olup f(a)=b ve |f(z)-a|<a,

z| <1 kosullarmni saglayan fonksiyonlar

sinifi ele almmustir. ¢,

c| =1smir noktasinda f(c)=2a agisal limitinin mevcutlugu

varsayilarak f'(c) acisal tlirevinin modili i¢in asagidan farkli degerlendirmeler

yapilmistir. Esitsizliklerde fonksiyonun a noktasindaki degeri ve farkli mertebeden

tiirevleri kullanilmastir.
a noktasinda b degerinin tek ve ¢ok kath oldugu halile f~'(b) kiimesinin tek

noktali olup, olmadig1 haller ayr1 ayr1 incelenmis olup her durumda da elde edilmis
esitsizliklerin kesin oldugu gosterilmistir.

Ayrica Burns-Krantz Teklik Teoremi’nin farkli bir versiyonu i¢in daha genel
sonuclar elde edilmistir. Bu sonuc¢larda Burns-Krantz Teoremi’nden farkli olarak
fonksiyon iizerine konulan kosullarda sadece smir noktalar1 kullanilmistir. Boylece
konu ‘‘Contour-Solid Problemleri’’ konusuna baglanmis olup, dogal olarak
Potansiyel Teorisi’nin kapasite gibi kavramalarindan ve belirli 6zelliklerle sahip olan
majorantlardan istifade edilmistir. Ispatlarda Phragmén-Lindeldf Teoremleri ve

Potansiyel Teorisi’nin kapasite gibi kavramlar1 kullanilmagtir.
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