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ÖZET 

 
         Bu tezde, birim dairede holomorf, sınırlı fonksiyonların sınır davranışı 

incelenmiş olup, sınırda Schwarz Lemması’nın farklı versiyonları ele alınmıştır. 

         Birim dairede holomorf olan fonksiyonların bir sınıfında, sınır noktasında 

açısal limitin mevcutluğu varsayılarak bu noktadaki açısal türevin modülünün 

aşağıdan değerlendirilmeleri elde edilmiştir. İncelenen fonksiyonların tek katlı ve 

çok katlı  olması halleri ayrı ayrı ele alınmış olup, elde edilen kesin eşitsizliklerde 

fonksiyonun bir iç noktadaki değeri ve farklı mertebeden türevleri kullanılmıştır. 

         Ayrıca Burns-Krantz-Chelst Teklik Teoremi’nin farklı bir versiyonu için daha 

genel sonuçlara ulaşılmıştır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Holomorf fonksiyonlar, Açısal Limit, Sınırda Schwarz 

Lemması, Majorant, Kapasite, Phragmén–Lindelöf Teoremleri. 
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SUMMARY 

 
          In this thesis, the boundary behaviour of the bounded holomorphic function in 

the unit disc has been examined and the different versions of boundary Schwarz 

Lemma have been discussed. In a class of holomorphic functions on the unit circle, 

assuming the existence of angular limit on the boundary point, the estimations below 

of the modulus of angular derivative have been obtained. Being univalent and 

multivalent of examined functions has been investigated separately and the value of 

the function in an inner point and its derivatives from different order have been used 

in obtained sharp inequalities. 

         Also, for a different version of the uniqueness theorem of Burns-Krantz-Chelst, 

more general results have been reached. 
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1. GİRİŞ 
 

  kompleks düzlem,       genişletilmiş kompleks düzlem, B  sıfır 

merkezli birim daire ve  : 1T B z z     olsun. Kompleks fonksiyonlar teorisinin 

temel taşlarından biri Schwarz Lemması’dır. Günümüzdeki ifadesi Constantin 

Carathéodory tarafından yazılmıştır. Schwarz Lemması, kompleks düzlemdeki birim 

daire üzerinde tanımlı ve değer kümesi yine birim dairede olan holomorf 

fonksiyonların aldığı değerlerin üzerine kestirimler veren önemli bir sonuçtur. 

Geometrik fonksiyonlar teorisinin, holomorf tasvirlerin sabit nokta teorisinin, 

hiperbolik geometrinin ve analizin birçok diğer alanlarının gelişmesinde temel 

dayanak olmaktadır. Maksimum modül prensibinin direk uygulaması olan Schwarz 

Lemması yaygın olarak aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

 

Lemma 1.1: B ’de tanımlı holomorf bir f  fonksiyonu için 0)0( f  ve 1z   için 

( ) 1f z   olsun. Bu taktirde 

 

                            ( ) ,    f z z z B                                                   (1.1) 

 

ve 

 

                                   '(0) 1f                                                          (1.2) 

 

eşitsizlikleri sağlanır. Bu eşitsizliklerde (birinci eşitsizlikte herhangi bir 0z   

noktası için) eşitlik durumu yalnızca 1   olmak üzere  f z z  olduğunda 

mümkündür [1],[2]. 

 

         Schwarz Lemması’na göre f  fonksiyonu  dönme değil ise, her bir 1z r   

dairesini, daha küçük bir daireye tasvir eder. 

         Birçok önemli teoremlerin ispatlarında Schwarz Lemması’nın etkinliğini 

görmek mümkündür. Sınırlı bir tam fonksiyonunun sabit olmasını hükmeden 

Liouville Teoremi buna örnek olarak gösterilebilir.  F z , tüm z  değerleri için 

https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Constantin_Carath%C3%A9odory&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Karma%C5%9F%C4%B1k_d%C3%BCzlem
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=Birim_daire&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/wiki/De%C4%9Fer_k%C3%BCmesi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Holomorf_fonksiyon
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( )F z M  olacak şekilde bir tam fonksiyon olsun. R  herhangi pozitif sayı olmak 

üzere z Ru  yazalım ve   ( ) (0)
2

F z Ff u
M


  fonksiyonunu dahil edelim. Açıktır ki 

 f u  fonksiyonu R′nin tüm değerleri için Schwarz Lemması’nın koşullarını sağlar. 

Dolayısıyla  f u u  |, 1u   elde edilir. Yani     20 MF z F z
R

   olur. z  

noktası sabit tutulup, R  sonsuza yaklaştırılırsa   0( )F z F  elde edilir. Bu da 

hükmü doğrular. 

        B  dairesinin kendisine konform tasvirleri, 

 

                         0

0

,  1  
1

İ z zz e z
z z

 
 


                                           (1.3) 

 

şeklindeki kesir lineer dönüşümlerdir, burada 0 2    ve 0| 1|z  ’dir. (1.3) 

dönüşümüne Möbius Dönüşümü denir. 

        B  dairesinde tanımlanmış            

                                                                               

                                         ( , )
1
z wz w

wz
 




                                                   (1.4) 

 

niceliğine pseudohyperbolic mesafe denir. 

        Schwarz Lemması’nın ilk genellemesi Pick tarafından verilen Schwarz-Pick 

Lemması’dır ve aşağıdaki şekilde ifade olunur. 

 

Lemma 1.2: B ’de tanımlı holomorf bir f  fonksiyonu için 1z   için   1f z   

olsun. Bu taktirde 

 

                            0 0
0

0 0

( ) ( ) ,   
1 ( ) ( ) 1
f z f z z z z z

f z f z z z
 

 
 

                                      (1.5) 

 

ve 
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                                            2 2

( ) 1
1 ( ) 1

f z

f z z




 
                                            (1.6) 

 

eşitsizlikleri sağlanır. Eşitlik halleri yalnızca ( )f z  fonksiyonunun birim dairenin 

kendi kendine konform tasviri olması durumunda mümkündür [1],[2]. 

 

        Schwarz-Pick Lemması, Schwarz Lemması’ndaki 0)0( f  kısıtlamasının nasıl 

kaldırılabileceğini göstermektedir. 

        Pseudohyperbolic mesafe tanımı göz önünde bulundurulursa, Schwarz-Pick 

Lemması 

 

                                        ( ( ), ( )) ( , )f z f w z w                                           (1.7) 

 

şeklinde ifade edilir. Bu taktirde Schwarz-Pick Lemması, :f B B  dönüşümünün, 

pseudohyperbolic mesafeye göre Lipschitz sürekli olduğunu ve  ,z w  mesafesinin 

Möbius dönüşümü altında 

 

                                                , ( ( ), ( ))z w z w                                               (1.8)  

                                            

 ilişkisini sağladığını, yani invaryant olduğunu garanti eder. 

 

                                    0 0( , ) : ( , ) ,  0 1K z r z z z r r                                       (1.9)      

     

kümesine non-Euclidean daire denir. H  ile B ’den B ’ye holomorf fonksiyonlar 

kümesi gösterilsin. Bu küme Möbius dönüşümü altında invaryanttır, ancak B ’deki 

fonksiyonların türevlerinden oluşmuş aile konform invariant değildir. 

        Schwarz-Pick Lemması’ndan elde edilen konform invariantlık mevzusu analitik 

fonksiyonlar teorisinde büyük öneme sahiptir. Ahlfors eğrilik kavramını dahil 

ederek, Schwarz Lemması’nı farklı bir şekilde ifade etmiştir [3]. Geometrik 

fonksiyonlar teorisinin de birçok sonucu Schwarz Lemması ile yakından alakalıdır. 

Bu durum şu ana kadar Schwarz Lemması’nın farklı versiyonlarının incelenmesini 
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zorunlu hale getirmiş ve geometrik fonksiyonlar teorisinin daha da gelişmesini 

sağlamıştır [4]-[17]. 

 

1.1. Sınırda Schwarz Lemma 

 
         Kompleks analizin temel taşlarından olan Schwarz Lemması’nın 

uygulanabilirlik alanı çok geniş olduğundan, bu konu her zaman araştırmacıların 

dikkat merkezinde olmuştur. Son yıllarda Schwarz Lemması ile ilgili çok önemli 

sonuçlar elde edilmiştir. Kompleks analizin merkezi bir kullanım aracı haline gelen 

Schwarz Lemması’nın sınır versiyonu hakkında da önemli çalışmalar mevcuttur. Bu 

çalışmaların bir kısmı, birim dairenin ( ) 1f c   koşulunu sağlayan sınır  noktalarında 

fonksiyonun türevinin modülünün aşağıdan değerlendirilmesi hakkındadır.  

         Schwarz Lemma’sının sınır versiyonu basit halde şu şekilde verilir: 

        f , B  dairesinde holomorf, (0) 0f   ve ( ) 1,  1f z z   olsun. Ayrıca 

varsayalım ki, f  fonksiyonu bir c T  noktasına sürekli devam ediliyor, ( ) 1f c  ve 

( )f c  mevcuttur. Bu taktirde klasik Schwarz Lemması‘ndan, sınırda Schwarz 

Lemması olarak bilinen  (Lindelöf prensibinin de bir parçası olan) 

 

                                                ( ) 1f c                                                     (1.10) 

 

eşitsizliği elde edilir. (1.10)’da eşitlik hali sadece ( ) ,  if z e z    olduğunda 

mümkündür. (1.10) eşitsizliği ve genellemeleri geometrik fonksiyonlar teorisinde 

önemli  uygulamalara sahiptir. Yukarıdaki koşullara ek olarak eğer f ’nin birim 

dairede ,  1,....,kz k n  noktalarında sıfırları mevcut ise, 

 

                                                   
2

2
1

1
( )

n
k

k k

z
f c

c z


 


                                                      (1.11) 

 

eşitsizliği elde edilir. [18]’de yer alan bu eşitsizlik (1.10)’dan daha kesin bir 

eşitsizliktir. 

         Schwarz-Pick Lemması’nda 0 0z   alırsak, 
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( ) (0)

1 (0) ( )
f z f z

f f z





                                          (1.12)   

                                            

elde edilir. Buradan elementer işlemlerle  

 

                                                     
(0)

( )
1 (0)

z f
f z

z f





                                          (1.13) 

 

ilişkisine varılır. Eğer ek olarak f   fonksiyonu (0) 0f    koşulunu da sağlıyorsa, bu 

taktirde  ( )f z
z

  fonksiyonuna (1.13)’ü uygulayarak 

 

                                                  
(0)

( )
1 (0)

z f
f z z

z f





                                        (1.14) 

 

eşitsizliği elde edilir. Bunlara ilave olarak ( )f z  fonksiyonu ( ) 1f c   olmak üzere 

c T  noktasına sürekli devam ettiriliyorsa ve ( )f c  mevcutsa (1.14)’te limite 

geçilerek 

 

                                                       2( )
1 (0)

f c
f

 


                                                   (1.15) 

 

alınır. 

(1.15) eşitsizliğinde eşitlik hali ( 1c   olduğunda) ( ) , 0 1
1
z af z z a

az


  


 

fonksiyonu için gerçeklenir [15]. 

        (0) 0f   koşulu kaldırılırsa, 

 

                                                
1 (0)2'( )

1 '(0) 1 (0)
f

f c
F f




 
                                          (1.16) 

 

eşitsizliği elde edilir, burada ( ) (0)( )
1 (0) ( )
f z fF z

f f z





 şeklindedir. 



6 
 

         Eğer 1
1( ) ...p p

p pf z a z a z 
    şeklinde ise (1.13) eşitsizliğinden daha güçlü 

bir eşitsizlik olan 

 

                                                   ( )
1

pk

p

z a
f z z

z a





                                                  (1.17) 

 

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca ( )f z  fonksiyonu ( ) 1f c   olmak üzere c T  

noktasına sürekli devam ettiriliyorsa ve ( )f c  mevcutsa, (1.17) eşitsizliğinden,       

 

                                                  
1

( )
1

p

p

a
f c p p

a


   


                                              (1.18) 

 

eşitsizliği elde edilir [15].  

         [8]’de f  fonksiyonunun sıfırları ve sıfır noktasında Taylor açılımının ilk 

sıfırdan farklı katsayısı kullanılarak (1.11) ve (1.18) ilişkilerinden daha kuvvetli 

eşitsizlikler alınmıştır. 

         Bundan sonraki çalışmalarda f  fonksiyonunun c  sınır noktasına sürekli 

devamı koşulu yerine, daha genel olan, c  noktasında açısal limitin mevcutluğu 

koşulu konularak, f  fonksiyonun c  noktasında açısal türevinin aşağıdan 

değerlendirilmesi ile ilgili teoremler ispatlanmıştır. Açısal limitin tanımı ve onun 

hakkındaki tez için gereken teoremler aşağıda verilmiştir. 

 

Tanım 1.1: c T  noktası için 

 

             : arg 1 , 0 , 2 cos
2

z cz z c                
 

B         (1.19) 

kümesine Stolz Açısı denir. :f B    şeklinde bir fonksiyon olsun. z , c  

noktasındaki her Stolz açısının içinde c  noktasına yaklaştığında, ( )f z  fonksiyonu da 

a  sayısına yaklaşıyorsa, f  fonksiyonu  c T  noktasında a  açısal limitine sahiptir 

denir.   açısınınn genişliği olan 2  sayısı,  ’den küçük herhangi bir sayı olabilir.  
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         Limiti olan fonksiyonun açısal limiti de mevcuttur. Ancak tersi doğru değildir. 

Örnek olarak 

 

                                            0
1( ) exp ,    
1

zf z z B
z

     
                                    (1.20)     

                               

fonksiyonu gösterilebilir. T ’ye teğet olan bir çember üzerinde z  noktası 1 noktasına 

yaklaşırsa, 1Re
1

z
z

 
  

 ve dolayısıyla 0 ( )f z  fonksiyonu sabit olur. Bu taktirde bu 

fonksiyonun 1 noktasında açısal limiti sıfırdır ancak limiti yoktur. 

 

Teorem 1.1: (Plessner’s) g  fonksiyonu B ’de meromorf ise hemen hemen tüm c T  

noktaları için aşağıdakilerden yalnızca biri sağlanır:  

 

     i) g   fonksiyonu c  noktasında sonlu açısal limite sahiptir; 

     ii) c  noktasındaki her     Stolz açısı için ( )g   , ’da yoğundur [19]. 

 

         Fatou Teoremi’ne göre f  fonksiyonu B  dairesinde sınırlı holomorf fonksiyon 

ise, o halde T ’nin hemen hemen her noktasında  açısal limite sahiptir. 

        :f B B  fonksiyonu c  noktasında   açısal limitine sahip olsun. Eğer c  

noktasındaki her   Stolz açısı için 

 

                                                       
,

( )lim
c

f
c 

 


 





                                       (1.21) 

 

olacak şekilde bir   sayısı mevcut ise,  ’ya f  fonksiyonunun c  noktasındaki 

açısal türevi denir ve ( )f c  ile işaretlenir. 

 

Teorem 1.2: (Julia ) :f B B , 1f   bir holomorf fonksiyon,  nz D  ise 

lim lim ( ) 1n nn n
z f z

 
   koşulunu sağlayan bir dizi olsun. Bu taktirde tüm böyle diziler 
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için ya   
1 ( )

lim
1

n

n
n

f z
z


 


  ya da öyle sonlu pozitif   reel sayıları vardır ki her z , 

1z   için 

 

                                                      

2 2

2 2

1 ( ) 1
1 ( ) 1

f z z
f z z


 


 

                                                         (1.22) 

 

ilişkisi sağlanır. 

         (1.22)’de eşitliği gerçekleyen 0  sayısı ve *z , * 1z   noktası varsa, bu 

taktirde 

 

                                                         

2 2

02 2

1 ( ) 1
1 ( ) 1

f z z
f z z


 


 

                                                    (1.23) 

 

ilişkisi her  z , 1z   için sağlanır ve f  fonksiyonu 

 

                                   
      0

0
0

1 1
( ) , 0,

1 1
z i z

f z reel
z i z

 
 

 
   

 
   

            (1.24) 

 

şeklinde non-Euclidean dönüşümdür [18]. 

 

Teorem 1.3: :f B B  holomorf fonksiyonu ve  nx  reel dizisi 

lim lim ( ) 1n nn n
x f x

 
   koşulunu sağlasın. Bu taktirde  

 

                                
1 1 1

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )lim , lim , lim
1 1 1x x x

x x x

f x f x f x
x x x  

  

  
    

                            (1.25) 

 

limitleri mevcuttur ve eşittirler [18]. 
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Lemma 1.3: (Julia-Wolff) : B B   holomorf fonksiyonu (0) 0   koşunu sağlasın 

ve  c T  noktasında ( )c T   açısal limitine sahip olsun. Bu taktirde ( )c  açısal 

türevi mevcuttur ve 1 ( )c   ’dur [19]. 

 

         f ’nin iki farklı sıfırının civarındaki Taylor açılımlarının sıfırdan farklı ilk 

Taylor katsayıları kullanılarak ve f  fonksiyonunun c  sınır noktasına sürekli devam 

etmesi koşulu yerine, daha genel olan, c  noktasında açısal limitin mevcutluğu 

koşulu konularak aşağıdaki teorem ispatlanmıştır [20]. 

 

Teorem 1.4: :f B B  holomorf fonksiyon, 00 1z  , 0(0) ( ) 0f f z   olsun. 

Farzedelim ki c T  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve 

( ) 1f c  . Bu taktirde  

 

      
2

0 0
2

00

1 (0)
( ) 1

(0)
z z f

f c
z fc z

 
   


       

                                                             (1.26) 

   
   

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

22 2 2
00 0 0 0 0

( ) 1 (0) ( ) 1 (0) 1
1

( ) 1 (0) ( ) 1 (0)

z f z z f f z z f z
c zz f z z f f z z f

           
          

 

 

eşitsizliği sağlanır. Her mümkün (0)f a   ve 0( )f z b   

0
0 2

0

0 , 0
1

z
a z b

z

 
     
  

 değerleri için (1.26) eşitsizliği kesindir. 

 

1.2. Sınırda Schwarz Lemması ve Teklik Teoremleri 

 
         Schwarz Lemması’nın teklik kısmı hakkında önemli çalışmalar mevcuttur. 

Burns ve Krantz 1994 yılında tek değişkenli fonksiyonlar için klasik Schwarz 

Lemması’nın teklik kısmı ile ilgili aşağıdaki teoremi ispatlamıştır [7]. 

 



10 
 

Teorem 1.5:  Birim dairenin kendisine tasviri olan   holomorf fonksiyonu için 

               

                                           4( ) 1 ,  1z z O z z                                            (1.27) 

 

ilişkisi sağlansın. Bu taktirde birim dairede ( )z z  ’dir [7]. 

 

Dov Chelst, 2001 yılındaki çalışmasında Burns-Krantz Teoremi’ni daha da 

geliştirilerek, ( )z z   model fonksiyonu yerine sonlu Blaschke Çarpımlarını 

almıştır [21]. 

 

Teorem 1.6: Varsayalım ki ( ) :z B B   bir holomorf fonksiyon ve ( ) :f z B B  

sonlu bir fA  kümesinde T   değerine eşit olan sonlu bir Blaschke Çarpımı’dır. 

Eğer 

 

     i) verilmiş bir 0 fA   için  4
0 0( ) ( ) ,  ,z f z O z z z B       , 

   ii) her  0fA    noktası ve bir 2k    için  ( ) ( ) ,  kz f z O z z       

 

koşulları sağlanıyorsa, o halde ( ) ( )z f z   [21]. 

 

         [22] ve [23] çalışmalarında bu son iki teorem genelleştilmiştir. (i) ve (ii) 

koşullarındaki kuvvet majorantları yerine daha genel majorantlar kullanılmıştır. 

Yukarıdaki teoremde (i) ve (ii) koşullarındaki z  noktasının sınıra yaklaşımı birim 

daire içindendir. Bu koşulların yerine   fonksiyonunun sınırdaki davranışı ele 

alınmıştır. Yani   sınır noktasına yaklaşım ( )z T  T  sınırı üzere alınmıştır. Sade 

halde bu sonucu ifade edelim. 

 

Teorem 1.7: Varsayalım ki ( ) :z B B   sonlu  bir Blaschke Çarpımı  olup T   

değeri için  : ( )fA w T B w    ; ( )f z  fonksiyonu B  birim dairesinde holomof  

ve bir 0 0   sayısı için  0: ( , )fB z d z A    kümesinde sürekli; ( ) 1,  1f z z  ; 

1 2 1 2
0 0, ,  3, 2      olsun. Eğer 
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     i) verilmiş bir 0 fA   için   1
0 0( ) ( ) ,  ,  f z z O z z T z        , 

     ii) her  0fA    noktası için 2( ) ( ) ( ( )),  ,  zf z z O z z T         

 

koşulları sağlanıyorsa, o halde ( ) ( )f z z . 

 

         Bu tezde  Schwarz Lemması’nın sınır versiyonları incelenmiştir. 

         Tezin ikinci bölümünde a  ve b  kompleks sayılar olmak üzere  f a b  ve 

  1,  1
2

f z        koşullarını sağlayan B  birim dairesinde tanımlı f  

holomorf fonksiyonun c  sınır noktasında açısal türevinin modülünün aşağıdan 

değerlendirilmesi yapılmıştır.  

         Tezin üçüncü bölümünde, farklı bir fonksiyon sınıfında Teorem 1.7 incelenmiş 

olup, kapasitesi sıfır olan küme kavramı dahil edilip, sonlu Blaschke Çarpımları ve 

bilogaritmik konkav majorantların kullanıldığı daha genel sonuçlar elde edilmiştir. 
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2. SINIRDA SCHWARZ LEMMASI HAKKINDA  

         a  birim dairede olan bir kompleks sayı olsun ve   reel sayısı 1 1
2

   

koşulunu sağlasın.  Bu bölümde B  birim dairesinde holomorf olup, ( )f a b  ve 

( ) ,  1f z z     koşullarını sağlayan ve birim çember üzerindeki bir c  

noktasında ( ),  ( ) 2f c f c   açısal limitine sahip fonksiyonlar sınıfı ele alınmış olup, 

bu sınıftan olan fonksiyonların c  noktasındaki açısal türevlerinin modülü için 

aşağıdan kesin değerlendirmeler elde edilmiştir. 

         Daha kolay anlaşılması açısından önce 0a   ve 1b   halinde elde edilmiş 

sonuçları ifade edelim. 

 

Teorem 2.1: 1 1
2

   olsun. 1
1( ) 1 ...,  c 0, 2,p p

p p pf z c z c z p p
        

fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, ( ) ,  1f z z     koşulunu sağlasın. 

Varsayalım ki c T  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve 

( ) 2f c  . Bu taktirde 

 

                   
   

2

22 2
1

2(2 1 )
'( ) (2 1)

2 1 2 1
p

p p

c
f c p

c c

 
 

    

  
   
     

             (2.1) 

 

eşitsizliği sağlanır. (2.1) ilişkisinde 

 

                                           1( )
(1 )

p

p
zf z

z

 




 
                                                 (2.2) 

 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır. 
 

Teorem 2.2: 1 1
2

   olsun. 1
1( ) 1 ...,  c 0, 2,p p

p p pf z c z c z p p
         

fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, ( ) ,  1f z z     koşulunu sağlasın. 

0z   noktası  ( ) 1f z    denkleminin B ’deki  tek çözümü olsun. Varsayalım ki c T  

noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve ( ) 2f c  .  Bu taktirde 
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2

1

2 ln
2 1

'( ) (2 1)
2 ln

2 1

p
p

p
p p

c
c

f c p
c

c c




 

 

  
        
     

                                (2.3) 

 

ve 

 

                                           1 2 ln .
2 1

p
p p

c
c c




 
   

                                               (2.4) 

 

(2.3) ilişkisinde 

 

                                               1( )
(1 )

p

p
zf z

z

 




 
                                             (2.5) 

 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır. (2.4) ilişkisinde eşitlik hali ancak ve ancak 
 
                 

                                             1( )
(1 )

p Q

p Q
z ef z

z e

 




 
                                           (2.6) 

 

fonksiyonu ile sağlanır, burada 0 1pc  , ln 0
2 1

pc


 
  

, 1 ln
1 2 1

i
p

i

czeQ
ze








 
    

 

ve   bir reel sayıdır. 
 

Teorem 2.3: 1 1
2

   olsun. 1
1( ) 1 ...,  c 0, 2,p p

p p pf z c z c z p p
        

fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, ( ) ,  1f z z     koşulunu sağlasın. 

0z   noktası  ( ) 1f z    denkleminin B ’deki  tek çözümü olsun. Varsayalım ki c T  

noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve ( ) 2f c  .  Bu taktirde 

 

                                   1'( ) (2 1) ln
2 2 1

pc
f c p


 


  

      
                                 (2.7) 
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(2.4) ilişkisinde eşitlik hali ancak ve ancak 
 
                 

                                             1( )
(1 )

p Q

p Q
z ef z

z e

 




 
                                           (2.8) 

 

fonksiyonu ile sağlanır, burada 0 1pc  , ln 0
2 1

pc


 
  

, 1 ln
1 2 1

i
p

i

czeQ
ze








 
    

 

ve   bir reel sayıdır. 
 

Teorem 2.4: 1 1
2

   olsun. 1
1( ) 1 ...,  c 0, 2,p p

p p pf z c z c z p p
         

fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, ( ) ,  1f z z     koşulunu sağlasın. 

Varsayalım ki c T  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve 

( ) 2f c  . Ayrıca 1 2, ,..., nz z z  noktaları ( ) 1f z    fonksiyonunun B  dairesindeki 

0z   noktasından farklı sıfırları olsun. O halde              

 

  
2

2
1

1
'( ) (2 1)

n
k

k k

z
f c p

c z
 



   


                  

                                                                                                                                 (2.9) 

                                       
 

 

2

1
2

22 2
1

1 1

2 2 1
.

2 1 (2 1)

n

k p
k

n n

k p p k
k k

z c

z c c z

 

   




 

 
      

         



 
  

 

(2.9) ilişkisinde 

 

                                     
 

1

1

1
1

( )
1

1

n
p k

k k
n

p k

k k

z zz
z zf z
z zz

z z


 












 






                                    (2.10) 

 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır, burada 1 2, ,..., nz z z  pozitif reel sayılardır. 
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         Bu sonuçlar [30] çalışmasında yer almaktadır. 

         Aşağıdaki beş alt bölümde, a  birim daireden herhangi bir kompleks sayı, b  ise 

f  fonksiyonunun önceden ön görülen değer kümesinden bir kompleks sayı olmak 

üzere yukarıdakilerden daha genel olan sonuçlar ifade ve ispat edilmiştir. 

         Aşağıdaki fonksiyonları dahil edelim: 

 

                                                  ( ) ( ),
1
z az f

az
 




                                                 (2.11) 

 

                                                    ( )( ) ,zh z  



                                                (2.12) 

 

                                                  ( ) (0)( ) .
1 (0) ( )
h z hz

h h z
 




                                             (2.13) 

 
( )z  fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, (0) 0   ve ( ) 1,  1z z    

koşullarını sağlanmaktadır. Bu taktirde     
                                                  

                                                     
22

2'( ) .
(1 )

b
f a

a
 



 



                                      (2.14) 

 

 elde edilir, öyle ki (2.14) ilişkisinde 
 

                                              
1

1( )
( )

1

z a
azf z b

z ab
az


 

    
     

                                (2.15) 

 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır, burada 2b   , 1 0.a    

 
2.1. Genel Hal  
 
Teorem 2.5: 1a   ve 1 1

2
   olsun. ( )f z  fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, 

( ) ,  1f z z    ; ( )f a b  koşullarını sağlasın. Varsayalım ki c T  noktasında 

f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve ( ) 2f c  . Bu taktirde       
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1

'( )
1

a b
f c

a b
 


 

  


  
                                                  (2.16) 

 

eşitsizliği sağlanır. (2.16) ilişkisinde 

                                           
1

1( )
( )

1

z a
azf z b

z ab
az


 

    
     

                                   (2.17) 

 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır, burada 2b   , 1 0.a    
 

İspat 2.5: 
 

                                            ( ) (0)( )
1 (0) ( )
h z hz

h h z
 




                                                    (2.18) 

 
B  dairesinde holomorftur. Bununla birlikte (0) 0   ve ( ) 1,  1z z    koşulları 

sağlanmaktadır. 0 1
c az T

ac


 


 noktası için  

 

                                                   0
0

0

( ) ( )
1
z az f

az
 




                                              (2.19) 

 

yazarsak, 
 

                       

0

0 0
0

( )
( ) 1 ( )( ) 1

z af
z az f ch z


  

  

 
  

                            (2.20) 

 
ve  
 

 0
0

0

( ) (0) 1 (0)( ) 1.
1 (0) ( ) 1 (0)
h z h hz

h h z h


 
  

 
   (2.21) 

 

O halde (1.10) eşitsizliğinden 
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   
 

2

0 0 02

0

1 (0) 1 0
1 '( ) '( ) '( )

1 01 ( ) (0)

h h
z h z h z

hh z h


 
  


 

 

                                      
2

0
2

00

111 '
11 1

b
a z afb azaz








   

     
                              (2.22) 

 

                                                                    0

0

11 '
1 1

a b z af
a b az
 

  
    

  
    

  

 
alınır, buradan ise 

 

                                             1
'

1
a b

f c
a b
 


 

  


  
                                       (2.23) 

 

elde edilir. Şimdi (2.16) eşitsizliğinin kesinlik halini inceleyelim. 
 

                                       
1

1( )
( )

1

z a
azf z b

z ab
az


 

    
     

                                       (2.24) 

 

olsun. Açıktır ki ( )f z  fonksiyonu teoremin koşullarını sağlar ve 
 

   

2 2

2 2

2

1 1
( ) ( ) 1

(1 ) 1 (1 ) 1'(1)
( )

1

a az a z ab b
az az az azf b

z ab
az

  


 

                            
         

.     (2.25) 

 

Buradan 
 

         

2 2

2 2

2

1 11 1( ) ( ) 1
(1 ) 1 (1 ) 1'(1)

1( )
1

a aa ab b
a a a af b

ab
a

  


 

                            
         

      (2.26) 
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elde edilir. 2 ,  1 0b a       olduğundan 

 

                                       1 2'(1)
1

a bf
a b




 



                                            (2.27) 

 

eşitliğine ulaşılır. Bu da (2.16) eşitsizliğinin 2 ,  1 0b a       koşulu altında 
kesin olduğunu gösterir. 
 

Teorem 2.6: 1a   ve 1 1
2

   olsun. ( )f z  fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, 

( ) ,  1f z z    ; ( )f a b  koşullarını sağlasın. Varsayalım ki c T  noktasında 

f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve ( ) 2f c  . Bu taktirde 

  

                 
 2

2 22

1
'( ) 2

1 (1 ) '( )

ba
f c

a b a f a

 


  

 


    
                       (2.28) 

 

eşitsizliği sağlanır. (2.28) eşitsizliğinde eşitlik 

 

          

2

2

1 2
1 1( )

1 ( )
1 1 1

z a z ad
az azf z b

z a z a z ad b d
az az az



 

            
                                

                  (2.29) 

 

fonksiyonu için sağlanır, burada 2 , 1 0b a       ve 
 2

22

1 '( )
,

a f a
d

b



 




 
 

 0,1d  . 

 

İspat 2.6 : ( )z  Teorem 2.5’de verildiği gibi olsun. 0 1
c az T

ac


 


  noktası için 

(1.15) eşizliğini uygularsak, 
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   
 

2

0 0 02

0

1 (0) 1 02 '( ) '( ) '( )
1 '(0) 1 01 ( ) (0)

h h
z h z h z

hh z h




 
  

 
 

                                                                                                                               (2.30) 

                                                                 0

0

11 '
1 1

a b z af
a b az
 

  
    

  
    

 

 

elde ederiz. 
 

                                          
 

 

2

2

1 (0)
'( ) '( )

1 ( ) (0)

h
z h z

h z h






                                      (2.31) 

 

            
   2 2

2 22 2

1 (0) 1 (0) '(0)'(0) '(0) '(0)
(1 (0) (0)) (1 (0) ) 1 (0)

h h hh h
h h h h


 

  
  

                   (2.32) 

 

ve 

 

          
   2 2

2 2 22

1 '( ) 1 '( )'(0) 1'(0)
1 (0) 1

a f a a f ah
h b b

 
   



 
  

   


                (2.33) 

 

olduğundan 
 

                         
 

0
2

0

22

12 1 '
1 11 '( )

1

a b z af
a b aza f a

b

 
  


 

    
  

     


 

.             (2.34)           

Dolayısıyla 
 

                        
 2

2 22

1
'( ) 2 .

1 (1 ) '( )

ba
f c

a b a f a

 


  

 


    
                     (2.35) 

 

Şimdi gösterelim ki (2.28) eşitsizliği kesindir.  
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2

2

1 2
1 1( )

1 ( )
1 1 1

z a z ad
az azf z b

z a z a z ad b d
az az az



 

            
                                

           (2.36) 

 

olsun.  
 

                 

2

2

: 1 2 ,
1 1

: 1 ( )
1 1 1

z a z aA d
az az

z a z a z aD d b d
az az az

 

             

                                 

                    (2.37) 

 

işaretleyelim. O halde 

 

   

     

2 2

2 2

22

2 2 2

2 2 2

1 1
2 2

11 1
'( )

1 ( )
1 1 1

1 1 1
2( ) ( )

11 1 1
            

a a z ad D
azaz az

f z b
z a z a z ad b d

az az az

a a az ad b d b
azaz az az



 

  

             
                                      



            22

1 ( )
1 1 1

A

z a z a z ad b d
az az az

 



 


                                       


         (2.38) 

 

ve 2 ,  1 0b a       için 
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2 2

1 2(1 )( (1 ) ( )(1 )) 2( (2 )( ))(1 )'(1)
1 (1 )

a d d b d d d b df b
a b d

   


           
    

  

 

                                 1 (1 ) ( 2 2 )2
1 (1 )

a b d d b db d
a b d

  


       
    

                (2.39) 

 

                                                                                    1 22
1 (1 )

a b
a b d

  


 
  

 

elde edilir. 

         Sonuç olarak, 
 

                                                       1 2'(1) 2
1 (1 )

a bf
a d b




 


 
                                 (2.40) 

 

eşitliği alınır. Bu da (2.28) eşitsizliğinin 2b    olmak üzere 1 0a    koşulu 

altında kesin olduğunu gösterir. 

 

2.2. p-Katlı Değer Hali  
 
         Bu alt bölümde fonksiyonun a  noktasında b  değerinin p  katlı olduğu 

varsayılarak daha kesin eşitsizlikler elde edilmiştir. 1a   ve 1 1
2

   olsun. 

1
1( ) ( ) ( ) ...,  1p p

p pf z b c z a c z a p
         fonksiyonu B  dairesinde holomorf 

olup, ( ) ,  1f z z    ; ( )f a b  koşullarını sağlasın. Bu taktirde standart 

işlemlerle 

 

                                                     
 

22

21
p p

b
c

a

 



 



                                            (2.41) 

 

eşitsizliğine ulaşılır. 

          Aşağıdaki eşitsizliklerde a  noktasındaki b  değerinin katlılığı ve ilk sıfırdan 

farklı Taylor katsayısı kullanılmıştır.  
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Teorem 2.7: 1a   ve 1 1
2

   olsun. 1
1( ) ( ) ( ) ...,  1p p

p pf z b c z a c z a p
         

fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, ( ) ,  1f z z    ; ( )f a b  koşullarını 

sağlasın. Varsayalım ki c T  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir 

ve ( ) 2f c  .  Bu taktirde      

      

                                                    
1

'( )
1

a b
f c p

a b
 


 

  


  
                                             (2.42) 

 

eşitsizliği sağlanır. (2.42) ilişkisinde 

 

                                            
1

1( )
( )

1

p

p

z a
azf z b

z ab
az


 

    
     

                               (2.43) 

 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır, burada 2b    olmak üzere 1 0a   . 
 

İspat 2.7: ( )z  Teorem 2.5’de verildiği gibi olsun. 0 1
c az T

ac


 


  noktası için 

(1.18)’in ikinci eşitsizliğinden ve Teorem 2.6’nın ispatından 
 

                              0
0

0

11'( ) '( )
1 1

a b z ap z f
a b az
 


  

   
 

   
                          (2.44) 

 
elde ederiz. Buradan da gereken eşitsizliğe ulaşılır. 

          Şimdi eşitlik halini gösterelim 

 

                                  
1

1( )
( )

1

p

p

z a
azf z b

z ab
az


 

    
     

                                         (2.45) 

 
olsun. Basit işlemlerle 
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 
 

 

 
 

 

21

2

2

21

2

1
1 11

'( )

1

1
1

1 11
                              

p p

p

p p

az a z ap b
az azaz

f z b
z ab

az

az a z ab p
az azaz

z ab

 



 



 





                            
          



                 



 

2

1

p

az






   
       

               (2.46) 

 

ve buradan da 2 ,  1 0b a       için 
 

                                                 1 2'(1)
1

a bf p
a b




 



                                        (2.47) 

 

elde edilir. Bu da (2.42) eşitsizliğinin kesin olduğunu gösterir. 

 

Teorem 2.8: 1a   ve 1 1
2

   olsun. 1
1( ) ( ) ( ) ...,  1p p

p pf z b c z a c z a p
         

fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, ( ) ,  1f z z    ; ( )f a b  koşullarını 

sağlasın. Varsayalım ki c T  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir 

ve ( ) 2f c  . Bu taktirde 

 

           
2

2

(1 )1
'( )

1 (1 )

p
p

p
p

b a ca b
f c p

a b b a c

   


    

      
  

        
                   (2.48) 

 

eşitsizliği sağlanır. (2.48) ilişkisinde  

 

                 
1

1 1 1( )
( )

1 1 1

p

p

z a z a z ak k
az az azf z b

z a z a z ak b k
az az az


  

                     
                      

                  (2.49) 
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fonksiyonu için eşitlik sağlanır, burada 2 ,  1 0b a       ve 

 2

22

1
p

pa c
k

b



 




 
,  0,1k  keyfi bir sayıdır. 

 

İspat 2.8: ( )z  fonksiyonuna (1.18)’i uygularsak, 0 1
c az T

ac


 


  noktası için  

 

   
 

2

0 0 02

0

1 (0)1 1 0
'( ) '( ) '( )

1 01 1 ( ) (0)

p

p

ha h
p z h z h z

ha h z h


 
   

 
 

(2.50) 

                                                               0

0

11 '
1 1

a b z af
a b az
 

  
    

  
    

 

  

elde ederiz. 
 

                                           
 2

22

1(0)
!

p
p

p

p

a c
a

p b



 


 

 
                                  (2.51)  

 

olduğundan yerine koyma işlemiyle gereken eşitsizliğe ulaşılır. Şimdi (2.48) 

eşitsizliğinin kesin olduğunu ispatlayalım. 

 

                   
1

1 1 1( )
( )

1 1 1

p

p

z a z a z ak k
az az azf z b

z a z a z ak b k
az az az


  

                     
                      

                (2.52) 

 

olsun, öyle ki burada 
 2

22

1
p

pa c
k

b



 




 
,  0,1k . Açıktır ki ( )f z  fonksiyonu 

teoremin koşullarını sağlar. Fonksiyonun türevi alınırsa, 

 

                           : 1
1 1 1

pz a z a z aA k k
az az az
                      

                                 (2.53) 
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ve 
 

                          : ( )
1 1 1

pz a z a z aD k b k
az az az

                         
                  (2.54) 

 

işaretleyelim. O halde 

 

     

   

2 2 21

2 2 2

2

2 2

2 2
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sonucuna ulaşılır. Bu da kesinliği gösterir. 

 

2.3.  b Noktalarının Tek Olmadığı Hal 
 
          ( )f z b  koşulunu sağlayan z  noktalarına f ’nin b  noktaları denir. Önceki 

sonuçlarda f ’nin tek bir b -noktası olan a  hesaba katılmıştır. Bu alt bölümde birden 

fazla b -noktasının mevcut olduğu hal ele alınacaktır. 
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Teorem 2.9: 1a   ve 1 1
2

   olsun. 1
1( ) ( ) ( ) ...,  1p p

p pf z b c z a c z a p
         

fonksiyonu B  dairesinde holomorf olup, ( ) ,  1f z z    ; ( )f a b  koşullarını 

sağlasın. Varsayalım ki c T  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir 

ve ( ) 2f c  . Ayrıca 1 2, ,..., nz z z  noktaları ( )f z b  fonksiyonunun B  dairesindeki 

z a  noktasından farklı sıfırları olsun. O halde 
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eşitsizliği sağlanır. (2.59) ilişkisinde 
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fonksiyonu için eşitlik sağlanır, burada 2 ,  1 0b a       ve 1 2, ,..., nz z z  

pozitif reel sayılardır. 

 

İspat 2.9: ( )z  Teorem 2.5’de verildiği gibi ve 1 2, ,..., nz z z  noktaları ( )f z b  

fonksiyonunun B  dairesindeki z a  noktasından farklı sıfırları ve 
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olsun. ( )B z  fonksiyonu B  dairesinde holomorftur ve ( ) 1,  1B z z   eşitsizliği 

sağlanır. Maksimum prensibine göre her z B  noktası için ( ) ( )z B z   eşitsizliği 

elde edilir. 
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yardımcı fonksiyonunu dahil edelim. Açıktır ki bu fonksiyon B  dairesinde 

holomorftur ve ( ) 1,  1z z    eşitsizliği sağlanır. Özel halde 
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alınır. Ek olarak  0 1
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eşitliği doğrudur. Ayrıca ( ) ( )z B z   olduğundan basit işlemlerle 
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yazılır. Son eşitsizlikte açısal limite geçilerek 
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eşitsizliğine ulaşılır [18]. Bu taktirde (2.64) ve (2.66)’dan 
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sağlanır [18],[24]. Bununla birlikte basit hesaplamalar yapılarak 
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Böylece (2.59) eşitsizliğine ulaşılır. 
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elde edilir. Sonuç olarak 
 

                       1 2

1 2

11 11 2'(1) ...
1 1 1 1

n

n

zz za bf p
a b z z z




    
            

               (2.80) 

 

bulunur ve  bu sonuç da eşitliğin sağlandığını gösterir. 

 

2.4. İki Ardışık Katsayının Hesaba Katılması 

 

Teorem 2.10: 1a   ve 1 1
2

  olsun. 

1
1( ) ( ) ( ) ...,  1p p

p pf z b c z a c z a p
         fonksiyonu B   dairesinde holomorf 

olup, ( ) ,  1f z z    ; ( )f a b  koşullarını sağlasın. Varsayalım ki c T  

noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve ( ) 2f c  .  Bu taktirde 
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    (2.81) 

 

kesin eşitsizliği sağlanır.  
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İspat 2.10: ( )z  Teorem 2.5’de verildiği gibi ve 0 ( ) pB z z  olsun. Maksimum 

prensibinden 0( ) ( )z B z   eşitsizliği elde edilir. 
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B z
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fonksiyonu dahil edilsin. Açıktır ki bu fonksiyon B  dairesinde holomorftur ve 
( ) 1,  1p z z   eşitsizliği sağlanır. Özel halde 
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eşitliği doğrudur. Ayrıca ( ) ( )z B z   olduğundan basit işlemlerle 
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yazılır. Son eşitsizlikte açısal limite geçilerek  

 

                                                     0 0'( ) '( )z B z                                                 (2.87) 
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eşitsizliğine ulaşılır [18]. Bu taktirde (2.85) ve (2.87)’den 
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sağlanır [18],[24].   

 

                                             ( ) (0)( )
1 (0) ( )
p z pz

p p z


 


                                                           (2.89) 

 

fonksiyonu B dairesinde holomorftur, ( ) 1,  1z z   , (0) 0   ve 0 1
c az T

ac


 


 

noktası için 0( ) 1z  ’dir. Bu taktirde (1.15)’ten 
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elde edilir. 
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ve 
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değerleri yerine yazılırsa, 
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bulunur. Buradan da (2.81) eşitsizliği ortaya çıkar.  

         (2.81) eşitsizliğinin kesin olduğu aşikardır. 

 

2.5. Sadece Bir b Noktası Hali 

 
          (2.1), (2.2) ve (2.4) alt bölümlerindeki eşitsizliklerde tek bir b noktası hesaba 

katılmıştır (onların sayısı çok da olabilirdi). (2.3) alt bölümünde ise birden fazla b 

noktası olması hali ele alınmıştır. Bu alt bölümde f ’nin B dairesinde tek bir b 

noktası olması hali ele alınmış olup, bu halde (2.1), (2.2) ve (2.4) alt 

bölümlerindekinden daha kuvvetli kesin eşitsizlikler ispatlanmıştır. 

 

Teorem 2.11: 1a   ve 1 1
2

  olsun. 

1
1( ) ( ) ( ) ...,  1p p

p pf z b c z a c z a p
         fonksiyonu B  dairesinde holomorf 

olup, ( ) ,  1f z z    ; ( )f a b  koşullarını sağlasın. a  noktası  ( )f z b   
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denkleminin B ’deki  tek çözümü olsun. Varsayalım ki c T  noktasında f  

fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve ( ) 2f c  .  Bu taktirde 
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      (2.94) 

 

İspat 2.11: ( )p z  fonksiyonu Teorem 2.10’daki gibi olsun. ln ( )p z  ile  
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 koşulu ile sınırlandırılmış logaritmanın holomorf dalını işaretleyelim.  
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bileşke fonksiyonu B  dairesinde holomorftur, ( ) 1,  1z z   , (0) 0   ve 

0 1
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

 


 noktası için 0( ) 1z  ’dir. Bu taktirde ( )z  fonksiyonuna  (1.15) 

eşitsizliği uygulanırsa 
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elde edilir.  
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Ayrıca                             
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elde edilir. Sonuç olarak 
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şeklindeki (2.94) eşitsizliğine ulaşılır. 

 

         Teorem 2.10 ve Teorem 2.11’in ispatlarında (1.15) eşitsizliği kullanılmıştır. 

Böylece eşitsizliklerin sağ taraflarına ( )f z b  fonksiyonunun ardışık iki katsayısı 
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olan pc  ve 1pc   gelir. (1.15) yerine (1.10) eşitsizliğini kullanırsak, 1pc   katsayısının 

olmadığı daha zayıf fakat daha sade bir eşitsizlik alınır. Aşağıdaki teorem bunu ifade 

etmektedir. 

 

Teorem 2.12: Teorem 2.11’in koşulları altında 
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İspat 2.12: Teorem 2.11’deki ( )z  fonksiyonuna (1.10) eşitsizliği uygulanırsa, 
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elde edilir. Bu taktirde değerler yerine yazılıp, eşitsizlik yeniden düzenlenirse 

aşağıdaki ilişkiye ulaşılır.  
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2 1 1 ' .
1 11

ln

p

p

b z aa f p
a b aza c

b

 
  


 

                  
   
 

 

 

ve buradan da   
 

                      
 2

22

11 1'( ) ln
1 2

p

pa ca b
f c p

a b b
 

 
   

                  

              (2.108) 

 

elde edilir. 
         Teorem 2.10, Teorem 2.11 ve Teorem 2.12’deki (2.81), (2.94), (2.105) 

ilişkilerinde 

 

                                          
1

1( )
( )

1

p

p

z a
azf z

z ab
az

 

    
     

                                    (2.109) 

 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır, burada 2 ,  1 0.b a        
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3. SINIRDA SCHWARZ LEMMASI VE TEKLİK 

 
3.1. Temel Kavramlar ve Yardımcı Teoremler 

 
3.1.1. Blaschke Çarpımı 

 
         Bu bölümde sınırlı holomorf fonksiyonun çarpım şeklinde gösteriliminde 

önemli rol oynayan Blaschke çarpımı tanımlanmıştır. ka  kompleks sayıları 1ka   

koşullarını sağlasınlar. Açıktır ki, 
1

k

k

z a
a z



 fonksiyonu birim daireyi kendine tasvir 

eden yalınkat holomorf fonksiyondur ve ka  noktasında sıfır değerini alır. Özel halde 

0ka   olursa z  fonksiyonu elde edilir. Bu taktirde 1,..., ,ma a  1,ka   1, 2,...,k m  

olmak üzere 

 

                                                    
1

( )
1

m
n k

k k

a zB z z
a z




                                             (3.1) 

 

fonksiyonu birim daireyi kendisine dönüştüren holomorf fonksiyon olup, sadece 

0 1, ,..., ma a a  noktalarında sıfıra sahiptir. 1z   için ise ( ) 1B z   eşitliğinin 

sağlandığını açıktır. Bu ka ’ların bazıları tekrarlanabilir. Örneğin, bir ka  p kez tekrar 

ediyorsa bu durumda ( )B z  fonksiyonunun bu ka  noktasında p. mertebeden sıfırı 

vardır. (3.1) çarpımına sonlu Blaschke çarpımı denir. Çoğu zaman ka  noktaları 

1 2 ... ma a a    olacak şekilde sıralandırılırlar. ka  noktaları sonsuz sayıda da 

alınabilir. Bu taktirde ele alınan *

1

( )
1

n k

k k

a zB z z
a z








  sonsuz çarpımının yakınsak 

olması için gerek ve yeter koşul  1 ka  serisinin yakınsak olmasıdır. İspat 

edilmiştir ki Blaschke çarpımı yakınsak ise onun birim çemberdeki sınır değerlerinin 

modülü hemen hemen her yerde (çember üzerindeki sıfır ölçülü küme hariç) 1’dir. 
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Açıktır ki, birim dairede holomorf olup, 1 2, ,..., ma a a  noktalarında sıfıra sahip ve 

( ) 1f z   koşulunu sağlayan fonksiyon 

 

                                                   ( ) ( ) ,  1f z B z z                                             (3.2) 

 

ilişkisini sağlar, burada 
1

( )
1

m
k

k k

a zB z
a z




  . (3.2) eşitsizliği maksimum prensibinin 

basit bir sonucudur. Sonlu veya sonsuz Blaschke çarpımları kompleks analizde 

birçok yerde kullanılmakta olup, holomorf fonksiyonların incelenmesinde önemli bir 

araçtır (örneğin, Hardy uzayları v.s.). 

         Bu tezde sonlu Blaschke çarpımları kullanılmıştır. Bu çarpımlar başka denk 

şekillerde de yazılabilmektedir. Sonlu Blaschke çarpımını, sonsuz Blaschke 

çarpımından ayıran en önemli özellik bütün sınır noktalarında modülünün 1 

olmasıdır. Buna karşılık sonsuz Blaschke çarpımları, dahili (inner) fonksiyon olup, 

sınırın sonsuz bir alt kümesinin noktalarındaki limit değerlerinin modülü 1 

olmayabilir. 

 

3.1.2. Majorantlar ve Kapasite 

 
         ( )v t  fonksiyonu ( , )a b  aralığında tanımlanmış olsun. Eğer 

 

                                      2
1 2

1 1 2( ) ( )( )
2 2

,  , ,v t v tv t t at t b
  

                               (3.3) 

 

özelliği sağlanıyorsa, ( )v t ’ye ( , )a b  aralığında konkav fonksiyon denir. 

 

Tanım  3.1:    : 1, 0,     şeklinde tanımlanan    fonksiyonu için log ( )te  

fonksiyonu  0,  aralığında konkav ise,  t ’ye bilogaritmik konkav fonksiyon 

denir. 
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        M  ile aşağıdaki koşulları sağlayan   fonksiyonlar sınıfı işaretlenmiştir: 

 

     i)    : 0, 0,    ; 

     ii)  : ( ) 0I x x    bağlantılı kümedir; 

     iii) log ( )x fonksiyonunun I ’ye kısıtlanışı, log x  fonksiyonuna göre konkavdır. 

 

  majorant olarak isimlendirilir. I kümesinin boş olmadığı bütün M ’lerin 

sınıfını *M  ile ve *M için I  aralığının sol ve sağ uç noktalarını sırasıyla x
  ve 

x
  ile işaretlenir. Açıktır ki, 0 x x 

      eşitsizliği sağlanır. 

        x x 
   olduğunda kastedilen konkavlık koşulu aşağıdaki koşulların 

kombinasyonuna denktir: 

 

     i) log ( )x  fonksiyonu  ,x x 
   aralığında log x  fonksiyonuna göre konkavdır, 

     ii) log ( )x  fonksiyonu I  kümesinde süreklidir. 

 

         M  için 

 

                                  0 0

log ( ): lim
logx

x
x




 ,     log ( ): lim
logx

x
x

 
                             (3.4) 

 

limitleri mevcut olup, 

 

                                  0    ,     , 0  .                               (3.5) 

 

0x
   (benzer olarak x

   ) ise, 0    (benzer olarak    ) kabul edilir. 

         Eğer 0   ise, 0  ve   olarak (3.5) eşitsizliklerini sağlayan keyfi sonlu 

sayılar alınabilir. 0    eşitsizliği sağlandığında, 0m  ile 0 0 01m m    

koşulunu sağlayan tam sayısı,     eşitsizliği sağlandığında m  ile 

1m m      koşulunu sağlayan tam sayısı işaretlenmiştir. M  ve *M sınıfları 
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[25]’te incelenmiştir. Açıktır ki, ( )x     kuvvet majorantları *M  sınıfındandır ve 

0    . Ayrıca   tamsayı ise, 0m m    alınır. 

          , X  topolojik uzayında tanımlı bir Borel ölçüsü olsun. Supp  (support) ile 

x X  noktasının her açık U  civarı için ( ) 0U   koşulunu sağlayan x  noktaları 

kümesi işaretlenmiştir. 

 

Tanım 3.2: X  bir topolojik uzay olsun. Eğer her    sayısı için 

 : ( )x X u x    kümesi X ’te açık ise, : ,u X     fonksiyonu yukarıdan 

yarım süreklidir denir. 

 

         Açıktır ki, u  fonksiyonunun x X  noktasında yukarıdan yarım sürekli olması 

için gerek ve yeter koşul 

 

                                         limsup ( ) ( )  
y x

u y u x x X


                                          (3.6) 

 

olmasıdır. u   fonksiyonu yukarıdan yarım sürekli olsun. Bu taktirde u ’ya aşağıdan 

yarım sürekli fonksiyon denir. Bir fonksiyonun sürekli olması için gerek ve yeter 

koşul hem yukarıdan hem de aşağıdan yarım sürekli olmasıdır. 

 

Tanım 3.3: V    açık küme, : ,u V     fonksiyonu V ’de yukarıdan yarım 

sürekli olsun ve her w V  noktası için öyle 0   sayısı vardır ki 

 

                               
2

0

1( ) ( ) ,   ,0
2

iu w u w re d r r


  


                                   (3.7) 

 

ilişkisi sağlansın. Bu özellikleri sağlayan fonksiyona subharmonik fonksiyon denir. 

         Eğer u  subharmonik bir fonksiyon ise, o halde u ’ya superharmonik 

fonksiyon denir. 
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Örnek 3.1: (Subharmonik Fonksiyon) 

 

     i)  Harmonik fonksiyon hem subharmonik hem de superharmoniktir, 

     ii) f  fonksiyonu V  kümesinde holomorf olsun. O halde log ( )f z  fonksiyonu V  

     kümesinde subharmoniktir (bu fonksiyon f  fonksiyonunun sıfırları dışında 

     harmoniktir). 

     iii) f  fonksiyonu V  kümesinde holomorf olsun. f  fonksiyonu subharmoniktir 

     ( f sabit değilse harmonik değildir!); 0p   ise pf  fonksiyonu da  

     subharmoniktir. 

 

         İntegral için Jensen eşitsizliği kullanılarak daha fazla subharmonik fonksiyonlar 

sınıfı üretilebilir [32]. 

 

Tanım 3.4:  , kompakt  support-a sahip sonlu bir Borel ölçüsü olsun. Onun  

potansiyeli olan  : ,p     fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlanır: 

 

                                       ( ) log ( ) ( ).p z z wd w z                                        (3.8) 

 

Tanım 3.5:  , kompakt supportlu sonlu bir Borel ölçüsü olsun.  

 

                            ( ) : log ( ) ( ) ( ) ( )I z wd z d w p z d z                              (3.9) 

 

integraline  -nün enerjisi denir. 

 

Tanım 3.6: Bir E    alt kümesinin logaritmik kapasitesi 

 

                                                    ( )( ) : sup .Ic E e 


                                                 (3.10) 

 

şeklinde belirlenir. Burada supremum,  ’de support-u E ’nin bir kompakt alt 

kümesi olan tüm   Borel olasılık ölçüleri üzerinden alınmıştır. 
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Tanım 3.7: K    bir kompakt küme olsun ve ( )P K  ile K’daki tüm Borel olasılık  

ölçüleri kümesi işaretlensin. Eğer 
( )

( ) sup ( )
P K

I I


 


  olacak şekilde bir 

( )P K mevcutsa, o halde  ’ye K   için bir denge ölçüsü denir. 

        K  kompaktı  denge ölçüsüne sahip ise, o halde ( )( ) .Ic K e   

 

3.1.3. Yardımcı Teoremler 

 
         Phragmen-Lindelöf Teoremi maksimum prensibinin bir genellemesidir. Bu 

bölüme maksimum prensibi ve bazı gerekli tanımlamalar ile başlanacaktır. 

 

Teorem 3.1: (Maksimum Prensibi) ( )h z  fonksiyonu sınırı  olan sınırlı bir G  

bölgesinde subharmonik olsun. Varsayalım ki her    noktası için 

 

                                                  lim ( ) 0
z

h z


                                                          (3.11) 

 

ilişkisi sağlanıyor. Bu taktirde her z G  noktası için 

 

                                                         ( ) 0.h z                                                         (3.12) 

 

Ayrıca herhangi bir 0z G  noktası için 0( ) 0h z   ise, o halde ( ) 0.h z    

 

G  bölgesinin sınırlı olmadığı durumda 

 

 G  ise,  -luk noktasında subharmoniklik koşulu konulur; 

 G  ise, (3.11) koşulu  -luk noktasında da konulur. 

 

          Örneğin log z  fonksiyonu 1z   (  hariç) subharmoniktir, 1z   

çemberinde sıfır değerini alır, fakat sınırsız bir fonksiyondur (birinci koşul 

sağlanmıyor). Im z  fonksiyonu yukarı yarı düzlemde harmoniktir, reel eksende sıfır 

değerini alır, fakat sınırsız fonksiyondur (ikinci koşul sağlanmaz). Maksimum 

prensibinin birinci veya ikinci koşulun veya (3.11) koşulunun bazı noktalarda 
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sağlanmaması haline genelleştirilmesine Phragmen-Lindelöf Prensibi denir. Aşağıda 

onun iki farklı versiyonu ifade edilmiştir. 

 

Teorem 3.2 : u  fonksiyonu sınırsız bir G   bölgesinde subharmonik olsun ve 

 

                                              lim ( ) 0   ( / ).
z

u z G





                                     (3.13) 

 

Varsayalım ki G ’de superharmonik olan öyle bir v  fonksiyonu vardır ki 

 

                                                       lim ( ) 0
z

v z


                                                     (3.14) 

 

ve 

 

                                                          ( )lim 0
( )z

u z
v z

                                                  (3.15) 

 

koşulları sağlanıyor. Bu taktirde G  bölgesinde 0u   eşitliği sağlanır [33]. 

 

Teorem 3.3: ( )f z  sınırı   olan sınırlı bir G bölgesinde holomorf, A   sonlu bir 

küme olsun. Varsayalım ki, 

 

                                     lim ( ) ,    /
z

f z M A





                                           (3.16) 

ve 

 

                                              lim ( ) ,    
z

f z A





                                              (3.17) 

 

koşulları sağlanıyor. Bu taktirde 

 

                                                  ( ) ,  z .f z M G                                                 (3.18) 
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Ayrıca herhangi bir 0z G  noktası için 0( )f z M  ise, o halde ( ) .f z M   

 

         G  bölgesinin bir açının içi olması halinde Teorem 3.3’ün bir özel halini ifade 

edelim. 

 

Teorem 3.4: (Açı için Phragmen-Lindelöf Teoremi) G  sınırı   ve açılımı 

  0 2    olan bir açının içi, ( )f z  ise G  bölgesinde analitik bir fonksiyon 

olsun. Ayrıca varsayalım ki  

 

                                                ln ln ( ) 1lim ,
lnr

M r
r 

                                               (3.19) 

 

ve her sonlu    noktası için 

 

                                                  lim ( ) ,
z

f z M


                                                (3.20) 

 

eşitsizlikleri sağlanıyor. Burada 
,

( ) sup ( ) .
z r z G

M r f z
 

  Bu taktirde z G  noktaları 

için ( )f z M ilişkisi sağlanır. Ayrıca herhangi 0z G  noktasında 0( )f z M  

sağlanıyorsa, o halde ( )f z M ( , )iMe    . 

 

         (3.19) koşulu aşağıdakine denktir: 

1
10 


   koşulunu sağlayan ve 1


’ya yakın olan her 1  sayısı için öyle 

  1,   ( 1,2,...) n n n nr r r n r    dizisi vardır ki   

 

                                     1( ) exp( ),   1,2,...nf z z z r n   .                            (3.21) 

 

Buradan görüyoruz ki (3.19) koşulu sağlandığında 

 

                                                      1
ln ( )lim 0

r

M r

r
                                                (3.22) 
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koşulu da sağlanır. Çünkü (3.22) aşağıdakine denktir: 

         Her 0   sayısı için öyle   1,   ( 1,2,...) n n n nr r r n r    dizisi vardır ki 

 

                                
1

( ) exp( ),   ( 1,2,...)nf z z z r n   .                               (3.23) 

 

Dolayısıyla (3.22) koşulu daha genel koşuldur. 

 

Teorem 3.5: G  sınırı   olan   radyana  0 2     sahip bir açının içi, ( )f z  

ise G  bölgesinde analitik bir fonksiyon olsun. Ayrıca varsayalım ki 

 

                                                1
ln ( )lim 0,

r

M r

r
                                                (3.24) 

 

ve her sonlu    noktası için 

 

                                                    lim ( ) ,
z

f z M


                                              (3.25) 

 

eşitsizlikleri sağlanıyor. Burada 
,

( ) sup ( ) .
z r z G

M r f z
 

  Bu taktirde z G  noktaları 

için ( )f z M ilişkisi sağlanır. Ayrıca herhangi 0z G  noktasında 

0( )f z M sağlanıyorsa, o halde ( )f z M alınır. 

 

         Açılar için yazdığımız bu teoremler mana olarak [27]’de mevcuttur. 

         Son teoremin subharmonik fonksiyonlar için olan şekli aşağıda yarı düzlem için 

ifade edilmiştir. 

 

Teorem 3.6: Varsayalım ki u  fonksiyonu sağ yarı düzlemde subharmoniktir, imajinel 

eksenin her sonlu   noktası için 

 

                                                 
,Re 0

lim ( )
z z

u z M
 

   ,                                        (3.26) 
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her 0   sayısı için öyle 0 0r   sayısı vardır ki 

 

                                         0( ) ,  ,  Re 0u z z z r z                                         (3.27) 

 

eşitsizlikleri sağlanıyor. Bu taktirde ( )u z M  ilişkisi sağlanır. Ayrıca herhangi bir 

0 0 (Re 0)z z   noktası için 0( )u z M  ilişkisi sadece ( )u z M  olduğunda sağlanır. 

 

         Holomorf fonksiyonlar için Phragmen-Lindelöf Teoremi genellikle ya açıda ya 

da şeritte ifade olunur. Son teoremi daire için ifade edelim. 

 

Teorem 3.7: Varsayalım ki u  fonksiyonu 1z   dairesinde subharmoniktir, 

0 0,  1    herhangi bir nokta olmak üzere 

 

                                                   
0

0lim ( ) 0
z

u z z





                                              (3.28) 

 

ve 

 

                                           0lim ( ) ,   ,  1
z

u z M


  


                                    (3.29) 

 

koşulları sağlanıyor. Bu taktirde ( ) ,  1u z M z  . Ayrıca herhangi bir 0 0 ( 1)z z   

noktası için 0( )u z M  ilişkisi sadece ( )u z M  olduğunda sağlanır.  

 

         Açıktır ki, bu teoremi aşağıdaki şekilde genelleştirmek mümkündür. 

 

Teorem 3.8: A , birim çember üzerindeki herhangi bir sonlu küme olsun ve 

varsayalım ki u  fonksiyonu 1z   dairesinde subharmoniktir, 

 

                                         lim ( ) 0,  
z

u z z A


 


    ,                                         (3.30) 

 

ve 
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                                        lim ( ) ,   ,  1,  .
z

u z M A


  


                                   (3.31) 

 

koşulları sağlanıyor. Bu taktirde ( ) ,  1u z M z  . Ayrıca herhangi bir 0 0 ( 1)z z   

noktası için 0( )u z M  ilişkisi sadece ( )u z M  olduğunda sağlanır. 

 

         Bu teorem son 50 yıl içerisinde daha da genelleştirilmiştir. Örneğin A  kümesi 

olarak bazı özellikleri sağlayan sonsuz küme ve (3.30)’daki limit yerine bazı ek 

koşullar altında radyal limit alınabilir. Fakat tezdeki sonuçlar için Teorem 3.8 

yeterlidir.  

         Tezde kullanılan diğer bir yardımcı sonuç ‘‘Contour-Solid Problems’’ olarak 

bilinen aşağıdaki teoremdir. 

        G   bir açık küme, iG  ( i  sonlu veya sonsuz olabilir) onun bağlantılı 

bileşenleri olsun. Eğer a  ve f , G ’de tanımlanmış sonlu bir fonksiyon ise 

 

                                  

 
, /

,

log
lim ,            

log  

                             0,       

a G a
a G

f
a G

af

a G

 


 




 




                        (3.32) 

 

ve 

 

                              

 
, /

,

log
lim ,            

log  

                             0,       

G
G

f
G

f

G

 


  






 







                       (3.33) 

 

işaretleyelim. Burada G   olmak üzere G  kümesi G ’nin  ’daki kapanışıdır 

[34]. 

 

Teorem 3.9: a  verilmiş nokta,  /G a   açık küme, M , :f G   

holomorf fonksiyonu G ’nin a  ve z    noktalarından ayrık her parçasında sınırlı 

olup, 
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                                                          ,a Gf   ,                                                      (3.34) 

 

                                                         ,a Gf   ,                                                       (3.35) 

 

                                   ,
lim ,    /iz G i

f z a z G Q
 

 
 

                              (3.36) 

 

koşulları sağlansın. Burada Q G   ve ,a Q  . Eğer a  (benzer olarak  ) 

G Q  kümesinin iç noktası ise, varsayalım ki 

 

                                   0 1
0 ,      ( )   mf o a a                                   (3.37) 

 

                 (benzer olarak veya  1,      ( )   mf o    
     )              (3.38) 

 

sağlanıyor. Bu taktirde aşağıdaki alternatiflerden biri mümkündür: 

 

     i)   ( ),   Gf a       ; 

     ii)     0/ ,  ( ) ,   ,  mmG Q x x f c a m m m          ( m tamsayı),  

         0c   , ( ,c   sabit sayılar) [34].  

  

3.2. Teklik Teoremleri 

 
         [7] çalışmasında aşağıdaki teklik teoremini ispatlanmıştır. 

 

Teorem 3.10 : Varsayalım ki : B B   holomorf  fonksiyonu için 

 

                                      4( ) 1 ,      1z z O z z                                             (3.39) 

                          

ilişkisi sağlanıyor. Bu taktirde ( )z z  . 
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         Aynı makalede, buradaki  41O    koşulu yerine  31O   ’ün 

yazılamayacağı gösterilmiştir. Örnek olarak 

 

                                           31( ) 1
10

                                                       (3.40) 

 

fonksiyonu verilmiştir. Fakat (3.39)’da  41O    koşulu yerine  31o    

koşulunu koymanın yeterli olduğu not edilmiştir. [35] çalışmasında Burns-Krantz 

Teoremi aşağıdaki şekilde genelleştirilmiştir. 

 

Teorem 3.11: Varsayalım ki ( ) :z B B   bir holomorf fonksiyon ve ( ) :f z B B  

sonlu bir fA  kümesinde T   değerine eşit olan sonlu bir Blaschke Çarpımı’dır. 

Eğer 

 

     i) verilmiş bir 0 fA   için  4
0 0( ) ( ) ,  ,z f z O z z z B       , 

   ii) her  0fA    noktası ve bir 2k    için  ( ) ( ) ,  kz f z O z z       

 

koşulları sağlanıyorsa, o halde ( ) ( )z f z  . 

 

        [7], [21], [28] çalışmalarında  41O    koşulu yerine  31o    koşulunun 

yeterli olacağı not edilmiştir. Teorem 3.11’deki (ii) koşulunda 2k   yerine 1k   

yazılamayacağı gösterilmiştir [21]. Ancak ne [28] ne de [21]’de (ii) koşulu yerine 

 1o    yazılabileceği hakkında herhangi bir bilgi mevcut değildir. Not edelim ki 

 41O   koşulu,  31o    ile değiştirildiğinde ispatta hiçbir değişikliğe gerek 

duyulmuyor. Aşağıda ispatlanacaktır ki (ii) koşulu yerine  1o    koşulu alınabilir. 

Bunu ispat etmek için Dov Chelst’in kullandığı maksimum prensibini kullanmak 

yetmiyor, onun yerine bu tezde başka bir Pragmen Lindelöf Prensibi kullanılmıştır. 

Öte yandan [22] ve [23] makalelerinde Teorem 3.10 ve Teorem 3.11 ile bağlantılı 

olarak elde edilmiş sonuçlarda, (3.39), (i) ve (ii) koşulları yerine sınır üzere (B’nin 
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içinde değil) koşullar kullanılarak teklik teoremleri ispatlanmıştır ve burada kuvvet 

majorantları ( 0
    ) yerine daha genel majorantlar ele alınmıştır. 

 

Teorem 3.12: Varsayalım ki ( ) :z B B   sonlu  bir Blaschke Çarpımı  olup T   

değeri için  : ( )fA z T B z    ; ( )f z  fonksiyonu B  birim dairesinde holomorf 

ve bir 0 0   sayısı için  0: ( , )fB z d z A    kümesinde sürekli; 

( ) 1,  1f z z  ; 1 2, M   , 1 2
0 03, 2     olsun. Eğer 

 

    i) verilmiş bir 0 fA   için   1
0 0( ) ( ) ,  ,  f z z O z z T z        , 

    ii) her  0fA    noktası için 2( ) ( ) ( ( )),  ,  zf z z O z z T         

 

koşulları sağlanıyorsa, o halde ( ) ( )f z z  [22],[23]. 

 

3.3. Sonuçlar 

 
         Bu bölümde aşağıdaki teoremler ispatlanmıştır. 

 

Teorem 3.13: Varsayalım ki ( ) :z B B   sonlu bir Blaschke Çarpımı  olup T   

değeri için  : ( )fA z T B z    ; ( )f z  fonksiyonu B  birim dairesinde holomof ve 

bir 0 0    sayısı için  0: ( , )fB z d z A    kümesinde sürekli; 

( ) 1 1,  1f z z   ; 1 2 1 2
0 0, ,  3, 1M        olsun. Eğer 

 

     i) verilmiş bir 0 fA   için   1
0 0( ) 1 ( ) ,  ,  f z z O z z T z         , 

     ii) her  0fA    noktası için   2
0( ) 1 ( ) ,  ,  f z z O z z T z          

 

koşulları sağlanıyorsa, o halde ( ) 1 ( )f z z  . 

 

          ile sıfır kapasiteli kümeler ailesi işaretlenmiştir. 



55 
 

Teorem 3.14: Varsayalım ki ( ) :z B B   sonlu  bir Blaschke Çarpımı  olup T   

değeri için  : ( )fA z T B z    ; ( )f z  fonksiyonu B  dairesinde holomorf; 

( ) 1 1,  1f z z   ; Q ; 1 2 1 2
0 0, ,  3, 1M       olsun. Eğer verilmiş 

bir 0 fA   için  

 

                   1
0 0

,
limsup ( ) (1 ( )) ,  / ,  
z z B

f z z O T Q


      
 

      ,       (3.41) 

 

ve her  0fA    noktası için  

 

                    2

,
limsup ( ) (1 ( )) ,  / ,  
z z B

f z z O T Q


      
 

               (3.42) 

 

koşulları sağlanıyorsa, o halde ( ) 1 ( )f z z  . 

 

         Bu teoremlerde, [22] ve [23] çalışmalarında bulunan 0 2   koşulu yerine 

0 1   koşulu alınmıştır.  

         Teoremlerin ispatlarında aşağıdaki önerme kullanılmıştır. 

          

Önerme 3.1: 0( , )U z r , z merkezli, r yarıçaplı daire olsun.  Varsayalım ki ( )u u z  

fonksiyonu 0 0( , ),  0U z r r   dairesinde pozitif harmonik olup, 0 0, 2   sayısı için 

0

0

lim ( ) 0i

r r
u re 


  koşulunu  sağlıyor. O halde 

 

                                              
0

0 0

( )lim inf 0
i

r r

u re
r r







.                                                 (3.43) 

 

İspat 3.1: ( )u u z  fonksiyonu 0 0( , ),  0U z r r   dairesinde pozitif harmonik olsun. 

0 0( , ),  0U z r r  , 0r r  dairesinde ( )u z  fonksiyonuna Harnack Eşitsizliği uygulansın. 

Bu taktirde 
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                              00 0
0

0 0

(0) ( ) (0) ,   ir r r ru u re u r r
r r r r

 
  

 
,                               (3.44)  

 

ve 

 

                                                
0

0 0

1 ( )(0)
iu reu

r r r r




 

.                                             (3.45) 

 

Buradan da 

 

                             
0

0 00 0 0

1 1 ( )0 (0) lim (0) lim
2

i

r r r r

u reu u
r r r r r



 
  

 
,                             (3.46) 

 

                                                    
0

0 0

( )lim 0
i

r r

u re
r r







                                                 (3.47) 

 

elde edilir. 

 

İspat 3.14: ( ) ( ) 1z f z    olsun. Teoremin koşullarına göre verilmiş bir 0 fA   

için 

 

    1
0 0

, ,
lim sup ( ) ( ) limsup ( ) (1 ( )) ,  / ,  
z z B z z B

z z f z z O T Q
 

       
   

        

(3.48) 

                        1
0 0

,
limsup ( ) ( ) ,  / ,  
z z B

z z O T Q


      
 

             

               

 ve her  0fA    noktası için  

                

    2

, ,
limsup ( ) ( ) limsup ( ) (1 ( )) ,  / ,  
z z B z z B

z z f z z O T Q
 

       
   

        

 (3.49) 

                        2

,
limsup ( ) ( ) ,  / ,  
z z B

z z O T Q


      
 

                    
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sağlanır.  

         Genelliği bozmadan varsayalım ki 0 1   ve 1  ’dir. (3.48)’e göre öyle 

3 0c   ve  0 0,1   sayıları mevcuttur ki   

 

                    1
3 0

,
limsup ( ) ( ) 1 ,  / ,  1
z z B

z z c T Q


     
 

                    (3.50) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

                                              

01

4 31
0

: sup ( ) ( ) ,

: max ,
( )

z
z B

p z z

pc c




 

 


  

 
  

 

                                           (3.51) 

 

işaretleyelim. Açıktır ki  0(1, ) /B U Q   kümesinde 

 

                                        1
4

,
limsup ( ) ( ) 1
z z B

z z c


  
 

                                   (3.52) 

 

eşitsizliği gerçeklenir. [29]’ten 

 

                        1
4 0( ) ( ) 1 ,   (1, )z z c z z B U                                       (3.53) 

 

eşitsizliği alınır. Ayrıca teoremin koşulu olan 1
0 3   eşitsizliğinden öyle   ve 

0min( ,1)   pozitif sabitleri mevcuttur ki 

 

                                            
1log ( ) 3 ,  (0, )

log
x x

x


                                        (3.54) 

 

                                    1log ( ) 3 log ,  (0, )x x x                                       (3.55) 

 

Başka bir deyişle, 
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                                                         1 3( ) .x x                                                    (3.56)  

 

(3.53) ve (3.56) ilişkileri birlikte göz önüne alındığında 

 

                         3
4( ) ( ) 1 ,   (1, )z z c z z B U                                   (3.57) 

 

ilişkisi sağlanır. Benzer olarak herhangi  / 1fA  noktası için (ii) ve 2
0 1   

koşullarından öyle 5c  ve 1  pozitif sayıları  vardır ki 

 

                       1
5 1( ) ( ) ,   ( , )z z c z z B U                                   (3.58) 

 

eşitsizliği sağlanır. B  dairesinde harmonik olan   

 

                                    1 ( ) 1 ( )( )
1 ( ) 1 ( )

z zz R R
z z





    

        
                                   (3.59) 

 

fonksiyonunu ele alalım. ( )z  sonlu Blaschke Çarpımı B ’da holomorf ve 

( ) 1,  =1 z z   olduğundan ( )z  fonksiyonunun ikinci terimi / fT A  kümesinde 

sıfırdır. Birinci terim ise negatif değildir. Sonuç olarak / fT A  kümesinin herhangi 

bir noktasında limit alınırsa her zaman negatif olmayan (sonsuz da mümkündür) 

değere ulaşılır.  

         Şimdi bu fonksiyonun fA  kümesinin noktalarındaki davranışını inceleyelim. 

 Açıktır ki, 

 

                                         
  

2 ( ) ( )
( )

1 ( ) 1 ( )
z z

z R
z z





  

     
.                                  (3.60) 

 

Herhangi bir  / 1fA   noktası alalım. Kolayca görülebilir ki, herhangi ,  1z z    

noktası için '( ) 0z  . Eğer '( ) c    ise, bu taktirde  öyle bir  10,   sabiti 

vardır ki 
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                              1 ( ) ,  ( , ).
2
c

z z z B U
                                         (3.61) 

(3.58)’den, 

                                                  1 ( )lim
1z

z c
z 





                                                 (3.62)  

 

ve öyle  ' 0,   sayısı vardır ki 

 

                             '1 ( ) ,  ( , ).
2
c

z z z B U
                                        (3.63) 

 

         Önce  / 1fA   noktası civarında bakalım. 

Bu taktirde (3.58), (3.61) ve (3.63)’ten 

 

         
  

1
'5 5

2 12 2

2 ( ) ( ) 8 8 1 ,  ( , )
1 ( ) 1 ( )

zz z c c z B U
z z c cz z




 


 

  





 
   

   
       (3.64) 

 

ilişkisine ulaşılır. Dolayısıyla ( )z  fonksiyonu her  / 1fA   noktasında  

 

                                                     lim ( ) 0
z

z z


 


                                              (3.65) 

 

ilişkisini sağlıyor. 

         Benzer olarak 1 noktası için (3.57) eşitsizliği kullanılırsa öyle 6c  ve '  sayıları 

mevcuttur ki 

 

                                1
6( ) 1 ,  ( , ')z c z B U                                             (3.66) 

 

eşitsizliği sağlanır ve özel halde 

 

                                                          
1

lim ( ) 0.
z

z


                                                 (3.67) 
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Buradan da  

                                                 
1

lim 1 ( ) 0
z

z z


                                                   (3.68)  

alınır. 

          Böylece ( )z  fonksiyonu sonlu fA  kümesinin her noktasında (3.68) ilişkisini 

sağlar. Buradan Teorem 3.8 kullanılırsa, ya ( ) 0,  z z B   ’dir (yani ( )z  

fonksiyonu negatif değildir) ya da ( ) 0z  ’dır (yani ( )z  fonksiyonu özdeşlikle 

sıfırdır). Eğer ( ) 0z   ise ispat bitmiştir. Varsayalım ki, ( ) 0z   ilişkisi 

sağlanmıyor. (3.66) eşitsizliğinde z r  alınırsa 

 

                                                  
1

( )lim 0
1z

r
r







                                                        (3.69) 

 

elde edilir. Eğer ( )z  fonksiyonu sabit değilse, bu taktirde (3.67) ve (3.69) 

eşitsizlikleri Önerme 3.1 ile çelişir. Bu yüzden 0  ’dır. Yani ( ) ( )z z   ve 

buradan da ( ) 1 ( )f z z   elde edilir. 

          Açıktır ki Teorem 3.13, Teorem 3.14’ün özel halidir. 
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4. SONUÇLAR 
 
         Bu çalışmada son 20 yıldaki aktif çalışmaların konusu olan sınırda Schwarz 

Lemma’sının farklı versiyonları ele alınmıştır. a  ve b  birim daireden alınmış 

kompleks sayılar,   reel sayısı 1 1
2

   koşulunu sağlamak üzere birim dairede 

holomorf olup ( )f a b  ve ( )f z    , 1z    koşullarını sağlayan fonksiyonlar 

sınıfı ele alınmıştır. c , 1c  sınır noktasında ( ) 2f c   açısal limitinin mevcutluğu 

varsayılarak '( )f c  açısal türevinin modülü için aşağıdan farklı değerlendirmeler 

yapılmıştır.  Eşitsizliklerde fonksiyonun a noktasındaki değeri ve farklı mertebeden 

türevleri kullanılmıştır.  

         a  noktasında b  değerinin tek ve çok katlı olduğu hal ile 1( )f b  kümesinin tek 

noktalı olup, olmadığı haller ayrı ayrı incelenmiş olup her durumda da elde edilmiş 

eşitsizliklerin kesin olduğu gösterilmiştir. 

         Ayrıca Burns-Krantz Teklik Teoremi’nin farklı bir versiyonu için daha genel 

sonuçlar elde edilmiştir. Bu sonuçlarda Burns-Krantz Teoremi’nden farklı olarak 

fonksiyon üzerine konulan koşullarda sadece sınır noktaları kullanılmıştır. Böylece 

konu ‘‘Contour-Solid Problemleri’’ konusuna bağlanmış olup, doğal olarak 

Potansiyel Teorisi’nin kapasite gibi kavramalarından ve belirli özelliklerle sahip olan 

majorantlardan istifade edilmiştir. İspatlarda Phragmén–Lindelöf Teoremleri ve 

Potansiyel Teorisi’nin kapasite gibi kavramları kullanılmıştır. 
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