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IV  

ÖZET 

 

Đki bölümden oluşan bu tezde kompleks düzlemin fine açık alt cümlelerinden 

tanımlanmış fine holomorf fonksiyonların bir sınır özelliği incelenmiştir. 

 

Standart topolojide holomorf fonksiyonlar için Hardy-Littlewood tipi 

teoremlerle verilen bu özellik aşağıdaki gibidir: 

 

G  bölgesinde analitik, G  ‘de sürekli f fonksiyonu ve bazı koşulları sağlayan 

( ) [ )+∞→+∞ ,0,0:µ  majorantı için sınırdaki 

 

( ) ( ) ( ) zGzzzff ≠∂∈∀−≤− ςςςµς ,,  

 

özelliğinden 

 

( ) ( ) ( ) zGzzzff ≠∈∀−≤− ςςςµς ,,  

 

bölge özelliği elde edilir. 

 

Bilogaritmik konkav denilen majorantlar ve holomorf fonksiyonlar için 

problem tam olarak çözülmüş ve hatta bakılan fonksiyonların yalınkat olup 

olmamasının etkisi incelenmiştir. 

 

Tezde, yukarıdaki problemler fine analitik fonksiyonlar için incelenmiştir. Đki 

kısımdan oluşan birinci bölümde önce problemin tarihçesi ve konuluşu ele alınmıştır. 

Birinci kısımda fine holomorf ve fine hipoharmonik fonksiyonların tanımları ve 

kulanılan temel özellikleri verilmiş, ikinci bölümde bilogaritmik konkav majorantlar 

sınıfı tanıtılmıştır. 

 

Đki kısımdan oluşan ikinci bölümde ise fine holomorf fonksiyonlar için 

yalınkat olmamanın etkisinin de dikkate alındığı Hardy-Littlewood tipi teoremler 

ispatlanmıştır. Birinci kısımda yerel hal, ikinci kısımda global hal yer almaktadır. 



 

 

V 

SUMMARY 

 

In this work a boundary properties of finely holomorphic functions, defined on 

finely open subsets of complex plane, is investigated. 

 

In standart topology, for holomorphic functions this properties which are called 

Hardy-Littlewood type theorems is given as follows: 

 

The function  f  is holomorphic in open set G and continious in closure G . The 

majorant  ( ) [ )+∞→+∞ ,0,0:µ  is satisfying some conditions. Using the 

following property at the boundary 

 

( ) ( ) ( ) zGzzzff ≠∂∈∀−≤− ςςςµς ,,  

 

the domain property 

 

( ) ( ) ( ) zGzzzff ≠∈∀−≤− ςςςµς ,, . 

 

is obtained. 

 
The problem is solved completely for bilogarithmic concave majorant and 

holomorpic functions. Moreover, in domain inequalities multivalence is accounted. 

 
In this thesis, the problem, defined above is investigated for the fine analytic 

functions. In chapter one, there are two subsection. In the first part the definitions 

and basic properties of fine holomorphic and fine hipoharmonic functions are given.  

In the second part the bilogarithmic majorants class is defined.  

 
In chapter two, Hardy-Littlewood type theorems,  which is accounting for 

multivalence, are provided  for the fine holomorphic functions.  

 

Similarly, there two subsections in chapter two. In the first part, local cases are 

considered. In the second part, global cases are considered. 
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I. BÖLÜM 
 

1. GĐRĐŞ 
 

Bu tezde Hardy-Littlewood tipi teoremler, fine holomorf fonksiyonlar için 

yalınkat olmamanın etkisi de hesaba katılarak incelenmiştir. 

 

Holomorf fonksiyonlar için bu tip teoremlerin uygulandığı alanlardan 

bazılarını: 

 

1. Cauchy tipi ve singüler integrallerin incelenmesi, 

2. Riemann sınır değer problemi, 

3. Yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremleri, 

4. Konform homeomorfizmaların düzgünlüğünün incelenmesi, v.s. 

dir. 

Önce ilgili problemi holomorf  fonksiyonlar için ifade edelim.  

 

C   kompleks düzlemin bir noktalı kompaktlaştırılması, CG ⊂  açık küme, f 

fonksiyonu G  ’de sürekli ve G  ’de analitik olsun. CG ⊂  kümesi ve ( )δω  

majorantı (yani bazı koşulları sağlayan ( ) [ )+∞→+∞ ,0,0:ω  fonksiyonu) hangi 

koşulları sağlamalılar ki aşağıdaki gerektirmeler doğru olsunlar: 

 

1) Eğer 

 

( ) ( ) ( ) zGzzzff ≠∂∈∀−≤− ςςςως ,,  

 

ise, bu taktirde 

 

( ) ( ) ( ) zGzzCzff ≠∈∀−≤− ςςςως ,,                 (1.1) 

 

burada ς1≥C   ve  z ’den bağımsız sabittir. 
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2) Gz ∂∈0  sabit noktası için 

 

( ) ( ) ( ) 000 , zGzzff ≠∂∈∀−≤− ςςςως  

 

ise bu taktirde 

 

( ) ( ) ( ) 000 , zGzCzff ≠∈∀−≤− ςςςως   (1.2) 

 

burada ς1≥C  ’den bağımsız sabittir. 

 

 Hardy G.H. ve  Littlewood J.E. [Hardy, 1923], 1) gerektirmesini, G  daire ve 

( ) αδδω =  ( =α sabit ( ]1,0∈  ) durumunda ispatlamıştırlar. G  Jordan bölgesi ve  

( ) αδδω =  durumunda Warschawski S.E. [Warschawski,1932], 2) gerektirmesini, 

Wlash J.L. ve Sewell W.E. [Sewell,1940], 1) gerektirmesini ispatlamıştırlar, öyle ki 

her iki sonuçta da  C = 1 ’dir. ( ( ) δδδω ln=  için de benzer sonuçlar elde edilmiştir.)  

 

 Sewell 1942 yılında yayınlanan [Sewell,1942] monografında şimdi 

Warschawski-Wlash-Sewell problemleri olarak adlandırılan bir dizi açık problem 

ortaya koymuştur. Bunlardan birisi Warschawski-Wlash-Sewell’in yukarıdaki 

sonuçlarını Jordan bölgelerinden daha genel bölgelere ve δδδ α ln,  gibi 

majorantlardan  daha genel süreklilik tipi majorantlara genelleştirilmesi problemidir. 

 

Bu konuda bazı sonuçlar Magranadze L.G., Gagua M.B., Geronimus Y.L., 

Brudny Y.A. ve Hopenhaus I.E. tarafından elde edilmiştir. Jordan bölgeleri (bazı 

sınırlamalar ile) ve ( ) ( )0, >= − pnl pδδω  (ve buna benzer diğer somut 

majorantlar) için de sonuçlar alınmıştır [Tamrazov,1986- Tsuji,1959]. Daire için 

genellikle kesin olmayan (süreklilik modülü üzerine ek şartlar konulduğunda kesin 

olan) bazı sonuçlar da elde edilmiştir [Brudnii,1960- Geronimus ,1954]. 

 

1971 yılında Tamrazov P.M., Warschawski-Wlash-Sewell problemini 

çözmüştür [Tamrazov,1971]. Problemin çözümü için yeni metodlar ortaya 
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koymuştur. Bu metodlar problemi daha genel olarak formüle etmeye imkan 

vermiştir. Tamrazov P.M. çok genel olan, çok bağlantılı (hatta sonsuz bağlantılı), 

bölge sınıfları ve sınırının aşağı kapasite yoğunluğu pozitif olan açık kümeler ve 

normal majorantlar sınıfı (bu sınıf süreklilik modülü tipli majorantlar sınıfından çok 

daha geniştir) için yukarıdaki sonuçlar elde etmiştir [Tamrazov ,1971-1975]. 

 

1979 yılından başlayarak yukarıdaki problemler kuvvet majorantları (yani 

( ) αδδω = ) için Trahimchuck Y.Y. [Trahimchuck,1979], Schekorskii A.I. 

[Schekorskii,1982], Tamrazov P.M. [Tamrazov ,1987], Gehring F.W., Hayman W.K. 

ve Hinkkanen A. [Hinkkanen ,1982] tarafından tam çözülmüşlerdir. 

 

1984 yılında Aliyev T.H. ve Tamrazov P.M. tarafından Aşağıdaki problemler 

ortaya konulmuştur: 

 

1. (1.1) ve (1.2) eşitsizliklerinde fonksiyonun yalınkat olmamasının etkisinin 

incelenmesi, 

2. Yukarıdaki  sonuçların meromorf fonksiyonlara genelleştirilmesi. 

 

Kuvvet ve daha genel olan bilogaritmik konkav majorantlar (yani ( )teωlog  

konkav) için her iki problem Aliyev T.H. ve Tamrazov P.M. [Aliyev ,1987- 

Tamrazov,1986] tarafından Green fonksiyonu dilinde tam çözülmüştür. (1.1) ve 

(1.2)’de sınırda yalınkat olmamanın etkisi problemi de çözülmüştür [Aliyev ,1999]. 

 

Bu tezde 1 ve 2 problemleri bilogaritmik konkav majorantlar ve kompleks 

düzlemin fine açık cümlesinde tanımlanmış fine holomorf fonksiyonlar için yalınkat 

olmamanın etkisi de hesaba katılarak çözülmüştür. 

 

1.1. Hypoharmonik ve Finely Holomorf Fonksiyonlar 

 

A.Kartan fine topolojini, bütün subharmonik fonksiyonların sürekli olduğu 

topolojilerin en zayıfı olarak tanımlanmıştır. Fine topoloji bildiğimiz Euclid 

topolojisinden kuvvetlidir. Fine civarları M.Brelo [Brelot,1971-Fuglede,1976-

Schekorskii,1982] tarafından tanımlanmış dağınıklık termininde de karakterize 
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etmek mümkündür. C  genelleştirilmi ş kompleks düzlem olsun. Aşağıdaki 

koşullardan biri sağlandığında CE ⊂   cümlesi  0x  noktasında dağınıktır diyeceğiz; 

 

a) C  kapalı düzlemin standart topolojisinde  0x   noktası E  \ { }0x  cümlesinin 

sınır noktası olmasın ya da 

b) 0x   noktası E  \ { }0x  ‘ın sınır noktasıdır  ve  0x ’ın bir civarında subharmonik 

olan öyle  ( )xu   fonksiyonu mevcuttur ki  

 

( )
{ }

( )xuxu
Ex
xx

0

0
x\
,

0 lim
∈
→

>  

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

E  cümlesi  Cx
)

∈0   noktasında dağınık olmak üzere  CEC : E\ =
)

 

biçimindeki cümleye  0x  ’ın fine civarı denilir [Brelot,1971]. 

  

 Fine topoloji Hausdorf özelliğini sağlar ve tam regulardir. Standart topolojide 

kapalı olan fine civarlar, fine civarların bazını oluşturmaktadır. Öte yandan fine 

topoloji sayılabilirliğin  ne birinci ne de ikinci aksiyonunu sağlar [Fuglede,1976]. 

 

 E  cümlesinin dağınık olmadığı Cx ∈  noktaları cümlesine E ‘nin C  ’deki 

bazı denilir ve ( )Eb  ile gösterilir. ( )EbEE ∪=:
~

 cümlesine E ’nin C  ’deki fine 

kapanışı denir. Açıktır ki EE ⊂~
.  G ’nin C  ’deki fine sınırını Gf∂   ile gösterelim 

ve GCG ff ∂∩=∂ :  olsun. ( ) ( )Eb\
~

: EEi =  cümlesi E
~

 ’nin bütün irregular 

noktaları cümlesini göstermektedir. 

 

 Aşağıdaki özellik ancak iki boyutlu hal için geçerlidir. Eğer  G   fine açık, 

fine bağlantılı cümle ise (yani, fine bölge),  Ca∈   noktasının  G  için fine dış nokta 

olması için gerek ve yeterli koşul bu noktanın  G  için standart topolojide dış noktası 

olmasıdır. Yani fine bölgenin fine kapanışı standart topolojide de kapalıdır. 
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 CE ⊂   cümlesi  Cx ∈0   noktasında dağınık ise, 0x  merkezli, istenildiği 

kadar küçük yarıçaplı ve  E  ile ortak noktası olmayan çemberler mevcuttur [4, s.97].  

 

∈z C  noktası için  { }z  ’de toplanmış Dirac ölçüsünü  zε   ile, zε ’ın ⊂W C 

cümlesine süpürüşü (=sweeping out) denir ve wzε  ile gösterilir [Fuglede,1972]. 

 

Fine açık ⊂D C  cümlesinde tanımlanmış [ )+∞∞−→ ,: DU  fonksiyonu 

aşağıdaki koşulları sağladığında ona  D ’de finely hypoharmonik denir: 

  

1) U   fonksiyonu  D  ’de yukarıdan finely yarı süreklidir. 

2) Fine topolojinin D  ’ye izi, fine kapanışları D  ’ye dahil olan sınırlı fine açık V 

cümlelerinin oluşturduğu 

 

( ) ∫ ∈∀≤
*

VzUdzU CV
zε , 

 

eşitsizliğini sağlayan bir baza sahiptir. 

 

Yukarıdaki ∫
*

 ile aşağı integral gösterilmektedir (değişken işaretli 

fonksiyonların aşağı ve yukarı integralleri  için  [Bourbaki,1977, s.163-164] ’e bkz.). 

 

 Fine açık  D  cümlesinde tanımlanmış ve  D ’nin fine yoğun alt cümlesinde 

sonlu olan hypoharmonik fonksiyona fine subharmonik fonksiyon denir. 

 

CD ⊂  fine açık cümle olsun.  →D:ϕ  C  fonksiyonu aşağıdaki koşulu 

sağladığı taktirde ona   D ’de finely holomorf fonksiyon denir: Keyfi  Dz∈  

noktasının C  ’de kompakt olan öyle DV ⊂  fine civarı mevcuttur ki, ϕ  ’ nın V ’ye 

izi,  V ’nin bir açık civarında holomorf olan fonksiyonun V ’ye izi ile çakışıyor 

[Fuglede,1988]. 
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 Açık  CD ⊂  cümlesinde tanımlanmış  ϕ   fonksiyonunun finely holomorf  

olması için yeter ve gerekli koşul onun  D  ’de holomorf olmasıdır  [Fuglede,1988, 

s.126]. 

 

C  ’de  finely D  açık cümlesini ele alalım. 

 

 B.Fuglede aşağıdakileri ispatlamıştır [Fuglede,1972, s.96], [Fuglede,1988, 

Teorem 4]. 

 

Önerme 1. E  finely açık  D  cümlesinin polar alt cümlesi, u fonksiyonu D \ E ’de 

hypoharmonik, E ’nin her noktasının bir fine civarında yukarıdan sınırlı olsun. Bu 

takdirde  u  fonksiyonunun  D \ E  ‘ye tek hypoharmonik devamı vardır ve bu devam 

 

( ) ( ) Ezufinezu
z

∈∀=
∈
→

ς
ς
ς

E\D
,
lim  

 

formülü ile belirlenir. Bu önerme ve [Fuglede,1986] ’ deki Teorem 4’ den aşağıdaki 

sonuç çıkıyor. 

 

Önerme 2: DE ⊂   polar cümle,  →ED \:ϕ C  ‘de holomorf fonksiyonu E ’nin 

her noktasının bir fine civarında sınırlı olsun. Bu taktirde  ϕ  ‘nin  D ’ye finely 

holomorf devamı vardır. 

 

 Finely holomorf fonksiyonların sıfırları hakkında aşağıdaki önerme de 

Fuglede’nin   [Fuglede,1988]  çalışmasındadır. 

 

Önerme 3: D  fine bölgesinde tanımlanmış finely holomorf fonksiyonun sıfırları 

cümlesinin kuvveti sayılabilirden fazla değil. Fine açık D cümlesinde finely 

holomorf fonksiyonun her d sıfırının mertebesi sonlu olup aşağıdaki eşdeğer 

koşullarla belirlenir. 

 

1.   ( ) 0≠df n  ve nk <∀  için ( ) 0=df k  
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2    D ’de finely holomorf olan öyle g fonksiyonu vardır ki ( ) 0≠dg  ve    

( ) ( )( ) Dzdzzgzf n ∈∀−= . 

 

Eğer f fonksiyonu G ’de fine holomorf ise ( )ω,fk  ile ( )ωf  değerinin ω  

noktasındaki mertebesi gösterilsin. 

 

CE ⊂  için  E ’de  ∞−   değerini alıp,  C ’de supharmonik olan bir fonksiyon 

mevcut ise  E ’ye polar cümledir denir. 

 

 Tümleyeni ( )CG  polar olmayan fine açık ⊂G C cümlesi için, ∈zw, C , 

ς≠w olmak üzere, 

 

  ( ) ( )∫ −
−

= zd
z

zwg GC
G ςε

ςω
ω

log,  

 

formülü ile tanımlanan Green fonksiyonu mevcuttur. 

 

 ⊂B C açık cümle, ( ) ∈∈ zw,,1,0ε  C olmak üzere 

( ) { }zwzwl −= ,maxlog, εε  olsun. 

 

    ( )( ) ( ) BC
B dwlwlH ςεε ες ,.:,,. ∫=    (1.3) 

 

şeklinde ifade edelim. 

 

  Aşağıdaki önerme  P.M.Tamrazov ’un   [Tamrazov,1987]   çalışmasındaki 

önermenin benzeridir. 

 

Önerme 4: Keyfi   B∈ς    ve   ∈w C   değişkeni için 

 

( )( ) ( )ςςεε
,:,,.lim

0
whwlH BB =

→
   (1.4) 

limiti mevcut olup,  ∈w C  değişkenine göre fine subharmoniktir ve  
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( ) ( ) ∈∈∀=−− wBwgwwh BB ,,log, ςςςς C (1.5) 

 

formülü sağlanır. 

 

Đspat: Gw∈,ς   için  0→ε   koşulunda  ( )ςε ,wl   monoton azalarak ς−wlog  

’ye yakınlaşır.  (1.3) ’e  göre  (1.4)  limiti mevcut olup  

 

( ) ∫ ∈∈∀−= wBdzwwh BC
B ,log, ςες ς C 

 

 koşulunu sağlar. Green fonksiyonunun tanımına göre buradan   (1.5)   formülünü 

elde ederiz. 

 
G   fine açık cümle, G\Ca∈  nokta ve CGf →:  fonksiyonu için  

 

( )















∂∉

∂∈
−

=
∈
→

,0

;
log

log
lim

:

,

,

Gaeğer

Gaeğer
az

zf

f

f

f

Gz
az

Ga  

 

( )















∂∉∞

∂∈∞

=
∈

∞→

∞

.0

;
log

log
lim

:

,

,

Geğer

Geğer
z

zf

f

f

f

Gz
z

G  

olsun. 

 

1.2. Majorantlar 
 

Majorantlar, fonksiyonların sonlu fark, düzgünlük ve approksimatif 

özelliklerine göre sınıflandırılması amacıyla kullanılırlar. 
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( )tυ   fonksiyonu  (a,b)  aralığında tanımlı olsun. Eğer  

 

   ( )batttt
tt

,,),()(
2

2 2121
21 ∈∀+≥






 + υυυ  

 

özelliği sağlanıyorsa   ( )tυ  ’e  konkav fonksiyon denir. 

 

M  ile aşağıdaki koşulları sağlayan µ fonksiyonlar sınıfını göstereceğiz: 

 

1. ( ) [ )+∞→+∞ ,0,0:µ , 

2. ( ){ }0: >= xxI µµ  bağlantılı cümledir, 

3. ( )xµlog  fonksiyonu  µI   cümlesinde  xlog  ’e göre konkavdır. 

 

µI  ’in boş cümle olmadığı bütün Μ∈µ ’lerin sınıfını  *Μ   ile, *Μ∈µ   için  µI   

aralığının sol ve sağ uçlarını sırası ile  −
µx   ve  *

µx  ile gösterelim. 

Açıktır ki, ∞+≤≤≤ +−
µµ xx0  ve  

 

   
( )

( )
( )

( )x

x

x

x
xax log

log
lim:,

log

log
lim:0

µµµµ
∞→∞→

==   

 

limitleri mevcut olup, 

 

   +∞<−∞≥≥ ∞∞ µµµµ ,, 00   (1.6) 

 

eşitsizliklerini sağlarlar. 

 

( )∞+<> +−
µµ xx 0   ise ∞+=0µ  (uygun olarak ∞+=∞µ ) kabul edeceğiz. Eğer 

0≡µ  ise  0µ   ve  ∞µ  olarak  (1.6)  eşitsizliğini sağlayan keyfi sonlu sayılar olarak 

kabul edilir.  +∞<0µ   ise  0m   ile  000 1 mm ≤<− µ   koşulunu sağlayan tam 
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sayısını, −∞>∞µ   ise  ∞m   ile  1+<≤ ∞∞∞ mm µ   koşulunu sağlayan tam sayısını 

göstereceğiz.  Μ   ve  *Μ  sınıfları  [21]  ‘de incelenmiştir. 

 

Açıktır ki  ( ) αδδµ =   kuvvet majorantları  Μ  sınıfındandırlar. 
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II. BÖLÜM 
 

2. HARDY-L ĐTTLEWOOD T ĐPĐ TEOREMLER 

2.1. Yerel Hal 

 

Teorem1. ∈a C  sabit nokta;  ⊂G C\{ }a    tümleyeni   CG   polar olmayan fine açık 

küme; Μ∈µ ; Gf
~

(:  \ { } ∩)a C→C  fine sürekli fonksiyonu G  ’de fine holomorf 

ve 

 

 ( ) ( ) ( )Gzazzf f∂∈∀−≤ µ  \ { }a   (2.1) 

 

olsun. Eğer G  ’nin herhangi fine bağlantılı jG  komponenti için 

( ) ( )jj GGba
~=∈  

(benzer olarak ( )jGb∈∞ ) ise varsayalım ki,  

 

+∞<
jGaf ,       (2.2) 

 

(veya  

 

+∞<∞ jGf , ),     (2.2’) 

 

sağlanır. 

 

Eğer ( )jGba∉   (benzer olarak ( )jCGb∉∞ ) ise ilave olarak  

 

 ( ) ( ) ( )aaof
m →−=∞+< − ςςςµ 1

0
0,   (2.3) 

 

(veya 
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 ( ) ( )∞→=−∞< +
∞

∞ ςςςµ )(,
1m

of  )  (2.4) 

 

olsun. Bu taktirde 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

Gwfkwgaxf
wfw

G ∈∀







−−≤ ∑

=
ςςςµ

0:

,,exp  (2.5) 

Aşağıdaki sonuç Teorem1’ in genellemesidir. (2.1)  sınır koşulu yerine daha zayıf bir 

koşul konur. 

 

Teorem 2: ∈a C  sabit nokta; ⊂G C \ { }a  tümleyeni  CG  polar olmayan fine açık 

küme; Q  hiç bir polar olmayan kompakt içermez ve { }∈∞,a Q, Q Gf∂∈  koşullarını 

sağlayan cümle; ∈µ M ; →∈Gf C fine holomorf fonksiyonu  G ’nin a ve ∞ dan 

ayrık her kısmında sınırlı olup 

 

( ) ( ) ( )Gzazf f

Gz

fine ∂∈∀−≤
∈→

µς
ςς
lim

,

 \ Q (2.6) 

 

eşitsizliğini sağlasın. 

 

Eğer  G ’nin herhangi fine bağlantılı  Gj  komponenti için ( ) ( )jj GGba
~=∈  

(benzer olarak ( )jGb∈∞ ) ise varsayalım ki (6) (veya (6’)) sağlanır. Eğer 

( )jGba∉ (benzer olarak ( )jCGb∉∞  ) ise varsayalım ki  (2.3)  (veya (2.4)) sağlanır. 

Bu taktirde  (2.5)  eşitsizliği sağlanır. 

 

Teorem 2’nin Đspatı: { } { }1::1:: >−∩=<−∩= aGDaGD aa ςςςς  

olsun. 

 

  ( ) 0>∀≤ xxx νσµ    (2.7) 

  

eşitsizliğini sağlayan keyfi R∈> νσ ,0  sayılarını alalım. M∈µ  olduğundan bu 

mümkündür. Öyle σ>q  sayısı ele alalım ki  
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( ) { }1: =−∩∈∀< aGqf ςςςς   (2.8) 

 

olsun. Gösterelim ki, 

 

( ) aDaqf ∈∀−≤ ςςς ν   (2.9) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Varsayalım ki (2.9) doğru değil. D ile Da herhangi  bir ς ′  noktasında 

( ) νςς aqf −′>′  eşitsizliğinin sağlandığı fine bağlantılı komponentini 

gösterelim. D ’nin 

 

( ) νςς aqf −≥     (2.10) 

 

eşitsizliğini sağlayan tüm noktalar cümlesi  *D  olsun. ≠*D ∅ cümlesinin D  ‘de fine 

kapalı ve  D \ *D   ise boş olmayan fine açık olduğunu görürüz. Bundan dolayı 

DDD ff ∂∪⊂∂ * ,  ve  =∂∩ DD f ∅ olduğundan ( ) ( )** DDD fff ∂=∂∩∂  \ D 

ili şkisi sağlanır ve  (2.6) - (2.8)  eşitsizliklerinden  

 

( ) ( )Dzazqf f

Dz

fine ∂∈∀−≤
∈→

ν

ςς

ςlim
,

\Q, 

 

alıyoruz. Buradan ise  ∪⊂∂ DDf * Q  olduğu anlaşılıyor. Bu sonuncu ve  ∩D Q=∅ 

ili şkisinden  (çünkü Q =∩ G ∅ ve GD ⊂  ’ dir)  Q ( )** DD ff ∂=∂∩  \ D alıyoruz. 

Böylelikle Q ( ) ** DDD fff ∂∩∂=∂∩ . Demek ki Q *Df∂∩  cümlesi C ‘de fine 

kapalıdır ve bundan dolayı polardır. Q1 =:  Q { }( )*Da f∂∪∩  olsun. Q1 polardır ve 

( )Df∂  \ Q1 ≠  ∅    cümlesinde  

 



 

 

14 

( ) Dzazqf f

Dz

fine ∂∈∀−<
∈→

ν

ςς

ςlim
,

 \ Q1  (2.11) 

 

eşitsizliği sağlanır.  

 

G∈ς   noktası için ( ) ( )ςς fu log: =  olsun. Bu fonksiyon G cümlesinde 

hypoharmoniktir.  

 

Eğer   z = a   noktası D ’den fine ayrık ise o D’den standart topolojide de 

ayrıktır ve bundan dolayı teoremin koşuluna göre D ’de yukarıdan sınırlıdır. Bu 

taktirde D ’nin fine bağlantılı ve Q *Df∂∩  ’ ın polar olduğunu göz önüne alırsak 

(2.11)   eşitsizliği ve hypoharmonik fonksiyonlar için maksimum prensibinden 

[Fuglede,1988, s.76] 

 

( ) aDqau ∈∀+−≤ ςςνς loglog  

 

ili şkisini alıyoruz. 

 

Bu sonuncu aDD ⊂∈′ *ς  noktasında sağladığını varsaydığımız  (2.10)  

ili şkisine çelişki oluşturur. Demek ki bu halde  (2.9)  eşitsizliği sağlanır. 

 

Şimdi varsayalım ki a noktası  D ’nin fine sınır noktasıdır. Demek ki 

( )Dba∈   ve bundan dolayı  G ’nin  D ’yi içeren Gj komponenti için ( )jGba∈  

olacak. ( )jCGba∈    ve  +∞<
jGaf ,  haline bakalım. a noktasının bir  V  civarı için  

 

( )
,

log
sup ∞+<

−∩∈ a

zu

VG j ςς
 

 

olduğundan dolayı öyle ν>A  sayısı mevcuttur ki, 

( ) ( ) aAu −+= ςςςθ log:  fonksiyonu Da ’da yukarıdan sınırlıdır. Bu taktirde 

ς ′   noktasının yukarıdaki tanımı ve  (2.11)  eşitsizliğinden aşağıdakileri elde ederiz: 
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( ) ( ) ,loglog qaA +−′+>′ ςνςθ    (2.12) 

 

( ) ( ) ( )DzqazA f

Dz

fine ∂∈∀+−+<
∈→

logloglim
,

νςθ
ςς

 \ Q1 (2.13) 

 

(2.10)  ve  εl ‘nun  tanımından  

 

( ) ( ) ( ) ( )DzqzalA f

Dz

fine ∂∈∀++<
∈→

log,lim
,

ε
ςς

νςθ  \ Q1 

  

θ  fonksiyonu D ’de fine hypoharmonik olup yukarıdan sınırlıdır, ( )( )walH D ,,.ε  

fonksiyonu ( )1,0∈∀ε   için w ’ya göre fine harmonik ve aşağıdan sınırlıdır. 

Q *Df∂∩   cümlesi polar olduğundan (2.14) ve maksimum prensibinden ( )1,0∈∀ε  

için  

 

( ) ( ) ( )( ) DqalHA D ∈∀++≤ ςςνςθ ε log,,.  

 

eşitsizliği çıkıyor. 

 

Bu sonuncuda   0→ε    koşulundan limite geçip Önerme 4 göz önüne alınarak 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,log,loglog, DqagaAqahA DD ∈∀++−+=++≤ ςςςνςνςθ
 

alıyoruz. ( )jCGba∈  koşulundan ( )CDba∈  ve bundan dolayı ( ) 0, =ςagD . Demek 

ki 

 

( ) ( ) ,loglog DqaA ∈∀+−+≤ ςςνςθ  

 

bu ise  (2.12)  ile çelişiyor. Demek ki ( )jCGba∈  ve ∞<
jGaf ,  koşulundan da (2.9)  

sağlanır. 
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Şimdi varsayalım ( )jCGba∉  olsun. Teoremin koşulna göre   (2.3)   sağlanır.  

 

( ) ( )
( ) 10

: −−
=Ψ

ma

f

ς
ςς  

 

 fonksiyonu G  ’de fine holomorfdur ve  

 

( ) 0lim
,

=Ψ
∈→

ς
ςς

fine
Da

 

 

Önerme 2 ve 3’ü uygulayarak görüyoruz ki, a noktasına 0 değeri ile devam 

olunan ( )ςΨ  fonksiyonu { }aG ∪  ‘da fine holomorfdur ve a noktasında sonlu 

mertebeden sıfıra sahiptir. Demek ki, öyle k tamsayısı ve { }aG ∪  da fine holomorf 

ϕ  fonksiyonu vardır ki ( ) 0≠aϕ  ve  

 

( ) ( ) ( ) Gaf k ∈∀−= ςςςϕς    (2.15) 

 

Gaf ,  ‘nın tanımından Gafk ,−=  alıyoruz, yani Gaf ,  tamdır. Şimdi f 

fonksiyonunu  a  noktasında  (2.15)  eşitli ği ile { }aG ∪  da meromorf olacak şekilde 

tanımlayalım, öyle ki  k > 0  ise 0 noktası  k  mertebeden sıfır, k < 0 ise k  

mertebeden kutup oluyor. Açıktır ki GaDa ff ,, ≤ .  (2.7)  eşitsizliği ve 00 ,mµ  

sayılarının tanımından νµ ≥≥ 00m . (2.3)  koşulu ve  (2.15)  ilişkisinden 0mk ≥  

çıkıyor. 

 

Eğer  ( )*Dba∈   ise  (2.10) ’den - ν≤Daf ,  alıyoruz. Bu taktirde; 

 

GaDaGa fkmff ,00,, −=≤≤≤≤−≤− µν . 

 

Burdan .0 ν== mk  Teoremin koşulları  ve  (2.15) ’ dan  ϕ  ’nin  D ’da sınırlı 

olduğu gözüküyor. (2.11) ’den  ise 
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   ( ) ( )Dzq f

Dz

fine ∂∈∀≤Ψ
∈→

ς
ςς
lim

,

 \ Q1 

 

Demek ki  D ’de q≤)(ςϕ  ve 

 

( ) νςξ aqf −≤     (2.16) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

VC  cümlesi fine açıktır, demek ki, VDVCD ∩=I  cümlesi fine açıktır ve a 

noktasından fne ayrıktır. D \ V  cümlesinin her fine bağlantılı W komponenti için 

( ) DDVW ff ∂∪∩⊂∂  öyle ki, V  a merkezli istenilen kadar küçük yarıçaplı tam 

çemberler içerdiğinden dolayı W  cümlesi standart topolojide  a  noktasından ayrıltır. 

Bundan dolayı  f  fonksiyonu  W ’da sınırlıdır. ( ) DVWf ∩∩∂ ’de  (2.16)  sağlanır 

ve (2.11) ’den görürüz ki, ( ) DW ff ∂∩∂ cümlesinde kuazi her yerde  

 

( ) ν

ςς

ς azqffine
Wz

−≤
∈→
lim

,

. 

 

Bundan dolayı maksimum prensibinden [Fuglede,1972, s.76] alıyoruz ki  (2.16)  

eşitsizliği W ’de sağlanır ve demek ki  D  \ V ’de ve  D ’de sağlanır. Bu ise ς ′  ’de 

varsaydığımız eşitsizliğe çelişki oluşturur. 

 

Sonuç olarak ( )jCGba∉  halinde de  (2.9)  sağlanır.  

 

(2.9)   eşitsizliğinin benzeri  Da için de sağlanır. Bu aşağıdaki gibi yapılır: 

 

Önce 
a−

=
ς

ς 1
:1  dönüşümü altında  Da,  Q , G cümlelerinin görüntülerine bakalım. 

Bunlar ve ( ) ( ) ( ) 






===
x

xffa
1

:,:,0 1111 µµςς  fonksiyonları 
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,:,: 11 σσ =−= vv  qq =:1 sayıları için yukarıdaki mülahazaları uygulayalım. Bu 

mümkündür, çünkü gösterilen dönüşüm altında teoremin koşulları invarianttır. 

Sonuçda  (2.9) ’e  benzer eşitsizlik alıyoruz ki, ters dönüşüm yaparsak 

 

( ) aDaqf ∈∀−≤ ςςς ν
   (2.17) 

 

elde ederiz.  (2.8),  (2.9)  ve  (2.17)’ den  

 

   ( ) Gaqf ∈∀−≤ ςςς ν
.  (2.18) 

 

Şimdi varsayalım ki   G ’de  

 

    ( ) νςσς af −≤   (2.19) 

 

eşitsizliği sağlanmıyor. Bu taktirde öyle σσ >′  var ki  G ’de 

 

( ) νςσς af −′≤   (2.20) 

 

eşitsizliği sağlanmıyor. 

 

G′  ile; G ’nin  (2.20) eşitsizliğinin sağlanmadığı ς ′  noktasını içeren bir fine 

bağlantılı cümlesini gösterelim. 

 

    ( ) νςσς af −′≤    

   

eşitsizliğinin sağlandığı bütün G′∈ς  noktaları cümlesi noktaları cümlesi *G  olsun. 

Yukarıdaki *Df∂  özelliklerinin ispatına benzer argümanlarla görürüz ki; Q *Gf∂∩  

cümlesi kapalıdır, ve demek ki polardır. Bununla birlikte 

 

( ) ( )Gzazf f

Gz

fine ′∂∈∀−≤
′∈→

ν

ςς

σςlim
,

 \ ( )*GQ f∂∩ . (25) 
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( ) ( )
νςσ

ς
ςµ

a

f

−
= log:  fonksiyonu G′  ’de fine hypoharmoniktir ve yukarıdan 

sınırlıdır. Varsayalım ki,  ( )Gf ′∂  \ ( ) ≠∂∩ *GQ f ∅. Bu taktirde ( )ςϕ  fonksiyonuna 

maksimum prensibini [Brudnii,1977, s.76] uygulayalım ve  (2.21)  göre 

 

( )
G

a

f ′∈∀≤
−

ς
ςσ

ς
ν 0log  

 

ve bundan dolayı 

 

( ) Gaf ′∉∀−≤ ςςσς ν
. 

 

Bu sonuncu  G′  ’de  (2.19)  eşitsizliğinin bozulduğuna çelişki oluşturur. Demek ki, 

( )Gf ′∂  \ ( ) =∂∩ *GQ f ∅ ve  Gf ′∂   cümlesi Q  ’ya dahildir, öte yandan fine 

kapalıdır, bu taktirde polardır. Sonuçta =′G C \ GGf =′∂  ve buradan  

 

  ⊂⊂′ GG C \ Q⊂ C \ GGf ′⊂′∂ , 

 

yani 

==′ GG C \ Q=C \ =′∂ Gf C \ Gf∂ , Q= GG ff ∂=′∂ .  

 

Bu ise teoremin koşullarındaki  CG  polar değildir koşuluma çelişki oluşturur. 

Demek ki G ’de  (2.19)  sağlanıyor. Şimdi  Z  ile  f  fonkfiyonunun   G ’deki  

sıfırlarının herhangi sonlu cümlesini gösterelim. G ’de aşağıdaki fonksiyonu 

tamamlayalım: 

 

( ) ( ) ( )∑
∈

+=
Zw

GZ wfkzwgf ,,log ςϑ . 

 

( ) ( )aZ −− ςσςϑ log  fonksiyonu G ’de hypoharmonik ve yukarıdan sürekli sınırlı 

olup, (2.19)’ den dolayı G ’nin bütün regular sınır noktalarında  



 

 

20 

 

( ) ( )[ ] 0loglim
,

≤−−
∈→

ν

ςς

ςσςϑ aZ

Gz

fine  

 

eşitsizliğini sağlar. Maksimum prensibine  [Fuglede,1972, s.76]  göre  

 

( ) ( ) GaZ ∈∀≤−− ςςσςϑ ν
0log . 

 

Buradan  

 

   ( ) ( ) GaZ ∈∀−≤ ςςσςϑ ν
log   (2.22) 

 

Bu sonuncu eşitsizlik  (2.7)  koşulunu sağlayan her R∈ν   ve  0>σ  sayıları 

için geçerlidir.  

 

Şimdi  G∈0ς   ve G ’nin ′
0ς ’içeren fine bağlantılı komponenti ( )0ςG  olsun. 

 

Önce varsayalım ki *M∈µ  . Eğer +− <−< µµ ς xax 0  ise  (2.7)  eşitsizliğini 

sağlayan öyle R∈ν  ve 0>σ  bulmak mümkündür ki 

 

( ) νςσςµ aa −=− 00  

 

olsun. Buradan ve (2.22)’dan  

 

( ) ( )aZ −≤ 00 log ςµςϑ .   (2.23) 

 

Eğer [ ]+−∉− µµς xxa ,0  ise , R∈ν  ve 0>σ  sayılarını (2.7) sağlanacak ve 

ν
ςσ a−0   büyüklüğü önceden verilmiş keyfi 0>ε  sayısını aşmayacak şekilde 

seçmek mümkündür . Bundan dolayı   (2.22) ’  dan  
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( ) −∞=0ςϑZ     (2.24) 

 

olur. 

 

Eğer a−0ς  sayısı  −
µx   ve  +

µx  dan birine eşit ise, 0ς  noktası G ’nin fine iç 

noktası ve  ( )ςf   fine sürekli olduğundan dolayı ( ) −∞=0ςϑZ . Demek ki, eğer 

*M∈µ  ise tüm hallerde  (2.23) sağlanır. 

 

Eğer 0≡µ  ise, her R∈ν  ve 0>σ  için  (2.7)  sağlanır ve buradan da her 

G∈0ς  için  (2.23),  (2.24)  sağlanır.  (2.23)  eşitsizliğinden 

 

( ) ( ) ( ) ( ) Gwfkwgaf
Zw

w ∈∀






−−≤ ∑
∈

ςςςµς ,,exp  

 

alıyoruz. 

 

Bu sonucudan Z ’nin keyfi sonlu sınıflar cümlesi olduğu ve Önerme 3 göz 

önüne alınarak  (2.5) elde edilir. 

 

2.2. Global Hal 

 

 Fine açık CG ⊂  cümlesi için ( ) ( )( )iCGGCCGb ∪=  ve 

( ) ( )
lff GGCGb ∂=∂∩  ili şkilerinin sağlandığı açıktır. 

 

Teorem: CG ⊂  tümleyeni CG polar olmayan fine açık cümle; M∈µ  ve 

CGf →≤ ~
:;10µ  fine sürekli, G ’de fine holomorf ve G ’nin her sınırlı kısmında 

sınırlı fonksiyon olup 

 

( ) ( ) ( ) zGzzzff f ≠∂∈∀−≤− ςςςµς ,,  (2.25) 
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koşullarını sağlasın. 

 

G ’nin fine bağlantılı  Gj  komponenti için jG
~∈∞  ise  (2.2’); ( )if G∂∈∞  ise 

0≥∞µ  ve  (2.4)  koşullarının sağlandığını varsayalım. Bu taktirde  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
{ }

( ) ( )

zGzfkgzzff

zff
G

G ≠∈∀
















−−≤− ∑
=

∈

ςςωςωςµς
ω

ω
,,,,exp

,z\

                   (2.26) 

olur. 

 

Đspat: ( )
lf G∂∈ω  noktasını alıp, onu sabit kabul ederek ( ) ( ) ( )ωςςϕ ff −=  

fonksiyonuna bakalım. ∞=z  noktası için (2.2’) koşulu +∞<∞ jG,ϕ  koşuluna 

eşdeğerdir. Eğer ( )
if G∂∈∞

)
 ve 0≥∞µ  ise (2.4) koşulu 

( ) ( ) ∞→= +∞ ςςςµ ,1mo ’a eşdeğerdir. 

 

Demek ki, ( )ςϕ  fonksiyonu Teorem 1’in koşullarını sağlar ( (2.1)’e  benzer 

koşulun sağlandığı açıktır). Bundan dolayı Teorem 1’e göre 

 

( ) ( ) ( ) zCGGz
lf ≠∩∈∀∂∈∀−≤ ςςςωµςµ ,

~
,  (2.27) 

 

alıyoruz. 

 

Şimdi ( ) GGz if ∪∂∈0  olsun. ( ) ( ) ( )0zff −=Ψ ςς  fonksiyonuna ispatın 

bundan önceki kısmını uygularsak  (2.27) ’ü elde ederiz. ( )CGbz ∉0  ve 10 ≤µ  

olduğunu gözönüne alırsak,  (2.25)  ve  (2.26) ’den görüyoruz ki Ψ  fonksiyonu 

(2.1)-(2.4) koşullarını sağlar. Bundan dolayı 

 

( ) ( ) ( ) { }∞∈∀−≤− ,z\ 
~

000 Gzzzzfzf µ . (2.28) 

 

(2.27) ve (2.28)’den  
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( ) ( ) ( ) ςςςµς ≠∩∈∀−≤− zCGzzfzf ,
~

,   (2.29) 

 

Şimdi   z  noktasını değişmez kabul edelim. 10 ≤µ   koşulundan görüyoruz ki 

 

( ) ( ) ( )( ) aaOzff →−=− ςςµς , .  (2.30) 

 

Eğer ( )
if G∂∈∞  ise 0≥∞µ  ve (2.4) koşulundan 

 

( ) ( ) ( )( ) ∞→−=− ςςµς ,aOzff   (2.31) 

 

alıyoruz. 

 

( ) ασµ tt ≤  koşulunu sağlayan herhangi 0>σ  ve ( )+∞∞−∈ ,α  sayılarını alalım. 

L ile ( ) ( )zff −ς  fonksiyonunun { }z\G ’deki  herhangi sıfırlar cümlesini alalım ve 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α

ω
ςσωςωςς zfkgzffu

L
GL −−+−= ∑

∈

log,,log  (2.32) 

 

şeklinde gösterelim. 

 

(2.29) ve (2.32) ’den görüyoruz ki ( )ςLu  fonksiyonu { }a\G  ’da hypoharmonik olup 

( )Lf GG f\ ∂∂  . ( )zu  noktalarında pozitif değildir. Bundan dolayı maksimum 

prensibine göre  

 

( ) { }a\0 GuL ∈∀≤ ςς  

 

buradan  

 

( ) ( ) ( ) ( ) α

ω
ςσωςως zfkgzff

Z
G −≤







− ∑
∈

,,exp . 
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Şimdi { }z\G∈ς  noktasını sabitleyelim. Teorem 1’in ispatının (2.22) ’den sonraki 

kısmını tekrarlarsak  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zfkgzff
Z

G −≤






− ∑
∈

ςµωςως
ω

,,exp  

 

elde ederiz. Z cümlesinin herhangi sonlu sıfırlar cümlesi olduğu gözönüne alınır ise 

(2.26) elde edilir. 



 

 

25 

3. SONUÇ 
 

Bu tezde kompleks düzlemin fine açık cümlelerinde tanımlanmış fine holomorf 

fonksiyonlar için yalınkat olamamanın etkisinin de hesaba katıldığı yeni Hardy-

Littlewood tipi teoremler ispatlanmıştır. 
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