T.C.
GEBZE YUKSEK TEKNOLOJ I ENSTITUSU
MUHENDISLIK VE FEN BILIMLERI ENSTITUSU

FINELY ANAL ITIK FONKSIYONLARIN BIR
SINIR OZELLIGI HAKKINDA

H.Sevda ERSEZER
YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANAB iLIM DALI

GEBZE
2001



T.C.
GEBZE YUKSEK TEKNOLOJi ENSTITUSU
MUHENDISLIK VE FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

FINELY ANALITIK FONKSIYONLARIN BIR
SINIR OZELLIGI HAKKINDA

H.Sevda ERSEZER
YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI
Prof.Dr.Tahir ALIYEV

GEBZE
2001



OZET

iki bolimden olgan bu tezde kompleks diizlemin fine acik alt climiletien

tanimlanmg fine holomorf fonksiyonlarin bir sinir 6zedliincelenmigtir.

Standart topolojide holomorf fonksiyonlar icin HgrHittlewood tipi
teoremlerle verilen bu 6zellikazidaki gibidir:

G bdlgesinde analitikG ‘de surekli f fonksiyonu ve bazi kallarn sa&layan

(04w ) [O,+oo) majoranti i¢in sinirdaki
|f(c)—f(z)|sy(|c—z|) O¢,z0dG, C# 2
Ozelliginden
|f(c)—f(z)|s,u(|c—z|) 0¢,z0G,C#2
bdlge 6zellgi elde edilir.

Bilogaritmik konkav denilen majorantlar ve holomofdnksiyonlar icin
problem tam olarak ¢o6zulnllive hatta bakilan fonksiyonlarin yalinkat olup

olmamasinin etkisi incelenstir.

Tezde, yukaridaki problemler fine analitik fonksijar icin incelenmitir. ki
kisimdan olgan birinci b6limde 6nce problemin tarihgesi ve Kagw ele alinmytir.
Birinci kisimda fine holomorf ve fine hipoharmoniknksiyonlarin tanimlari ve
kulanilan temel 6zellikleri verilngj ikinci bélimde bilogaritmik konkav majorantlar

sinifi tanitilmgtir.

ki kisimdan olgan ikinci bélumde ise fine holomorf fonksiyonlaririg
yalinkat olmamanin etkisinin de dikkate algidHardy-Littlewood tipi teoremler

ispatlanmgtir. Birinci kisimda yerel hal, ikinci kisimda glabhal yer almaktadir.



SUMMARY

In this work a boundary properties of finely holamploic functions, defined on

finely open subsets of complex plane, is investidat

In standart topology, for holomorphic functionsstiproperties which are called

Hardy-Littlewood type theorems is given as follows:

The functionf is holomorphic in open s& and continious in closuré . The
majorant (O,+oo) - [O,+oo) is satisfying some conditions. Using the

following property at the boundary

|f(c)—f(z)|s,u(|c—z|) 0¢,z00G,¢#z
the domain property

| 1(0)-f(2)| <u(|¢ -2]) 0¢,z0G,¢# 2.

is obtained.

The problem is solved completely for bilogarithmioncave majorant and

holomorpic functions. Moreover, in domain inequastmultivalence is accounted.

In this thesis, the problem, defined above is itigated for the fine analytic
functions. In chapter one, there are two subsectiorthe first part the definitions
and basic properties of fine holomorphic and figharmonic functions are given.
In the second part the bilogarithmic majorantssciagiefined.

In chapter two, Hardy-Littlewood type theorems, iathis accounting for

multivalence, are provided for the fine holomorphinctions.

Similarly, there two subsections in chapter twotHe first part, local cases are

considered. In the second part, global cases arsd=red.
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|. BOLUM
1. GIRIS

Bu tezde Hardy-Littlewood tipi teoremler, fine holorf fonksiyonlar icin

yalinkat olmamanin etkisi de hesaba katilarak gmo®lstir.

Holomorf fonksiyonlar icin bu tip teoremlerin uygmdgl alanlardan

bazilarini:

Cauchy tipi ve singuler integrallerin incelenmesi,
Riemann sinir dger problemi,

Yaklasim teorisinin diz ve ters teoremleri,

P wbd PR

Konform homeomorfizmalarin dizgi@iintn incelenmesi, v.s.
dir.

Once ilgili problemi holomorf fonksiyonlar iginafle edelim.

C kompleks dizlemin bir noktali kompakdiailmasi, G 0 C acik kiimef
fonksiyonu G 'de siirekli ve G 'de analitik olsun.G O C kiimesi ve w(0)
majoranti (yani bazi kuollari salayan a):(O,+oo)a [O,+oo) fonksiyonu) hangi

kosullari s&lamalilar ki gagidaki gerektirmeler dgru olsunlar:
1) Eger
|f(c)—f(z)|sa)(|c—z|) 0¢,z00G,¢#z
ise, bu taktirde
|f(c)—f(z)|sCa)(|c—z|) 0¢,z0G,C#2 (1.1)

buradaC>1 ¢ ve z’den b&imsiz sabittir.



2) z,00G sabit noktasi i¢in

| f(c)—f(zo)|sa)(‘c—zo‘) O¢ 008G, ¢# z,
ise bu taktirde

| t()-f(z)|<Cw(|c-2]) O¢ OG, ¢ # z, (1.2)
buradaC =1 ¢ 'den b&imsiz sabittir.

Hardy G.H. ve Littlewood J.E. [Hardy, 1923], Jgrgktirmesini,G daire ve
()= 37 (a =sabit 0(01] ) durumunda ispatlagtirlar. G Jordan bélgesi ve
a)(5)=5"’ durumunda Warschawski S.E. [Warschawski,1932]g&ektirmesini,
Wilash J.L. ve Sewell W.E. [Sewell,1940], 1) genekBsini ispatlangtirlar, dyle ki
her iki sonugta deC = 1 'dir. (w{d) = dlin J] icin de benzer sonuglar elde editiri)

Sewell 1942 vyilinda yayinlanan [Sewell,1942] maadgda simdi
Warschawski-Wlash-Sewell problemleri olarak adlateh bir dizi agik problem

ortaya koymstur. Bunlardan birisi Warschawski-Wlash-Sewell'inukaridaki
sonuclarini  Jordan boélgelerinden daha genel bélgelee 5",5|In5| gibi

majorantlardan daha genel sureklilik tipi majolarat genellgtiriimesi problemidir.

Bu konuda bazi sonuclar Magranadze L.G., Gagua ,M®ronimus Y.L.,

Brudny Y.A. ve Hopenhaus |L.E. tarafindan elde egiim Jordan bélgeleri (bazi
sinirlamalar ile) vew(d)=|1nd| ™" (p>0) (ve buna benzer ger somut
majorantlar) icin de sonuclar aligir [Tamrazov,1986- Tsuji,1959]. Daire igin

genellikle kesin olmayan (sureklilik moduli Uzeriak sartlar konuldgunda kesin
olan) bazi sonuclar da elde edigtimi [Brudnii,1960- Geronimus ,1954].

1971 yilinda Tamrazov P.M., Warschawski-Wlash-Sewgroblemini

cbzmigtir [Tamrazov,1971]. Problemin ¢6zUmiU icin yeni autar ortaya



koymuwstur. Bu metodlar problemi daha genel olarak formi@emeye imkan
vermisti. Tamrazov P.M. ¢ok genel olan, cokgtamtili (hatta sonsuz aantil),

bdlge siniflari ve sinirninsagl kapasite ygunlugu pozitif olan acik kiimeler ve
normal majorantlar sinifi (bu sinif streklilik madddipli majorantlar sinifindan ¢ok

daha geniir) icin yukaridaki sonuclar elde etgtir [Tamrazov ,1971-1975].

1979 yilindan bgayarak yukaridaki problemler kuvvet majorantlayari
w(3)=07) igin Trahimchuck Y.Y. [Trahimchuck,1979], Schegkii A.l.

[Schekorskii,1982], Tamrazov P.M. [Tamrazov ,19&¢hring F.W., Hayman W.K.
ve Hinkkanen A. [Hinkkanen ,1982] tarafindan taraiginislerdir.

1984 yilinda Aliyev T.H. ve Tamrazov P.M. tarafindasagidaki problemler

ortaya konulmstur:

1. (1.1) ve (1.2) gtsizliklerinde fonksiyonun vyalinkat olmamasininkisinin
incelenmesi,

2. Yukaridaki sonuclarin meromorf fonksiyonlara géssgiriimesi.

Kuvvet ve daha genel olan bilogaritmik konkav majdtar (yaniloga)(et)

konkav) icin her iki problem Aliyev T.H. ve TamrazoP.M. [Aliyev ,1987-
Tamrazov,1986] tarafindan Green fonksiyonu dilinden ¢ozulmgtar. (1.1) ve
(1.2)’'de sinirda yalinkat olmamanin etkisi problemicoztulmgtir [Aliyev ,1999].

Bu tezde 1 ve 2 problemleri bilogaritmik konkav orantlar ve kompleks
duzlemin fine acik cumlesinde tanimlagrfine holomorf fonksiyonlar i¢in yalinkat
olmamanin etkisi de hesaba katilarak ¢oz gt

1.1. Hypoharmonik ve Finely Holomorf Fonksiyonlar

A.Kartan fine topolojini, butiin subharmonik fonksijarin sirekli oldgu
topolojilerin en zayifi olarak tanimlangtr. Fine topoloji bildgimiz Euclid
topolojisinden kuvvetlidir. Fine civarlari M.BreldBrelot,1971-Fuglede,1976-

Schekorskii,1982] tarafindan tanimlagmdaginiklik termininde de karakterize



etmek mumkundir. C genellgtiriimis kompleks duzlem olsun. sagidaki

kosullardan biri sglandginda E O C cumlesi X, noktasinda daniktir diyecgiz;

a) C kapall diizlemin standart topolojisind®, noktasiE \ {x,} ctimlesinin

sinir noktasi olmasin ya da

b) x, noktasiE \{x,} ‘in sinir noktasidir vex,’in bir civarinda subharmonik

olan dyle u(x) fonksiyonu mevcuttur ki

u(x)> Tim u(x)

X Xg,
XOE\{ X0}
esitsizligi saglanir.

E cimlesi x,0C noktasinda danik olmak iizere C\E=:CE

bicimindeki cimleye x, "in fine civari denilir [Brelot,1971].

Fine topoloji Hausdorf 6zeflini sazlar ve tam regulardir. Standart topolojide
kapali olan fine civarlar, fine civarlarin bazinlugiurmaktadir. Ote yandan fine

topoloji sayilabilirligin ne birinci ne de ikinci aksiyonunu@ar [Fuglede,1976].

E clUmlesinin dginik olmadgl x OC noktalari ciimlesin€ ‘nin C ’deki
bazi denilir veb(E) ile gosterilir. E:=EOb(E) cumlesineE 'nin C 'deki fine
kapang! denir. Aciktir ki EC E. G'nin C 'deki fine sininnidG ile gosterelim
ve 9,G:=Cnd(G olsuni(E):=E\b(E) cumlesi E 'nin bitiin irregular

noktalari cimlesini gostermektedir.

Asagidaki 6zellik ancak iki boyutlu hal i¢cin gecerlidiEger G fine acik,

fine balantil cimle ise (yani, fine bblge)aDE noktasininG ic¢in fine ds nokta
olmasi icin gerek ve yeterli kol bu noktaninG igin standart topolojide ginoktasi
olmasidir. Yani fine bélgenin fine kapanstandart topolojide de kapalidir.



EOC cumlesi X, OC noktasinda danik ise, X, merkezli, istenilcdgi

kadar kucuk yaricapl v& ile ortak noktasi olmayan ¢cemberler mevcuttuis[87].

2UUC noktas! igin {2} 'de toplanmy Dirac dlguisuinii £, ile, £,'in WO C

cumlesine supusill (=sweeping out) denir ve,' ile gosterilir [Fuglede,1972].

Fine aclk DOC cumlesinde tanimlanguU :D - [—oo,+oo) fonksiyonu

asagidaki kasullari s&ladiginda onaD ’de finely hypoharmonik denir:

1) U fonksiyonuD ’de yukaridan finely yari sureklidir.
2) Fine topolojininD 'ye izi, fine kapanglari D 'ye dahil olan sinirh fine acik¥

cumlelerinin olgturdusu

U(2)< [ude 0zOV,

esitsizligini saglayan bir baza sahiptir.

Yukaridaki j ile aagl integral goOsteriimektedir (gesken karetli

fonksiyonlarin g@agi1 ve yukari integralleri igin [Bourbaki, 1977, 63:164] 'e bkz.).

Fine aclk D cumlesinde tanimlangve D ’nin fine ygsun alt cimlesinde

sonlu olan hypoharmonik fonksiyona fine subharmdaiksiyon denir.

DOC fine acik cumle olsun. ¢:D - C fonksiyonu aagidaki kasulu
sgladigl taktirde ona D ’'de finely holomorf fonksiyon denir: Keyfi z[OD
noktasininC 'de kompakt olan 6yl&/ [1 D fine civari mevcuttur kig * ninV'ye

izi, V 'nin bir acik civarinda holomorf olan fonksiyonun 'ye izi ile ¢aksiyor
[Fuglede,1988].



Acik D OC cumlesinde tanimlanm ¢ fonksiyonunun finely holomorf

olmasi igin yeter ve gerekli kol onun D ’'de holomorf olmasidir [Fuglede,1988,
s.126].

C 'de finelyD acik cimlesini ele alalim.

B.Fuglede sgagidakileri ispatlamgtir [Fuglede, 1972, s.96], [Fuglede,1988,

Teorem 4].

Onerme 1 E finely acik D cumlesinin polar alt ciimlesi, fonksiyonuD \ E 'de
hypoharmonik,E 'nin her noktasinin bir fine civarinda yukaridanigi olsun. Bu

takdirde u fonksiyonununD \ E ‘ye tek hypoharmonik devami vardir ve bu devam

u(z) = finelim u(c) OzOE
abE

formulu ile belirlenir. Bu 6nerme ve [Fuglede,198@leki Teorem 4’ densagidaki

sonug ¢ikiyor.

Onerme 2: EOD polar cimle, ¢:D\E — C ‘de holomorf fonksiyontE 'nin
her noktasinin bir fine civarinda sinirli olsun. Biktirde ¢ ‘nin D ’ye finely

holomorf devami vardir.

Finely holomorf fonksiyonlarin sifirlari hakkindasagidaki onerme de
Fuglede'nin [Fuglede,1988] cahasindadir.

Onerme 3: D fine bolgesinde tanimlanmfinely holomorf fonksiyonun sifirlari
cumlesinin kuvveti sayllabilirden fazla gle Fine acik D cumlesinde finely
holomorf fonksiyonun herd sifirinin mertebesi sonlu olupsagidaki edeger
kosullarla belirlenir.

1. f"(d)#0 ve Ok<n igin f*(d)=0



2 D 'de finely holomorf olan 6yleg fonksiyonu vardir ki g(d)#O ve

f(z) = g(z)(z-d)" 0zOD.

Eger f fonksiyonuG 'de fine holomorf isek(f,w) ile f(w) deserinin «

noktasindaki mertebesi gosterilsin.

EOC icin E’'de —c deserini alip, C 'de supharmonik olan bir fonksiyon

mevcut iseE 'ye polar cimledir denir.

Tamleyeni (CG) polar olmayan fine acikG OO0 C cumlesi icin, w,z[IC ,

w # ¢ olmak Uzere,

w—Zz
Js (W,Z):I |Ogﬁ d €<CG (Z)

formuld ile tanimlanan Green fonksiyonu mevcuttur.

BOC acik cumle, £0(01), w,zO C olmak tzere

I, (w,z)=logmax{ &,| w-z|} olsun.

Hg (1, (w,).¢ ):=I I, (w,)des® (1.3)
seklinde ifade edelim.

Asagidaki onerme P.M.Tamrazov 'un [Tamrazov,1987]alismasindaki

onermenin benzeridir.

Onerme 4:Keyfi ¢0OB ve wOC desiskeniigin

limH, (1, (w,).¢c)=:h; (w,) (1.4)

-0

limiti mevcut olup, wlIC deziskenine gore fine subharmoniktir ve



hs (W,¢)-log|w-¢| = g (W) O¢ OB,wOC (1.5)

formula sglanir.

ispat: ¢, wOG igin &£ - 0 kosulunda I,(w,¢) monoton azalarakog| w—¢ |
'ye yakinlgir. (1.3) 'e goére (1.4) limiti mevcut olup

he (w,¢ )= log|w-z]| d&l® O¢OB,wlC

kosulunu sglar. Green fonksiyonunun tanimina gore buradan.5) (1 formalint
elde ederiz.

G fine acik cimlealdC\ Gnoktavef:G - C fonksiyonu igin

—— log| f(z
Iimg|—()| eger allo,G;
22| log z-al|
foo:=
0 eger allo,G,
—1log f(z -
Iimg|—()| eger ©[10:G;
a6 lOg|Z|
foo: =
0 eger 000G.
olsun.
1.2. Majorantlar
Majorantlar, fonksiyonlarin sonlu fark,

duzgunluk e v approksimatif
Ozelliklerine gore siniflandirilmasi amaciyla kuilarlar.



u(t) fonksiyonu (a,b) aralginda tanimli olsun. ger

20(%j >u(t,) +u(t,), Ot,t, O(ab)

ozelligi sazlaniyorsa u(t) 'e konkav fonksiyon denir.

M ile asagidaki kasullari sglayanp fonksiyonlar sinifini gosteregie:

1.u: (0+0) = [0+0),

2.1, ={x :1(x)> 0} baglantili cumledir,

3.log ,u(x) fonksiyonu |, cumlesindelogx 'e gore konkavdir.
|, 'in bos cimle olmadil bitiin #OM ’lerin sinifini M™ ile, #OM" igin |
aralginin sol ve sauglarini sirast ilex, ve x:, ile gosterelim.

Agiktir ki, 0< X, < X, < +00 ve

o logu(x) . _ o logu(x)
c=1 : D= lim—25%
T i og( T T g )
limitleri mevcut olup,
Ho 2 My, HoZ—, U, <+ (1.6)

esitsizliklerini saglarlar.

x, >0 (x; < +oo) ise (4, =+ (uygun olaraky, =+ o) kabul edecgiz. Eger
H=0ise y, ve u, olarak (1.6) gtsizligini saglayan keyfi sonlu sayilar olarak

kabul edilir. p, <+ ise m, ile m,-1<py,<m, Kkosulunu sglayan tam
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sayisini, i, >—-oco ise m_, ile m, <u, <m, +1 kosulunu sglayan tam sayisini

gOsterecgiz. M ve M™ siniflari [21] ‘de incelenngir.

Aciktirki 4(3)=3° kuvvet majorantlarM sinifindandirlar.
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Il. BOLUM

2. HARDY-LITTLEWOOD T iPi TEOREMLER

2.1. Yerel Hal

Teoreml. allC sabit nokta;G 0 C\{a} tiimleyeni CG polar olmayan fine agik

kime; uOM ; f :(é \{a}) n C - C fine surekli fonksiyonuG ’de fine holomorf

| 1@)| <u(]z-a]) 0z0(0,6) \ {4} (21)

olsun. Ber G ’nin herhangi fine bgantih G; komponenti igin

an(Gj) (: éj)

(benzer olarakeo [] b(Gj )) ise varsayalim ki,

foo <+ (2.2)

(veya
fog <t), (2.2
sglanir.

Eger al] b(G]. ) (benzer olarake [ b(CGj )) ise ilave olarak

fo<+o, t()=olc-a™™) (¢~ a) (2.3)

(veya
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p,<—o, f(g)=o(¢c|™) (¢c-)) (2.4)

olsun. Bu taktirde

| f(x)|s,u(|c—a|)ex;{— gG(W,C)k(f,W)} O¢0G  (2.5)

w: f (w)=0
Asagidaki sonu¢ Teorem1’ in genellemesidir. (2.1) rskaosulu yerine daha zayif bir

kosul konur.

Teorem 2: alIC sabit nokta;G O C\ {a} tumleyeni CG polar olmayan fine acik
kiime;Q hic bir polar olmayan kompakt icermez {@oo} 0Q, QO EG kosullarini

sglayan cumle;u UM ; f OG - C fine holomorf fonksiyonuG 'nin a vec dan

ayrik her kisminda sinirl olup

finelim | f(c)su(|z-al)| 0z00,6)\Q  (2.6)

¢-2z,¢0G
esitsizligini saglasin.

Eger G ’'nin herhangi fine bgantili G; komponenti icinall b(Gj)(: éj)
(benzer oIarakoon(Gj)) ise varsayallm ki (6) (veya [p saglanir. Eger
all b(Gj) (benzer olarakeo Db(CG].) ) ise varsayalim ki (2.3) (veya (2.4)gka1r.

Bu taktirde (2.5) g@tsizligi saglanir.

Teorem 2nin fispat: D,:=Gn{¢:|¢-a|<1} D,:=Gn{¢:|¢c-a|>1

olsun.

u(x) < ox Ox >0 (2.7)

esitsizligini sgglayan keyfi g >0, vOR sayilarini alahm.4O0M oldugundan bu

mumkindur. Oyleq > o sayisi ele alalim ki
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11 (c)|<q 0¢0Gn{¢:|¢-a|=1} (2.8)
olsun. Gosterelim ki,
[ f(¢)[<al¢-al" O¢OD, (2.9)
esitsizligi saglanir.

Varsayallm ki (2.9) dgru desil. D ile D, herhangi bir ¢ noktasinda
| f(¢')|>al¢ —al" esitsizliginin saglandgl fine baglantill komponentini

goOsterelimD 'nin
[ f(¢)|zal¢-al" (2.10)

esitsizligini sagglayan tim noktalar ctimlesD, olsun. D, #0 cimlesininD ‘de fine
kapall ve D \ D, ise bg olmayan fine acik oldiunu gortrtiz. Bundan dolayi
9,D.0D0Od,D, ve Dnd,D=0 oldusundan (9,D.)nd,D=(0,D.) \ D
ili skisi sgzlanir ve (2.6) - (2.8) sitsizliklerinden

finelim |f(¢d)sq|z-a|’ 0z0(9,D )\Q,

¢-z,40D

alyoruz. Buradan ised, D. 0 D 0 Q oldusu anlgiliyor. Bu sonuncu veD n Q=0

iligskisinden (¢cunkiQnG=0 ve DOG "dir) Qno,D. =(6fD*) \ D aliyoruz.
Boylelikle Qnd,D. =(0,D )nd,D.. Demek kiQnd,D. ciimlesiC ‘de fine
kapalidir ve bundan dolay! polard®; := Qn ({a} 0a,D.) olsun.Q, polardir ve

(6fD) \Q.# [J cumlesinde
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finelim | f (¢)| <q| z-a 0z0d,D \Q (2.11)

¢-z,0D
esitsizligi saglanir.

¢OG noktasi icinu(¢):=log| f (¢ )| olsun. Bu fonksiyonG cumlesinde

hypoharmoniktir.

Eger z = a noktasiD 'den fine ayrik ise d’den standart topolojide de

ayriktir ve bundan dolay! teoremin skbuna goreD 'de yukaridan sinirlidir. Bu

taktirde D 'nin fine baslantih ve Qn 0,D. ’ In polar oldgunu gz online alirsak

(2.11) gitsizligi ve hypoharmonik fonksiyonlar i¢cin maksimum prdmsden
[Fuglede, 1988, s.76]

u(¢)<vlog| ¢c-al+logqg O¢OD,
ili skisini aliyoruz.

Bu sonuncu ¢'0OD. 0D, noktasinda s#adigini varsaydiimiz  (2.10)
ili skisine celgki olusturur. Demek ki bu halde (2.9)kitsizligi saglanir.

Simdi varsayalim kia noktasi D ’'nin fine sinir noktasidir. Demek ki

all b(D) ve bundan dolayiG 'nin D 'yi iceren G komponenti iginan(Gj)

oIacak.an(CGj) ve f,q <too haline bakalim. a noktasinin b civari icin

L < + 00,
«6,nv | log| ¢ - a ‘
oldugundan dolayi oyle A>| v | sayisl mevcuttur ki,

8(¢):=u(c)+ Alog| ¢ —a| fonksiyonuD, 'da yukaridan sinirlidir. Bu taktirde

¢' noktasinin yukaridaki tanimi ve (2.11gitgzliginden gagidakileri elde ederiz:
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6(c')>(v+A)log|¢ -al+logq, (2.12)

finelim é6(¢)<(v+A)log| z-a|+logq DZD(afD) \Q, (2.13)

¢-z,40D

(2.10) vel,'nun tanimindan

finelim é(c)<(v+A)l, (az)+logg 0z0(0,D )\ Q

¢-2z,0D

6 fonksiyonuD ’'de fine hypoharmonik olup yukaridan sinirlidid , (Ig(a,.),w)
fonksiyonu DgD(O,l) icin w 'ya goére fine harmonik ve sagidan sinirhdir.
Qnd,D. cumlesi polar oldgundan (2.14) ve maksimum prensibindHD(O,l)

icin
0(c)<v+A)H, (I,(a.)¢)+logqg O¢OD
esitsizligi ¢cikiyor.
Bu sonuncuda & — 0 kosulundan limite gecip Onerme 4 g6z 6niine alinarak

6(c)<(v+A)h,(ac¢)+logg=(v+A)log|¢-al+g, (ac¢)+logg O¢OD,

aliyoruz. a0b(CG, ) kosulundanab(CD) ve bundan dolayg,, (a,¢)=0. Demek
Ki

8(c)<(v+A)log|¢—-al+logq O¢OD,

buise (2.12) ile ¢aliyor. Demek kia[l b(CGj) ve fa,ej <o kosulundan da (2.9)

sgilanir.
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Simdi varsayalimaJb ( CGJ.) olsun. Teoremin kalna gore (2.3) $anir.

fonksiyonuG 'de fine holomorfdur ve

finelim w(¢)=0

¢-a,cD

Onerme 2 ve 3'li uygulayarak goriiyoruz &inoktasina O deeri ile devam

olunan W(¢ ) fonksiyonu G 0{a} ‘da fine holomorfdur vea noktasinda sonlu
mertebeden sifira sahiptir. Demek ki, Okleamsayisi veG D{a} da fine holomorf

¢ fonksiyonu vardir kig (a) # 0 ve

flc)=0(c)(¢c-a)k O¢cO0G (2.15)

f,e ‘nmin tammindan k=-f, . aliyoruz, yani f ,; tamdir. Simdi f
fonksiyonunu a noktasinda (2.15)siigi ile G D{a} da meromorf olacakekilde
tanimlayalim, dyle ki k > 0 ise O noktasik mertebeden sifik < 0 ise | k|
mertebeden kutup oluyor. Aciktir kif, , <f, .. (2.7) aitsizligi ve u,,m,
sayllarinin tanimindam, = 1, 2v. (2.3) kaulu ve (2.15) ikkisinden k =m,
cikiyor.

Eger all b(D*) ise (2.10) 'den f,, <v aliyoruz. Bu taktirde;

Burdank =m, =v .Teoremin keullari ve (2.15) ’ dang 'nin D ’da sinirh

oldugu gozukuyor. (2.11) 'den ise
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finelim ¥(¢)<q 0z0(@,D)\ Q@

¢-z,40D

Demek kiD 'de ¢ (¢)<q ve

| £(¢)|<al¢c-al (2.16)
esitsizligi saglanir.

CV cumlesi fine aciktir, demek kDNCV =D nV cumlesi fine aciktir ve
noktasindan fne ayriktiD \ V cumlesinin her fine gantili W komponenti igin
o.WQ (\7 N D)Daf D oyle ki, V amerkezli istenilen kadar kicuk yaricapl tam
cemberler icergiinden dolayiW cumlesi standart topolojida noktasindan ayriltir.

Bundan dolayif fonksiyonu W'da sinirhdir. (afW)m V n D 'de (2.16) sglanir

ve (2.11) 'den goruriiz kifd ;\W)n @, D cumlesinde kuazi her yerde

finelim |f(¢)|<alz-al

¢-z,60W

Bundan dolayr maksimum prensibinden [Fuglede,1%/26] aliyoruz ki (2.16)
esitsizligi W 'de salanir ve demek ki D \ V 'de ve D 'de salanir. Bu ise¢’ 'de

varsaydgimiz ssitsizlige celiki olusturur.

Sonug olaraka Jb(CG, ) halinde de (2.9) gtanir.

(2.9) aitsizliginin benzeri D? icin de sglanir. Bu aagidaki gibi yapihr:
Onceg;: :% donisumi altindaD?®, Q , Geumlelerinin gorintilerine bakalim.

Bunlar ve a,=0,f(¢):=1(¢), w(x):= ,u(%j fonksiyonlari
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V,:=-V,0,:=0, Q,:=qsayllar i¢cin yukardaki mulahazalar uygulayaliBu
Sonucda (2.9) e benzeyitsizlik aliyoruz ki, ters dongilm yaparsak
| f(¢)|al¢c-al O¢ OD? (2.17)
elde ederiz. (2.8), (2.9) ve (2.17) den
| f(¢)|=<al¢-al 0¢OG. (2.18)
Simdi varsayalim ki G 'de
1t (¢)|so|¢c-al (2.19)
esitsizligi saslanmiyor. Bu taktirde dyles' > o var ki G 'de
|t (¢)|<o'|¢c-al (2.20)
esitsizligi saslanmiyor.

G' ile; G 'nin (2.20) gitsizliginin sgglanmadgl ¢’ noktasini iceren bir fine

baglantili cimlesini gosterelim.
| f(¢)|sa'|¢-al

esitsizliginin sgslandgl batin ¢ 0G' noktalari cimlesi noktalari ciimle€. olsun.

Yukaridaki 0, D. 6zelliklerinin ispatina benzer argimanlarla goruki; Qn EG*

cumlesi kapalidir, ve demek ki polardir. Bununldilktie

finelim | f(¢)|<o|z-a 0z00,6)\(Qnd,G.). (25)

¢ - z,¢0G'
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| £ (¢)

| fonksiyonu G' ’de fine hypoharmoniktir ve yukaridan
o|¢—a

,u(c):z log

sinirhidir. Varsayalim ki,(afG') \ (Q n afG*)i 0. Bu taktirdeg (¢ ) fonksiyonuna

maksimum prensibini [Brudnii, 1977, s.76] uygulayake (2.21) goére

Iogi)vso O¢dG’
gl¢-4
ve bundan dolayi
f(c)|sol¢c-al O¢cOG' .

Bu sonuncu G' 'de (2.19) sitsizliginin bozuld@guna celski olusturur. Demek ki,

(0,6)\(@nd,G.)=0 ve 9,G' cumlesiQ ‘ya dahildir, 6te yandan fine

kapalidir, bu taktirde polardir. Sonug@=C\ 0,G' =G ve buradan
Gg'oGcocCc\Quc\o,G'OG,

yani

G'=G=C\Q=C\9,G'=C\9,G,Q=0,G'=0,G.

Bu ise teoremin kallarindaki CG polar dgildir kosuluma celgki olusturur.
Demek kiG 'de (2.19) saglaniyor. Simdi Z ile f fonkfiyonunun G ’'deki
sifirlarinin  herhangi sonlu climlesini goOstereli®. 'de aagidaki fonksiyonu

tamamlayalim:

9, =log| f (c)|+m% ds (W, 2) k (f,w).

3,(¢)-log(o| ¢ —a|) fonksiyonuG 'de hypoharmonik ve yukaridan stirekli sinirls

olup, (2.19)’ den dolay® 'nin butin regular sinir noktalarinda
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finelim |2, (¢)-1og(o| c-a])]<0

¢~ 2406
esitsizligini saglar. Maksimum prensibine [Fuglede,1972, s.76]eg06r
ﬁz(c)—log(a|c—a|v )sO OcOG.
Buradan
3,(¢)<log (0'| c—a|”) O¢cOG (2.22)

Bu sonuncu gtsizlik (2.7) koulunu sglayan herv DR ve o >0 sayilari

icin gecerlidir.
Simdi ¢, 0G veG'nin cO' 'iceren fine bglantill komponentiG (co ) olsun.

Once varsayalim kiuOM ™ . Eger x;, <| ¢, —a|<Xx; ise (2.7) gitsizligini

sgilayan dylev R ve g > 0 bulmak mumkuandar ki
ul|co-al)=0l¢-af
olsun. Buradan ve (2.22)’dan

3,(¢o)<logu (| ¢, -al). (2.23)

Eger |c0—a|D[x;, x;] ise , vVOR ve o> 0 sayillarini (2.7) gdanacak ve

a‘ $o —a‘v blyukligt 6nceden verilngi keyfi £ > 0 sayisini gmayacaksekilde

secmek mumkundur . Bundan dolayr (2.22) ' dan
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192 ((’O) = —00 (2.24)
olur.

Eger| ¢, —a| sayisi x; ve x; dan birine git ise, ¢, noktasiG 'nin fine i¢
noktasi ve f(¢) fine surekli oldgundan dolayid,(¢,)=—-~. Demek ki, ger

uOM’ ise tim hallerde (2.23)ganir.

Eger =0 ise, hervrOR ve ¢ >0 icin (2.7) sglanir ve buradan da her

¢, UG igin (2.23), (2.24) sdanir. (2.23) gtsizliginden

| f(c)|s,u(|c—a|)ex;{—m§ gw(w,c)k(f,w)} O¢cOG

aliyoruz.

Bu sonucudarZ 'nin keyfi sonlu siniflar cimlesi oldwu ve Onerme 3 goz
onune alinarak (2.5) elde edilir.

2.2. Global Hal

Fine agk GOC cumlesi icin b(CG)=C(GO(CG)i) ve
b(CG)na,G=(0,G) iliskilerinin sazlandg agikur.

Teorem: G OC tumleyeni CG polar olmayan fine acik cimleudM ve

My <1, f :G - C fine stirekli,G 'de fine holomorf veG 'nin her sinirli kisminda

sinirl fonksiyon olup

1 f(¢c)-f(D|<sul|¢c-2]) 0¢,z00,G, ¢#2 (2.25)
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kosullarini s&lasin.

G 'nin fine baglantih G; komponenti i(;inooDCSj ise (2.2); OOD(éfG )i ise

M, =20 ve (2.4) keullarinin sglandigini varsayalim. Bu taktirde

1t (¢)-f@)|<u(|¢c-2|)exd- ds (¢ )k (f,w) 0¢,z0G,¢# 2
(2.26)

olur.

Ispat: a)D(afG)I noktasini alip, onu sabit kabul edergk(¢c )=f (¢ )- f (w)
fonksiyonuna bakalim.z = noktas! i¢in (2.2") keulu ¢m,ej<+°° kosuluna
esdeserdir.  Eger [ (¢§fG)i ve 4,20 ise (2.4) keulu

u(c)=0(]¢| ™), ¢ - o'aedegerdir.

Demek ki, ¢ (c) fonksiyonu Teorem 1'in kallarini sglar ( (2.1)’'e benzer

kosulun sglandigl aciktir). Bundan dolay! Teorem 1’e gore
lu(e)|su(|w-¢]) DZD(afG)I,DCDéﬂC,C?fZ (2.27)

aliyoruz.

simdi z,0(0,G,)0G olsun. W(¢)=f (¢ )-f (z,) fonksiyonuna ispatin
bundan 6nceki kismini uygularsak (2.27) 'U elderid z, Db(CG) ve U,<1

oldugunu gozonune alirsak, (2.25) ve (2.26) 'den goniz ki ¥ fonksiyonu
(2.1)-(2.4) kaullarini sglar. Bundan dolayi

| f(2)-f (zo)|su(|z—zo|) 0z0G\{z,,}.  (2.28)

(2.27) ve (2.28)'den
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| f(z)—f(c)|s,u(|z—c|) Oz,¢c0GNnC,z#% ¢ (2.29)
Simdi z noktasini dgismez kabul edelimy, <1 kosulundan goriyoruz ki
f(c)-f(z)=0(u(|¢c-al)), ¢-a. (2.30)

Eger co [ (EG)i ise i, =0 ve (2.4) kgulundan
fle)-f@@=olull¢c-al)). ¢-w (2.31)

aliyoruz.

1 (t)< o t° kosulunu sglayan herhangio >0 ve a (- o,+®) sayilarini alalim.

Lile f(¢)- f(z) fonksiyonununG \{z}'deki herhangi sifirlar ciimlesini alalim ve
u (¢)=log f (¢)-f (z)+> gs (w.¢ ) k(f,w)-log (0'| c—z|”) (2.32)
L

seklinde gosterelim.

(2.29) ve (2.32) 'den gériiyoruz ki, (¢) fonksiyonuG \{a} *da hypoharmonik olup
afG\(afG)L . u(z) noktalarinda pozitif dgldir. Bundan dolayi maksimum

prensibine gére
u, (¢)=<0 OcOG \{a}

buradan

HARICIECH gs(wm)k(f,w)}saw—zr-
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Simdi cDG\{z} noktasini sabitleyelim. Teorem 1’in ispatinin @.2den sonraki

kismini tekrarlarsak

[1(6)-1 ()] e Saclac )k (1.0) |<u(lc-7)

elde ederizZ cuimlesinin herhangi sonlu sifirlar cimlesi @dwg6zonine alinir ise
(2.26) elde edilir.
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3. SONUC

Bu tezde kompleks dizlemin fine agik cimlelerira@rmlanmg fine holomorf
fonksiyonlar icin yalinkat olamamanin etkisinin desaba katilgh yeni Hardy-
Littlewood tipi teoremler ispatlanstir.
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