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OZET

TEZIN BASLIGl: LINEER OLMAYAN SIRADAN DIFERANSIYEL
DENKLEMLERLE MODELLENEN DINAMIK SISTEMLERDE KARARLILIK,
DALLANMA, NORMAL FORM ANALIZI, KESIN VE YAKLASIK KORUNAN
BUYUKLUKLER

YAZAR ADI . [ILKNUR KUSBEYZi

Siradan diferansiyel denklemlerle modellenen dinamik sistemlerin
incelenmesinde ve aciklanmasinda kararlilik analizi ve bununla iligkili
dallanma diyagramlarinin ve rezonant normal formlarin buyidk énemi vardir.
Bu calismada birbiri ile ilgisi de bulunan Maxwell — Bloch ve Lotka — Volterra
fiziksel modellerine bu analizler uygulanmigtir. Cesitli genellestirmeler ile bu
sistemlerin kararlihk oOzelliklerini ve dallanma spektrumunu genisletmek

mumkunddr.



SUMMARY

TEZIN BASLIGI: STABILITY, BIFURCATION, NORMAL FORM ANALYSIS,
EXACT AND APPROXIMATELY CONSERVED QUANTITIES IN
DYNAMICAL SYSTEMS MODELED BY NONLINEAR ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS

YAZAR ADI . ILKNUR KUSBEYZi

In studying dynamical systems, stability analysis, related bifurcation
diagrams and resonant normal forms are very important in the study and
clarification of dynamical systems represented by ordinary differential
equations. In this work these analysis have been applied to two related
physical systems, namely the Maxwell — Bloch and Lotka — Volterra models.
It is possible to extend the stability and bifurcation spectrum of these systems

by various generalizations.
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1. GIRIS

Dogadaki en basit sistemler lineer modellerle anlagilabilir. Lineer
modeller Ust Uste bindirme ilkesine uyduklar i¢in ¢6zimuU basit olmakla
birlikte verecekleri bilgi sinirlidir. Lineer olmayan sistemler ise ¢cok daha
degisik ve karmasik davraniglar gosterir. Bu olagan digi gibi gorulen
davraniglar ilk gbézlemlendiklerinde katastrof, karmasik ve kaotik olarak

nitelendirilmiglerdir.

Lineer olan basit harmonik salinici ve lineer olmayan basit sarkag
modellerini ele alalim. Basit harmonik salinici, genligi ne olursa olsun sabit
bir frekansta salinim yapar. Lineer olmayan basit sarkag¢ ise kuguk genlikler
icin harmonik salinici gibi davranir. Genlik arttikca frekans genlige bagimli
olarak degisir. Genligin, sarka¢ uzunlugunun iki katina gelmesi durumunda
ise sistem salinim yapabildigi gibi donme hareketi de yapabilir. Lineer
olmayan sistemler, bir parametresindeki ¢ok kuguk degisiklik sonucunda
tumuyle farkli bir fiziksel davraniga gecebilir. Bu olaya dallanma, dallanmaya
neden olan parametreye dallanma parametresi, olayin olusma noktasina ise
dallanma noktasi denir. Lineer olmayan dinamik sistemler yukaridaki basit
Oornekte goruldugu gibi dallanma noktalari civarinda karmasik bir yapi
sergilerler. Sistemin bagli oldugu parametrelerine sirasi ile birer veya ikiser
olarak degistirildiginde bir dallanma noktasi etrafindaki niteliksel yapida

degisiklik meydana gelir.

Siradan diferansiyel denklemler fiziksel sistemlerin modellenmesi igin
Newton’dan beri kullanilmaktadir. incelenen sistemlerin karmasikligi arttikca
lineer olmayan denklemlerle modellenmeleri gerekmis, bu modellerin
goOsterdigi  alisiimamis davranislar modelin  anlagiimasi igin  6nem
kazanmigtir. Bu calismada bu 06zellige sahip ve birbiri ile ilgili iki sistem
incelenmigtir. Bunlardan ilki bir oyukta lazer elektrik alanini inceleyen
Maxwell denklemleri ile bu alanla etkilesen atomlarin davranisini inceleyen
ve Schrodinger denklemine benzeyen Bloch Modelini birlestiren Maxwell -

Bloch (MB) denklemleridir. Maxwell — Bloch denklemleri kendi baslarina
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lineer sistemler olmakla birlikte etkilesme igeren sistem lineer degildir. Ikincisi
ise av avcl modelleridir. Lazer dinamigini tasvir eden Maxwell - Bloch
modellerinin av avci modeliyle iliskisi ilgi ¢ceken bir arastirma konusudur,
nifus tersinmesi ile Ust dizeyde kalan elektronlar ile taban durumuna gegis
yaparak foton yayan elektronlarin av avci modelindeki gibi davranis

gOstermeleri beklenir.

He — Ne lazeri icin Maxwell - Bloch sistemi ¢ok sayida parametre
icerdiginden bu parametrelerin her birinde kaotik davranis ve dallanma gibi
potansiyel bir zenginlige sahip olmasi beklenir. Bu gerekge ile tez
calismasinda Lotka — Volterra (LV) ve Maxwell - Bloch sistemlerinin dinamik
incelenmesi yapilmistir. Ote yandan Maxwell - Bloch sisteminde belirtiimis
yan kosullar kullanilarak elde edilmis fiziksel anlam tasiyan 6zel ¢ézimlerin
fiziksel olmayan parametre dederleri gerektirip gerektirmedigi arastiriimistir.
Lineer olmayan dinamik sistemlerin 6ncelikle Hopf dallanmalari olmak lGzere

dallanmalarinin anlasiimasinda normal form yénteminin de énemi vardir.

Bu tezde genellestiriimis Lotka — Volterra ve Maxwell - Bloch sistemleri
ve benzeri dinamik sistemlerin denge noktalari civarinda incelenmesi ve
kaotik davranis mekanizmalari arastiriimigtir. Bu incelemeden yararlanarak

irdelenebilecek global dzellikler elde edilmeye ¢alisiimistir.

Bu inceleme icin uygulanmis olan yontemler dinamik sistemler teorisinin
lineerlestiriimis kararlilik analizinden baglanarak merkez katmanlar, normal

formlar ve Lyapunov fonksiyonlari gibi degisik yontemleridir.

Bir manyetik momentin manyetik alandaki davranigini tanimlayan Bloch
modeli dogrusal oldugu igin kaotik davranisa yol agamaz. Ancak alternatif
akim manyetik alaninin ¢ok kuvvetli oldugu durumlarda faz uzayini yogun
olarak dolduran yorungelere rastlamak mumkindur. Pozitif Lyapunov
usselleri ile tanimlanabilen kaotik davranig i¢in dogrusal olmayan terimlerin
eklenmesi gerekir, bunun en kolay yolu da Maxwell - Bloch denklemlerini
birlikte incelemektir. Boylece, Maxwell - Bloch denklemleri ile modellenebilen

lazerlerin kaotik davranig gosterecek olasi parametre degeri bolgeleri
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incelenmigtir. Bu parametrelerin en buyluk pozitif Lyapunov Usselleri
gOsterdigi  degerlerin ikinci tip lazerlere karsihik geldigi anlasiimistir.
incelemekte olan Maxwell - Bloch denklemlerinin dzel kosullar altinda Avci-
Av sistemine donusturulebildigi saptanmistir.  Kararlihdin  kaybolmasi,
sistemin kaotik davranigsa gecisi ve yapisal kararliik gosteren limit
cevrimlerinin incelenmesi bu nedenle énemlidir ve bu inceleme de dallanma

analizi ile gergeklestirilir.

Son yillarda lineer olmayan sistemlerde kararllik analizi i¢in yogun
olarak incelenen bir problem sinifi ayni ortami paylasan iki veya daha ¢ok
canlinin etkilesmesini modelleyen, avci — av sistemi denilen modellerdir. Avci
— av problemi, ayni ortami paylasan ve bir tirtin digerini avladidi farkl tarlerin
ndfuslari arasindaki iligkiyi ifade eden bir model sunar. Avin pozitif bir
parametre ile lineer buayime sagladigi varsayilmigtir. Avci tirler ise bir diger
parametre kimesi ile avcilar arasindaki rekabet oranini simgeleyen bir lineer
olmayan etkilesim ile avlari tuketirler. Ayrica avcilarin dogal olum orani
negatif bir parametre ile verilmigtir. Parametreler degistirildiginde sistemin
niteliksel yapisinda ve c¢ekicilerinde degisiklikler oluyor ise bu degisikliklere
dallanma denir ve analizleri dinamik sistemi anlamada Oonemli vyer
tutmaktadir. Canlilardan bazilari digerlerini avlar, ayrica canlilarin dogum ve
O0lum oranlari da parametrelerle verilir. Bu sekilde ilk ortaya atilan model
Lotka — Volterra modelidir. Bu model daha karmagsik modellerin baslangi¢
noktasi olarak onemli ise de kararlilik problemleri nedeniyle gergekgi bir
fiziksel model degildir [Lotka, 1925 ve Ruiping, 2009]. Bu eksikligi ortadan
kaldirmak igin polinom olmayan etkilesmeler ile yerel olmayan etkilesmeler
kullaniimistir. Bu c¢alismada ise kararhligi artirici yonde daha basit bir
yaklasim oldugu dusundlen ve Nutku tarafindan 6nerilmis olan kuibik
etkilesme incelenmigtir [Nutku, 1990]. Dallanma ve kararlihgin numerik
analizi MATCONT paketi kullanilarak yapilmistir [Kuznetsov, 1995 ve
Kuznetsov, 2006].
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2. MAXWELL - BLOCH DENKLEMLERININ
YAKLASIK COZUMLERI VE OLASI LOTKA -
VOLTERRA DAVRANISLARI

Bu bolimde MB denklemlerine dayali lazer modellerinin oOzellikleri
incelenmistir. Kararlihk ve kaotik davranis arastiriimasi icin kullanilan
Lyapunov Usselleri ve dallanma analizi ile ilgili on bilgiler verilmig, bu
tekniklerle genellestirilen hesaplarin detay ve sonuglari verilmistir. Ek olarak
denklemlerin 6zel c¢ézimleri incelenmis, bunlardan birinin belirli kosullar
altinda LV sistemine indirgendigi gozlenmigtir. Donusturtlmus sistemlerdeki

salinimli ¢ézamlerin varhginin éneminin nedenleri ¢calisiimistir.
2.1 Kaotik Davranig Kriterleri

Genel kullanimda kaotik davranis ya da kaos s6zcugu duzensiz durum
anlamini tasir. Lineer olmayan sistemlerin lineer sistemlerin aligiimig
davranisindan degisik davranig goOstermesi nedeniyle bu tir davranig
duzensiz olarak nitelendirilmigtir. Kaosun evrensel olarak kabul gormus bir
tanimi yoktur. Matematik literatirinde en yaygin olarak kullanilan tanim ise

su ug kriterin varhgina dayanir:

1. Sistem baslangi¢c kosullarina duyarli olmalidir. Diger bir deyimle,
sistemin herhangi bir noktasindan gegen yorungenin istenildigi
yakinliktan gecen ¢ok degisik zamanda bir yoringe mevcut olmaldir.
Bu kriterin bir diger ifadesi baslangi¢ kosullarinin bir ¢evrime
yakinsamamasidir. Pratikte bu kriter yerine ¢ok yakin yorungelerin

birbirinden ayrilma hizi ile ilgili Lyapunov usselleri kullanilir.

2. Sistem topolojik olarak karisma veya gecis saglamalidir. Diger bir
deyimle sistemin evrimi faz uzayinin herhangi bir bolgesinin verilen
herhangi bir diger bolge ile cakismasi yeterince zaman icinde mumkun

olmalidir.



3. Sistemin periyodik yorungeleri yogun olmahdir. Diger bir deyimle,
sistem uzayinin herhangi bir noktasinin istenilen yakinliginda periyodik

bir yoriinge bulunmalidir.

Bu kriterlerden bazilarini saglayan ancak kaotik olmayan sistemler
vardir. Ornegin lineer bir sistem olan Bloch denklemi, alternatif akimh alan
bileseninin yeterince siddetli olmasi durumunda son iki kriter saglanabilir,
ancak pozitif Lyapunov Usseli yoktur. En siklikla kullanilan pratik bir kriter ise
sistemin en buyuk Lyapunov Usselinin pozitif olmasidir [Wolf, 1985 ve Geist,
1990].

Bir zaman evriminin baslangi¢ kosulu &x(0) seklinde kuguk bir
tedirgemeye tabi tutulursa, bu tedirgemenin zaman igcinde 6x(t) olarak
artmasi veya azalmasinin ussel hizina karakteristik ¢carpana Lyapunov usseli
denir. x(t), x € R™ seklinde verilen bir yériingeye t, baslangi¢c aninda §x(t,)
tedirgemesi x(t,) - x(ty) + 6x(t,) seklinde uygulandiginda Sekil 2.1°de
gosterildigi gibi tedirgenen yoéringenin temel yoringeden Ussel uzaklagsma
hizi Lyapunov usseli 1 ile belirlenir [Ott, 1993 ve Wolf, 1985].

Dogal olarak n boyutlu bir uzayda birbirinden bagimsiz n tedirgeme
vektorl secilebilecegi icin n adet degisik Lyapunov Usseli tanimlanabilecektir.
Lyapunov Usselleri sistemin karakteristikleri hakkinda bilgi verirler.
Sistemdeki butiin Lyapunov Usselleri negatif ise sistem dizenli, eger en az
bir pozitif Lyapunov Usseli varsa sistem kaotik, birden fazla pozitif Lyapunov
usseli olan sistemler ise hiper-kaotik olarak siniflandirilirlar. Hamiltonyen
sistemlerde Lyapunov ussellerinin toplami sifir oldugundan Hamiltonyen kaos
icin pozitif Lyapunov Usseli olmakla birlikte Gssellerin toplami 0 olmalidir [Ott,
1993 ve Wolf, 1985].



x(0) x(?) = x(0)e™

Sekil 2.1. Lyapunov usselinin tanimi

Zamanda surekli dinamik sistemlerin  Lyapunov  ussellerinin
hesaplanmasinda kullanilan yontemler ¢ogunlukla 6nce daha genisletiimis
(tedirgenen yorungeler hakkinda bilgi igeren) bir dinamik sistemin
olusturulmasini, ardindan da olusturulan bu sistemin entegrasyonunu
gerektirirler. Entegrasyon adimi ¢ogu zaman elle hesaplanamayacak kadar
karigik olabilir, bu nedenle bir simgesel programlama paketi yardimi ile
genigletiimis  sistemin  olusturulmasi ve islem sonucunun sayisal
hesaplamaya uygun bir dile aktarilarak entegrasyonun gergekletiriimesinde
yarar vardir [Geist, 1990]. Ayrica, sayisal entegrasyon asamasinda da
entegratorin secimi, duyarlikik ve kesim hatalari gibi birtakim konularin
dikkate alinmasi gereklidir. Bu c¢alismada dordincli dereceden Kkalite
kontrolli Runge Kutta sayisal entegrasyon yontemi kullaniimigtir [Eckmann,
1985 ve Eckmann, 1986].

Lyapunov Ussellerinin hesaplanmasinda kullanilan yontemler su sekilde

siniflandirilabilir:
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1. Wolf ve Benettin tarafindan Oonerilen, yorungelerin dogrudan

varyasyonuna dayanan ve bu ¢alismada kullanilan grup [Wolf, 1985].

2. Surekli zamanli algoritmalar [Geist, 1990 ve Wiesel, 1993].

3. QR veya benzeri 6z deger yontemleri kullanan grup [Eckmann, 1986].

4. Diger yontemler; bunlar arasinda bazi sistemlere uygulanabilen cebirsel

yontemler sayilabilir [Roepstorff, 1993].

ilk Gc kategoriye giren algoritmalarin detayli bir siniflandiriimasi Geist

tarafindan verilmistir [Geist, 1990].

2.2 Maxwell - Bloch Modeli

Bloch modeli lazer alanina rezonant kipte baglanmis olan atomlarin
evrimini ifade eden Schrodinger benzeri lineer bir denklemdir. Bu sistemden
kaotik bir davranis genellikle beklenmemekle birlikte zamanla sinUsoidsel
davranis gosteren alternatif akim bilesenlerinin yeterince gucli kipte
baglanmis durumunda faz uzayinda yogun yoérungeler kaotik goranumlu
bolgelere yol acabilir [Erneux, 2000 ve Hacinliyan, 2010]. Elektromanyetik
alan ile maddenin etkilesimi veren Maxwell denklemlerini Bloch sistemi ile
birlestirme, sisteme lineer olmayan terim eklemenin bir yoludur. Bu durumda
pozitif Lyapunov Usselleri ile kanitlanabilen kaotik davranig gorulebilir. Bu
sistemler genellikle lazer modelleri olarak ifade edilir. Kaosa gegis lazer oyuk
frekansi ile atomik oyuk dikine elektrik ve manyetik alanlar (transverse
electical and magnetic field) iceren kipleri arasindaki rezonans Uzerine
kuruludur [Arecchi, 1985 ve Haken, 1985].

Lazer dinamikleri igin modeller ile avci — av sistemlerini iligkilendirmek
konusunda birgok deneme yapilmistir. LV modeli lazer modellerindeki dikey
Hopf dallanmalarini agiklayan (alan yogunlugu ve nuifus tersinmesindeki
cevrimlere ait) salinimh ¢6zimler vermesi ile bilinir. Bununla birlikte bu

¢ozumler yapisal kararh degillerdir [Khanin, 1975 ve Broer, 2005].
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Alani ifade eden Maxwell denklemlerinin bir oyuktaki Schrodinger
denklemi ile tanimli N adet iki dizeyli atoma rezonant bir sekilde baglanmis
(kuplajl) oldugu kabul edilmistir. Alan siddeti (E), polarizasyon (P) ve nufus
tersinmesi (A) ile kuple edilmistir. Atomik frekans ile oyuk frekansi rezonans
saglayacak sekilde segcildigi icin £ ve P reeldir. Bu denklemlerde yer alan

parametrelerin fiziksel anlamlari agagida verildigi gibidir [Arecchi, 1985].

4, : NUfus tersinmesinin denge (kararli durum) degeri,

¥; - Nifus tersinmesinin denge degerine Ustel yakinsamasini saglayan
sdnUm parametresi,

k : Elektrik alanin oyuk duvarlarinda soguima ve lazerden gikan isik
nedeniyle olugan sdnumu veren parametre,

y, . Polarizasyonda, atomik carpisma, kendi kendine i1sinma gibi
sureclerde olan sdGnumu veren parametre,

g : Bloch ciftlesme sabiti.

Bu kosullar altinda MB denklemleri su sekildedir [Arecchi, 1985 ve
Haken, 1985]:

E = —kE + gP

P=—-y,P+gEA
A= —y,(A— Ay) — 4gPE.

Bu sistemin U¢ denge konumu vardir. Bunlardan merkez rolunde olan
E =P =0, A=A, noktasinda lineerlestiriimis 6z degerlerden biri pozitif ve
diger ikisi negatif oldugu icin kararsizdir. Diger iki 6z deger ise a kuglk bir
pozitif sayi, § ve u pozitif sayilar olmak Uzere {a + Bi, —u} seklindedir. Uzami
yavas bir sekilde ilk kararsiz noktaya yaklagsana kadar artan denge noktasi

cifti olusturur.

Parametre uzayindaki kaotik davranis beklenen bdlgeler Bolum 2.3'de

anlatiimaktadir. Parametreler degistikge c¢ekicinin evriminin nasil oldugu da
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bu bolimde sunulmustur. Bolum 2.4 ve 2.5 sayisal ve sayisal olmayan
dallanma senaryolari galismalarina ayrilmistir. Bolum 2.6, 6zel ¢ézUmleri ve
bu c¢oézimlerin LV sistemi ile iliskisini igcermektedir. Burada, nufus
tersinmesinin denge degeri olan 4, parametresinin sifirdan farkli keyfi bir
deger alabildigi durum g6z onunde bulundurulmustur. Bolim 2.7°de g
parametresini igceren terimlerin baskinliginin yarattigi salinimli davranig

incelenmesinin sonuglarini icermektedir.
2.3 Kaotik Davranig Senaryolari

Lorenz modeli yavas akigh bir sivida akis yonune dik 1s1 akisinin
dizgun akisgh 1si1 iletimi rejiminden girdaph akish konveksiyon rejimine gecis
surecini yaklasik olarak modelleyen ve kaotik davranis i¢in érnek gosterilen
bir modeldir. Lorenz modelinde yer alan r, o ve b parametreleri akigkanlar
mekanigi ve isi iletimi ile ilgili olan Prandtl sayisi, konveksiyon girdabinin eni
ve boyu arasindaki orana ve akig bolgesinin geometrisine bagimlidir
[Schuster, 2004 ve Haken, 1985].

MB modeli ile Lorenz modeli arasinda ilk kez Khanin tarafindan
incelenmis olan bir iligki vardir [Khanin, 1975]. k = o, y, = ‘gk—z, r= %", Yi=>b
degerleri i¢in sistem A,= A denge noktasi civarinda x = E, y = %P ,Z =0y —

A donuisumi ile Lorenz sistemine donusturulebilir. MB denklemlerindeki
parametrelerin anlamlari ve Lorenz modeli ile ilgisi Arecchi tarafindan
acgiklanmistir [Arecchi, 1985 ve Haken, 1985].

Bu iligki bir dizi yaklagik korunan buyukligun olusturulmasi bakimindan
da vyararhdir. Bilindigi gibi, parametrelerinin 6zel degerleri igin Lorenz

sisteminin alti kesin integrali Painleve analizi ile bulunmustur [Goriely, 2001].

Yukarida verilen baglantilar kullanilarak bu integralleri MB denkleminin
yaklagik korunan buyuklukleri olarak algilamak mumkundir. Tablo 2.1.’de
verilen ilk Gg ve altinci integrallerin varligi igin 6n gorulen parametre degerleri

lazer fizigi agisindan makul élgulerdedir [Goriely, 2001 ve Aybar, 2010] .
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Siradan LV denkleminin Hamiltonyen yapida oldugu bilinmektedir
[Verhulst, 1997]. MB denkleminin g baskin rejimi ileride tartisilacaktir. Bu
rejimde de kesinlikle korunan iki buyukliGgun mevcut oldugu gosterilecektir.
Bu korunan buyuklukler bir tedirgeme hesabina temel olusturacak niteliktedir
[Hacinliyan, 2010].

Lorenz modeli ile kiyaslanma islemi sonucunda u¢ gevseme (relaxation)
parametresi icin bulunan degerler ayni buyuklik mertebesindedirler. Bu
durum, MB denklemlerinde Uginclu tip olarak bilinen ve kararli durum
olusturan uzak kizil 6tesi lazerlere denk gelir [Arecchi, 1985 ve Haken, 1985].
Fakat bu kararl haldeki ¢oézimler yuksek A, degerleri icin kararlihdini
kaybederek periyodik hatta kaotik cozumler verirler. Birinci tip lazerlerde (He-
Ne, Ar, Kr vb.) y, =y » k, ikinci tip lazerlerde (Yakut, Nd, yar iletken,

karbondioksit vb.) ise y, >y = k kosullari gegerlidir. Bu tipten lazerlerin

hepsinin kararli bir yapiya sahip olmasi beklendidi i¢in, anilan rejimlerde

kaotik davranislar var olmamalidir [Hacinliyan, 2010].

MB denklemleri Lorenz sisteminden daha fazla parametreye sahiptir.
Bu durum daha ayrintili bir parametre calismasi gerektirir. Kaotik davranis
lazer sistemlerinde deneysel olarak gozlenmis olup uygulamalarda istenen
bir durum olmayan kaos olusabilecek parametre deger araliginin ¢alisiimasi,
davranigi kontrol altinda tutmak icin onemlidir. Uygulamalarda pozitif bir
Lyapunov usseli ile karakterize edilen kaotik davranisa yol acgabilecek
parametre degerlerini verecek olan bir ¢galisma bu nedenle bluyuk dnem tasir.
Lyapunov uUssellerinin  hesaplanmasi  Wolf algoritmasi  kullanilarak
gerceklestirilebilir [Wolf, 1985 ve Grassberger, 1991]. k, g ve A4,
parametrelerin kiguk ve c¢ok buylk degerlerinde sistem negatif veya sifir
Lyapunov ussellerinden olusan bir spektruma sahiptir. Bir pozitif Lyapunov
usseli ile gosterilen kaotik davranis k =~ 6.75 degerinde baslayarak k = 13.7
deg@erine kadar slrer. g parametresi icin pozitif maksimal Lyapunov usseli
araligi (4, 13)tur [Wiesel, 1993].
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Tablo 2.1. Lorenz Sistemi ile iligkili MB integralleri

‘ (B,o,1) [1k Integraller \

(2k, k, Ay) I, = (E% = 2k(4 — 4,) )e?kt

(1,k,0) L = (B2 + (gP/k) He*

(1,1,4,) I3 = (=40E* — (gP/k) ? (4 — Ag)*)e*

(2k — 1)2

1
6k — 2k 2k | 1a= C———E* + k(gP/I)* — (4k — E(gP/k) — -

- 1) + E%(A — 4,) Je*t

1 2
Is = (4oE* +5(gP/k) * + 5 E(gP/I)+E*(4 = 4o)

3 4
—Z E%edt
7 Be

Is = (4(4o — D)(A — Ap) — AgE* — (gP/k) ?
+ 2E(gP/k)—E*(A — 4,) + %E‘*)e‘“

k =11.75, y, = 2.66, y|| = 2.75, Ao= 28 ve g = 4.18 galisma noktasi
CERN MINUIT paketi yardimi ile maksimal Lyapunov usselinin isaretini
degistirilerek minimizasyon ile elde edilir. Sistemin sergiledigi baskin kaotik
davranis bir diger adiyla “firlat ve yakala” mekanizmasinda ¢ok kiglk pozitif
reel kisimli kompleks eslenik 6z degerler ¢ifti seklinde iki denge noktasi
{4+, — —1} 6z deger spektrumuna sahip Uguncu bir kararsiz denge noktasini
cevrelerler. Sekil 2.2°de gorulen bu kaotik davranis Lorenz sistemindekine

benzer yapidadir.
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Sekil 2.2. Ozel parametre degerlerinin olusturdugu garip bir ¢cekici durumu

Sekil 2.3'de k, g ve A, parametreleri degisken hale getirilerek maksimal
Lyapunov uUsselleri icin farkli rejimlerin davraniglari sunulmustur. k
parametresinin farkli degerleri igin c¢ekiciler Sekil 2.4'de cizilmistir. k
parametresinin 14’ten bayUk deg@erleri i¢in sistem U¢ negatif Lyapunov Usseli

olan bir rejime doner.

Y. parametresinin davranigl y, parametresinin davranisina benzerdir.
Her iki parametre icin de pozitif maksimal Lyapunov Usselleri parametrelerin
kUgUuk degerleri igin gozlenmigtir, her iki parametre icin de benzer
degerlerden sonra timu negatif Lyapunov ussellerinden olusan durum Sekil

2.5’de gosterildigi gibi elde edilmistir.



13

4
3
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o
S
= B
-1
-2
5 10 15 20 25
Degisken

Sekil 2.3 .k, g ve 4, parametreleri icin maksimal Lyapunov Ussellerinin farkli

rejimleri

k = 11.75, y, = 2.66, y) = 2.75, A,= 28 degerleri i¢in g parametresinin
3'den buyluk oldugu durumlarda pozitif Lyapunov Uusselleri gortlmeye
baslanmistir. g parametresinin artan degerleri igin ¢okls noktasi (sink)
durum uzayinda yogun ve daha az yogun bdlgeleri gosteren kendine 6zgin
kaotik ozellikler ile bir ¢ekiciye donlusene dek olusan garip ¢ekiciler Sekil
2.6'da verilmigtir. Benzer zenginlikte bir c¢ekici yapisi ¢alisma noktasi
etrafinda diger parametreler degistirildiginde de ortaya ¢ikmaktadir. Bununla
ilgili dallanma senaryolari bir sonraki bolimde ayrintili olarak anlatilacaktir.
Gorulecegi gibi her durumda negatif Lyapunov katsayili bir dizi cekici
g6zlemlenmektedir. Sekil 2.7 ve 2.8'de gbzlenen gekici ailesi olasi bir Hopf
noktasini gevrelemektedir.
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- 10

k=5.1 k=11.75

0.5 1.0 1.5

k=19.75

Sekil 2.4. k degisken parametresi igin garip ¢ekiciler

Lyapunov Usselleri

Degisken

Sekil 2.5. y, ve y,, parametreleri icin maksimal Lyapunov Ussellerinin farkli

rejimleri
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g=2.8

g=10.5

g=15.5

Sekil 2.6. g degisken parametresi i¢in garip ¢ekiciler

31
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¥,=5.75

v.,=12.6

Sekil 2.7. y, degisken parametresi i¢in garip ¢ekiciler
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Sekil 2.8. y;, degisken parametresi igin garip gekiciler
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151
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8,=10 A,=30 8,=100 8,200

Sekil 2.9. A, degigken parametresi igin garip gekiciler
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A, parametresindeki davranig da diger parametrelerinkine benzer
yapidadir. Kiguk degerlerdeki davranis pozitif Lyapunov Usseli ile baglayarak
Ao~ 120 de@erinden sonra bir ¢okls (sink) rejimine donusar. Sekil 2.9'da
¢cOkusun gercgeklestigi yerde garip g¢ekicinin bir eyer noktasina degistigi

gorulmektedir.

2.4 Dallanma Kurami

Dallanma kurami, dallanma parametresi/parametreleri adi ile anilan
parametrelerdeki degisme sonucunda bu parametrelere bagimli bir vektor
alanlar ailesinin entegral edrileri veya bir diferansiyel denklemler ailesinin
¢ozumleri gibi verilen bir ailenin niteliksel veya topolojik yapisindaki
degisikliklerin matematiksel ¢alismasina verilen isimdir. Genellikle dinamik
sistemlerin matematiksel galismasina uygulandiginda dallanma bir sistemin
parametre dederlerinde (dallanma parametrelerinde) yapilan ufak bir
degisikligin sistemin davranisinda ne gibi ani bir niteliksel veya topolojik

degisime neden oldugunu ortaya ¢ikarir.

Dallanmalari iki ana sinifta toplamak mimkundur:

Yerel dallanmalar; parametreler kritik esik degerlerinden gegtikge bir
denge noktasi, periyodik yorungeler veya diger degismez kumelerin yerel

kararhlik 6zelliklerindeki degisikliklerin incelenmesidir,

Genel dallanmalar; genellikle sistemin daha buyuk degismez kumeleri
birbirleri ile veya sistemin denge noktalar ile ¢akistiginda ortaya c¢ikar.
Sistemin denge noktalarinin kararllik analizi ile kesin olarak elde edilemezler
[Guckenheimer, 1983 ve Wiggins, 1996].

2.4.1 Yerel Dallanmalar

Yerel dallanma, parametre degerindeki degisikligin denge noktasi ya da

noktalarinin kararlihginin degismesine yol agtiginda ortaya c¢ikar. Surekli
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sistemlerde bu durum bir denge noktasinin bir 6zdegerinin reel kisminin sifiri
gegmesine denk duser. Dallanma noktasinda denge noktasi hiperbolik
degildir. Sistemin durum uzayindaki topolojik degisiklikler dallanma
parametresini dallanma noktasina yaklastirarak dallanma yapan denge
noktalarinin  keyfi kugluk komsuluklarina sinirlandirilabilir. (bu nedenle

“yerel”dir.)

Yerel dallanmalara 6érnek olarak semer digim noktasi (saddle node/
fold) dallanmasi, kritik gegisli (transcritical) dallanma, diyapazon (pitchfork)
dallanmasi, periyod ciftleme (period doubling/ flip) dallanmasi, Hopf

dallanmasi verilebilir.

Daha teknik olarak agsagidaki Siradan diferansiyel denklemler ile tanimli

surekli dinamik sistemi goz onune alalim:

x=f(xA),f:R"XR - R™

Jakobiyen matrisi sifir reel kisimli bir 6z degdere sahip ise (xg,4,)
noktasinda yerel bir dallanma ortaya ¢ikar. Eger 6z deger sifira esit ise
dallanma kararli durum (steady state) dallanmasidir, sifirdan farkli fakat saf
sanal ise bir Hopf dallanmasidir. Eger 6z deger bire esit ise dallanma semer
digum noktasi dallanmasi (bazen katlanma (fold) dallanmasi olarak da
anilir), kritik gegigli veya diyapazon dallanmasidir. Oz deger {—1} ise periyod
cifteme (period doubling/ flip) dallanmasidir [Guckenheimer, 1983 ve
Verhulst, 1997].

2.4.2 Bir Dallanmanin Es Boyutu

Bir dallanmanin es boyutu dallanmanin ortaya c¢ikmasi igin
degistiriimesi gereken parametre sayisidir. Bu tum parametre uzayinda
dallanmanin ortaya ¢ikmasi igin gerekli parametre kimesinin es boyutu ile
cakismaktadir. Semer dugum noktasi dallanmalari gergekten es boyutu bir
olan tek yerel dallanma tura olup digerleri daha yuksek es boyuta sahiptir.
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Bununla birlikte normal formlari tek parametre ile yazilabildiginden Kkritik

gegisli ve diyapazon dallanmalarinin da es boyutu bir olarak disunulebilir.

Dallanma kuraminin matematiksel incelenmesinde semer dugim
noktasi, tanjant veya katlanma dallanmasi olarak adlandirilan dallanma, bir
dinamik sistemin iki denge noktasinin gatistigi veya birbirini ortadan
kaldirdi§i durumda ortaya ¢ikan yerel bir dallanmadir. Semer digim noktasi
dallanmasi terimi genellikle surekli dinamik sistemler igin kullanilir. Durum
uzay! bir boyutlu ise denge noktalarindan biri kararsiz (eyer noktasi), diger

kararli (diguim) olur. Semer digum noktasi dallanmasinin normal formu

dx

= =7 + x2 seklinde olur. Bu dallanmanin durum uzayi ise su sekildedir:

< > r
(0,0)
\ e r—x2
A dt
\

N\ 1
\ e
Y \~~ x=_(r)2

e et e e
e e B S

Sekil 2.10. Semer dugum noktasi dallanmasi
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2.4.3 Kritik Gegisli Dallanma

Kritik gegigli dallanma reel kismi sifirdan gegen bir 6z degere sahip bir
denge noktasi ile betimlenir. Dallanmadan 6nce ve sonra bir kararsiz ve bir
kararli denge noktasi mevcuttur. Bunlar Sekil 2.11’de gorulebilecegi gibi
dallanma noktasinda kesisirler ve bu noktada kararliliklari yer degistirir.

Boylece kararsiz denge noktasi kararl, kararli denge noktasi da kararsiz
hale gelir. Kritik Gstu kritik gegigli dallanmanin normal formu Z—fz rx — x?

seklinde olur. Dallanma parametresi r’nin isareti degistirildiginde kritik alti
kritik gecisli dallanma bulunur. ilk Lyapunov katsayisi degeri negatif oldugu
takdirde limit dongusu yorungesel anlamda kararli ve dallanma kritik Ustu

olarak adlandirilir. Aksi halde limit dongusu kararsiz ve dallanma kritik altidir.

= e e e e s o e e e e

\

e B D S S
\
\
\

\

e S

Sekil 2.11. Kritik gegigli dallanma
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2.4.4 Diyapazon Dallanmasi

Diyapazon dallanmasi dallanma kuraminin bir yerel dallanma taradar.
Diyapazon dallanmalarinin da Hopf dallanmasi gibi kritik Ustd ve kritik alti

olmak Uzere iki tipi mevcuttur.

Siradan diferansiyel denklemler ile taniml sirekli dinamik sistemlerde
diyapazon dallanmasi Sekil 2.12’de gosterildigi gibi simetri sahibi sistemlerde

ortaya cikar ve simetri bozulmasi (symmetry breaking) durumuna neden
olabilir. Kritik Ustl diyapazon dallanmasinin normal formu %zrx—x3

seklinde olur. Dallanma parametresi r’nin isareti degistirildiginde kritik alti

diyapazon dallanmasi bulunur.

S i e Tl e

------- TR SRR PSS e

(0,0)

4
e e B et S
e e L e

Sekil 2.12. Diyapazon dallanmasi
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2.4.5 Hopf Dallanmasi

& O (a+iB)zl?
3 = 2+ (a+iB)lzl)
Burada A dallanma parametresi olsun. a sayisina ilk Lyapunov katsayisi

adi verilir. Eger a < 0 ise 1 > 0 igin kararli bir limit dongl mevcuttur. Bunun
yaricapl r = |z| = /—% olur. Bu durumda denklem %: z(iBr?) halini alir.

Bunun ¢dzimi z(t) = re'®t, w = Br? seklinde limit gevrimini verir. Bu durum

kritik Ustl Hopf dallanmasi olarak anilir.

Eger a > 0 ise 1+ a A > 0 igin pozitif olacak, limit gevrimi kararlihdini
kaybedecektir. Bu durumda tek denge konumu z = 0 olacaktir. ¢ > 0 igin
A< 0 ise bu kez ters yonde limit ¢evrim olusabilir. Bu da kritik altt Hopf

dallanmasini verir [Wiggins, 1996 ve Verhulst, 1997].
2.5 Dallanma Senaryolari ve Normal Formlar

Durum uzayi noktalarinin gézlemlenen zengin yapisi dallanmalar igin
bircok olasilik oldugunu gdstermektedir. Bir olasilik diger bir adiyla Hopf
dallanmasi da sayisal olarak incelenmis, MB denklemlerinin degisken
parametre g iken sirasiyla E, P ve 4, ‘ya gore elde edilen dallanma semalari
Sekil 2.13, Sekil 2.14 ve Sekil 2.15’de verilmigtir. Dallanma noktalarinin elde
edilmesi farkl rejimlerde farkli durumlar igin sayisal olarak gergeklestirilmigtir.
Bu sekillerde ¢ekici Hopf ve kritik gegisli dallanma noktalari arasinda bir limit
donglden bir eyer noktasina degismektedir. Sekil 2.13'de A,= 15 civarinda

kritik gecisli ve Hopf dallanmalari gdézlemlenmektedir.

Hopf dallanmasinin dodasi g parametresi degistikge ilk Lyapunov
katsayisinin igareti ile belirlenir. Sistem g parametresi 6.06‘dan 4.13‘e
degisirken bir negatif reel ve bir ¢ift sanal 6z degerlere sahip bir Hopf
noktasina ulasir. Burada ilk Lyapunov katsayisi negatif ve reel olarak g

parametresi igin kararl bir limit dongUsune isaret eder. g parametresi
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degismeye devam ettikge yine negatif ilk Lyapunov katsayisina sahip olarak
negatif E ve P igin ayna gorlintisu simetrik bir Hopf noktasi olusur. Ote
yandan g parametresi bire ¢ok yakin degerlere dogru dustukge kritik gegisli

dallanma gozlenen kritik nokta elde edilir.

18T H n

BP

Sekil 2.13. g parametresi degistikge E‘ye gore MB sisteminin denge

katmanlari

Bu sonuglarin bazilarini rezonant normal form agilimlarina bakarak da
anlamak mumkindir. Normal formlarla ilgili detaylar bir sonraki bélimde
verilecektir. Normal form agihimlarinda rezonans asagidaki U¢ durumda

ortaya c¢ikar [Hacinliyan, 2010 ve Kugbeyzi, 2010].

a) Lineerlestiriimis sistemin bir 6z degerinin sifir olmasi durumunda (sifir
determinant). Bu halde her iki denge noktasinda da su (asikar olmayan)

kosul elde edilir:

Aog? —ky, = 0.
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b) a ve u farkl isaretlerde ve bir tamsayl oraninda olmak Uzere 6z
degerlerin {a *+ Bi,u} seklinde oldugu durumlarda. Bu durum, —(k+yl+
Y)) = i+ 2a esitligini gerektirir. BOyle durumda en kolay rezonans 2a + u =
0 oldugunda olusur ve k+y, +y; =0 kosulunun saglanmasini gerektirir.
Acikca goruldugu gibi, bu halde en az bir parametre negatif (fiziksel olmayan)
bir degere sahip olmak zorundadir. Belirtmekte yarar vardir ki; yuksek
dereceden rezonanslar da mumkindidr ama bunlar daha karmasik normal

formlara sahiptirler.

w-H

Sekil 2.14. g parametresi degistikge P‘ye gore MB sisteminin denge
katmanlari
c) Tum denge noktalarinda u = —(k +y, + ;) esitliginin saglandigi ve 6z
degerlerin {+pi,u} seklinde olmasi durumu. Bu halde g reel olmak Uzere
{+pi} 6z deger cifti, 2n + 1 (n = 1,2, ...) ile belirlenen her derecede rezonant
bir normal form saglayarak Hopf dallanmasina yol acar. Surasi ilgingtir ki;
B’nin reel olmadidi bir denge noktasi Hopf dallanmasi yaratmaz.

Diger denge noktalari igin
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[5‘=+—‘12k(yﬁ+hyll) Azw

k=v|-v1L ' =0 gz(k_VH_VJ.)

bagintilar gecerlidir.

Fiziksel olarak mantikli olan y, =y, durumunda bu ¢b6zim, ayni

zamanda,

— / —k*+A5g* . — / k(8092 —k?)
p=z 2@k thog?) YL T VINT i2(2k2+AOgZ)

verir. Bu sonuglar sayisal analiz sirasinda bulunan degerler vyerlerine
kondugunda saglanmaktadir. Sistem E, P ve A degiskenlerine uygulanan bir
dogrusal dontsuim ile tipik bir Hopf dallanmasi normal formu sekline

getirilebilmektedir.

4 BP

10

~—xH

Sekil 2.15. g parametresi degistikge A‘ya gore MB sisteminin denge
katmanlari
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2.6 MB Sistemi ve LV Sisteminin Ozel Coziimleri

MB Denklemlerindeki dogrusal olmayan PE ve EA terimlerinin geriye
kalan dclncu degiskene orantili olmasi yolu ile olusturulan ikiye iki sistem ve
ussel ¢6zim saglayan dglncl degiskeni veren yardimci kosullari kullanarak
MB denklemleri igin kararli olabilecek 6zel ¢ozum aramak mumkundur. Bu
bolimin amaci sistemin ¢ozumleri ve ¢ozumlerin LV sistemleriyle ilgisini

arastirmaktir. Bu ¢6zim yollarindan biri daha dnceden galisiimistir.
2.6.1 Asikar Yan Kosullar : A‘nin Ayrilmasi

PE = AA degisken degisimiyle MB denklemleri asagidaki denklem

sistemine indirgenebilir:
A = -y (A —A) — 4gPE
EE = —kE? + gP

. gPE?

I = E?, [ = 2EE degisken degisimiyle de denklemler su hale gelir;
11' = —kl + gP
2 - g

. PI

Bu baglamda A denklemi A = —(y,+4g)A+y,4, seklinde diger
degiskenlerden ayrilmis bir sonucu verirken A parametresi i¢in bir ¢ozime

ulasilmasina da yardimci olur. Bdylece A igin agagidaki sonug elde edilir:

A==y +49M)4 + v,
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Yido

__ NP0 -iragnt
vy + 4g2)

Burada A keyfi bir sabit olup kararli durumda A’'nin sabit bir degere

yaklastigi sdylenmis olur.

Lemma 2.1:

Geriye kalan iki denklem takimini asagidaki matrislerle ifade edersek bu

sistemin periyodik ¢ozumundn olmadigdi gosterilebilir ki:

- on L
B (777 B

Ispat 2.1:

Coziimlerin [g] = [PO] .e~ 0 seklinde oldugunu varsayilsin. Buradaki
0

U de@eri asagidaki sistemin 6z de@erlerini temsil etmektedir.

g ZVu

u? = vy + u + kyy TGy + 4gh) =

Periyodik ¢ozUmlerin var olabilmesi igin salinimh ¢ézumleri saglayacak
kompleks eslenik 6z degerlerin olmasi gerekir. Bu kosulun gergceklesmesi de

diskriminantin 0 'dan kuagik olmasini zorunlu hale getirir.

g 2)’n

vy + k)? — 4(ky, — 1+ 497)

)< 0
Bu durum pozitif parametreler i¢in imkansiz oldugu igin bu surecte MB
denklemlerinin salinimli hareket yapmadan kararli hale ulasan yaklasik

¢Ozumleri turetilmigtir.
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2.6.2 Asikar Yan Kosullar: P ‘nin Ayrilmasi

MB denklemlerini, 'nin lazer alaninin siddetini ve N ‘nin nudfus

yogunlugunu temsil ettigi LV sistemine benzer bir sisteme donusumu daha
onceden cahsilmigtir. I = E? donisiumi ve gP = kEA asikar yardimci
kosuluyla I ve N icin zamanda birimsizlestiriimis denklem sistemi elde
edilmistir. Calismanin 6zeti su sekildedir. Birinci MB denklemini E ile
carpildiyinda EE = —kE? + gPE ve ikinci MB denklemi de asikar yardimci
kosullarla yeniden diizenlenirse P = —y, P + gEA= —y, P + g?P/k bagdintilari
elde edilir. Asikar yardimci kosullar sayesinde polarizasyonun ¢dzUmunu
temsil eden ikinci MB denklemi P = Poe—(hP—gz/k)t seklinde ifade edilirse
Uglinci MB denklemi A = —y, (A — Ay) — 4kE2A halini alir. Son olarak [ =
2ly , A= N ve 1t = 2kt kosullar altinda siddet ve nifus yogunlugunu temsil

eden asagidaki denklemler elde edilir:
I=(=1+N1T
N=(a,—N-NI)y

Bu indirgenmis denklemler Ay=0 ve y = —1 igin LV sistemini temsil
eder. Bdylece y < 0 kuplajinda lazer sistemindeki nifus dalgalanmalari Avci
— av modeline benzemeye c¢alisan bir yapiya uygun pompalama ve iginlama
davranisi sergiler. Bu tip lazerlerin giddeti gevsemelu olan, yozlagsmis
(degenerate) LV denklemlerini saglayan salinim sergilerler. A,= 0 durumu

icin bu denklemin LV tipi integrali andiran su integrali mevcuttur:
logN — N —ylogl —yI = sabit
LV denklemleri, orijinal sistemde var olan dallanma probleminin nimerik

olarak galisilmasina imkan veren oncelikli problemdir. Buradan yola ¢ikilarak

su sonuglara varilabilir.
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A,= 0 ise, yukaridaki denklemler LV denklemlerine doénuasturilebilir.

y < 0 degerleri icin saf sanal 6z deger cifti {+ @} elde edilir. Bu denklemlerin

normal form acilimi NI = sabit ve y = —1 kosullarinda limit cevrimi vererek

rezonans durumuna girer.

Eger A,# 0 ise, indirgenen denklemlerin uygun bir sekilde LV
denklemlerine benzeyen bir bagska sekle donustirdlmesi mumkundur. Bu
amacla, eldeki sistemin, A,=0 denklemini ilave edilerek (¢ boyuta
genigletiimis sekline degismeyen katmanlar ydontemini uygulamak suretiyle

olusturulan sisteme bakilabilir. Bu durum asagidaki Lemma ile agiklanabilir.
Lemma 2.2:

Eger Ay# 0 ise eldeki sistem hala ikinci dereceden terimlere dayall
olarak LV denklemlerine indirgenebilir. Sistemi daha buyuk boyutlu bir uzaya
gbmmek sartiyla, olusan merkezi katman Uzerindeki kararli alt katman LV
denklemlerini verir baska bir deyisle dikey Hopf dallanmasinin varligi

g6zlemlenmis olur.

Ispat 2.2:
Uclincl bir denklemle buyitiiimis yeni sistem su sekildedir:
T=(=1+N+2ay)T
N = (=20 —=N-1IN)y
Ay=10
Bu sistemden elde edilen katsayl matrisi asagidaki gibidir:

-1 0 0
0 -y O

0 0 0
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Lineerlestiriimis kismin 6z degerleri, orijinal 6z degerler ve ilave sifir 6z
degerini icermek Uzere {—1,—y, 0} seklindedir. y > 0, ise LV sistemine akista
kararli degismez bir katman gozlemlenir. Eger y < 0, katman kararligini

kaybeder, bu durumda genel durum incelenmesi gereklidir.
2.7 Salinimh Gozumler

Bir onceki calismalarda her iki indirgemenin kararli sonuglar
verebilecegini gormustuk. Kaotik davranisin varligi indirgenmis durumda
mumkun salinimli ¢ozumleri calismaya yonlendirmektedir. Bu amacla iki
yaklasim s6z konusu olabilir. Birincisi, 4, i¢cin genel bir degerin varligiyla yola
ctkilmasi, digeri ise g ’nin baskin oldugu bir rejimin incelenmesi seklinde

incelenebilir.
2.7.1 Keyfi Ag igin Genel Durum
incelenen indirgenmis denklemler sunlardir:

I=(=1+N1T

N=(a,—N-NI)y

Bu iki denklemin I =0ve N = A, ile ] = (A, — 1)y ve N = 1 seklinde iki
denge noktasi vardir. ilkinin lineerlestiriimis 6z degerleri {A, — 1, —y} olup bu
denge noktasinin dallanma vermesi beklenmemektedir. Sistemin bu denge

noktasini orijine kaydirildiginda zaman sistem asagidaki gibi olur:
I=(=14+N+2ay)I
N = (=8¢ =N —-NI)y

(Ag—1) ile (-y) arasindaki tam sayi orani normal form acilisinda
rezonansin varligini temsil eder. Eger ikinci denge noktasi orijine tasinirsa

yeni sistem asagidaki gibi olur:
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N=(-a¢N—-T-NI)y

—Agy* }4—4A0+Agy

2

Lineerlestiriimis 6z degerler { } seklinde oldugu igin

4 — 4A, + A’y ifadesinin isaret degistirmesinin Hopf dallanmasinin varligina

isaret eden bir tanim bolgesi degisikligine yol acgar.

2.7.2 g Parametresinin Baskin Oldugu Rejim

Daha onceden MB denklemlerinin agikar yardimci kosullar yardimiyla
O0zel ¢oézumlerinin var olmasi icin fiziksel olmayan parametre degerlerini
gerektirdigi gosterilmisti. Salinimli mimkin ¢éztmlerinin var olmasi igin sart
lineer olmayan terimlerin baskinliginda MB denklemindeki Ussel gevsemee
sebep olan terimlerin ihmal edilmesi, g ’nin baskin oldugu terimlerin
denklemlerde yerinde tutulmasidir. Bu igslem sonucunda elde edilen sistem su

sekildedir:

E=gP
P = gEA
A = —4gPE

Buradan E = g?EA ve A = —4EE sonuclari elde edilir. Bu sonuglari
entegre ederek, E =0 durumunda Ay,=A baslangi¢ kosulunun da
kullaniimasi ile A= —2E% + A, bulunur. A, sabit olduguna goére A+ 2E?
sistemin yukarida sézii edilen ilk korunan buylkligadir. ikinci buyuklugi
bulmak igin timleme islemi bir kez daha tekrarlanabilir.

E = g*E(=2E* + Ay)
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E2—2E4+AE2+
2 9\ TR Te

Bu denklemden ikinci korunan buyukligu cikarmak icin ilk korunan

Ag*—A?

blyiklik denkleminin karesi alinarak AgE? — E* = + ¢ sonucu bulunur.

n2 4 2
Bu sonug E? =g* (E?+A0 E?) + ¢ denklemine yerlestirilince ikinci korunan

blyukligun E? +¥ oldugu gorulur. E ’nin fiziksel davranigini gostermek

icin su sekilde davranilabilir:

c =0 ise, denklem E = gE\/—E? + A, olur ve bir kere daha entegre

edersek asagidaki sonuca ulasilir.

JEogt+/Toc
E = 4,/By ¢ (1+43/%0*?)

c # 0 ise, denklerin ¢6zimuU eliptik fonksiyonlar igerir ve bunlar da

yaklagik periyodik ¢bzimler verebilirler. E = g? E(A, — 2E) denkleminin
denge noktalari E =0 ve E = @ olur. ilk denge noktasi dolayinda denklem
E = g?c,E seklini alir ve ussel ¢cdzimlere yol acar. ikinci denge noktasi
dolayinda E = @ + & kabul edilerek asagidaki esitlikler elde edilir.

+&])|a 2A°+2AO
£)|ao -2\ +2 ¢

$=92<£

2

. A A
§=g° |5 | -4 /705 = ~29%0¢

Bu denge noktasi civarinda periyodik ¢ozimli sistemin frekansi 2g\/§

olur.
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P ve A, denklemlerindeki ihmal edilmis terimler ile £ denklemi agagidaki

sistemi verir

E = —kE + gP

P = _)/J_P

A= -y (4—-4).

Bu terimler E ve P icin Ussel olarak azalan, A 'nin ise 4, 'a gittigi su

¢6zUmu verir:
E = Eje™ + gkPye 7Lt
P = Pje™
A=Ay +ae "

Beklendigi gibi, bu birinci ve ikinci tip lazerlere 6zgu kararhli§i gosteren

bir gozUmdur.

2.8 Tartisma

Bu calismada rezonant kipte baglanmis MB sistemlerinin dinamik
analizi yapilmistir. Elde edilen indirgenmis sistemlerin genellikle salinimsal
davranisi kaybettikleri gdzlemlenmigtir. Sistemin parametrelerine baglh olarak
zengin bir yapida oldugu gorulmustir. Lorenz benzeri kaos gdsteren bir
nokta bulunmustur. Parametreler uzak kizilotesi lazerlere 6zgudur. Bu
noktadan baglatilan bir parametre ¢alismasi birgok tipte kararsizhgin varligini
gOstermektedir. Bu noktadan kaosa olasi bir gegisi karakterize eden
dallanma mekanizmasinin sayisal incelemesi MATCONT paketi ile yapilmig
ve Hopf dallanmalari bulunmustur. Bu numerik c¢alismaya ek olarak Hopf
dallanmasi ayrica lineerlestiriimis analizdeki 6z degerler i¢in uygun kosul
kabul edilerek normal form analizi kullanilarak da izlenebilmistir. Sistemin

bazilari LV modeli ile iligkili olan 6zel ¢oézimleri bulunmustur, bunlarin timu
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birinci ve ikinci tip lazerlere 6zgu kararli davranigi gostermektedir. Kaotik
bolgeden kalan salinimsal davranigi veren g baskin bir rejimin varhgi
gOsterilmigtir. g baskin terimlerin géz ardi edilmesinin ise Ussel sénen kararh

¢ozumlere yol actigi anlagiimistir.
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3. IKI TURLU AVCI - AV (LV) MODELLERININ
KARARLILIK VE DALLANMASI

MB sisteminin uygun kosullar altinda avci — av sistemine
donugebilecegdi bir dnceki bolumde gosterilmisti. Lazer fiziginde godzlenen
dikey Hopf dallanmalarinin bu yolla agiklanmasi mimkindir. Bu bélimde
once dallanma kuramininin esaslari incelenecektir. Dallanma kurami karalilik
ve bozulmasi mekanizmalarinin agiklanmasi bakimindan dnemlidir. Ayrica iki
model arasindaki ilgi nedeniyle avci — av modellerin dallanma semasinin
incelenmesi MB modeli baglaminda da anlamlidir. Bu bolumde ise avci — av
modelleri ve bazi genellemeleri tartigilacaktir. Genellemelerin  baslica
gerekgelerinden biri bir dnceki bolumde tartisilan sistemin lazer fizigini tasvir
ederken yapisal kararlihdin bulunmamasi, deneysel olarak gézlenebilen limit
cevrimlerinin ve kesiklilik (intermittency) davranigi gibi unsurlarin

bulunmamasi gibi yetersizliklerdir.

Bu noktadan hareket ederek LV modeli ve bu modelin polinom terimler
eklenmek yolu ile elde edilen genellemelerinde denge noktalarinin sayisi ve
bu noktalar civarinda gergeklestirilen lineer analiz yolu ile genellestirmelerin
sistem kararliiginda yol actigi degisiklikler irdelenmis; genellestirmelerin
sistemin davraniginda yol actigi niteliksel degisiklikler ise dallanma analizi ile
ortaya c¢ikarilabilir [Lotka, 1925 ve Nutku, 1990].

3.1 Avci - Av Problemi

Giris boliminde de 6zetlenmis oldugu gibi avci — av problemi ayni
ortami paylasan ve bazilarinin (avci) digerini (av) avladigi farkl tarlerin
nufuslar arasindaki iliskiyi modellemeye calisir. Avin, bir pozitif parametre ile
gOsterilen dogrusal bliylime gdsterdigi kabul edilir. Avci tarler, avlari, avcilar
arasindaki rekabeti gOsteren bir bagka parametre kimesi ile (dogrusal
olmayan etkilesimlerle) tiiketir. Ote yandan, avcinin dogal 6lim oraninin

dogrusal oldugu ve negatif bir parametre ile verildigi kabul edilir. Problemin
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en erken uyarlamalarindan birini olugturan LV modeli, nufus dinamigi
analizinde kullanilan daha gelismis modeller igin bir baslangi¢ olmustur.
Gergek bir nifus dinamigi probleminin kararli bir ¢evrim olusturmasi
beklenirken LV modelinin bu 6zelligi icermeyip sadece salinimlari vermesi
nedeniyle model ve genellestirmelerinin kararlilik analizi son zamanlarda
bayuk dikkat ¢cekmistir. Dogrusal olmayan bir sistemin davranigini anlamak
icin, denge noktalarinin varlik ve kararhliklarini incelemek gerekir. Model ve
parametreler degistikce, denge noktalarinin sayisi ve kararhli§i degisir.
Verilen bir model igin parametre degerleri degistikce de denge noktalarinin
kararlihlginda degisiklikler meydana gelecek bu da dallanmalara yol
acgacaktir. Bu analiz yapilirken genellikle sayisal yontemler uygulanir. Normal
form yéntemi, gibi denge noktalar civarinda gecerli olan yaklasik yontemler
sayisal yaklagsimi tamamlayici bir katki saglarlar. LV modelinin en bilinen
genellestirmeleri polinom etkilesimler, monoton olmayan cevap fonksiyonlari,
zaman gecikmeli ve diflzyon etkili, zaman gecikmeli ve monoton olmayan
etkilesimlerin eklenmesini icerir. Bu ¢alismada ise polinom genellestirmelere,
Ozellikle de Nutku tarafindan Onerilen kubik bir katkiya yer verilecektir
[Gardini, 1989 ve Vano, 2006].

3.2 Klasik LV Modeli ve Normal Formlar

Avci — av sistemlerini modelleyen ilk denklem sistemi 1925’te Amerikali
biyofizikgi Alfred Lotka (1880 — 1949) tarafindan kimyasal bilesiklerin
salinimsal davranig gosterdigi kimyasal tepkimeleri, 1926'da bagimsiz olarak
italyan matematikgi Vito Volterra (1860 — 1940) tarafindan Birinci Dinya
Savasgl sirasinda Adriyatik Denizindeki avci baliklar ile avci baliklar
tarafindan yenilen av baliklarinin ndfusundaki ¢evrimsel degisiklikleri
incelemek icin gelistirilmistir. Avusturya ve italya arasindaki savas, ticari
avlanmayl duraksamaya ugrattigindan savastan onceki yillara oranla avci
baliklarin nGfusu artmis, av baliklarin nifusu da azalarak savas avci baliklara
fayda saglamistir. Savastan sonraki nifuslari da ifade eden klasik Lotka
Volterra modeli asagidaki diferansiyel denklem sistemi ile verilmistir. Bu
model, ayni zamanda, rezonant kipte baglanmis lazer modelleri gibi daha
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karmasik fiziksel sistemler igin de bir ilk yaklastirrm sunmaktadir [Bountis,
1983 ve Sun, 2009]. Klasik LV modeli, degiskenlerin Gzerindeki nokta ile
zamana gore alinmis turevi ifade edilmek Uzere, asagidaki diferansiyel

denklem sistemi ile verilir:
X = ax — bxy

y = —cy + dxy.

Burada a, b, ¢, d >0 degerleri avci — av ortamini betimleyen
parametreleri, x(t) ve y(t) ise, sirasiyla, av ve avcl nufuslarini
gostermektedir. Denge noktalari (0,0) ve (2,%) ‘dir [Verhulst, 1997]. (0,0)
etrafinda gecerli olan lineerlegtirilmis sistemin a ve (—c) 06z degerleri (bunlar

kisaca “6z degerler” olarak ifade edilecektir) rezonans kosulunu

saglamadigindan bir 6z deger negatif digeri pozitif orijin bir eyer noktasidir.

Ote yandan, (2,%) denge noktasi civarinda sistemin normal formunu elde
etmek igin denge noktasi énce { = x —% ve n=y —% doénusumduyle orijine

tasinir ve asagidaki sistem bulunur:

Bu sistem igin gecerli olan lineerlestiriimis sistem 6z degerleri
{tivac}den ibaret olan saf sanal bir ¢ift eslenik deger oldugundan, rezonans
kosulu saglanir ve tim tek dereceli terimlerde rezonans gosterir [Liu, 2009 ve
Huang, 2007].
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Lineer kismi (= —ig\/g(xl —X,) Ve n=x;+x, donligumleri

kullanilarak kosegenlestirmek mumkanddr. Bu ise x; - x, x, -y yer

degistirmesinin yapildigd1 asagidaki sistemi verir:
b c
b= i@t -5 (1 + [0 - )

y = iaey +21 -1 [H0 -y

Denge noktasinin orijine tasinmasi ve kosegenlestirme iglemlerinin

detaylari bundan boyle kisalik gereg@i gosterilmeyecektir.

Eger x ve y birbirlerinin kompleks eglenikleri olarak dugunulurse bu

sistem z = x + iy degigkeni cinsinden
b c
z = —ivacz —5(1 + i\];)(z2 —7%)
ve kompleks eslenigi seklinde de yazilabilir [Broer, 2005 ve Ghosh, 2007].

Tanim 3.1:

n denklemden olusan otonom sistemlerin normal formlari igin kullanilan
tanim ve notasyon asagidaki gibidir. x € R™ ve F € R"™ - R™ olmak Uzere
x = F(x) diferansiyel denklem sistemi verilmis olsun. E(ﬁ)=o olacak
sekildeki X =Xo denge noktasi civarinda sistemi incelemek icin bu nokta
x' = x — xo degisken kaydirmasi ve ardindan x’ - x ile orijine Gtelenir. Yeni
degisken kullanilarak x = 0 civarinda gergeklestirilen bir Taylor acilimi
asagidaki gibidir. Burada Fn(x) (m=23,..) x'de m. dereceden

monomlardan olusan bir polinomdur.

=+ F(x) + Fy(x) + - +Eu(x) + -
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J matrisi ilgili denge noktasindaki Jakobiyen matrisi olup bir dogrusal

donusum ile kdsegenlestirilerek veya Jordan kanonik formuna gevrilerek

x=Jx+F(x)+F(x)+ -+ Fu(x) + -

denklemi elde edilir. Bu agsamadan sonra sistemi basite indirgemek igin

x=u+H(wk=23.)

seklinde, ﬂ(g) ‘nin u 'da ikinci dereceden homojen monomlardan olugan bir
polinom olmak Uzere birime yakin (near identity) donuisumler ardasik olarak
uygulanir. Her derecede (k) uygulanan doéntsim daha alt derecedeki
terimleri etkilemez. k. derecedeki doniisimle hedeflenen Fy(u)daki k.
derecedeki terimleri ortadan kaldirmaktir. Boylece denklemi adina normal

form denilen daha basit bir form ile bir dizi birime yakin doénusumlere

indirgemek mumkun olur.

Ornegin ikinci derece icin birime yakin dénisim bir dnceki sisteme

yerlestirilerek ikinci dereceye kadar olan homojen terimler tutulunca
= Ju+JHy(u) — DHy(w)Ju + Fp(u) + -

Ifadesi elde edilir. ideal durumda JH,(u) — DH,(u)Ju + F,(u) = Oolabilirse

bu dereceden bitiin terimler ortadan kaldirilabilir. L(Hz(g))=]H2(g)—

DH,(u)Ju ifadesi ikinci dereceden olan vektdr degerli monomlari (diger bir
deyimle ikinci dereceden bir monom ile J'yi olusturan bir baz vektérinun
direkt carpimi) yine ikinci dereceden olan vektér monomlarin lineer bir
birlesimine Oteledigi icin bu uzayda lineer bir donisumdur. Eger bu islem
uzaydaki tim monomlari Uretebilirse taraf tarafa terimleri esitlemek suretiyle
ikinci dereceden olan tum terimleri ortadan kaldiran birime yakin donusum
bulunmus olur. )i J'nin 6z degerleri, m; ise Z}l:lﬁ = k = 2 kosulunu
saglayan pozitif tam sayilar olmak Uzere Z?=1M = A ()1, J'nin 6z

degerlerinden herhangi biri olmak Uzere) rezonant kosulunu saglayan tam
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sayillar yoksa tum terimleri ortadan kaldirmak mumkundir. Aksi halde bu
kosulun saglanmasi nedeniyle ortadan kaldirilamiyan rezonans terimleri
disindaki terimleri ortadan kaldirmak mudmkindir [Guckenheimer, 1983 ve
Wiggins, 1996].

k. dereceden terimleri ortadan kaldirmak igin yukaridaki denklemlere

2 yerine k kullanilarak elde edilen birim dénisim
w=Ju+R(u)+ -+ JH(w) - DH(w)Ju + Fe (u) + -

sekline daha onceki donugsumlerle indirgenmis bulunan sisteme uygulanir.
Burada R(u) daha onceki derecelere indirgenememis olan rezonans
terimlerini gdstermekte olup k. derecedeki birime yakin dénusimden
etkilenmezler. Bu terimleri ortadan kaldirmak igin uygulanacak kosul
JHi(w) — DHy(u)Ju + F(w) olup tipki ikinci dereceden oldugu gibi k.
dereceden vektor degerli monomlardan olusan bir bazda lineer bir denklem

sistemi verir.

Ornegin J’nin 6z degerleri {+ia} ise [ bir pozitif tamsayi olmak lizere
(l+1)i+(—ia) =ia iglemi ile 6z degerlerinden biri bulundugu igin sistem

(I+1+1) =2+ 1, yani tim tek tam sayili derecelerde rezonansa girer.

ileriki bélimlerde u ve v birime yakin (near identity) dénisimindeki

degiskenleri gostereceklerdir.

Bu denge noktasi etrafinda katsayilar matrisinin lineerlestiriimis 06z
degerleri normal form aciliminin Gglncu derecesinden baslayarak her tek
derecesinde sistemi rezonant yaparlar ve ayrica Hopf dallanmasina yol
acarlar. Ornegin az 6nce incelenen LV sisteminin ikinci denge noktasi

dolayindaki besinci dereceden normal formu su sekli alir:

2

b* (1 1 17b* (1 1
= a1 (2 Dw s (24 ) o)+

6a\c 432a%2\c  a
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v = ivacv (1 - b—z(l + l) uv L7b" (1 + 2)2 (uv)2> +...

6a\c a " 432a2\c

Bu denklemler uv = sabit ilk entegraline sahiptir ve her iki parametre de
tum derecelere genellestirilebilen periyodik ¢ézumlere sahiptir. Dahasi tum
¢bzumler avci ve av nufuslar bu denge noktasi etrafinda déngu ve salinim
yapacak sekilde periyodikti. Bu model avci — av nidfuslarinin donglye
girmesini gosterdiginden basit bir avci — av sistemi olarak populerdir.
Bununla birlikte model tipik olarak karakteristik kararli hal degerlerine ulasan
gercekci avcl ve av nufuslarini uygunsuz bir bicimde acgiklamaktadir [Krise,
2003]. Yapisal kararlilik sergilemediginden nifus icin elde edildigi varsayilan
degerler hi¢ durmadan sonsuz bir salinim dongusu halindedirler. Bu nedenle
model karakteristik olarak kararli hale gelen gercekgi avci ve av nufuslarini
anlatmada basarisiz kalir. Gergekgi modeller kapali bir yériinge veya sonlu
sayida bu tir kapali yoringeler icerebilirse de sonsuz sayida nétr olarak
kararli donguler ailesi iceremez. Bu nedenle ek bilgiler eklenerek modelin
daha gergekgi sonuglar veren bir dizi genellestirmeleri onerilmistir [Kusbeyzi,
2010].

Klasik LV modelinin tamlenebilirligini gostermek icin, iki denklem

arasinda zaman yok edilerek

dx  (a—yb)x
dy (=c+xd)y

seklinde verilen denklemden yararlanilir
xd + yb — clog(x) — alog(y) = H = sabit

seklindeki integral bulunur [Nutku, 1990 ve Kugbeyzi, 2009].
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3.3 Polinom Etkilesimli Genellestirilmis ikinci

Dereceden Lotka — Volterra Modeli

Modelin en basit polinom genellestirmesi Verhulst modeli ile ortaya
konulan x(1 — x) seklindeki ikinci dereceden kendi kendine bir etkilemenin
eklenmesini icermektedir. Lineer ve ikinci dereceden terimlerin arasindaki
katsayl genellik kaybolmaksizin degigsken ve gerektigi taktirde parametre
donusumleri ile bire esitlenebilir. Her durumda ikinci dereceden kendi ile
etkilesim siradan LV modelinde oldugu gibi yapisal kararlihgi
getirmemektedir. Bu genellegtirme parametrelerin uygun degerleri igin
lineerlestiriimis  yaklasimda bir veya iki kararl denge noktalarini
getirebilmektedir [Gleria, 2001 ve Yu, 2007].

ikinci dereceden kendi ile etkilesim modelinin her denklemdeki lineer ve
ikinci dereceden terimler arasindaki goreli isarete dayanarak dort farkl
surimu mevcuttur. Degiskenlerin isaretleri ve etkilesim teriminin katsayisi
degistirilerek bir surumdeki fiziksel olmayan bdlgeyi bir baskasinin fiziksel
bdlgesine ¢evirmek mumkindur. Her yapi farkl dallanma 6zelliklerine sahip
oldugundan her yapi ayri ayri incelenmis ve asagida basit hali gosterilen

yapidan turetilecegi donisim acgikga verilmistir [Xiao, 2001].

3.3.1 Bir Kritik Ustii (Supercritical) ve Bir Kritik Alti
(Subcritical) Kritik Gegisli Dallanma Hali

Diger sistemlerin parametre veya degigsken isareti degistirilerek

turetilebilecegi basit hali agsagidaki sekilde alinacaktir:
x =ax(1—x)—bxy

y=—cy(1—1y)+dxy.

(a=b)c al(c—d)

Denge noktalari (0,0), (1,0), (- -

) ve (1,0)‘dir ve bu denge

noktasi dolayinda lineerlestiriimis sistemin 6z degerleri sirasiyla
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A= ac(ac(a—b—c+d)* +4(a—b(c — d)(ac — bd)) olmak uUzere {a,—c},

ac(a—b—c+d)+VA

{_a' —c+ d}’ { 2(—ac+bd)

} ve {a — b, c}'den ibarettir.

Ikinci dereceden kendi ile etkilesime seklindeki degisiklik orijindeki
denge noktasini degistirmez, ancak kosulsuz Hopf dallanmasi noktasi
ortadan kalkar. Bu durum kendiyle etkilesimin yapisal bir karakteristik olarak

Hopf dallanmasi yerine kritik gegisli dallanmaya sahip oldugundan beklenen

bir durumdur. (%,%) noktasi a < b ve ¢ < d kosullarl altinda Hopf

dallanmasi verir. Sistem eger d < c ise fiziksel de@erler igin kararh bir denge
noktasina sahiptir.
ac(a—b—c+d) _

Sistem ac # bd ve = 0 kosullari saglanmak Uzere

x1y2(1+ c3x + ¢,y)

cebirsel integraline sahiptir. Burada, cy,c,,c3,¢c, Sistem parametreleri

cinsinden yazilabilen asagidaki sekildeki ifadelerdir [Zhu, 2002].

_-ac-cd ab -ac ac + bd
Cl_ ,C2= 103= 2 ’
ac + bd ac + bd bc-bd-c°+cd
Ca
C4 -
Cp

cg = a°c*x + 2abedx - ac + ac’d + b*d*x - bcfd + bed?

. a’c’x —a’c’ —a’cdx + a’cd — abc? + abcdx + abed — abd *x + ac’dx — ac’d
b — .
—acd?®x + acd? —bc?d + bed ?x + bed  — bd *x

3.3.2 Ozel Hal

a=c=1ve b =d = 2 oldugunda, yukaridaki elde edilen basit hal

x=x(1—-x)—2xy
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y=-y(l—-y)+2xy

sistemine indirgenir. Bu sistem (0,0), (1,0), (i,é) ve (0,1) seklinde dort

denge noktasi ve, sirasiyla, {+1}, {+1}, {i %} ve {t+1}den ibaret olan 6z

degerlere sahiptir. Dallanma diyagrami Sekil 3.1‘de gdésterilmistir. ik iki ve
son denge noktalari eyer noktasidir ve kararsizdirlar. Bununla birlikte Gguncu
denge noktasi rezonans kosulunu saglayan saf sanal eslenik 6z degerlere
sahip oldugundan sistem rezonant bir normal forma acilabilir. Uglincti denge

noktasi orijine tasinarak ve yeni sistem kompleks hale donusturulerek

Z
7z =i—— V372
V3

sistemi elde edilir.
Besinci dereceden normal form acilimi ise asagidaki gibidir:

o= i%(l — buv — 24(uv)?)

_l_ 2
v—l\/g( 1+ 6uv + 24(uv)?).

Katsayilardaki fark haricinde bu normal form klasik LV igin olan ile

tamamen aynidir ve ayni uv = sabit integraline sahiptir [Kusbeyzi, 2010].

Her parametre teker teker degisken alinip dallanma analizi
uygulandiginda sistem her parametre igin bir kritik alti ve bir kritik Gstl Hopf

dallanmasi ile bir kritik gecisli dallanma sergiler. Kritik st Hopf dallanma
noktasi (%, %) , {i%} 0z degerlerine sahip olup cift karakteristik Ussel u =1
ve sifirdan farkli normal form katsayisina sahip bir limit déngustne yol agar
ve aralikliik (intermittency) goOzlenir. (g, %) Kritik Ustu Hopf dallanmasi

noktasini bir limit dongu ailesi ¢evreler ve peryotlar ve cirimi (0,1) denge
noktasindaki kritik gecisli dallanma noktasina ulagincaya kadar buyumeye
devam eder. Tum limit donguleri kdse noktalari (0,0), (1,0) ve kritik gegigli
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dallanma noktasi olan bir ikizkenar dik Gg¢gen iginde kalr [Kugbeyzi, 2010 ve
Yan, 2006].

Kritik gecisli dallanma gdstermeyen denge noktalari arasindaki

kenarortay (0.5, 0) noktasinda kritik altt Hopf dallanmasi gosterir.

Bu sistemin ilk integrali xy(—1+ x + y) = sabit seklinde olup Sekil
3.1°deki dik uc¢gen bdlgenin kenarlari bu ilk integralin sag tarafindaki sabitin
sifira egsit oldugu dejenere halinin kokleri olan x =0, y=0 ve x+y=1

dogrularindan olugsmaktadir [Enns, 2001 ve Zeeman, 2002].
3.3.3 iki Kritik Ustii Kritik Gegisli Dallanma Hali

Kaynak [Yan, 2006] 'de verilen modelin fiziksel olmayan bdlgeleri avci
veya av kendi ile etkilesmesindeki goreli isaretin pozitif oldugu iki modelin
fiziksel bolgeleri ile eslestirmek mumkidnduar. Bu da, her iki kendi ile etkilesme
icin ayni asimptotik davranigi sergilenmesini gerektirir. Bununla birlikte
degistiriimis sistemler fiziksel bdlgede Hopf dallanmasi olmasi 6zelliklerini

yitirirler [Pankovic, 2006 ve Hernandez, 1997].

y ve b ‘nin isaretleri degistirilerek Bolum 3.3.1'deki basit haldeki
sistem x =ax(1—x)—bxy ve y=—cy(1+y)+dxy haline gelir. Denge

(a+b)c a(-c+d)
ac+bd’ ac+bd

noktalar1 (0,0), (1,0), ( ) ve (0,—1)‘dir. (0,0) denge noktasina

ait 6z degerler {a,—c} olup bu nokta bir eyer noktasidir. (1,0) denge

noktasina ait 6z degerler {—a, d — c}'dir. Eger d > c i¢in ise bu denge noktasi

(a+b)c a(—c+d)

bir eyer noktasidir aksi halde kararlidir. (——,————

) denge noktasi ile ilgili

0z degerler kompleks eslenik cift olarak 6z vektorleri kompleks esleniktir.

ac(a+b—c+d)

Eger —2(ac+bd)

<0 ise bu denge noktasi kararlidir. (0,—1) denge
noktasinin 6z degerleri {a + b, c}'dir. Bu denge noktasi kararsizdir. Denge
noktalarinin kararlihgir parametre degerleri ile degisebilir ve dallanmalar

gOrulebilir [Huang, 2006].
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-0-¢
-0.2

Sekil 3.1. Limit dénguler ailesi

Lemma 3.1:

Yukaridaki sistem i¢cin xy(—1 + x + y) = sabit yapisinda bir cebirsel
entegral mevcut olmasi kosulu Hopf dallanmasi olmasi kosulu ile aynidir
[Kusbeyzi, 2010].

Ispat 3.1:

Hopf dallanmasi olmasi igin gerekli kosul 6z degerin reel kismini

ac(—a—b+c—d)
ac+bd

sifirlayan ac(a+ b —c+d) =0'dir. Sistem ac # —bd ve =0
saglanmasi kosulu ile x“1y“2(1 + c3x + c,y) yapisinda bir cebirsel entegrale
sahiptir. Bu kosullar tglnclu denge noktasinin Hopf dallanmasi vermesi
kosulu ile aynidir. Aksi halde fiziksel bolgede sadece kritik gecisli dallanma

g6zlenebilir.
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3.3.4 iki Kritik Alti Kritik Gegisli Dallanma Hali
Ote yandan x degiskeni ve d parametresinin isaretleri degistirilerek
x =ax(1+ x)— bxy
y=—cy(l-y)+dxy

sistemi elde edilir. Bu halde (—1,0) noktasi {—a,—c —d} 6z degerleri ile
fiziksel bolgede kararl bir denge noktasi sunmaktadir. Orijin yine ayni 6z

degerleri {a, —c} oldugundan bir eyer noktasidir.

c(b—a) a(c+d)
ac+bd’ ac+bd

Kalan iki denge noktasi ( ) ve (0,1) olup A= ac(ac(—a +

b+c+d)?+4(a—b)(c+d)(ac+ bd)) olmak lizere siraslyla

ac(a—b—c—d)+VA

{ PYar— 1} ve {a—b,c} 6z degerlerine sahiplerdir. Uglincli denge

noktasi Hopf dallanmasi verebilecek gibi gérinse de gerekli kosul

c(c+d)(b+c+d)

P < 0 olmasindan dolayi fiziksel parametre degerleri igin bu

imkansizdir.

3.3.5 Bir Kritik Alti ve Bir Kritik Ustii Kritik Gegisli Dallanma
Hali

Tdm dontsumleri birlestirerek (x ve y dediskenleri ile b ve d

parametrelerinin isaretleri degistirilerek)
x =ax(1+ x)— bxy
y=—-cy(l+y)+dxy

sistemi elde edilir. Bu sistemin kararllik analizi Ggincu denge noktasinin 6z
degerlerinin paydasinda ve son denge noktasinin 6z degerlerinde ufak

degisiklikler ile bir 6énceki sistem ile aynidir. Hopf dallanmasi dogmasi igin
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c(c+d)(c—b+ad)

kosul da farkl olarak < 0‘dir. Parametrelerin fiziksel olarak kabul

edilebilir degerleri igin kosulun saglanmasi mumkundur.
3.4 x*y Etkilesimli Kiibik Model

Nutku, ikinci dereceden kendiyle etkilesim yerine kibik kendiyle
etkilesimi iceren yeni bir genellestirme onermistir. Klasik Lotka — Volterra
sistemi veya ikinci dereceden kendiyle etkilesim igeren sistemin tersine, kibik
kendiyle etkilesim iceren model kubik terimler negatif oldugu surece yapisal
kararli bir sistem olabilir. Eger yapisal yari-kararliigin saglanmasi istenirse
karsilikh etkilesme terimi her iki denklemde de xy yapisinda veya k pozitif bir
tamsay! ve k < 2 olmak Uzere av nifusu denkleminde x*y ve avci nifusu
denkleminde xy* olmalidir. Boyle bir kibik etkilesim daha 6nce
calisiimamistir. Av denkleminde xy? ve avci denkleminde x?y olmasi
durumu u = x? ve v = y? donistimii ile ikinci dereceden etkilesim durumuna
getirilebilir [Kusbeyzi, 2010 ve Christopher, 2004].

Kendiyle etkilesim ifadesindeki lineer ve kubik terimler arasindaki
katsaylyr her zaman degisken donusumu ve herhangi bir denklemdeki
dogrusal ve kubik terimlerin igaretlerini degistirerek 1'e esitlemek
muamkundur. Ayrintilar xy etkilesimi icin Lemma 3.2’de verilecektir. Yontem

diger etkilesimler icin de benzer sekilde uygulanabilir.

Onerilen sistem

x = ax(1—x?) — bxky

y = —cy(1+ y?) + dxy*
seklindedir. Genellestirmeleri ax(1 + x2?) ve -cy(1 ¥ y?) kendiyle etkilesim
terimlerini icerecek sekildedir. Denge noktalarini bulmak igin x(a(1 + x?) —

bx*~1y) = 0 ve y(c(1 F y2) — xdy*™1) = 0 denklemlerini gozmek gerekir.
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Lemma 3.2:

Yukaridaki denklemleri ¢arpanlarina ayirarak k‘nin tim degerleri igin
bes kokun (0,0), (0,+1), (0,+i), (+1,0) ve (£i,0) oldugu aciktir [Kusbeyzi,
2010].

Ispat 3.2:

y denklemindeki her ki c¢arpan vyerine x = 0konularak ve x
denklemindeki her iki garpan yerine y = 0 konularak bu kokler elde edilir. Iki
sifirdan farkli carpan igin ise (a(1+x2?) —bx*1y)=0 ve (c(1Fy?) -
xdy* 1) = 0 denklemleri birlikte c¢ozulerek kalan kokler elde edilir. Bu
denklemler k‘ya bagli olmalarina ragmen k < 2 igin ¢ézumun dokuz denge
noktasini verecek sekilde bir tek degisken cinsinden dordiinci dereceden bir

denklemin ¢6zUmunu gerektirdigi gosterilebilir.
Bu sistemin Jakobiyen matrisi

a — 3ax? — bkyx¥*~1 —bxk
dy* —c — 3cy? + dkxyk?

seklindedir. Basit denge noktalari (0,0), (0,4i), (+1,0)dir. Oz degerler
sirasiyla k =1 ise {—a,—c}, {atib, 2c}, {-2a,-c+d} ve k=2ise {—a,—c},

{a, 2c}, {-2a, -c}'dir.

Simdi, k=1ve k=2 igin geride kalan doért denge noktasini

inceleyebiliriz. k = 1 i¢in bu noktalari veren dérduncu dereceden denklem
b? xd
1-x3)2=—(—-1
(1-2%)?=— (-1

seklindedir ve asagidaki durumlara yol agar.
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Lemma 3.3:

Yukaridaki dordincu dereceden denklem iki veya sifir pozitif reel kdke

sahip olabilir [Kusbeyzi, 2010 ve Hacinliyan, 2010].

Ispat 3.3:

Denklemin sol tarafi (1 —x?)? oldugundan Z—z(%—l) sag tarafi ile

kesisimi parametrelerin fiziksel degerleri icin negatif koklere yol agamaz. Bu
nedenle koklerden ikisi komplekstir. Kalan kokler géz onine alindiginda

denklem asagidaki gibi yazilabilir:

2 2
x*—x2 X b .

a2 ¢ a?

Asagidaki durumlar s6z konusudur:

i. EQgerc < d ise iki reel ve pozitif kok,
i. Egerc > dise iki kompleks kok,

iii. Eger c=d ise denklem,

bZ
(1-x)?=—(x-1)

sekline gelir ve bu durum 1 koku ile yozlasmis bir hal verir.

Ote yandan k = 2 igin sistemin denge noktalari (0,0), (0,+i), (+1,0) ve
dort asikar olmayan noktadan olusur. Kalan dort denge noktasi t = x?

degiskeninde su ikinci dereceden denklemi saglamahdir:
bey L a1 42y = _
adt+bd(1 t*) =t(1—-1).

Denklemin kokleri
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N s 2a2c + abd — \/c% — 4(ac)? — 2abcd + (abd)?
¥12 = 2a(ac + bd)

I s 2a%c + abd + +/c? — 4(ac)? — 2abcd + (abd)?
X34 =% 2a(ac + bd)

seklindedir.

Kibik kendiyle etkilesim sistem etkilesimden bagimsiz olarak Kkritik
gecisli dallanma yerine diyapazon dallanmasina gittiginden 6nem
tasimaktadir. ileri kendiyle etkilesimler lineerlestiriimis 6z deger acilimlarinda
benzer sonuglar sergileseler de yapisal kararlilik nedenlerinden dolayi daha

az 6nem tagimaktadirlar [Huang, 2006 ve Yan, 2006].
3.4.1 1. Durum

Avcli denklemindeki parametrelerin segimine gore genellestirilmis kubik

sistem biri sifir ile bir digeri birden buylk olmak Gzere iki reel koke sahiptir.

Bu durumda genellestiriimis LV sistemi ek olarak iki kompleks denge

noktasina sahiptir.

Ornek olarak a=c=1.5 ve b =d =1 alirsak asagidaki sistem elde

edilir:
x=0.5x(1—x%)—xy
y = —=0.5y(1+ y?) + xy.

Bu sistemin (0,0), (0,+i), (£1,0), (—1.35+ 1.52{,0.73 + 2.06i) ve iki
reel pozitif kok olarak (0.55,0.34), (2.15,—1.81) seklinde dokuz denge
noktasi vardir. Dérduncu dereceden denklemin dort kompleks koku vardir.

Avci nufusunun blyume oranini ifade eden parametre degistirilerek Sekil
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3.2'deki dallanma diyagrami elde edilir. Her biri yeni bir egri doguran iki
diyapazon dallanmasi dallanma noktasi (BP) vardir. Ayrica ana dallanma
egrisi iki semer digum noktasi dallanma noktasina (LP) yol agar. Dallanma
noktasinin x # y olan her egrisi simetri kirlmasi olayini gostermektedir. Her
iki egrinin kesistigi yerlerde bir sifir 6z deder ve semer digum noktasi
dallanmasi icin sifira giden ikinci derece katsayi ile goOsterilen dort zirve

(cusp) dallanma noktasi (CP) gozlenir [Kuznetsov, 2008 ve Davis, 1960].

Sekil 3.2. Dallanma diyagramlari

3.4.2 |l. Durum

Parametre degerleri olarak a=c =15 ve b=d =1 kullanildiginda

elde edilen sistem
x = 15x(1—x%) —xy

y=—-15y(1+y?) +xy
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(£1,0), (0,0), (0,+i), (—1.049 £ 0.415i,0.106 + 1.308i), (1.049 +
0.177i,—0.105 ¥ 0.558i) seklinde dokuz denge noktasina sahiptir. Bu denge
noktalari etrafinda gercgeklestirilen yerel bir dallanma analizi kapali bir

yorunge haricinde herhangi bir dallanma noktasi vermemektedir.
3.4.3 lll. Durum (Yozlagmig Hal)

Bu durum x = 1 oldugundaki yozlagsmis hali gostermektedir. Yozlasmis
seklindeki ifade x = 1 kokunun ilk bes kok arasinda da yer almasi suretiyle

cift bir kok haline gelmesi anlamindadir. Sistem,
x=x(1—-x%)—-xy

y=—-yQ+y?) +xy

ve denge noktalari (0,0), (0,+i), (+1,0), (1.205,—0.453), (—1.102 + 0.665i,
0.266 + 1.467i) seklindedir. Denge noktasi (1.205,—0.453) igin I. Durum’a

benzer bir yerel dallanma analizi elde edilir.

3.5 Basit Polinom Etkilesimli Genellestirilmis Kiibik
LV Modeli

Lemma 3.4:

Asagida verilecek olan basit polinom etkilesimli genellestirilmig kubik LV

modelleri birbirlerine donusturulebilir [Kusbeyzi, 2010].

Ispat 3.4:

Baslangig olarak
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x=ax(1—x?)—bxy
y =—cy(1+y?) +dxy

sistemini g6z 6nune alalim. Donusum olarak x = ix ve d = —id kullanilarak

ve ilk denklem i ‘ye boélunerek ilk dénasturilen sistem elde edilir:

x=ax(1+ x?) — bxy

y = —cy(1+ y?) + dxy.

Donusum olarak y = iy ve b = —ib kullanilarak ve ikinci denklem i ‘ye

béllnerek ikinci donusturulen sistem elde edilir:
x = ax(1 — x?) — bxy
y = —cy(1 —y?) + dxy.

Yukarida verilen iki dontsum ve bdlme islemleri birlikte yapildiginda

asagida verilen Uguncu donustiralen bulunur
x = ax(1 — x?) + bxy
y = —cy(1 —y?) — dxy.

Orijinal sistem ile yukaridaki u¢ turetiimesi tim olasiliklari icerir. Son olarak
x=xk, y=yk, b=7 d="% dénisimleri kullanilarak, ardindan da her iki

denklem k ile bolinerek asagidaki sistem elde edilir:
x = ax(1 — (kx)?) + bxy
y = —cy(1— (ky)?) — dxy.

Boylece kompleks parametre ve degisken donusumleri ile kararsiz
sistemler kararli sistemler haline getirilebilir.
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Bununla birlikte her sistem kendi fiziksel bolgesinde incelenecek ve ilgili

dallanma diyagramlari verilecektir.
3.5.1 iki Kritik Ustii Diyapazon Dallanmasi Hali

x=ax(1—x2%)+ bxy
y=—cy(1-y?) —dxy.

sistemi gbz 6nlne alinabilir. Denge noktasi (0,0), {a,—c} 6z degerlerine
sahip olup yine bir eyer noktasidir. (0, —i) ve (0, —i) denge noktalari sirasiyla
{a +ib,2c} ve {a —ib,2c} 6z degerlerine sahiptir ve her ikisi de kararsiz
denge noktasidirlar. (1,0) ve (—1,0) denge noktalari sirasiyla {—2a, —c — d}
ve {—2a,—c + d} 6z degerlerine sahip olup biri kararli denge noktasi digeri de
[I. Durum’a denk dusen d < ¢ kosulu altinda kararli denge noktasidir. Bu
denge noktalari gbz 6nudne alindiginda pozitif parametre degerleri i¢in kararli
denge noktalari civarinda rezonant bir normal form bulunmadigi sonucuna
varilmaktadir. V(x,y) = x? + y? Lyapunov fonksiyonu yardimi ile V ifadesini
elde edilir, V =2ax?—2ax*—2bx%y — 2cy? — 2cy* + 2dxy?. Boylece
sistemin a > 0 ve ¢ > 0 i¢in kararl ve asimptotik kararh oldugu gorulmektedir.

x ve y 'nin buyuk degerleri i¢in baskin terimlerin

oldugu g6z onunde bulundurulursa bu denklemlerin asagidaki gibi kesin

¢ozumleri ile de durum asikardir.

y*(t=0)

2 _ x%(t=0)
X (t) 1+2cty?(t=0)

T 14+2atx?(t=0)

ve y*(t) =

3.5.2 iki Kritik Alti Diyapazon Dallanmasi Hali

x = ax(1+ x?) — bxy
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y =—cy(1—y?) +dxy

sistemi gdz online alinabilir. Denge noktalari (0,0), (0,1), (0,—1) ve alt
asikar olmayan noktadir. Orijin hiperbolik eyer noktasidir. (0,1) eyer noktasi

veya kararsiz denge noktasi olabilir. (0, —1) kararsiz bir denge noktasidir.

3.5.3 Bir Kritik Alti ve Bir Kritik Ustii Diyapazon Dallanmasi
Hali

x=ax(1+ x?) — bxy

y =—cy(1+y?) +dxy

sistemi g6z 6nune alinabilir. Denge noktalari (0,0), (0,+i), (+i,0) ve dort
asikar olmayan noktadan olugmaktadir. Bu durumda parametre duzleminde

yerel kararli denge noktasinin mevcudiyeti garantilenmektedir.

3.5.4 Bir Kritik Ustii ve Bir Kritik Alti Diyapazon Dallanmasi
Hali

Bir kritik Ustu ve bir kritik alti diyapazon dallanmasi veren sistem

asagidaki gibidir:
x = ax(1—x?)— bxy
y=-cy(1-y*) +dxy.
Kolaylik bakimindan sistemin agsagidaki 6zel hali alinabilir:
x = x(1—x2) — 2xy

y = —cy(1 —y?) + 2xy.

Sistemin denge noktalari (0,0), (1,0), (-1 —v2,—1 —v/2) seklinde dért

hiperbolik eyer noktasi, 6z degerleri {2, 3} olan (0, —1) kararsiz bir nokta, ters
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eslenik 6z deger cifti ile iki kompleks eslenik nokta, (—1,0), {—2,—3} 6z
degerleri ile kararl bir nokta ve (V2 —1,v/2—1) noktasi bir ¢ift eslenik saf

sanal 6z deger ile Hopf noktasi olarak olugur. Bu son denge noktasi

civarinda uguncu dereceden normal form acilimi asagidaki gibidir:

u = iu(—27.8611918118930381uv + 313.2622478846395944)

v =iv(27.8611918118930381uv — 313.2622478846395944).

Bilylik mutlak degerli katsayilarin gdziikkmesinin nedeni 5v2 — 7 gibi
kiguk bir paydanin ortaya c¢ikmasidir. Kesin ifadeler c¢ok karmasik
oldugundan ifadeler onaltinci basamaga kadar verilmistir. Bu durum kritik
Ustl Hopf dallanmasi vermektedir. Ek olarak, (0.5,0) noktasinda bir kritik alti
Hopf dallanma ve (0,1) ve (0,—1) noktalarinda iki simetrik diyapazon
dallanma noktalari mevcuttur. Dallanma diyagrami Sekil 3.3‘de verilmistir.

Hopf noktasi aralikhlik (intermittency) dogurmaktadir.

Sekil 3.3.Hopf noktasi civarinda limit donguler ailesinin dallanma diyagrami
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3.6 x%y Etkilesimli Kiibik Model

Bu etkilesim icin denge noktalari ve dallanma senaryolari asagida

verilmektedir.
3.6.1 iki Kritik Ustii Diyapazon Dallanmasi Hali

x = ax(1—x?) — bx?y

y = —cy(1+ y?) + dxy?

sistemi gbz 6nlne alininca denge noktalari (0, 0), (0, +i), (£1, 0) ve dort

asikar olmayan noktadan olugsmaktadir.
3.6.2 iki Kritik Alti Diyapazon Dallanmasi Hali
x = ax(1+ x?) — bx?y

y =—cy(1—y?) +dxy?

sistemi g6z o6nune alininca denge noktalari (0,0), (0,%+1), (£i,0) ve dort

asikar olmayan noktadan olusmaktadir.

3.6.3 Bir Kritik Alti ve Bir Kritik Ustii Diyapazon Dallanmasi
Hali

x = ax(1+ x?) — bx?y

y = —cy(1+ y?) + dxy?

sistemi g6z 6nlne alininca denge noktalari (0,0), (0,+i), (£i,0) ve dort

asikar olmayan noktadan olugsmaktadir.
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3.6.4 Bir Kritik Ustii Ve Bir Kritik Alti Diyapazon Dallanmasi
Hali

x = ax(1—x?%) — bx?y

y=—cy(1—y?) +dxy?
sistemi gdz onlne alininca denge noktalari (0,0), (0,+1), (+£1,0) ve dort

asikar olmayan noktadan olusmaktadir.

Eyer noktasi olan orijin hari¢ tUm durumlarda basit denge noktalari igin

0z degerler {a, 2c} 'dir.

Yapisal kararliik sorunlari nedeniyle x?y etkilesiminden Oteye

gidilmemistir.
3.7 x*y+ x* Genellemesi

Bu kez av denklemine x*y ve x? seklinde iki terim eklenecektir. Avci
denklemi LV'dir. Parametreler segilirken a parametresinin tam sayili degerleri
icin sistemin rezonant normal form olusturmasi hedeflenmigtir. Verilen sayisal

bir k deg@eri icin asagidaki diferansiyel denklem sistemini tanimlanabilir:

k. k

x=x(a—1) —x*—xy—a**xky

y ==y +xy.

Yukaridaki sistemin denge noktalarinin genel sekli k’'nin degeri ne
olursa olsun (a—1,0) ve (1%) seklindedir. Bu noktalara ilave olarak

k = 1icin sistem orijinde ayri bir denge noktasi daha olusturur. Bu durumda
sabit noktalarin 6z degerleri {—1,a — 1}, {1 —a,a — 2} ve son olarak a < 2
‘den itibaren eger (saddle) noktasi olarak baslayip ¢okus (sink) noktasina

dogru yozlasan a = 2.3 dolayindaki degerlerde ise kararli odak veren 3 tane
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eger noktasindan ibarettir. Sistemdeki a = 2.3 degeri k > 2 oldugu sUrece k

degerlerine goreli olarak duyarsizdir [Kusbeyzi, 2010 ve Aybar,2010].

-3a+a?-ak-2ak+a?k

Daha detayli incelersek, A= atal)

olmak Uzere k’ya bagiml

denge noktalarinin 6z degerlerini agagidaki gibi tanimlayabilir

\/—4(61 —2)(a+ ak)? + (ak + a(3 — 2k) + a?(k — 1))?
A+ :
2(a + ak)

Sistemin a’ya bagimli olarak davranisini daha yakindan incelemek igin
x=rcosp ve y=rsinp degisken atamalari yapildiktan sonra
i parametresinin tam bir peryodu Uzerinden ortalama alinabilir. Bulunan su
sonu¢ k =2 parametre degeri dolayinda k’den bagimsiz olarak sonsuz

sayida peryodik yoringelerden olusan bir ailenin mevcut oldugunu gdsterir.

Bu sonucu daha iyi anlayabilmek igin x = u(t)cos (wt) + v(t)sin (wt)
ve y = —u(t)sin (wt) + v(t)cos (wt) formdilleri ile verilen, dénen bir koordinat

sistemine gegilebilir. u(t) ve v(t) zamanla yavas degisen fonksiyonlardir.

Simdi sistemin 0 <t < 27” seklinde verilen bir tam peryod Uzerinden

ortalamasi alinabilir. k = 2 i¢in elde edilen sistem su sekildedir:

U— VW —————

) uv 3
8a 8a

u=(§—1

._(a 1) +v2u+u3
V=13 VoUW T8 T 8a

Acikca goruldugu gibi a = 2 igin baskin terim ikinci dereceden lineer
olmayan terimdir. k =2 degeri igin bir peryodik ¢d6zim ailesi mevcuttur.
uu + vv ifadesini olusturuldugunda kubik terimler duger. k = 3 degeri i¢in de

ayni davranis goézlemlenir, yalniz lineer olmayan terimler ortalama alma
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asamasinda duser. Bu sonuglar hem a = 2 dolayindaki limit ¢evrimi andiran

davranisi, hem de bu davranigin k’nin degerine duyarli olmamasini agiklar.

k =2 ve a =3 6zel durumunu incelenince sistemin U¢ denge noktasi
oldugu goéralur. Sistemin bu denge noktalari dolayindaki lineerlestiriimis
O0zdegerlerine bakinca bunlardan ikisi olan orijin ve (2,0) eyer noktasi
niteliginde olup 6zdegerler sirasi ile {2,—1} ve {—2,1}‘dir. Uglincii denge
noktas! olan (1,0.75)'deki lineerlestirimis 6z degerler {% (=5 +iv39)} olup

komsulugunda zengin bir dinamik yapi go6zlenebilir. Eger k bu nokta
civarinda bir dallanma parametresi olarak kullanilirsa k = —0.25 igin
(1,0.2016) noktasinda 6z degerleri {£i} olan kritik alti Hopf dallanma noktasi
goralir. Bu Hopf noktasindan dallanan limit cevrimleri ailesinin cirmi
genigleyerek bir limit ¢evrimine gider. Burada go6zlenen cgift bir ¢arpani
kesiklilik davranigini isaret eder, bu durumda bulunan limit gevrimleri katmani

katlanma dallanmasi gdsterir [Hacinliyan, 2010 ve Kusbeyzi, 2010].

3.8 Tartisma

Polinom olmayan veya zaman gecikmeli etkilesim gibi yontemler
kullanilmis olsa da ikinci dereceden kendiyle etkilesimli iki boyutlu LV
sisteminin kararsizliginin Ustesinden gelmenin alternatif bir yolu ikinci
dereceden kendiyle etkilesim yerine kubik kendiyle etkilesim konulmasidir.
Daha ileri bir genellestirme olarak av denkleminde x*y yapisindaki kendiyle
etkilesim ve avci denkleminde xy* yapisindaki kendiyle etkilesim de g6z
onune alinmistir. Hopf noktasi civarindaki normal form acilimlari verilmistir.
Basitligine ragmen kubik etkilesim Hopf, diyapazon, semer dugum noktasi
ve zirve gibi birgok dallanmalar doguran zengin bir denge noktalar
spektrumuna sahiptir. Bu sistemler kdbik terimin uygun sec¢imi halinde
Lyapunov kararlidir. Bdylece kubik etkilesimin basit fakat kararli yapisi

sunulmustur.
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SONUGLAR

Bu calismanin amaci siradan diferansiyel denklemlerle modellenen
fiziksel sistemlerin dinamik &zelliklerini incelemekti. Bu amacla birbiri ile ilgili
olan iki model secildi. Bunlardan ilki Laser boglugundaki elektrik alan,
polarizasyon ve niifus tersinmesini dikkate alan MB denklemidir. Ikincisi ise
MB sisteminin belirli kogullar altinda indirgenebildigi avci — av modelleri oldu.
En basit avci av modeli olan LV sistemi gerekli fiziksel kosullari kismen
karsilamakla birlikte kararlihk bakimindan yeterli olmamasi dikkate alinarak
kararligi arttirici yonde genellestiriimeler gerceklestirildi. Calisma programi
zorunlu olarak bu modellerin kararlilik ve dallanma &zellikleri Gzerinde
yogunlasti. Gerek klasik LV modelinin gerekse de ikinci dereceden bir
kendiyle etkilesim iceren genellestirmelerinin kritik gecisli Hopf dallanmalari
verdigi gozlemlendi. Lazerlerde de dikey Hopf dallanmalari gbzlemlenmis

oldugu igin bu ¢alismanin dikkate deger sonugclarindan ilkidir.

Calismanin ikinci hedefi kibik polinom etkilesme gibi literatlrde
kullanilanlarindan daha basit bir etkilesmenin avci av modellerinde kararlilik
sorununa hangi dlgude ¢6zim sagladiginin arastiriimasi idi. S6z konusu
etkilesmenin kararli denge noktalari olusturabilecegi ve uygun parametre

degerleri icin Lyapunov kararli bir sistem yaratabilecegi gosterildi.

Caligmada son olarak x*y ve xy* seklinde etkilesmeler incelendi, bu tir
etkilesmelerin de limit gevrim ve kesiklilik davranisi gibi unsurlardan olusan

zengin bir dinamik yapiya sahip oldugu gosterildi.
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