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ÖZET 

TEZĠN BAġLIĞI: LĠNEER OLMAYAN SIRADAN DĠFERANSĠYEL 

DENKLEMLERLE MODELLENEN DĠNAMĠK SĠSTEMLERDE KARARLILIK, 

DALLANMA, NORMAL FORM ANALĠZĠ, KESĠN VE YAKLAġIK KORUNAN 

BÜYÜKLÜKLER  

YAZAR ADI         : ĠLKNUR KUġBEYZĠ 

Sıradan diferansiyel denklemlerle modellenen dinamik sistemlerin 

incelenmesinde ve açıklanmasında kararlılık analizi ve bununla iliĢkili 

dallanma diyagramlarının ve rezonant normal formların büyük önemi vardır. 

Bu çalıĢmada birbiri ile ilgisi de bulunan Maxwell – Bloch ve Lotka – Volterra 

fiziksel modellerine bu analizler uygulanmıĢtır. ÇeĢitli genelleĢtirmeler ile bu 

sistemlerin kararlılık özelliklerini ve dallanma spektrumunu geniĢletmek 

mümkündür.  
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SUMMARY 

TEZĠN BAġLIĞI: STABILITY, BIFURCATION, NORMAL FORM ANALYSIS, 

EXACT AND APPROXIMATELY CONSERVED QUANTITIES IN 

DYNAMICAL SYSTEMS MODELED BY NONLINEAR ORDINARY 

DIFFERENTIAL EQUATIONS 

YAZAR ADI        : ĠLKNUR KUġBEYZĠ 

In studying dynamical systems, stability analysis, related bifurcation 

diagrams and resonant normal forms are very important in the study and 

clarification of dynamical systems represented by ordinary differential 

equations. In this work these analysis have been applied to two related 

physical systems, namely the Maxwell – Bloch and Lotka – Volterra models. 

It is possible to extend the stability and bifurcation spectrum of these systems 

by various generalizations. 
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1. GĠRĠġ 

Doğadaki en basit sistemler lineer modellerle anlaĢılabilir. Lineer 

modeller üst üste bindirme ilkesine uydukları için çözümü basit olmakla 

birlikte verecekleri bilgi sınırlıdır. Lineer olmayan sistemler ise çok daha 

değiĢik ve karmaĢık davranıĢlar gösterir. Bu olağan dıĢı gibi görülen 

davranıĢlar ilk gözlemlendiklerinde katastrof, karmaĢık ve kaotik olarak 

nitelendirilmiĢlerdir.  

Lineer olan basit harmonik salınıcı ve lineer olmayan basit sarkaç 

modellerini ele alalım. Basit harmonik salınıcı, genliği ne olursa olsun sabit 

bir frekansta salınım yapar. Lineer olmayan basit sarkaç ise küçük genlikler 

için harmonik salınıcı gibi davranır. Genlik arttıkça frekans genliğe bağımlı 

olarak değiĢir. Genliğin, sarkaç uzunluğunun iki katına gelmesi durumunda 

ise sistem salınım yapabildiği gibi dönme hareketi de yapabilir. Lineer 

olmayan sistemler, bir parametresindeki çok küçük değiĢiklik sonucunda 

tümüyle farklı bir fiziksel davranıĢa geçebilir. Bu olaya dallanma, dallanmaya 

neden olan parametreye dallanma parametresi, olayın oluĢma noktasına ise 

dallanma noktası denir. Lineer olmayan dinamik sistemler yukarıdaki basit 

örnekte görüldüğü gibi dallanma noktaları civarında karmaĢık bir yapı 

sergilerler. Sistemin bağlı olduğu parametrelerine sırası ile birer veya ikiĢer 

olarak değiĢtirildiğinde bir dallanma noktası etrafındaki niteliksel yapıda 

değiĢiklik meydana gelir.  

Sıradan diferansiyel denklemler fiziksel sistemlerin modellenmesi için 

Newton‟dan beri kullanılmaktadır. Ġncelenen sistemlerin karmaĢıklığı arttıkça 

lineer olmayan denklemlerle modellenmeleri gerekmiĢ, bu modellerin 

gösterdiği alıĢılmamıĢ davranıĢlar modelin anlaĢılması için önem 

kazanmıĢtır. Bu çalıĢmada bu özelliğe sahip ve birbiri ile ilgili iki sistem 

incelenmiĢtir. Bunlardan ilki bir oyukta lazer elektrik alanını inceleyen 

Maxwell denklemleri ile bu alanla etkileĢen atomların davranıĢını inceleyen 

ve Schrödinger denklemine benzeyen Bloch Modelini birleĢtiren Maxwell -

Bloch (MB) denklemleridir. Maxwell – Bloch denklemleri kendi baĢlarına 
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lineer sistemler olmakla birlikte etkileĢme içeren sistem lineer değildir. Ġkincisi 

ise av avcı modelleridir. Lazer dinamiğini tasvir eden Maxwell - Bloch 

modellerinin av avcı modeliyle iliĢkisi ilgi çeken bir araĢtırma konusudur, 

nüfus tersinmesi ile üst düzeyde kalan elektronlar ile taban durumuna geçiĢ 

yaparak foton yayan elektronların av avcı modelindeki gibi davranıĢ 

göstermeleri beklenir. 

He – Ne lazeri için Maxwell - Bloch sistemi çok sayıda parametre 

içerdiğinden bu parametrelerin her birinde kaotik davranıĢ ve dallanma gibi 

potansiyel bir zenginliğe sahip olması beklenir. Bu gerekçe ile tez 

çalıĢmasında Lotka – Volterra (LV) ve Maxwell - Bloch sistemlerinin dinamik 

incelenmesi yapılmıĢtır. Öte yandan Maxwell - Bloch sisteminde belirtilmiĢ 

yan koĢullar kullanılarak elde edilmiĢ fiziksel anlam taĢıyan özel çözümlerin 

fiziksel olmayan parametre değerleri gerektirip gerektirmediği araĢtırılmıĢtır. 

Lineer olmayan dinamik sistemlerin öncelikle Hopf dallanmaları olmak üzere 

dallanmalarının anlaĢılmasında normal form yönteminin de önemi vardır. 

Bu tezde genelleĢtirilmiĢ Lotka – Volterra ve Maxwell - Bloch sistemleri 

ve benzeri  dinamik sistemlerin denge noktaları civarında incelenmesi ve 

kaotik davranıĢ mekanizmaları araĢtırılmıĢtır. Bu incelemeden yararlanarak 

irdelenebilecek global özellikler elde edilmeye çalıĢılmıĢtır. 

Bu inceleme için uygulanmıĢ olan yöntemler dinamik sistemler teorisinin 

lineerleĢtirilmiĢ kararlılık analizinden baĢlanarak merkez katmanlar, normal 

formlar ve Lyapunov fonksiyonları gibi değiĢik yöntemleridir. 

Bir manyetik momentin manyetik alandaki davranıĢını tanımlayan Bloch 

modeli doğrusal olduğu için kaotik davranıĢa yol açamaz. Ancak alternatif 

akım manyetik alanının çok kuvvetli olduğu durumlarda faz uzayını yoğun 

olarak dolduran yörüngelere rastlamak mümkündür. Pozitif Lyapunov 

üsselleri ile tanımlanabilen kaotik davranıĢ için doğrusal olmayan terimlerin 

eklenmesi gerekir, bunun en kolay yolu da Maxwell - Bloch denklemlerini 

birlikte incelemektir. Böylece, Maxwell - Bloch denklemleri ile modellenebilen 

lazerlerin kaotik davranıĢ gösterecek olası parametre değeri bölgeleri 
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incelenmiĢtir. Bu parametrelerin en büyük pozitif Lyapunov üsselleri 

gösterdiği değerlerin ikinci tip lazerlere karĢılık geldiği anlaĢılmıĢtır. 

Ġncelemekte olan Maxwell - Bloch denklemlerinin özel koĢullar altında Avcı-

Av sistemine dönüĢtürülebildiği saptanmıĢtır. Kararlılığın kaybolması, 

sistemin kaotik davranıĢa geçiĢi ve yapısal kararlılık gösteren limit 

çevrimlerinin incelenmesi bu nedenle önemlidir ve bu inceleme de dallanma 

analizi ile gerçekleĢtirilir. 

Son yıllarda lineer olmayan sistemlerde kararlılık analizi için yoğun 

olarak incelenen bir problem sınıfı aynı ortamı paylaĢan iki veya daha çok 

canlının etkileĢmesini modelleyen, avcı – av sistemi denilen modellerdir. Avcı 

– av problemi, aynı ortamı paylaĢan ve bir türün diğerini avladığı farklı türlerin 

nüfusları arasındaki iliĢkiyi ifade eden bir model sunar. Avın pozitif bir 

parametre ile lineer büyüme sağladığı varsayılmıĢtır. Avcı türler ise bir diğer 

parametre kümesi ile avcılar arasındaki rekabet oranını simgeleyen bir lineer 

olmayan etkileĢim ile avları tüketirler. Ayrıca avcıların doğal ölüm oranı 

negatif bir parametre ile verilmiĢtir. Parametreler değiĢtirildiğinde sistemin 

niteliksel yapısında ve çekicilerinde değiĢiklikler oluyor ise bu değiĢikliklere 

dallanma denir ve analizleri dinamik sistemi anlamada önemli yer 

tutmaktadır. Canlılardan bazıları diğerlerini avlar, ayrıca canlıların doğum ve 

ölüm oranları da parametrelerle verilir. Bu Ģekilde ilk ortaya atılan model 

Lotka – Volterra modelidir. Bu model daha karmaĢık modellerin baĢlangıç 

noktası olarak önemli ise de kararlılık problemleri nedeniyle gerçekçi bir 

fiziksel model değildir [Lotka, 1925 ve Ruiping, 2009].  Bu eksikliği ortadan 

kaldırmak için polinom olmayan etkileĢmeler ile yerel olmayan etkileĢmeler 

kullanılmıĢtır. Bu çalıĢmada ise kararlılığı artırıcı yönde daha basit bir 

yaklaĢım olduğu düĢünülen ve Nutku tarafından önerilmiĢ olan kübik 

etkileĢme incelenmiĢtir [Nutku, 1990]. Dallanma ve kararlılığın nümerik 

analizi MATCONT paketi kullanılarak yapılmıĢtır [Kuznetsov, 1995 ve 

Kuznetsov, 2006]. 
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2. MAXWELL – BLOCH DENKLEMLERĠNĠN 

YAKLAġIK ÇÖZÜMLERĠ VE OLASI LOTKA – 

VOLTERRA DAVRANIġLARI 

Bu bölümde MB denklemlerine dayalı lazer modellerinin özellikleri 

incelenmiĢtir. Kararlılık ve kaotik davranıĢ araĢtırılması için kullanılan 

Lyapunov üsselleri ve dallanma analizi ile ilgili ön bilgiler verilmiĢ, bu 

tekniklerle genelleĢtirilen hesapların detay ve sonuçları verilmiĢtir. Ek olarak 

denklemlerin özel çözümleri incelenmiĢ, bunlardan birinin belirli koĢullar 

altında LV sistemine indirgendiği gözlenmiĢtir. DönüĢtürülmüĢ sistemlerdeki 

salınımlı çözümlerin varlığının öneminin nedenleri çalıĢılmıĢtır. 

2.1 Kaotik DavranıĢ Kriterleri 

Genel kullanımda kaotik davranıĢ ya da kaos sözcüğü düzensiz durum 

anlamını taĢır. Lineer olmayan sistemlerin lineer sistemlerin alıĢılmıĢ 

davranıĢından değiĢik davranıĢ göstermesi nedeniyle bu tür davranıĢ 

düzensiz olarak nitelendirilmiĢtir. Kaosun evrensel olarak kabul görmüĢ bir 

tanımı yoktur. Matematik literatüründe en yaygın olarak kullanılan tanım ise 

Ģu üç kriterin varlığına dayanır:  

1. Sistem baĢlangıç koĢullarına duyarlı olmalıdır. Diğer bir deyimle, 

sistemin herhangi bir noktasından geçen yörüngenin istenildiği 

yakınlıktan geçen çok değiĢik zamanda bir yörünge mevcut olmalıdır. 

Bu kriterin bir diğer ifadesi baĢlangıç koĢullarının bir çevrime 

yakınsamamasıdır. Pratikte bu kriter yerine çok yakın yörüngelerin 

birbirinden ayrılma hızı ile ilgili Lyapunov üsselleri kullanılır. 

 

2. Sistem topolojik olarak karıĢma veya geçiĢ sağlamalıdır. Diğer bir 

deyimle sistemin evrimi faz uzayının herhangi bir bölgesinin verilen 

herhangi bir diğer bölge ile çakıĢması yeterince zaman içinde mümkün 

olmalıdır. 



5 

 

3. Sistemin periyodik yörüngeleri yoğun olmalıdır. Diğer bir deyimle, 

sistem uzayının herhangi bir noktasının istenilen yakınlığında periyodik 

bir yörünge bulunmalıdır. 

Bu kriterlerden bazılarını sağlayan ancak kaotik olmayan sistemler 

vardır. Örneğin lineer bir sistem olan Bloch denklemi, alternatif akımlı alan 

bileĢeninin yeterince Ģiddetli olması durumunda son iki kriter sağlanabilir, 

ancak pozitif Lyapunov üsseli yoktur. En sıklıkla kullanılan pratik bir kriter ise 

sistemin en büyük Lyapunov üsselinin pozitif olmasıdır [Wolf, 1985 ve Geist, 

1990]. 

Bir zaman evriminin baĢlangıç koĢulu  Ģeklinde küçük bir 

tedirgemeye tabi tutulursa, bu tedirgemenin zaman içinde  olarak 

artması veya azalmasının üssel hızına karakteristik çarpana Lyapunov üsseli 

denir.  Ģeklinde verilen bir yörüngeye  baĢlangıç anında  

tedirgemesi  Ģeklinde uygulandığında ġekil 2.1‟de 

gösterildiği gibi tedirgenen yörüngenin temel yörüngeden üssel uzaklaĢma 

hızı Lyapunov üsseli  ile belirlenir [Ott, 1993 ve Wolf, 1985].  

Doğal olarak  boyutlu bir uzayda birbirinden bağımsız  tedirgeme 

vektörü seçilebileceği için  adet değiĢik Lyapunov üsseli tanımlanabilecektir. 

Lyapunov üsselleri sistemin karakteristikleri hakkında bilgi verirler. 

Sistemdeki bütün Lyapunov üsselleri negatif ise sistem düzenli, eğer en az 

bir pozitif Lyapunov üsseli varsa sistem kaotik, birden fazla pozitif Lyapunov 

üsseli olan sistemler ise hiper-kaotik olarak sınıflandırılırlar. Hamiltonyen 

sistemlerde Lyapunov üssellerinin toplamı sıfır olduğundan Hamiltonyen kaos 

için pozitif Lyapunov üsseli olmakla birlikte üssellerin toplamı 0 olmalıdır [Ott, 

1993 ve Wolf, 1985].  
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ġekil 2.1. Lyapunov üsselinin tanımı 

Zamanda sürekli dinamik sistemlerin Lyapunov üssellerinin 

hesaplanmasında kullanılan yöntemler çoğunlukla önce daha geniĢletilmiĢ 

(tedirgenen yörüngeler hakkında bilgi içeren) bir dinamik sistemin 

oluĢturulmasını, ardından da oluĢturulan bu sistemin entegrasyonunu 

gerektirirler. Entegrasyon adımı çoğu zaman elle hesaplanamayacak kadar 

karıĢık olabilir, bu nedenle bir simgesel programlama paketi yardımı ile 

geniĢletilmiĢ sistemin oluĢturulması ve iĢlem sonucunun sayısal 

hesaplamaya uygun bir dile aktarılarak entegrasyonun gerçekletirilmesinde 

yarar vardır [Geist, 1990]. Ayrıca, sayısal entegrasyon aĢamasında da 

entegratörün seçimi, duyarlıkık ve kesim hataları gibi birtakım konuların 

dikkate alınması gereklidir. Bu çalıĢmada dördüncü dereceden kalite 

kontrollü Runge Kutta sayısal entegrasyon yöntemi kullanılmıĢtır [Eckmann, 

1985 ve Eckmann, 1986]. 

Lyapunov üssellerinin hesaplanmasında kullanılan yöntemler Ģu Ģekilde 

sınıflandırılabilir:  
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1. Wolf ve Benettin tarafından önerilen, yörüngelerin doğrudan 

varyasyonuna dayanan ve bu çalıĢmada kullanılan grup [Wolf, 1985]. 

2. Sürekli zamanlı algoritmalar [Geist, 1990 ve Wiesel, 1993]. 

3. QR veya benzeri öz değer yöntemleri kullanan grup [Eckmann, 1986]. 

4. Diğer yöntemler; bunlar arasında bazı sistemlere uygulanabilen cebirsel 

yöntemler sayılabilir [Roepstorff, 1993].  

Ġlk üç kategoriye giren algoritmaların detaylı bir sınıflandırılması Geist 

tarafından verilmiĢtir [Geist, 1990]. 

2.2 Maxwell - Bloch Modeli 

Bloch modeli lazer alanına rezonant kipte bağlanmıĢ olan atomların 

evrimini ifade eden Schrödinger benzeri lineer bir denklemdir. Bu sistemden 

kaotik bir davranıĢ genellikle beklenmemekle birlikte  zamanla sinüsoidsel 

davranıĢ gösteren alternatif akım bileĢenlerinin yeterince güçlü kipte 

bağlanmıĢ durumunda faz uzayında yoğun yörüngeler kaotik görünümlü 

bölgelere yol açabilir [Erneux, 2000 ve Hacınlıyan, 2010]. Elektromanyetik 

alan ile maddenin etkileĢimi veren Maxwell denklemlerini Bloch sistemi ile 

birleĢtirme, sisteme lineer olmayan terim eklemenin bir yoludur. Bu durumda 

pozitif Lyapunov üsselleri ile kanıtlanabilen kaotik davranıĢ görülebilir. Bu 

sistemler genellikle lazer modelleri olarak ifade edilir. Kaosa geçiĢ lazer oyuk 

frekansı ile atomik oyuk dikine elektrik ve manyetik alanları (transverse 

electical and magnetic field) içeren kipleri arasındaki rezonans üzerine 

kuruludur [Arecchi, 1985 ve Haken, 1985].  

Lazer dinamikleri için modeller ile avcı – av sistemlerini iliĢkilendirmek 

konusunda birçok deneme yapılmıĢtır. LV modeli lazer modellerindeki dikey 

Hopf dallanmalarını açıklayan (alan yoğunluğu ve nüfus tersinmesindeki 

çevrimlere ait) salınımlı çözümler vermesi ile bilinir. Bununla birlikte bu 

çözümler yapısal kararlı değillerdir [Khanin, 1975 ve Broer, 2005].  
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Alanı ifade eden Maxwell denklemlerinin bir oyuktaki Schrödinger 

denklemi ile tanımlı  adet iki düzeyli atoma rezonant bir Ģekilde bağlanmıĢ 

(kuplajlı) olduğu kabul edilmiĢtir. Alan Ģiddeti ( ), polarizasyon ( ) ve nüfus 

tersinmesi ( ) ile kuple edilmiĢtir. Atomik frekans ile oyuk frekansı rezonans 

sağlayacak Ģekilde seçildiği için  ve  reeldir. Bu denklemlerde yer alan 

parametrelerin fiziksel anlamları aĢağıda verildiği gibidir [Arecchi, 1985]. 

 : Nüfus tersinmesinin denge (kararlı durum) değeri, 

 : Nüfus tersinmesinin denge değerine üstel yakınsamasını sağlayan 

sönüm parametresi, 

 : Elektrik alanın oyuk duvarlarında soğulma ve lazerden çıkan ıĢık 

nedeniyle oluĢan sönümü veren parametre, 

 : Polarizasyonda, atomik çarpıĢma, kendi kendine ısınma gibi 

süreçlerde olan sönümü veren parametre, 

 : Bloch çiftleĢme sabiti. 

Bu koĢullar altında MB denklemleri Ģu Ģekildedir [Arecchi, 1985 ve 

Haken, 1985]: 

 

 

. 

Bu sistemin üç denge konumu vardır. Bunlardan merkez rolünde olan  

,  noktasında lineerleĢtirilmiĢ öz değerlerden biri pozitif ve 

diğer ikisi negatif olduğu için kararsızdır. Diğer iki öz değer ise  küçük bir 

pozitif sayı,  ve  pozitif sayılar olmak üzere  Ģeklindedir. Uzamı 

yavaĢ bir Ģekilde ilk kararsız noktaya yaklaĢana kadar artan denge noktası 

çifti oluĢturur.  

Parametre uzayındaki kaotik davranıĢ beklenen bölgeler Bölüm 2.3„de 

anlatılmaktadır. Parametreler değiĢtikçe çekicinin evriminin nasıl olduğu da 
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bu bölümde sunulmuĢtur. Bölüm 2.4 ve 2.5 sayısal ve sayısal olmayan 

dallanma senaryoları çalıĢmalarına ayrılmıĢtır. Bölüm 2.6, özel çözümleri ve 

bu çözümlerin LV sistemi ile iliĢkisini içermektedir. Burada, nüfus 

tersinmesinin denge değeri olan 
 
parametresinin sıfırdan farklı keyfi bir 

değer alabildiği durum göz önünde bulundurulmuĢtur. Bölüm 2.7‟de  

parametresini içeren terimlerin baskınlığının yarattığı salınımlı davranıĢ 

incelenmesinin sonuçlarını içermektedir. 

2.3 Kaotik DavranıĢ Senaryoları 

Lorenz modeli yavaĢ akıĢlı bir sıvıda akıĢ yönüne dik ısı akıĢının 

düzgün akıĢlı ısı iletimi rejiminden girdaplı akıĢlı konveksiyon rejimine geçiĢ 

sürecini yaklaĢık olarak modelleyen ve kaotik davranıĢ için örnek gösterilen 

bir modeldir. Lorenz modelinde yer alan ,  ve  parametreleri akıĢkanlar 

mekaniği ve isi iletimi ile ilgili olan Prandtl sayısı, konveksiyon girdabının eni 

ve boyu arasındaki orana ve akıĢ bölgesinin geometrisine bağımlıdır 

[Schuster, 2004 ve Haken, 1985]. 

MB modeli ile Lorenz modeli arasında ilk kez Khanin tarafından 

incelenmiĢ olan bir iliĢki vardır [Khanin, 1975]. , , ,  

değerleri için sistem 
 
denge noktası civarında , , 

 dönüĢümü ile Lorenz sistemine dönüĢtürülebilir. MB denklemlerindeki 

parametrelerin anlamları ve Lorenz modeli ile ilgisi Arecchi tarafından 

açıklanmıĢtır [Arecchi, 1985 ve Haken, 1985]. 

Bu iliĢki bir dizi yaklaĢık korunan büyüklüğün oluĢturulması bakımından 

da yararlıdır. Bilindiği gibi, parametrelerinin özel değerleri için Lorenz 

sisteminin altı kesin integrali Painleve analizi ile bulunmuĢtur [Goriely, 2001].  

Yukarıda verilen bağlantılar kullanılarak bu integralleri MB denkleminin 

yaklaĢık korunan büyüklükleri olarak algılamak mümkündür. Tablo 2.1.‟de 

verilen ilk üç ve altıncı integrallerin varlığı için ön görülen parametre değerleri 

lazer fiziği açısından makul ölçülerdedir [Goriely, 2001 ve Aybar, 2010] .  
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Sıradan LV denkleminin Hamiltonyen yapıda olduğu bilinmektedir 

[Verhulst, 1997]. MB denkleminin  baskın rejimi ileride tartıĢılacaktır. Bu 

rejimde de kesinlikle korunan iki büyüklüğün mevcut olduğu gösterilecektir. 

Bu korunan büyüklükler bir tedirgeme hesabına temel oluĢturacak niteliktedir 

[Hacinliyan, 2010].  

Lorenz modeli ile kıyaslanma iĢlemi sonucunda üç gevĢeme (relaxation) 

parametresi için bulunan değerler aynı büyüklük mertebesindedirler. Bu 

durum, MB denklemlerinde üçüncü tip olarak bilinen ve kararlı durum 

oluĢturan uzak kızıl ötesi lazerlere denk gelir [Arecchi, 1985 ve Haken, 1985]. 

Fakat bu kararlı haldeki çözümler yüksek  değerleri için kararlılığını 

kaybederek periyodik hatta kaotik çözümler verirler. Birinci tip lazerlerde (He-

Ne, Ar, Kr vb.) , ikinci tip lazerlerde (Yakut, Nd, yarı iletken, 

karbondioksit vb.) ise  koĢulları geçerlidir. Bu tipten lazerlerin 

hepsinin kararlı bir yapıya sahip olması beklendiği için, anılan rejimlerde 

kaotik davranıĢlar var olmamalıdır [Hacinliyan, 2010]. 

MB denklemleri Lorenz sisteminden daha fazla parametreye sahiptir. 

Bu durum daha ayrıntılı bir parametre çalıĢması gerektirir. Kaotik davranıĢ 

lazer sistemlerinde deneysel olarak gözlenmiĢ olup uygulamalarda istenen 

bir durum olmayan kaos oluĢabilecek parametre değer aralığının çalıĢılması, 

davranıĢı kontrol altında tutmak için önemlidir. Uygulamalarda pozitif bir 

Lyapunov üsseli ile karakterize edilen kaotik davranıĢa yol açabilecek 

parametre değerlerini verecek olan bir çalıĢma bu nedenle büyük önem taĢır. 

Lyapunov üssellerinin hesaplanması Wolf algoritması kullanılarak 

gerçekleĢtirilebilir [Wolf, 1985 ve Grassberger, 1991]. ,  ve  

parametrelerin küçük ve çok büyük değerlerinde sistem negatif veya sıfır 

Lyapunov üssellerinden oluĢan bir spektruma sahiptir. Bir pozitif Lyapunov 

üsseli ile gösterilen kaotik davranıĢ  değerinde baĢlayarak  

değerine kadar sürer.  parametresi için pozitif maksimal Lyapunov üsseli 

aralığı (4, 13)„tür [Wiesel, 1993]. 



11 

Tablo 2.1. Lorenz Sistemi ile iliĢkili MB Ġntegralleri 

  , , ,  ve  çalıĢma noktası 

CERN MINUIT paketi yardımı ile maksimal Lyapunov üsselinin iĢaretini 

değiĢtirilerek minimizasyon ile elde edilir. Sistemin sergilediği baskın kaotik 

davranıĢ bir diğer adıyla “fırlat ve yakala” mekanizmasında çok küçük pozitif 

reel kısımlı kompleks eĢlenik öz değerler çifti Ģeklinde iki denge noktası 

 öz değer spektrumuna sahip üçüncü bir kararsız denge noktasını 

çevrelerler.  ġekil 2.2‟de görülen bu kaotik davranıĢ Lorenz sistemindekine 

benzer yapıdadır. 

 İlk İntegraller 
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ġekil 2.2. Özel parametre değerlerinin oluĢturduğu garip bir çekici durumu 

ġekil 2.3‟de ,  ve  parametreleri değiĢken hale getirilerek maksimal 

Lyapunov üsselleri için farklı rejimlerin davranıĢları sunulmuĢtur.   

parametresinin farklı değerleri için çekiciler ġekil 2.4‟de çizilmiĢtir.  

parametresinin 14‟ten büyük değerleri için sistem üç negatif Lyapunov üsseli 

olan bir rejime döner.  

 parametresinin davranıĢı  parametresinin davranıĢına benzerdir. 

Her iki parametre için de pozitif maksimal Lyapunov üsselleri parametrelerin 

küçük değerleri için gözlenmiĢtir, her iki parametre için de benzer 

değerlerden sonra tümü negatif Lyapunov üssellerinden oluĢan durum ġekil 

2.5‟de gösterildiği gibi elde edilmiĢtir.   
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ġekil 2.3. ,  ve  parametreleri için maksimal Lyapunov üssellerinin farklı 

rejimleri 

, , ,  değerleri için  parametresinin 

3‟den büyük olduğu durumlarda pozitif Lyapunov üsselleri görülmeye 

baĢlanmıĢtır.  parametresinin artan değerleri için çöküĢ noktası (sink) 

durum uzayında yoğun ve daha az yoğun bölgeleri gösteren kendine özgün 

kaotik özellikler ile bir çekiciye dönüĢene dek oluĢan garip çekiciler ġekil 

2.6‟da verilmiĢtir. Benzer zenginlikte bir çekici yapısı çalıĢma noktası 

etrafında diğer parametreler değiĢtirildiğinde de ortaya çıkmaktadır. Bununla 

ilgili dallanma senaryoları bir sonraki bölümde ayrıntılı olarak anlatılacaktır. 

Görüleceği gibi her durumda negatif Lyapunov katsayılı bir dizi çekici 

gözlemlenmektedir. ġekil 2.7 ve 2.8‟de gözlenen çekici ailesi olası bir Hopf 

noktasını çevrelemektedir.  
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ġekil 2.4.  değiĢken parametresi için garip çekiciler 

 

ġekil 2.5.   ve  parametreleri için maksimal Lyapunov üssellerinin farklı 

rejimleri 
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ġekil 2.6.  değiĢken parametresi için garip çekiciler 

 

ġekil 2.7.  değiĢken parametresi için garip çekiciler 
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ġekil 2.8.  değiĢken parametresi için garip çekiciler 

 

ġekil 2.9.  değiĢken parametresi için garip çekiciler 
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 parametresindeki davranıĢ da diğer parametrelerinkine benzer 

yapıdadır. Küçük değerlerdeki davranıĢ pozitif Lyapunov üsseli ile baĢlayarak 

değerinden sonra bir çöküĢ (sink) rejimine dönüĢür. ġekil 2.9‟da 

çöküĢün gerçekleĢtiği yerde garip çekicinin bir eyer noktasına değiĢtiği 

görülmektedir. 

2.4 Dallanma Kuramı 

Dallanma kuramı, dallanma parametresi/parametreleri adı ile anılan 

parametrelerdeki değiĢme sonucunda bu parametrelere bağımlı bir vektör 

alanları ailesinin entegral eğrileri veya bir diferansiyel denklemler ailesinin 

çözümleri gibi verilen bir ailenin niteliksel veya topolojik yapısındaki 

değiĢikliklerin matematiksel çalıĢmasına verilen isimdir. Genellikle dinamik 

sistemlerin matematiksel çalıĢmasına uygulandığında dallanma bir sistemin 

parametre değerlerinde (dallanma parametrelerinde) yapılan ufak bir 

değiĢikliğin sistemin davranıĢında ne gibi ani bir niteliksel veya topolojik 

değiĢime neden olduğunu ortaya çıkarır. 

Dallanmaları iki ana sınıfta toplamak mümkündür: 

Yerel dallanmalar; parametreler kritik eĢik değerlerinden geçtikçe bir 

denge noktası, periyodik yörüngeler veya diğer değiĢmez kümelerin yerel 

kararlılık özelliklerindeki değiĢikliklerin incelenmesidir, 

Genel dallanmalar; genellikle sistemin daha büyük değiĢmez kümeleri 

birbirleri ile veya sistemin denge noktaları ile çakıĢtığında ortaya çıkar. 

Sistemin denge noktalarının kararlılık analizi ile kesin olarak elde edilemezler 

[Guckenheimer, 1983 ve Wiggins, 1996]. 

2.4.1 Yerel Dallanmalar 

Yerel dallanma, parametre değerindeki değiĢikliğin denge noktası ya da 

noktalarının kararlılığının değiĢmesine yol açtığında ortaya çıkar. Sürekli 
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sistemlerde bu durum bir denge noktasının bir özdeğerinin reel kısmının sıfırı 

geçmesine denk düĢer. Dallanma noktasında denge noktası hiperbolik 

değildir. Sistemin durum uzayındaki topolojik değiĢiklikler dallanma 

parametresini dallanma noktasına yaklaĢtırarak dallanma yapan denge 

noktalarının keyfi küçük komĢuluklarına sınırlandırılabilir. (bu nedenle 

“yerel”dir.) 

Yerel dallanmalara örnek olarak semer düğüm noktası (saddle node/ 

fold) dallanması, kritik geçiĢli (transcritical) dallanma, diyapazon (pitchfork) 

dallanması, periyod çiftleme (period doubling/ flip) dallanması, Hopf 

dallanması verilebilir. 

Daha teknik olarak aĢağıdaki Sıradan diferansiyel denklemler ile tanımlı 

sürekli dinamik sistemi göz önüne alalım: 

. 

 Jakobiyen matrisi sıfır reel kısımlı bir öz değere sahip ise  

noktasında yerel bir dallanma ortaya çıkar. Eğer öz değer sıfıra eĢit ise 

dallanma kararlı durum (steady state) dallanmasıdır, sıfırdan farklı fakat saf 

sanal ise bir Hopf dallanmasıdır. Eğer öz değer bire eĢit ise dallanma semer 

düğüm noktası dallanması (bazen katlanma (fold) dallanması olarak da 

anılır),  kritik geçiĢli veya diyapazon dallanmasıdır. Öz değer  ise periyod 

çiftleme (period doubling/ flip) dallanmasıdır [Guckenheimer, 1983 ve 

Verhulst, 1997]. 

2.4.2 Bir Dallanmanın EĢ Boyutu 

Bir dallanmanın eĢ boyutu dallanmanın ortaya çıkması için 

değiĢtirilmesi gereken parametre sayısıdır. Bu tüm parametre uzayında 

dallanmanın ortaya çıkması için gerekli parametre kümesinin eĢ boyutu ile 

çakıĢmaktadır. Semer düğüm noktası dallanmaları gerçekten eĢ boyutu bir 

olan tek yerel dallanma türü olup diğerleri daha yüksek eĢ boyuta sahiptir. 
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Bununla birlikte normal formları tek parametre ile yazılabildiğinden kritik 

geçiĢli ve diyapazon dallanmalarının da eĢ boyutu bir olarak düĢünülebilir. 

Dallanma kuramının matematiksel incelenmesinde semer düğüm 

noktası, tanjant veya katlanma dallanması olarak adlandırılan dallanma, bir 

dinamik sistemin iki denge noktasının çatıĢtığı veya birbirini ortadan 

kaldırdığı durumda ortaya çıkan yerel bir dallanmadır. Semer düğüm noktası 

dallanması terimi genellikle sürekli dinamik sistemler için kullanılır. Durum 

uzayı bir boyutlu ise denge noktalarından biri kararsız (eyer noktası),  diğer 

kararlı (düğüm) olur. Semer düğüm noktası dallanmasının normal formu 

 Ģeklinde olur. Bu dallanmanın durum uzayı ise Ģu Ģekildedir:  

 

ġekil 2.10. Semer düğüm noktası dallanması 
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2.4.3 Kritik GeçiĢli Dallanma 

Kritik geçiĢli dallanma reel kısmı sıfırdan geçen bir öz değere sahip bir 

denge noktası ile betimlenir. Dallanmadan önce ve sonra bir kararsız ve bir 

kararlı denge noktası mevcuttur. Bunlar ġekil 2.11‟de görülebileceği gibi 

dallanma noktasında kesiĢirler ve bu noktada kararlılıkları yer değiĢtirir. 

Böylece kararsız denge noktası kararlı, kararlı denge noktası da kararsız 

hale gelir. Kritik üstü kritik geçiĢli dallanmanın normal formu  

Ģeklinde olur. Dallanma parametresi r‟nin iĢareti değiĢtirildiğinde kritik altı 

kritik geçiĢli dallanma bulunur. Ġlk Lyapunov katsayısı değeri negatif olduğu 

takdirde limit döngüsü yörüngesel anlamda kararlı ve dallanma kritik üstü 

olarak adlandırılır. Aksi halde limit döngüsü kararsız ve dallanma kritik altıdır. 

 

ġekil 2.11. Kritik geçiĢli dallanma 
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2.4.4 Diyapazon Dallanması 

Diyapazon dallanması dallanma kuramının bir yerel dallanma türüdür. 

Diyapazon dallanmalarının da Hopf dallanması gibi kritik üstü ve kritik altı 

olmak üzere iki tipi mevcuttur. 

Sıradan diferansiyel denklemler ile tanımlı sürekli dinamik sistemlerde 

diyapazon dallanması ġekil 2.12‟de gösterildiği gibi simetri sahibi sistemlerde 

ortaya çıkar ve simetri bozulması (symmetry breaking) durumuna neden 

olabilir. Kritik üstü diyapazon dallanmasının normal formu   

Ģeklinde olur. Dallanma parametresi ‟nin iĢareti değiĢtirildiğinde kritik altı 

diyapazon dallanması bulunur. 

 

ġekil 2.12. Diyapazon dallanması 
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2.4.5 Hopf Dallanması 

 

Burada  dallanma parametresi olsun.  sayısına ilk Lyapunov katsayısı 

adı verilir. Eğer  ise  için kararlı bir limit döngü mevcuttur. Bunun 

yarıçapı  olur. Bu durumda denklem  halini alır. 

Bunun çözümü ,  Ģeklinde limit çevrimini verir. Bu durum 

kritik üstü Hopf dallanması olarak anılır. 

Eğer  ise   için pozitif olacak, limit çevrimi kararlılığını 

kaybedecektir. Bu durumda tek denge konumu  olacaktır.  için 

 ise bu kez ters yönde limit çevrim oluĢabilir. Bu da kritik altı Hopf 

dallanmasını verir [Wiggins, 1996 ve Verhulst, 1997]. 

2.5 Dallanma Senaryoları ve Normal Formlar 

Durum uzayı noktalarının gözlemlenen zengin yapısı dallanmalar için 

birçok olasılık olduğunu göstermektedir. Bir olasılık diğer bir adıyla Hopf 

dallanması da sayısal olarak incelenmiĢ, MB denklemlerinin değiĢken 

parametre g iken sırasıyla ,  ve  „ya göre elde edilen dallanma Ģemaları 

ġekil 2.13, ġekil 2.14 ve ġekil 2.15‟de verilmiĢtir. Dallanma noktalarının elde 

edilmesi farklı rejimlerde farklı durumlar için sayısal olarak gerçekleĢtirilmiĢtir. 

Bu Ģekillerde çekici Hopf ve kritik geçiĢli dallanma noktaları arasında bir limit 

döngüden bir eyer noktasına değiĢmektedir. ġekil 2.13‟de  civarında 

kritik geçiĢli ve Hopf dallanmaları gözlemlenmektedir. 

Hopf dallanmasının doğası  parametresi değiĢtikçe ilk Lyapunov 

katsayısının iĢareti ile belirlenir. Sistem  parametresi 6.06„dan 4.13„e 

değiĢirken bir negatif reel ve bir çift sanal öz değerlere sahip bir Hopf 

noktasına ulaĢır. Burada ilk Lyapunov katsayısı negatif ve reel olarak  

parametresi için kararlı bir limit döngüsüne iĢaret eder.  parametresi 
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değiĢmeye devam ettikçe yine negatif ilk Lyapunov katsayısına sahip olarak 

negatif  ve  için ayna görüntüsü simetrik bir Hopf noktası oluĢur. Öte 

yandan  parametresi bire çok yakın değerlere doğru düĢtükçe kritik geçiĢli 

dallanma gözlenen kritik nokta elde edilir.  

 

ġekil 2.13.  parametresi değiĢtikçe „ye göre MB sisteminin denge 

katmanları 

Bu sonuçların bazılarını rezonant normal form açılımlarına bakarak da 

anlamak mümkündür. Normal formlarla ilgili detaylar bir sonraki bölümde 

verilecektir. Normal form açılımlarında rezonans aĢağıdaki üç durumda 

ortaya çıkar [Hacinliyan, 2010 ve KuĢbeyzi, 2010].  

a) LineerleĢtirilmiĢ sistemin bir öz değerinin sıfır olması durumunda (sıfır 

determinant). Bu halde her iki denge noktasında da Ģu (aĢikâr olmayan) 

koĢul elde edilir: 

. 
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b)  ve  farklı iĢaretlerde ve bir tamsayı oranında olmak üzere öz 

değerlerin  Ģeklinde olduğu durumlarda. Bu durum, 

 eĢitliğini gerektirir. Böyle durumda en kolay rezonans 

 olduğunda oluĢur ve  koĢulunun sağlanmasını gerektirir. 

Açıkça görüldüğü gibi, bu halde en az bir parametre negatif (fiziksel olmayan)  

bir değere sahip olmak zorundadır. Belirtmekte yarar vardır ki; yüksek 

dereceden rezonanslar da mümkündür ama bunlar daha karmaĢık normal 

formlara sahiptirler.  

 

ġekil 2.14.  parametresi değiĢtikçe „ye göre MB sisteminin denge 

katmanları 

c) Tüm denge noktalarında  eĢitliğinin sağlandığı ve öz 

değerlerin  Ģeklinde olması durumu. Bu halde  reel olmak üzere 

 öz değer çifti,  ile belirlenen her derecede rezonant 

bir normal form sağlayarak Hopf dallanmasına yol açar. ġurası ilginçtir ki; 

‟nın reel olmadığı bir denge noktası Hopf dallanması yaratmaz.  

 Diğer denge noktaları için  
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 ,  

bağıntıları geçerlidir. 

Fiziksel olarak mantıklı olan  durumunda bu çözüm, aynı 

zamanda,  

,  

verir. Bu sonuçlar sayısal analiz sırasında bulunan değerler yerlerine 

konduğunda sağlanmaktadır. Sistem ,  ve  değiĢkenlerine uygulanan bir 

doğrusal dönüĢüm ile tipik bir Hopf dallanması normal formu Ģekline 

getirilebilmektedir.  

 

ġekil 2.15.  parametresi değiĢtikçe „ya göre MB sisteminin denge 

katmanları 
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2.6 MB Sistemi ve LV Sisteminin Özel Çözümleri 

MB Denklemlerindeki doğrusal olmayan  ve  terimlerinin geriye 

kalan üçüncü değiĢkene orantılı olması yolu ile oluĢturulan ikiye iki sistem ve 

üssel çözüm sağlayan üçüncü değiĢkeni veren yardımcı koĢulları kullanarak 

MB denklemleri için kararlı olabilecek özel çözüm aramak mümkündür.  Bu 

bölümün amacı sistemin çözümleri ve çözümlerin LV sistemleriyle ilgisini 

araĢtırmaktır. Bu çözüm yollarından biri daha önceden çalıĢılmıĢtır.  

2.6.1  AĢikâr Yan KoĢullar :  ∆‘nın Ayrılması 

 değiĢken değiĢimiyle MB denklemleri aĢağıdaki denklem 

sistemine indirgenebilir: 

 

 

 

, değiĢken değiĢimiyle de denklemler Ģu hale gelir; 

 

 

Bu bağlamda  denklemi  Ģeklinde diğer 

değiĢkenlerden ayrılmıĢ bir sonucu verirken  parametresi için bir çözüme 

ulaĢılmasına da yardımcı olur. Böylece  için aĢağıdaki sonuç elde edilir:  
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Burada  keyfi bir sabit olup kararlı durumda ‟nın sabit bir değere 

yaklaĢtığı söylenmiĢ olur. 

Lemma 2.1: 

Geriye kalan iki denklem takımını aĢağıdaki matrislerle ifade edersek bu 

sistemin periyodik çözümünün olmadığı gösterilebilir ki: 

 

Ġspat 2.1: 

Çözümlerin     Ģeklinde olduğunu varsayılsın. Buradaki 

µ değeri aĢağıdaki sistemin öz değerlerini temsil etmektedir.   

 

Periyodik çözümlerin var olabilmesi için salınımlı çözümleri sağlayacak 

kompleks eĢlenik öz değerlerin olması gerekir. Bu koĢulun gerçekleĢmesi de 

diskriminantın 0 ‟dan küçük olmasını zorunlu hale getirir. 

 

Bu durum pozitif parametreler için imkânsız olduğu için bu süreçte MB 

denklemlerinin salınımlı hareket yapmadan kararlı hale ulaĢan yaklaĢık 

çözümleri türetilmiĢtir.  
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2.6.2 AĢikâr Yan KoĢullar: P ‘nin Ayrılması 

MB denklemlerini, ‟nin lazer alanının Ģiddetini ve  „nin nüfus 

yoğunluğunu temsil ettiği LV sistemine benzer bir sisteme dönüĢümü daha 

önceden çalıĢılmıĢtır.  dönüĢümü ve  aĢikâr yardımcı 

koĢuluyla  ve  için zamanda birimsizleĢtirilmiĢ denklem sistemi elde 

edilmiĢtir. ÇalıĢmanın özeti Ģu Ģekildedir. Birinci MB denklemini ile 

çarpıldığında  ve ikinci MB denklemi de aĢikâr yardımcı 

koĢullarla yeniden düzenlenirse  bağıntıları 

elde edilir. AĢikâr yardımcı koĢullar sayesinde polarizasyonun çözümünü 

temsil eden ikinci MB denklemi  Ģeklinde ifade edilirse 

üçüncü MB denklemi  halini alır. Son olarak 

,   ve  koĢulları altında Ģiddet ve nüfus yoğunluğunu temsil 

eden aĢağıdaki denklemler elde edilir: 

 

 

Bu indirgenmiĢ denklemler  ve  için LV sistemini temsil 

eder. Böylece  kuplajında lazer sistemindeki nüfus dalgalanmaları Avcı 

– av modeline benzemeye çalıĢan bir yapıya uygun pompalama ve ıĢınlama 

davranıĢı sergiler. Bu tip lazerlerin Ģiddeti gevĢemelü olan, yozlaĢmıĢ 

(degenerate) LV denklemlerini sağlayan salınım sergilerler.  durumu 

için bu denklemin LV tipi integrali andıran Ģu integrali mevcuttur: 

 

LV denklemleri, orijinal sistemde var olan dallanma probleminin nümerik 

olarak çalıĢılmasına imkân veren öncelikli problemdir. Buradan yola çıkılarak 

Ģu sonuçlara varılabilir.  
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  ise, yukarıdaki denklemler LV denklemlerine dönüĢtürülebilir. 

 değerleri için saf sanal öz değer çifti  elde edilir. Bu denklemlerin 

normal form açılımı  ve  koĢullarında limit çevrimi vererek 

rezonans durumuna girer.  

Eğer  ise, indirgenen denklemlerin uygun bir Ģekilde LV 

denklemlerine benzeyen bir baĢka Ģekle dönüĢtürülmesi mümkündür. Bu 

amaçla, eldeki sistemin,  denklemini ilave edilerek üç boyuta 

geniĢletilmiĢ Ģekline değiĢmeyen katmanlar yöntemini uygulamak suretiyle 

oluĢturulan sisteme bakılabilir. Bu durum aĢağıdaki Lemma ile açıklanabilir. 

Lemma 2.2: 

Eğer  ise eldeki sistem hala ikinci dereceden terimlere dayalı 

olarak LV denklemlerine indirgenebilir. Sistemi daha büyük boyutlu bir uzaya 

gömmek Ģartıyla, oluĢan merkezi katman üzerindeki kararlı alt katman LV 

denklemlerini verir baĢka bir deyiĢle dikey Hopf dallanmasının varlığı 

gözlemlenmiĢ olur.  

Ġspat 2.2: 

Üçüncü bir denklemle büyütülmüĢ yeni sistem Ģu Ģekildedir: 

 

 

 

 Bu sistemden elde edilen katsayı matrisi aĢağıdaki gibidir: 
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LineerleĢtirilmiĢ kısmın öz değerleri, orijinal öz değerler ve ilave sıfır öz 

değerini içermek üzere  Ģeklindedir.  ise LV sistemine akıĢta 

kararlı değiĢmez bir katman gözlemlenir. Eğer , katman kararlığını 

kaybeder, bu durumda genel durum incelenmesi gereklidir. 

2.7 Salınımlı Çözümler 

Bir önceki çalıĢmalarda her iki indirgemenin kararlı sonuçlar 

verebileceğini görmüĢtük. Kaotik davranıĢın varlığı indirgenmiĢ durumda 

mümkün salınımlı çözümleri çalıĢmaya yönlendirmektedir. Bu amaçla iki 

yaklaĢım söz konusu olabilir. Birincisi, için genel bir değerin varlığıyla yola 

çıkılması, diğeri ise  ‟nin baskın olduğu bir rejimin incelenmesi Ģeklinde 

incelenebilir. 

2.7.1 Keyfi Δ0 için Genel Durum 

Ġncelenen indirgenmiĢ denklemler Ģunlardır: 

 

 

Bu iki denklemin   ve   ile  ve  Ģeklinde iki 

denge noktası vardır. Ġlkinin lineerleĢtirilmiĢ öz değerleri   olup bu 

denge noktasının dallanma vermesi beklenmemektedir. Sistemin bu denge 

noktasını orijine kaydırıldığında zaman sistem aĢağıdaki gibi olur: 

 

 

 ile –  arasındaki tam sayı oranı normal form açılıĢında 

rezonansın varlığını temsil eder. Eğer ikinci denge noktası orijine taĢınırsa 

yeni sistem aĢağıdaki gibi olur: 
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LineerleĢtirilmiĢ öz değerler  Ģeklinde olduğu için 

 ifadesinin iĢaret değiĢtirmesinin Hopf dallanmasının varlığına 

iĢaret eden bir tanım bölgesi değiĢikliğine yol açar. 

2.7.2 g Parametresinin Baskın Olduğu Rejim 

Daha önceden MB denklemlerinin aĢikâr yardımcı koĢullar yardımıyla 

özel çözümlerinin var olması için fiziksel olmayan parametre değerlerini 

gerektirdiği gösterilmiĢti. Salınımlı mümkün çözümlerinin var olması için Ģart 

lineer olmayan terimlerin baskınlığında MB denklemindeki üssel gevĢemee 

sebep olan terimlerin ihmal edilmesi,  ‟nin baskın olduğu terimlerin 

denklemlerde yerinde tutulmasıdır. Bu iĢlem sonucunda elde edilen sistem Ģu 

Ģekildedir: 

 

 

 

Buradan  ve  sonuçları elde edilir. Bu sonuçları 

entegre ederek,  durumunda  baĢlangıç koĢulunun da 

kullanılması ile  bulunur.  sabit olduğuna göre  

sistemin yukarıda sözü edilen ilk korunan büyüklüğüdür. Ġkinci büyüklüğü 

bulmak için tümleme iĢlemi bir kez daha tekrarlanabilir.  
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Bu denklemden ikinci korunan büyüklüğü çıkarmak için ilk korunan 

büyüklük denkleminin karesi alınarak  sonucu bulunur. 

Bu sonuç  denklemine yerleĢtirilince ikinci korunan 

büyüklüğün    olduğu görülür.  ‟nin fiziksel davranıĢını göstermek 

için Ģu Ģekilde davranılabilir:  

 ise, denklem  olur ve bir kere daha entegre 

edersek aĢağıdaki sonuca ulaĢılır.  

 

  ise, denklerin çözümü eliptik fonksiyonlar içerir ve bunlar da 

yaklaĢık periyodik çözümler verebilirler.  denkleminin 

denge noktaları  ve  olur. Ġlk denge noktası dolayında denklem 

 Ģeklini alır ve üssel çözümlere yol açar. Ġkinci denge noktası 

dolayında  kabul edilerek aĢağıdaki eĢitlikler elde edilir. 

 

 

Bu denge noktası civarında periyodik çözümlü sistemin frekansı  

olur.    
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 ve  denklemlerindeki ihmal edilmiĢ terimler ile  denklemi aĢağıdaki 

sistemi verir 

 

 

. 

Bu terimler  ve  için üssel olarak azalan,  ‟nın ise  ‟a gittiği Ģu 

çözümü verir: 

 

 

 

Beklendiği gibi, bu birinci ve ikinci tip lazerlere özgü kararlılığı gösteren 

bir çözümdür. 

2.8 TartıĢma 

Bu çalıĢmada rezonant kipte bağlanmıĢ MB sistemlerinin dinamik 

analizi yapılmıĢtır. Elde edilen indirgenmiĢ sistemlerin genellikle salınımsal 

davranıĢı kaybettikleri gözlemlenmiĢtir. Sistemin parametrelerine bağlı olarak 

zengin bir yapıda olduğu görülmüĢtür. Lorenz benzeri kaos gösteren bir 

nokta bulunmuĢtur. Parametreler uzak kızılötesi lazerlere özgüdür. Bu 

noktadan baĢlatılan bir parametre çalıĢması birçok tipte kararsızlığın varlığını 

göstermektedir. Bu noktadan kaosa olası bir geçiĢi karakterize eden 

dallanma mekanizmasının sayısal incelemesi MATCONT paketi ile yapılmıĢ 

ve Hopf dallanmaları bulunmuĢtur. Bu nümerik çalıĢmaya ek olarak Hopf 

dallanması ayrıca lineerleĢtirilmiĢ analizdeki öz değerler için uygun koĢul 

kabul edilerek normal form analizi kullanılarak da izlenebilmiĢtir. Sistemin 

bazıları LV modeli ile iliĢkili olan özel çözümleri bulunmuĢtur, bunların tümü 
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birinci ve ikinci tip lazerlere özgü kararlı davranıĢı göstermektedir. Kaotik 

bölgeden kalan salınımsal davranıĢı veren g baskın bir rejimin varlığı 

gösterilmiĢtir. g baskın terimlerin göz ardı edilmesinin ise üssel sönen kararlı 

çözümlere yol açtığı anlaĢılmıĢtır.  
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3. ĠKĠ TÜRLÜ AVCI – AV (LV) MODELLERĠNĠN 

KARARLILIK VE DALLANMASI 

MB sisteminin uygun koĢullar altında avcı – av sistemine 

dönüĢebileceği bir önceki bölümde gösterilmiĢti. Lazer fiziğinde gözlenen 

dikey Hopf dallanmalarının bu yolla açıklanması mümkündür. Bu bölümde 

önce dallanma kuramınının esasları incelenecektir. Dallanma kuramı karalılık 

ve bozulması mekanizmalarının açıklanması bakımından önemlidir. Ayrıca iki 

model arasındaki ilgi nedeniyle avcı – av modellerin dallanma Ģemasının 

incelenmesi MB modeli bağlamında da anlamlıdır. Bu bölümde ise avcı – av 

modelleri ve bazı genellemeleri tartıĢılacaktır. Genellemelerin baĢlıca 

gerekçelerinden biri bir önceki bölümde tartıĢılan sistemin lazer fiziğini tasvir 

ederken yapısal kararlılığın bulunmaması, deneysel olarak gözlenebilen limit 

çevrimlerinin ve kesiklilik (intermittency) davranıĢı gibi unsurların 

bulunmaması gibi yetersizliklerdir. 

Bu noktadan hareket ederek LV modeli ve bu modelin polinom terimler 

eklenmek yolu ile elde edilen genellemelerinde denge noktalarının sayısı ve 

bu noktalar civarında gerçekleĢtirilen lineer analiz yolu ile genelleĢtirmelerin 

sistem kararlılığında yol açtığı değiĢiklikler irdelenmiĢ; genelleĢtirmelerin 

sistemin davranıĢında yol açtığı niteliksel değiĢiklikler ise dallanma analizi ile 

ortaya çıkarılabilir [Lotka, 1925 ve Nutku, 1990].  

3.1 Avcı – Av Problemi 

GiriĢ bölümünde de özetlenmiĢ olduğu gibi avcı – av  problemi aynı 

ortamı paylaĢan ve bazılarının (avcı) diğerini (av) avladığı farklı türlerin 

nüfusları arasındaki iliĢkiyi modellemeye çalıĢır. Avın, bir pozitif parametre ile 

gösterilen doğrusal büyüme gösterdiği kabul edilir. Avcı türler, avları, avcılar 

arasındaki rekabeti gösteren bir baĢka parametre kümesi ile (doğrusal 

olmayan etkileĢimlerle) tüketir. Öte yandan, avcının doğal ölüm oranının 

doğrusal olduğu ve negatif bir parametre ile verildiği kabul edilir. Problemin 
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en erken uyarlamalarından birini oluĢturan LV modeli, nüfus dinamiği 

analizinde kullanılan daha geliĢmiĢ modeller için bir baĢlangıç olmuĢtur. 

Gerçek bir nüfus dinamiği probleminin kararlı bir çevrim oluĢturması 

beklenirken LV modelinin bu özelliği içermeyip sadece salınımları vermesi 

nedeniyle model ve genelleĢtirmelerinin kararlılık analizi son zamanlarda 

büyük dikkat çekmiĢtir. Doğrusal olmayan bir sistemin davranıĢını anlamak 

için, denge noktalarının varlık ve kararlılıklarını incelemek gerekir. Model ve 

parametreler değiĢtikçe, denge noktalarının sayısı ve kararlılığı değiĢir. 

Verilen bir model için parametre değerleri değiĢtikçe de denge noktalarının 

kararlılığında değiĢiklikler meydana gelecek bu da dallanmalara yol 

açacaktır. Bu analiz yapılırken genellikle sayısal yöntemler uygulanır. Normal 

form yöntemi, gibi denge noktaları civarında geçerli olan yaklaĢık yöntemler 

sayısal yaklaĢımı tamamlayıcı bir katkı sağlarlar. LV modelinin en bilinen 

genelleĢtirmeleri polinom etkileĢimler, monoton olmayan cevap fonksiyonları, 

zaman gecikmeli ve difüzyon etkili, zaman gecikmeli ve monoton olmayan 

etkileĢimlerin eklenmesini içerir. Bu çalıĢmada ise polinom genelleĢtirmelere, 

özellikle de Nutku tarafından önerilen kübik bir katkıya yer verilecektir 

[Gardini, 1989 ve Vano, 2006].  

3.2 Klasik LV Modeli ve Normal Formlar 

Avcı – av sistemlerini modelleyen ilk denklem sistemi 1925‟te Amerikalı 

biyofizikçi Alfred Lotka (1880 – 1949) tarafından kimyasal bileĢiklerin 

salınımsal davranıĢ gösterdiği kimyasal tepkimeleri, 1926‟da bağımsız olarak 

Ġtalyan matematikçi Vito Volterra (1860 – 1940) tarafından Birinci Dünya 

SavaĢı sırasında Adriyatik Denizindeki avcı balıklar ile avcı balıklar 

tarafından yenilen av balıklarının nüfusundaki çevrimsel değiĢiklikleri 

incelemek için geliĢtirilmiĢtir. Avusturya ve Ġtalya arasındaki savaĢ, ticari 

avlanmayı duraksamaya uğrattığından savaĢtan önceki yıllara oranla avcı 

balıkların nüfusu artmıĢ, av balıkların nüfusu da azalarak savaĢ avcı balıklara 

fayda sağlamıĢtır. SavaĢtan sonraki nüfusları da ifade eden klasik Lotka 

Volterra modeli aĢağıdaki diferansiyel denklem sistemi ile verilmiĢtir. Bu 

model, aynı zamanda, rezonant kipte bağlanmıĢ lazer modelleri gibi daha 
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karmaĢık fiziksel sistemler için de bir ilk yaklaĢtırım sunmaktadır [Bountis, 

1983 ve Sun, 2009]. Klasik LV modeli, değiĢkenlerin üzerindeki nokta ile 

zamana göre alınmıĢ türevi ifade edilmek üzere, aĢağıdaki diferansiyel 

denklem sistemi ile verilir: 

 

. 

 

Burada , , ,    değerleri avcı – av ortamını betimleyen 

parametreleri,  ve  ise, sırasıyla, av ve avcı nüfuslarını 

göstermektedir. Denge noktaları ve  „dir [Verhulst, 1997].  

etrafında geçerli olan lineerleĢtirilmiĢ sistemin  ve   öz değerleri (bunlar 

kısaca “öz değerler” olarak ifade edilecektir) rezonans koĢulunu 

sağlamadığından bir öz değer negatif diğeri pozitif orijin bir eyer noktasıdır.  

Öte yandan,  denge noktası civarında sistemin normal formunu elde 

etmek için denge noktası önce  ve  dönüĢümüyle orijine 

taĢınır ve aĢağıdaki sistem bulunur:  

 

. 

 

Bu sistem için geçerli olan lineerleĢtirilmiĢ sistem öz değerleri 

‟den ibaret olan saf sanal bir çift eĢlenik değer olduğundan, rezonans 

koĢulu sağlanır ve tüm tek dereceli terimlerde rezonans gösterir [Liu, 2009 ve 

Huang, 2007].  
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Lineer kısmı  ve  dönüĢümleri 

kullanılarak köĢegenleĢtirmek mümkündür. Bu ise ,  yer 

değiĢtirmesinin yapıldığı aĢağıdaki sistemi verir: 

 

. 

Denge noktasının orijine taĢınması ve köĢegenleĢtirme iĢlemlerinin 

detayları bundan böyle kısalık gereği gösterilmeyecektir. 

Eğer  ve  birbirlerinin kompleks eĢlenikleri olarak düĢünülürse bu 

sistem  değiĢkeni cinsinden 

 

ve kompleks eĢleniği Ģeklinde de yazılabilir [Broer, 2005 ve Ghosh, 2007]. 

Tanım 3.1:  

 denklemden oluĢan otonom sistemlerin normal formları için kullanılan 

tanım ve notasyon aĢağıdaki gibidir.  ve  olmak üzere 

 diferansiyel denklem sistemi verilmiĢ olsun.  olacak 

Ģekildeki  denge noktası civarında sistemi incelemek için bu nokta 

 değiĢken kaydırması ve ardından  ile orijine ötelenir. Yeni 

değiĢken kullanılarak  civarında gerçekleĢtirilen bir Taylor açılımı 

aĢağıdaki gibidir. Burada  ‟de . dereceden 

monomlardan oluĢan bir polinomdur. 

+  . 
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matrisi ilgili denge noktasındaki Jakobiyen matrisi olup bir doğrusal 

dönüĢüm ile köĢegenleĢtirilerek veya Jordan kanonik formuna çevrilerek  

   

denklemi elde edilir.  Bu aĢamadan sonra sistemi basite indirgemek için  

 

Ģeklinde,  „nin  ‟da ikinci dereceden homojen monomlardan oluĢan bir 

polinom olmak üzere birime yakın (near identity) dönüĢümler ardaĢık olarak 

uygulanır. Her derecede ( ) uygulanan dönüĢüm daha alt derecedeki 

terimleri etkilemez. . derecedeki dönüĢümle hedeflenen „daki . 

derecedeki terimleri ortadan kaldırmaktır. Böylece denklemi adına normal 

form denilen daha basit bir form ile bir dizi birime yakın dönüĢümlere 

indirgemek mümkün olur. 

Örneğin ikinci derece için birime yakın dönüĢüm bir önceki sisteme 

yerleĢtirilerek ikinci dereceye kadar olan homojen terimler tutulunca  

  

Ġfadesi elde edilir.  Ġdeal durumda olabilirse 

bu dereceden bütün terimler ortadan kaldırılabilir. 

 ifadesi ikinci dereceden olan vektör değerli monomları (diğer bir 

deyimle ikinci dereceden bir monom ile ‟yi oluĢturan bir baz vektörünün 

direkt çarpımı) yine ikinci dereceden olan vektör monomların lineer bir 

birleĢimine ötelediği için bu uzayda lineer bir dönüĢümdür. Eğer bu iĢlem 

uzaydaki tüm monomları üretebilirse taraf tarafa terimleri eĢitlemek suretiyle 

ikinci dereceden olan tüm terimleri ortadan kaldıran birime yakın dönüĢüm 

bulunmuĢ olur.  ‟nin öz değerleri,  ise koĢulunu 

sağlayan  pozitif tam sayılar olmak üzere  ( , ‟nin öz 

değerlerinden herhangi biri olmak üzere) rezonant koĢulunu sağlayan tam 
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sayılar yoksa tüm terimleri ortadan kaldırmak mümkündür. Aksi halde bu 

koĢulun sağlanması nedeniyle ortadan kaldırılamıyan rezonans terimleri 

dıĢındaki terimleri ortadan kaldırmak mümkündür [Guckenheimer, 1983 ve 

Wiggins, 1996]. 

 . dereceden terimleri ortadan kaldırmak için  yukarıdaki denklemlere 

2 yerine  kullanılarak elde edilen birim dönüĢüm 

  

Ģekline daha önceki dönüĢümlerle indirgenmiĢ bulunan sisteme uygulanır. 

Burada  daha önceki derecelere indirgenememiĢ olan rezonans 

terimlerini göstermekte olup . derecedeki birime yakın dönüĢümden 

etkilenmezler. Bu terimleri ortadan kaldırmak için uygulanacak koĢul 

 olup tıpkı ikinci dereceden olduğu gibi . 

dereceden vektör değerli monomlardan oluĢan bir bazda lineer bir denklem 

sistemi verir.  

Örneğin ‟nin öz değerleri  ise  bir pozitif tamsayı olmak üzere              

(  iĢlemi ile öz değerlerinden biri bulunduğu için sistem 

, yani tüm tek tam sayılı derecelerde rezonansa girer. 

Ġleriki bölümlerde  ve  birime yakın (near identity) dönüĢümündeki 

değiĢkenleri göstereceklerdir. 

Bu denge noktası etrafında katsayılar matrisinin lineerleĢtirilmiĢ öz 

değerleri normal form açılımının üçüncü derecesinden baĢlayarak her tek 

derecesinde sistemi rezonant yaparlar ve ayrıca Hopf dallanmasına yol 

açarlar. Örneğin az önce incelenen LV sisteminin ikinci denge noktası 

dolayındaki beĢinci dereceden normal formu Ģu Ģekli alır: 
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Bu denklemler  ilk entegraline sahiptir ve her iki parametre de 

tüm derecelere genelleĢtirilebilen periyodik çözümlere sahiptir. Dahası tüm 

çözümler avcı ve av nüfusları bu denge noktası etrafında döngü ve salınım 

yapacak Ģekilde periyodiktir. Bu model avcı – av nüfuslarının döngüye 

girmesini gösterdiğinden basit bir avcı – av sistemi olarak popülerdir.  

Bununla birlikte model tipik olarak karakteristik kararlı hal değerlerine ulaĢan 

gerçekçi avcı ve av nüfuslarını uygunsuz bir biçimde açıklamaktadır [Krise, 

2003]. Yapısal kararlılık sergilemediğinden nüfus için elde edildiği varsayılan 

değerler hiç durmadan sonsuz bir salınım döngüsü halindedirler. Bu nedenle 

model karakteristik olarak kararlı hale gelen gerçekçi avcı ve av nüfuslarını 

anlatmada baĢarısız kalır. Gerçekçi modeller kapalı bir yörünge veya sonlu 

sayıda bu tür kapalı yörüngeler içerebilirse de sonsuz sayıda nötr olarak 

kararlı döngüler ailesi içeremez. Bu nedenle ek bilgiler eklenerek modelin 

daha gerçekçi sonuçlar veren bir dizi genelleĢtirmeleri önerilmiĢtir [KuĢbeyzi, 

2010].  

Klasik LV modelinin tümlenebilirliğini göstermek için, iki denklem 

arasında zaman yok edilerek  

 

Ģeklinde verilen denklemden yararlanılır  

 

Ģeklindeki integral bulunur [Nutku, 1990 ve KuĢbeyzi, 2009]. 
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3.3 Polinom EtkileĢimli GenelleĢtirilmiĢ Ġkinci 

Dereceden Lotka – Volterra Modeli 

Modelin en basit polinom genelleĢtirmesi Verhulst modeli ile ortaya 

konulan  Ģeklindeki ikinci dereceden kendi kendine bir etkilemenin 

eklenmesini içermektedir. Lineer ve ikinci dereceden terimlerin arasındaki 

katsayı  genellik kaybolmaksızın değiĢken ve gerektiği taktirde parametre 

dönüĢümleri ile bire eĢitlenebilir. Her durumda ikinci dereceden kendi ile 

etkileĢim sıradan LV modelinde olduğu gibi yapısal kararlılığı 

getirmemektedir. Bu genelleĢtirme parametrelerin uygun değerleri için 

lineerleĢtirilmiĢ yaklaĢımda bir veya iki kararlı denge noktalarını 

getirebilmektedir [Gleria, 2001 ve Yu, 2007].  

Ġkinci dereceden kendi ile etkileĢim modelinin her denklemdeki lineer ve 

ikinci dereceden  terimler arasındaki göreli iĢarete dayanarak dört farklı 

sürümü mevcuttur. DeğiĢkenlerin iĢaretleri ve etkileĢim teriminin katsayısı 

değiĢtirilerek bir sürümdeki fiziksel olmayan bölgeyi bir baĢkasının fiziksel 

bölgesine çevirmek mümkündür. Her yapı farklı dallanma özelliklerine sahip 

olduğundan her yapı ayrı ayrı incelenmiĢ ve aĢağıda basit hali gösterilen 

yapıdan türetileceği dönüĢüm açıkça verilmiĢtir [Xiao, 2001]. 

3.3.1 Bir Kritik Üstü (Supercritical) ve Bir Kritik Altı 

(Subcritical) Kritik GeçiĢli Dallanma Hali 

Diğer sistemlerin parametre veya değiĢken iĢareti değiĢtirilerek 

türetilebileceği basit hali aĢağıdaki Ģekilde alınacaktır: 

 

. 

Denge noktaları , ,  ve „dir ve bu denge 

noktası dolayında lineerleĢtirilmiĢ sistemin öz değerleri sırasıyla                   
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 olmak üzere , 

,  ve „den ibarettir. 

Ġkinci dereceden kendi ile etkileĢime Ģeklindeki değiĢiklik orijindeki 

denge noktasını değiĢtirmez, ancak koĢulsuz Hopf dallanması noktası 

ortadan kalkar. Bu durum kendiyle etkileĢimin yapısal bir karakteristik olarak 

Hopf dallanması yerine kritik geçiĢli dallanmaya sahip olduğundan beklenen 

bir durumdur.  noktası  ve  koĢulları altında Hopf 

dallanması verir. Sistem eğer  ise fiziksel değerler için kararlı bir denge 

noktasına sahiptir.  

Sistem  ve  koĢulları sağlanmak üzere  

 

cebirsel integraline sahiptir. Burada,  sistem parametreleri 

cinsinden yazılabilen aĢağıdaki Ģekildeki ifadelerdir [Zhu, 2002].  

,
 + cdcbc - bd - 

ac + bd
,c

ac + bd
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3.3.2 Özel Hal 

 ve  olduğunda, yukarıdaki elde edilen basit hal  
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sistemine indirgenir. Bu sistem , ,  ve  Ģeklinde dört 

denge noktası ve, sırasıyla,  , ,  ve „den ibaret olan öz 

değerlere sahiptir. Dallanma diyagramı ġekil 3.1„de gösterilmiĢtir. Ġlk iki ve 

son denge noktaları eyer noktasıdır ve kararsızdırlar. Bununla birlikte üçüncü 

denge noktası rezonans koĢulunu sağlayan saf sanal eĢlenik öz değerlere 

sahip olduğundan sistem rezonant bir normal forma açılabilir. Üçüncü denge 

noktası orijine taĢınarak ve yeni sistem kompleks hale dönüĢtürülerek  

 

sistemi elde edilir.  

BeĢinci dereceden normal form açılımı ise aĢağıdaki gibidir: 

 

. 

Katsayılardaki fark haricinde bu normal form klasik LV için olan ile 

tamamen aynıdır ve aynı  integraline sahiptir [KuĢbeyzi, 2010]. 

Her parametre teker teker değiĢken alınıp dallanma analizi 

uygulandığında sistem her parametre için bir kritik altı ve bir kritik üstü Hopf 

dallanması ile bir kritik geçiĢli dallanma sergiler. Kritik üstü Hopf dallanma 

noktası  ,  öz değerlerine sahip olup çift karakteristik üssel  

ve sıfırdan farklı normal form katsayısına sahip bir limit döngüsüne yol açar 

ve aralıklılık (intermittency) gözlenir.  Kritik üstü Hopf dallanması 

noktasını bir limit döngü ailesi çevreler ve peryotları ve cirimi  denge 

noktasındaki kritik geçiĢli dallanma noktasına ulaĢıncaya kadar büyümeye 

devam eder. Tüm limit döngüleri köĢe noktaları ,  ve kritik geçiĢli 



45 

dallanma noktası olan bir ikizkenar dik üçgen içinde kalır [KuĢbeyzi, 2010 ve 

Yan, 2006].  

Kritik geçiĢli dallanma göstermeyen denge noktaları arasındaki 

kenarortay  noktasında kritik altı Hopf dallanması gösterir. 

Bu sistemin ilk integrali  Ģeklinde olup ġekil 

3.1‟deki dik üçgen bölgenin kenarları bu ilk integralin sağ tarafındaki sabitin 

sıfıra eĢit olduğu dejenere halinin kökleri olan ,  ve  

doğrularından oluĢmaktadır [Enns, 2001 ve Zeeman, 2002]. 

3.3.3 Ġki Kritik Üstü Kritik GeçiĢli Dallanma Hali 

Kaynak [Yan, 2006] ‟de verilen modelin fiziksel olmayan bölgeleri avcı 

veya av kendi ile etkileĢmesindeki göreli iĢaretin pozitif olduğu iki modelin 

fiziksel bölgeleri ile eĢleĢtirmek mümkündür. Bu da, her iki kendi ile etkileĢme 

için aynı asimptotik davranıĢı sergilenmesini gerektirir. Bununla birlikte 

değiĢtirilmiĢ sistemler fiziksel bölgede Hopf dallanması olması özelliklerini 

yitirirler [Pankovic, 2006 ve Hernandez, 1997]. 

   ve  „nin iĢaretleri değiĢtirilerek Bölüm 3.3.1‟deki basit haldeki 

sistem  ve  haline gelir. Denge 

noktaları , ,  ve „dır.  denge noktasına 

ait öz değerler  olup bu nokta bir eyer noktasıdır.   denge 

noktasına ait öz değerler „dir. Eğer  için ise bu denge noktası 

bir eyer noktasıdır aksi halde kararlıdır.  denge noktası ile ilgili 

öz değerler kompleks eĢlenik çift olarak öz vektörleri kompleks eĢleniktir. 

Eğer  ise bu denge noktası kararlıdır.  denge 

noktasının öz değerleri „dir. Bu denge noktası kararsızdır. Denge 

noktalarının kararlılığı parametre değerleri ile değiĢebilir ve dallanmalar 

görülebilir [Huang, 2006].  
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ġekil 3.1. Limit döngüler ailesi 

Lemma 3.1:  

Yukarıdaki sistem için  yapısında bir cebirsel 

entegral mevcut olması koĢulu Hopf dallanması olması koĢulu ile aynıdır 

[KuĢbeyzi, 2010]. 

Ġspat 3.1:   

Hopf dallanması olması için gerekli koĢul öz değerin reel kısmını 

sıfırlayan „dır. Sistem  ve  

sağlanması koĢulu ile  yapısında bir cebirsel entegrale 

sahiptir. Bu koĢullar üçüncü denge noktasının Hopf dallanması vermesi 

koĢulu ile aynıdır. Aksi halde fiziksel bölgede sadece kritik geçiĢli dallanma 

gözlenebilir. 
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3.3.4 Ġki Kritik Altı Kritik GeçiĢli Dallanma Hali 

Öte yandan  değiĢkeni ve  parametresinin iĢaretleri değiĢtirilerek  

 

 

sistemi elde edilir. Bu halde  noktası  öz değerleri ile 

fiziksel bölgede kararlı bir denge noktası sunmaktadır. Orijin yine aynı öz 

değerleri  olduğundan bir eyer noktasıdır.  

Kalan iki denge noktası  ve  olup 

 olmak üzere sırasıyla  

 ve  öz değerlerine sahiplerdir. Üçüncü denge 

noktası Hopf dallanması verebilecek gibi görünse de gerekli koĢul  

 olmasından dolayı fiziksel parametre değerleri için bu 

imkânsızdır.  

3.3.5 Bir Kritik Altı ve Bir Kritik Üstü Kritik GeçiĢli Dallanma 

Hali 

Tüm dönüĢümleri birleĢtirerek (  ve  değiĢkenleri ile  ve  

parametrelerinin iĢaretleri değiĢtirilerek)  

 

 

sistemi elde edilir. Bu sistemin kararlılık analizi üçüncü denge noktasının öz 

değerlerinin paydasında ve son denge noktasının öz değerlerinde ufak 

değiĢiklikler ile bir önceki sistem ile aynıdır. Hopf dallanması doğması için 
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koĢul da farklı olarak „dır. Parametrelerin fiziksel olarak kabul 

edilebilir değerleri için koĢulun sağlanması mümkündür.  

3.4  EtkileĢimli Kübik Model 

Nutku, ikinci dereceden kendiyle etkileĢim yerine kübik kendiyle 

etkileĢimi içeren yeni bir genelleĢtirme önermiĢtir. Klasik Lotka – Volterra 

sistemi veya ikinci dereceden kendiyle etkileĢim içeren sistemin tersine, kübik 

kendiyle etkileĢim içeren model kübik terimler negatif olduğu sürece yapısal 

kararlı bir sistem olabilir. Eğer yapısal yarı-kararlılığın sağlanması istenirse 

karĢılıklı etkileĢme terimi her iki denklemde de  yapısında veya  pozitif bir 

tamsayı ve  olmak üzere av nüfusu denkleminde   ve avcı nüfusu 

denkleminde  olmalıdır. Böyle bir kübik etkileĢim daha önce 

çalıĢılmamıĢtır. Av denkleminde  ve avcı denkleminde   olması 

durumu  ve  dönüĢümü ile ikinci dereceden etkileĢim durumuna 

getirilebilir [KuĢbeyzi, 2010 ve Christopher, 2004]. 

Kendiyle etkileĢim ifadesindeki lineer ve kübik terimler arasındaki 

katsayıyı her zaman değiĢken dönüĢümü ve herhangi bir denklemdeki 

doğrusal ve kübik terimlerin iĢaretlerini değiĢtirerek 1‟e eĢitlemek 

mümkündür. Ayrıntılar  etkileĢimi için Lemma 3.2‟de verilecektir. Yöntem 

diğer etkileĢimler için de benzer Ģekilde uygulanabilir. 

Önerilen sistem 

 

 

Ģeklindedir. GenelleĢtirmeleri  ve –  kendiyle etkileĢim 

terimlerini içerecek Ģekildedir. Denge noktalarını bulmak için 

 ve  denklemlerini çözmek gerekir. 
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Lemma 3.2:  

Yukarıdaki denklemleri çarpanlarına ayırarak „nın tüm değerleri için 

beĢ kökün , , ,  ve  olduğu açıktır [KuĢbeyzi, 

2010].  

Ġspat 3.2:   

y denklemindeki her iki çarpan yerine konularak ve  

denklemindeki her iki çarpan yerine   konularak bu kökler elde edilir. Ġki 

sıfırdan farklı çarpan için ise  ve 

 denklemleri birlikte çözülerek kalan kökler elde edilir. Bu 

denklemler „ya bağlı olmalarına rağmen  için çözümün dokuz denge 

noktasını verecek Ģekilde bir tek değiĢken cinsinden dördüncü dereceden bir 

denklemin çözümünü gerektirdiği gösterilebilir. 

Bu sistemin Jakobiyen matrisi 

 

Ģeklindedir. Basit denge noktaları , , ‟dır. Öz değerler 

sırasıyla  ise , , - -  ve ise  , 

, - - „dir. 

ġimdi, ve  için geride kalan dört denge noktasını 

inceleyebiliriz.  için bu noktaları veren dördüncü dereceden denklem 

 

Ģeklindedir ve aĢağıdaki durumlara yol açar. 
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Lemma 3.3:   

Yukarıdaki dördüncü dereceden denklem iki veya sıfır pozitif reel köke 

sahip olabilir [KuĢbeyzi, 2010 ve Hacınlıyan, 2010]. 

Ġspat 3.3:  

Denklemin sol tarafı  olduğundan  sağ tarafı ile 

kesiĢimi parametrelerin fiziksel değerleri için negatif köklere yol açamaz. Bu 

nedenle köklerden ikisi komplekstir. Kalan kökler göz önüne alındığında 

denklem aĢağıdaki gibi yazılabilir: 

. 

AĢağıdaki durumlar söz konusudur: 

i. Eğer  ise iki reel ve pozitif kök, 

ii. Eğer  ise iki kompleks kök, 

iii. Eğer  ise denklem, 

 

Ģekline gelir ve bu durum 1 kökü ile yozlaĢmıĢ bir hal verir. 

Öte yandan  için sistemin denge noktaları , ,  ve 

dört aĢikâr olmayan noktadan oluĢur. Kalan dört denge noktası  

değiĢkeninde Ģu ikinci dereceden denklemi sağlamalıdır: 

. 

Denklemin kökleri  
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Ģeklindedir.  

Kübik kendiyle etkileĢim sistem etkileĢimden bağımsız olarak kritik 

geçiĢli dallanma yerine diyapazon dallanmasına gittiğinden önem 

taĢımaktadır. Ġleri kendiyle etkileĢimler lineerleĢtirilmiĢ öz değer açılımlarında 

benzer sonuçlar sergileseler de yapısal kararlılık nedenlerinden dolayı daha 

az önem taĢımaktadırlar [Huang, 2006 ve Yan, 2006]. 

3.4.1 I. Durum 

Avcı denklemindeki parametrelerin seçimine göre genelleĢtirilmiĢ kübik 

sistem biri sıfır ile bir diğeri birden büyük olmak üzere iki reel köke sahiptir.  

Bu durumda genelleĢtirilmiĢ LV sistemi ek olarak iki kompleks denge 

noktasına sahiptir. 

Örnek olarak  ve  alırsak aĢağıdaki sistem elde 

edilir: 

 

. 

Bu sistemin  , , ,  ve iki 

reel pozitif kök olarak ,  Ģeklinde dokuz denge 

noktası vardır. Dördüncü dereceden denklemin dört kompleks kökü vardır. 

Avcı nüfusunun büyüme oranını ifade eden parametre değiĢtirilerek ġekil 
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3.2„deki dallanma diyagramı elde edilir. Her biri yeni bir eğri doğuran iki 

diyapazon dallanması dallanma noktası (BP) vardır. Ayrıca ana dallanma 

eğrisi iki semer düğüm noktası dallanma noktasına (LP) yol açar. Dallanma 

noktasının  olan her eğrisi simetri kırılması olayını göstermektedir. Her 

iki eğrinin kesiĢtiği yerlerde bir sıfır öz değer ve semer düğüm noktası 

dallanması için sıfıra giden ikinci derece katsayı ile gösterilen dört zirve 

(cusp) dallanma noktası (CP) gözlenir [Kuznetsov, 2008 ve Davis, 1960].  

 

ġekil 3.2. Dallanma diyagramları 

3.4.2 II. Durum 

Parametre değerleri olarak  ve  kullanıldığında 

elde edilen sistem 
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, , , , 

 Ģeklinde dokuz denge noktasına sahiptir. Bu denge 

noktaları etrafında gerçekleĢtirilen yerel bir dallanma analizi kapalı bir 

yörünge haricinde herhangi bir dallanma noktası vermemektedir. 

3.4.3 III. Durum (YozlaĢmıĢ Hal) 

Bu durum  olduğundaki yozlaĢmıĢ hali göstermektedir. YozlaĢmıĢ 

Ģeklindeki ifade  kökünün ilk beĢ kök arasında da yer alması suretiyle 

çift bir kök haline gelmesi anlamındadır. Sistem, 

 

 

 

ve denge noktaları , , , , 

Ģeklindedir. Denge noktası  için I. Durum‟a 

benzer bir yerel dallanma analizi elde edilir. 

3.5 Basit Polinom EtkileĢimli GenelleĢtirilmiĢ Kübik 

LV Modeli 

Lemma 3.4:   

AĢağıda verilecek olan basit polinom etkileĢimli genelleĢtirilmiĢ kübik LV 

modelleri birbirlerine dönüĢtürülebilir [KuĢbeyzi, 2010]. 

Ġspat 3.4: 

BaĢlangıç olarak 
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sistemini göz önüne alalım. DönüĢüm olarak  ve  kullanılarak 

ve ilk denklem  „ye bölünerek ilk dönüĢtürülen sistem elde edilir: 

 

. 

 DönüĢüm olarak  ve  kullanılarak ve ikinci denklem  „ye 

bölünerek ikinci dönüĢtürülen sistem elde edilir: 

 

. 

Yukarıda verilen iki dönüĢüm ve bölme iĢlemleri birlikte yapıldığında 

aĢağıda verilen üçüncü dönüĢtürülen bulunur 

 

. 

Orijinal sistem ile yukarıdaki üç türetilmesi tüm olasılıkları içerir. Son olarak 

, , ,  dönüĢümleri kullanılarak, ardından da her iki 

denklem  ile bölünerek  aĢağıdaki sistem elde edilir: 

 

. 

Böylece kompleks parametre ve değiĢken dönüĢümleri ile kararsız 

sistemler kararlı sistemler haline getirilebilir. 
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Bununla birlikte her sistem kendi fiziksel bölgesinde incelenecek ve ilgili 

dallanma diyagramları verilecektir. 

3.5.1 Ġki Kritik Üstü Diyapazon Dallanması Hali 

 

. 

sistemi göz önüne alınabilir. Denge noktası ,  öz değerlerine 

sahip olup yine bir eyer noktasıdır.  ve  denge noktaları sırasıyla 

 ve  öz değerlerine sahiptir ve her ikisi de kararsız 

denge noktasıdırlar.  ve  denge noktaları sırasıyla  

ve  öz değerlerine sahip olup biri kararlı denge noktası diğeri de 

II. Durum‟a denk düĢen  koĢulu altında kararlı denge noktasıdır. Bu 

denge noktaları göz önüne alındığında pozitif parametre değerleri için kararlı 

denge noktaları civarında rezonant bir normal form bulunmadığı sonucuna 

varılmaktadır.  Lyapunov fonksiyonu yardımı ile  ifadesini 

elde edilir, . Böylece 

sistemin  ve  için kararlı ve asimptotik kararlı olduğu görülmektedir. 

 ve  ‟nin büyük değerleri için baskın terimlerin 

 

 

olduğu göz önünde bulundurulursa bu denklemlerin aĢağıdaki gibi kesin 

çözümleri ile de durum aĢikardır. 

  ve    

3.5.2 Ġki Kritik Altı Diyapazon Dallanması Hali 
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sistemi göz önüne alınabilir.  Denge noktaları , ,  ve altı 

aĢikâr olmayan noktadır. Orijin hiperbolik eyer noktasıdır.  eyer noktası 

veya kararsız denge noktası olabilir.  kararsız bir denge noktasıdır. 

3.5.3 Bir Kritik Altı ve Bir Kritik Üstü Diyapazon Dallanması 

Hali 

 

 

sistemi göz önüne alınabilir. Denge noktaları , ,  ve dört 

aĢikâr olmayan noktadan oluĢmaktadır. Bu durumda parametre düzleminde 

yerel kararlı denge noktasının mevcudiyeti garantilenmektedir. 

3.5.4 Bir Kritik Üstü ve Bir Kritik Altı Diyapazon Dallanması 

Hali 

Bir kritik üstü ve bir kritik altı diyapazon dallanması veren sistem 

aĢağıdaki gibidir: 

 

. 

Kolaylık bakımından sistemin aĢağıdaki özel hali alınabilir: 

 

. 

Sistemin denge noktaları , ,  Ģeklinde dört 

hiperbolik eyer noktası, öz değerleri  olan  kararsız bir nokta, ters 
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eĢlenik öz değer çifti ile iki kompleks eĢlenik nokta, ,  öz 

değerleri ile kararlı bir nokta ve  noktası bir çift eĢlenik saf 

sanal öz değer ile Hopf noktası olarak oluĢur. Bu son denge noktası 

civarında üçüncü dereceden normal form açılımı aĢağıdaki gibidir: 

           

 . 

Büyük mutlak değerli katsayıların gözükmesinin nedeni  gibi 

küçük bir paydanın ortaya çıkmasıdır. Kesin ifadeler çok karmaĢık 

olduğundan ifadeler onaltıncı basamağa kadar verilmiĢtir. Bu durum kritik 

üstü Hopf dallanması vermektedir. Ek olarak,  noktasında bir kritik altı 

Hopf dallanma ve  ve  noktalarında iki simetrik diyapazon 

dallanma noktaları mevcuttur. Dallanma diyagramı ġekil 3.3„de verilmiĢtir. 

Hopf noktası aralıklılık (intermittency) doğurmaktadır. 

 

ġekil 3.3.Hopf noktası civarında limit döngüler ailesinin dallanma diyagramı 
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3.6  EtkileĢimli Kübik Model 

Bu etkileĢim için denge noktaları ve dallanma senaryoları aĢağıda 

verilmektedir. 

3.6.1 Ġki Kritik Üstü Diyapazon Dallanması Hali 

 

 

sistemi göz önüne alınınca denge noktaları  ve dört 

aĢikâr olmayan noktadan oluĢmaktadır. 

3.6.2 Ġki Kritik Altı Diyapazon Dallanması Hali 

 

 

sistemi göz önüne alınınca denge noktaları ,  ve dört 

aĢikâr olmayan noktadan oluĢmaktadır. 

3.6.3 Bir Kritik Altı ve Bir Kritik Üstü Diyapazon Dallanması 

Hali 

 

 

sistemi göz önüne alınınca denge noktaları ,   ve dört 

aĢikâr olmayan noktadan oluĢmaktadır. 
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3.6.4 Bir Kritik Üstü Ve Bir Kritik Altı Diyapazon Dallanması 

Hali 

 

 

sistemi göz önüne alınınca denge noktaları , ,  ve dört 

aĢikâr olmayan noktadan oluĢmaktadır. 

Eyer noktası olan orijin hariç tüm durumlarda basit denge noktaları için 

öz değerler  ‟dir. 

Yapısal kararlılık sorunları nedeniyle  etkileĢiminden öteye 

gidilmemiĢtir. 

3.7  Genellemesi 

Bu kez av denklemine  ve  Ģeklinde iki terim eklenecektir. Avcı 

denklemi LV‟dir. Parametreler seçilirken a parametresinin tam sayılı değerleri 

için sistemin rezonant normal form oluĢturması hedeflenmiĢtir. Verilen sayısal 

bir  değeri için aĢağıdaki diferansiyel denklem sistemini tanımlanabilir: 

 

. 

Yukarıdaki sistemin denge noktalarının genel Ģekli ‟nin değeri ne 

olursa olsun ve Ģeklindedir. Bu noktalara ilave olarak 

için sistem orijinde ayrı bir denge noktası daha oluĢturur. Bu durumda 

sabit noktaların öz değerleri ,  ve  son olarak  

‟den itibaren eğer (saddle) noktası olarak baĢlayıp  çöküĢ (sink) noktasına 

doğru yozlaĢan  dolayındaki değerlerde ise kararlı odak veren 3 tane 
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eğer noktasından ibarettir. Sistemdeki  değeri  olduğu sürece  

değerlerine göreli olarak duyarsızdır [KuĢbeyzi, 2010 ve Aybar,2010]. 

Daha detaylı incelersek,   olmak üzere ‟ya bağımlı 

denge noktalarının öz değerlerini aĢağıdaki gibi tanımlayabilir 

 

 

Sistemin a‟ya bağımlı olarak davranıĢını daha yakından incelemek için 

 ve  değiĢken atamaları yapıldıktan sonra 

parametresinin tam bir peryodu üzerinden ortalama alınabilir. Bulunan Ģu 

sonuç  parametre değeri dolayında ‟den bağımsız olarak sonsuz 

sayıda peryodik yörüngelerden oluĢan bir ailenin mevcut olduğunu gösterir. 

 

Bu sonucu daha iyi anlayabilmek için  

ve  formülleri ile verilen, dönen bir koordinat 

sistemine geçilebilir.  ve  zamanla yavaĢ değiĢen fonksiyonlardır. 

ġimdi sistemin   Ģeklinde verilen bir tam peryod üzerinden 

ortalaması alınabilir.  için elde edilen sistem Ģu Ģekildedir: 

 

 

Açıkça görüldüğü gibi  için baskın terim ikinci dereceden lineer 

olmayan terimdir.  değeri için bir peryodik çözüm ailesi mevcuttur. 

 ifadesini oluĢturulduğunda kübik terimler düĢer.  değeri için de 

aynı davranıĢ gözlemlenir, yalnız lineer olmayan terimler ortalama alma 
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aĢamasında düĢer. Bu sonuçlar hem dolayındaki limit çevrimi andıran 

davranıĢı, hem de bu davranıĢın ‟nın değerine duyarlı olmamasını açıklar. 

 ve  özel durumunu incelenince sistemin üç denge noktası 

olduğu görülür. Sistemin bu denge noktaları dolayındaki lineerleĢtirilmiĢ 

özdeğerlerine bakınca bunlardan ikisi olan orijin ve  eyer noktası 

niteliğinde olup özdeğerler sırası ile  ve „dir. Üçüncü denge 

noktası olan ‟deki lineerleĢtirilmiĢ öz değerler  olup 

komĢuluğunda zengin bir dinamik yapı gözlenebilir. Eğer  bu nokta 

civarında bir dallanma parametresi olarak kullanılırsa  için 

 noktasında öz değerleri  olan kritik altı Hopf dallanma noktası 

görülür. Bu Hopf noktasından dallanan limit çevrimleri ailesinin cirmi 

geniĢleyerek bir limit çevrimine gider. Burada gözlenen çift bir çarpanı 

kesiklilik davranıĢını iĢaret eder, bu durumda bulunan limit çevrimleri katmanı 

katlanma dallanması gösterir [Hacınlıyan, 2010 ve KuĢbeyzi, 2010]. 

 

3.8 TartıĢma 

Polinom olmayan veya zaman gecikmeli etkileĢim gibi yöntemler 

kullanılmıĢ olsa da ikinci dereceden kendiyle etkileĢimli iki boyutlu LV 

sisteminin kararsızlığının üstesinden gelmenin alternatif bir yolu ikinci 

dereceden kendiyle etkileĢim yerine kübik kendiyle etkileĢim konulmasıdır. 

Daha ileri bir genelleĢtirme olarak av denkleminde  yapısındaki kendiyle 

etkileĢim ve avcı denkleminde  yapısındaki kendiyle etkileĢim de göz 

önüne alınmıĢtır. Hopf noktası civarındaki normal form açılımları verilmiĢtir. 

Basitliğine rağmen kübik etkileĢim Hopf, diyapazon, semer düğüm noktası  

ve zirve gibi birçok dallanmalar doğuran zengin bir denge noktaları 

spektrumuna sahiptir. Bu sistemler kübik terimin uygun seçimi halinde 

Lyapunov kararlıdır. Böylece kübik etkileĢimin basit fakat kararlı yapısı 

sunulmuĢtur. 
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SONUÇLAR 

Bu çalıĢmanın amacı sıradan diferansiyel denklemlerle modellenen 

fiziksel sistemlerin dinamik özelliklerini incelemekti. Bu amaçla birbiri ile ilgili 

olan iki model seçildi. Bunlardan ilki Laser boĢluğundaki elektrik alan, 

polarizasyon ve nüfus tersinmesini dikkate alan MB denklemidir. Ġkincisi ise 

MB sisteminin belirli koĢullar altında indirgenebildiği avcı – av modelleri oldu. 

En basit avcı av modeli olan LV sistemi gerekli fiziksel koĢulları kısmen 

karĢılamakla birlikte kararlılık bakımından yeterli olmaması dikkate alınarak 

kararlığı arttırıcı yönde genelleĢtirilmeler gerçekleĢtirildi. ÇalıĢma programı 

zorunlu olarak bu modellerin kararlılık ve dallanma özellikleri üzerinde 

yoğunlaĢtı. Gerek klasik LV modelinin gerekse de ikinci dereceden bir 

kendiyle etkileĢim içeren genelleĢtirmelerinin kritik geçiĢli Hopf dallanmaları 

verdiği gözlemlendi. Lazerlerde de dikey Hopf dallanmaları gözlemlenmiĢ 

olduğu için bu çalıĢmanın dikkate değer sonuçlarından ilkidir.  

ÇalıĢmanın ikinci hedefi kübik polinom etkileĢme gibi literatürde 

kullanılanlarından daha basit bir etkileĢmenin avcı av modellerinde kararlılık 

sorununa hangi ölçüde çözüm sağladığının araĢtırılması idi. Söz konusu 

etkileĢmenin kararlı denge noktaları oluĢturabileceği ve uygun parametre 

değerleri için Lyapunov kararlı bir sistem yaratabileceği gösterildi. 

ÇalıĢmada son olarak  ve  Ģeklinde etkileĢmeler incelendi, bu tür 

etkileĢmelerin de limit çevrim ve kesiklilik davranıĢı gibi unsurlardan oluĢan 

zengin bir dinamik yapıya sahip olduğu gösterildi. 
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