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ÖZET

Bu çalışmada iç duvarında sonlu uzunluklu oyuk bulunan bir koaksiyel dalga

kılavuzunda düzlemsel akustik dalgaların yayılımı incelenmiştir. Problemin geometri-

sine uygun olarak belirlenmiş sınır ve süreklilik koşulları altında akustik dalgaların

sağladığı Helmholtz denklemine doğrudan Fourier dönüşümü uygulanmış ve sonucunda

birWiener-Hopf denklemi elde edilmiştir. Daha sonra buWiener-Hopf denklemi ikinci

tipten Fredholm integral denklemleri aracılığıyla faktorizasyon ve dekompozisyon yapı-

larak sonsuz sayıda lineer cebirsel denklem sistemini sağlayan, sonsuz sayıda bilinme-

yen katsayılar sistemi cinsinden bir çözüme indirgenmiştir. Bu sistem MATLAB prog-

ramı kullanılarak nümerik olarak çözülmüş ve dalga kılavuzunun yarıçapları , sonlu

oyuğun uzunluğu gibi bazı parametrelerin sesin yayılımına etkisini ortaya koyan grafik-

ler elde edilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Wiener-Hopf Yöntemi, Koaksiyel Dalga Kılavuzu, Fredholm

İntegral Denklemleri, Sonlu Uzunluklu Oyuklar, Akustik Dalgalar.
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SUMMARY

In this thesis, Wiener-Hopf analysis of plane sound propagation in a coaxial duct

with a groove on the inner wall is investigated. This problem is solved depending on

the boundary and continuity conditions which determined from the geometry of the

problem by applying Fourier transformation to the Helmholtz equation that was satis-

fied acoustic waves and then a Wiener-Hopf equation was obtained. The Wiener-Hopf

equation is reduced to a solution which satisfied a system of infinite linear algebraic

equations which has infinite unknown coefficients by using Fredholm integral equa-

tions of the second kind. This system is solved numerically by using MATLAB and

some graphics are presented. Finally the effects of some parameters such as radii of

the waveguide and length of the groove on the propagation of a sound waves are inves-

tigated graphically.

Keywords: Wiener-Hopf Method, Coaxial Waveguide, Fredholm Integral Equa-

tion, Finite-Length Groove, Acoustic Waves.
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1. GİRİŞ

Günümüzün en büyük sorunlarından biri sanayileşmeyle birlikte ortaya çıkan

gürültü kirliliğidir. Bu kirliliğin başlıca sebeplerini taşıt araçları, endüstri kuruluşları

ve sosyal donanım araçları olarak sınıflandırmak mümkündür. Oluşan gürültü kirli-

liğini önlemek amacıyla birçok çalışma yapılmıştır. Bunlardan biri de koaksiyel dalga

kılavuzunda düzlemsel akustik dalgaların iletimini engellemek üzere yapılan çalışmalar-

dır. Sesin boru içerisindeki iletimini engellemek için disipatif ve reaktif olarak ad-

landırılan susturucular kullanılmıştır. Disipatif olarak adlandırılan susturucular boru

iç yüzeyinin ses yutucu maddeyle kaplanması sonucu iç yüzeye çarpan akustik dal-

ganın bir kısmını ısı enerjisine dönüştürür, böylelikle iletilen ses dalgasının yani oluşan

gürültünün azalması sağlanır. Reaktif susturucular da ise boru içerisinde ani yüzey

değişiklikleri yapılarak akustik ses dalgasının iletim esnasında bu değişimden etkilen-

mesi sonucu bir kısmının geri yansıması sağlanmaktadır. En çok kullanılan reaktif

susturucu elemanları ani genişleme odaları ve delikli borulardır. Yapılan çalışmalarda

bu iki tip susturucunun da gürültüyü önemli derecede azalttığı gözlemlenmiştir. Fakat

disipatif susturucu da kullanılan ses yutucu kaplamanın zamanla deforme olduğu bu

sebeple ses yalıtımında eski performansı göstermediği ve belli bir zaman aralığında

yenilenmesi gerektiği görülmüştür. Bu bakımdan reaktif susturucuların disipatif sustu-

ruculara göre daha avantajlı olduğunu söylemek mümkündür [1].

Konu ile ilgili yapılan çalışmalara bakılacak olursa ilk olarak yarı sonsuz rijit

dairesel bir boruda sesin yayılımı , Wiener-Hopf tekniğine dayalı analitik çözüm elde

edilerek incelenmiştir [2], [3]. Daha sonra akustik yutucu malzemelerle kaplanmış

silindirik borular üzerine çalışmalara yoğunluk verilmiş ve silindirik borunun sonsuz

uzunluklu hali dikkate alınarak iç yüzeyi yutucu malzeme ile kaplanmıştır [4]-[7]. İ-

lerleyen çalışmalarda sonsuz uzunluklu boru yerine sonlu uzunluklu boru kullanımının

daha uygun olacağı görülmüş ve Rawlins akustik yutucu malzeme ile kaplı yarı sonsuz

silindirik bir borudan ses dalgalarının yayılımını incelemiştir [8]. BuradaWiener-Hopf

denklemine indirgenen problem,Wiener-Hopf tekniği ile sonsuz boyutlu lineer cebirsel

denklem sistemine dönüştürülmüş ve uygun bir sayıda kesilen sistem nümerik olarak

hesaplanarak çeşitli grafikler elde edilmiş, böylelikle yutucu malzemenin akustik dal-

ganın yayılımına etkisi gözlemlenmiştir. Aynı problem borunun iç yüzeyinin sonlu
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yutucu malzeme ile kaplandığı durumda da incelenmiştir [9]. Aynı zamanda boru

içerisinde oluşturulan sonlu boyutlu oyuklar ve ani genişleme odalarının dalganın yayı-

lıma etkisi de bir çok çalışmaya konu olmuştur [10]-[22]. Bu problemlerde de Wiener-

Hopf ve Mode-Matching gibi yöntemler kullanılmış elde edilen sonsuz boyutlu lineer

denklemi hesaplanmıştır.

Bu çalışmada sonsuz uzunlukta silindirik bir boru içerisinde oluşturulan sonlu

uzunluklu bir oyuğun düzlemsel akustik dalganın yansıma ve iletimine etkisi ince-

lenecektir. Helmholtz dalga denklemini sağlayan düzlemsel akustik dalgalara doğru-

dan Fourier dönüşümü uygulanarak problem bir Wiener-Hopf denklemine dönüştürüle-

cektir. Oluşturulan denklem, ikinci tipten Fredholm integral denklemleri kullanılarak

çözümü sonsuz bilinmeyene ve boyuta sahip bir cebirsel lineer denklem sisteminin

çözümünü sağlayacaktır. Bu denklem sistemi nümerik olarak çözülecek, yansıma

ve iletim katsayıları hesaplanacaktır. Dalga kılavuzunun genişliginin ve iç duvardaki

sonlu uzunluklu oyuğun uzunluklarının kırınım olayına etkisi nümerik sonuçlar yardı-

mıyla yorumlanacaktır.
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2. PROBLEMİN FORMÜLASYONU VE ÇÖZÜMÜ

Problemde iç duvarında sonlu uzunluklu oyuk bulunan silindirik bir boru içerisin-

deki (Şekil 2.1) düzlemsel akustik dalgaların yayılımı incelenmiştir. ω açısal frekans

olmak üzere ses dalgalarının zamanla değişimi e−iωt şeklinde olup silindirik borunun

iç ve dış duvarları rijittir. Akustik ses dalgası silindirik yapı içersinde -z yönünden

+z yönüne doğru yayılmaktadır. Bu yayılma esnasında boru içerisinde bulunan sonlu

uzunluklu oyuğun dalganın yayılımına etkisine bakılmış iletilen ve yansıyan alanlar

hesaplanmıştır.

Şekil 2.1: Problemin geometrisi.

Problemin geometrisine göre toplam alan aşağıdaki gibi belirtilmiş olup U1 (ρ, z)

ve U2 (ρ, z) fonksiyonları belirtilen bölgelerde saçılan alanları ifade etmektedir.

UT (ρ, z) =

 Ui (ρ, z) + U1 (ρ, z)

U2 (ρ, z)

, a < ρ < b

, c < ρ < a

z ∈ (−∞,∞)

z ∈ (0, l)
(2.1)
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Ui (ρ, z) ise gelen dalga olup

Ui (ρ, z) = eikz (2.2)

şeklinde gösterilmektedir. Aynı zamandaU1 (ρ, z) veU2 (ρ, z) alanları için gerekli olan

sınır ve süreklilik koşullarınıda problem geometrisi göz önünde bulundurularak aşağı-

daki gibi yazmak mümkündür:

∂

∂ρ
U1 (b, z) = 0, z ∈ (−∞,∞) (2.3)

∂

∂ρ
U1 (a, z) = 0, z ∈ (−∞, 0) ∪ (l,∞) (2.4)

∂

∂ρ
U2 (c, z) = 0, z ∈ (0, l) (2.5)

∂

∂z
U2 (ρ, 0) =

∂

∂z
U2 (ρ, l) = 0, ρ ∈ (c, a) (2.6)

∂

∂ρ
U1 (a, z) =

∂

∂ρ
U2 (a, z) , z ∈ (0, l) (2.7)

U1 (a, z) + Ui (a, z) = U2 (a, z) , z ∈ (0, l) (2.8)

2.1. Wiener-Hopf Denkleminin Elde Edilişi

Silindirik kordinatlarda , k dalga sayısı olmak üzere homojen Helmholtz dalga

denklemi aşağıdaki gibidir;

[
1

ρ

∂

∂ρ
(ρ

∂

∂ρ
) +

∂2

∂z2
+ k2

]
Uj (ρ, z) = 0, j = 1, 2 (2.9)

U1 (ρ, z) ve U2 (ρ, z) fonksiyonlarının her biri Helmholtz dalga denklemini sağla-

maktadır. Bu sebeple öncelikle birinci bölgede tanımlıU1 (ρ, z) fonksiyonu dalga denk-

leminde yerine yazılırsa

[
1

ρ

∂

∂ρ
(ρ

∂

∂ρ
) +

∂2

∂z2
+ k2

]
U1 (ρ, z) = 0 (2.10)
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Helmholtz denklemi (2.10) şeklini alır ve bu denklemin z değişkenine göre Fourier

dönüşümü alındığında;

∞∫
−∞

1

ρ

∂

∂ρ
(ρ
∂U1 (ρ, z)

∂ρ
)eiαzdz +

∞∫
−∞

∂2U1 (ρ, z)

∂z2
eiαzdz +

∞∫
−∞

k2U1 (ρ, z) e
iαzdz = 0

(2.11)

ifadesi elde edilir. (2.11) denkleminin aşağıdaki radyasyon ve ayrıt koşulları altında

çözümü var ve tektir.

U1 (ρ, z) = O(e±ikz) z → ±∞ (2.11.a)

UT (a, z) = O(z
2
3 ) z → 0, l (2.11.b)

∂

∂ρ
UT (a, z) = O(z−

1
3 ) z → 0, l (2.11.c)

(2.11)’ de

F (ρ, α) =

∞∫
−∞

U1 (ρ, z) e
iαzdz (2.12)

şeklinde işaretlenirse, denklem

[
1

ρ

∂

∂ρ
(ρ

∂

∂ρ
) +K2(α)

]
F (ρ, α) = 0 (2.13)

olur. BuradakiK(α) ifadesi

K(α) =
√
k2 − α2 (2.14)

şeklinde bir karekök fonksiyonudur ve bu fonksiyon kompleks α düzleminde Şekil 2.2’

deki gibi bir kesime sahip olupK(0) = k olacak şekilde tanımlıdır.
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Şekil 2.2: Kompleks α düzlemi.

(2.13) denklemi bir Bessel diferansiyel denklemi olup genel çözümüBessel fonksi-

yonları yardımıyla

F (ρ, α) = A(α)J0(Kρ) + B(α)Y0(Kρ) (2.15)

şeklinde yazılır. A(α) ve B(α) bilinmeyen spektral katsayıları , J0 ve Y0 ise sırasıyla

sıfırıncı mertebeden birinci ve ikinci tip Bessel fonksiyonlarıdır. (2.12) ile gösterilen

F (ρ, α) yı

F (ρ, α) = F−(ρ, α) + F1(ρ, α) + eiαlF+(ρ, α) (2.16)

F−(ρ, α) =

0∫
−∞

U1 (ρ, z) e
iαzdz (2.17)

F1(ρ, α) =

l∫
0

U1 (ρ, z) e
iαzdz (2.18)

F+(ρ, α) =

∞∫
l

U1 (ρ, z) e
iα(z−l)dz (2.19)

şeklinde ifade edelim. F+(ρ, α) ile ifade edilen fonksiyon Im(α)’ nın Im(-k)’ dan büyük

6



olduğu üst yarı düzlemde ( Im(α) >Im(-k) ), F−(ρ, α) ise Im(α)’ nın Im(k)’ dan küçük

olduğu alt yarı düzlemde ( Im(α) <Im(k) ) regüler iken F1(ρ, α) fonksiyonu α -nın bir

tam fonksiyonu olarak tanımlanmıştır.

Ayrıca (2.11.b) ayrıt koşulu kullanılarak (2.17) ve (2.19), |α| → ∞ için

F±(ρ, α) = O(|α|
−5
3 ) (2.19.a)

olduğu görülmektedir.

(2.3) sınır koşulunun Fourier dönüşümü ρ = b eşitliği dikkate alındığında

F
′
(b, α) = 0 (2.20)

şeklinde elde edilir. (2.20) eşitliği (2.15) denkleminde dikkate alındığında

B(α) = −A(α)J1(Kb)

Y1(Kb)
(2.21)

elde edilir. Elde edilen (2.21) ifadesi (2.15)’ de yerine yazıldığında

F (ρ, α) = A(α)

[
J0(Kρ)− J1(Kb)

Y1(Kb)
Y0(Kρ)

]
(2.22)

elde edilir. Bir sonraki adımda (2.4) sınır koşuluna Fourier dönüşümü uygulanarak ρ

ya göre türev alınırsa

F
′
(ρ, α) = 0 (2.23)

ifadesi elde edilir. (2.23) ve (2.16) eşitlikleri (2.22) denkleminde beraber ele alınırsa

F
′

−(ρ, α) + F
′

1(ρ, α) + eiαlF
′

+(ρ, α) = A(α)

[
−KJ1(Kρ) +

J1(Kb)

Y1(Kb)
KY1(Kρ)

]
(2.24)

denklemi elde edilir. (2.23) eşitliğinde z ∈ (−∞, 0) ∪ (l,∞) aralığı göz önünde

bulundurulursa ρ = a için

F
′

−(a, α) = F
′

+(a, α) = 0 (2.25)
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olur ve bu eşitlik (2.24)’ de yerine yazıldığında

A(α) =
F

′
1(a, α)Y1 (Kb)

K [J1(Kb)Y1 (Ka)− J1(Ka)Y1 (Kb)]
(2.26)

elde edilir. (2.16), (2.26) ifadeleri (2.22)’ de yerine yazıldığında

F−(ρ, α) + F1(ρ, α) + eiαlF+(ρ, α) =
F

′
1(a, α) [J0(Kρ)Y1(Kb)− J1(Kb)Y0(Kρ)]

K [J1(Kb)Y1 (Ka)− J1(Ka)Y1 (Kb)]
(2.27)

elde edilir. Bir sonraki adımda ikinci bölgede c < ρ < a , z ∈ (0, l) de tanımlanan
U2 (ρ, z) fonksiyonu (2.9) Helmholtz dalga denkleminde yerine yazılarak

[
1

ρ

∂

∂ρ
(ρ

∂

∂ρ
) +

∂2

∂z2
+ k2

]
U2 (ρ, z) = 0 (2.28)

elde edilir. (2.28) , eiαz ile çarpılıp (0, l) aralığında integral alındığında

l∫
0

1

ρ

∂

∂ρ
(ρ

∂

∂ρ
)U2 (ρ, z) e

iαzdz +

l∫
0

∂2

∂z2
U2 (ρ, z) e

iαzdz +

l∫
0

k2U2 (ρ, z) e
iαzdz = 0

(2.29)

elde edilir.

G1(ρ, α) =

l∫
0

U2 (ρ, z) e
iαzdz (2.30)

olmak üzere (2.6) sınır koşulu dikkate alınarak (2.29) denklemi

[
1

ρ

∂

∂ρ
(ρ

∂

∂ρ
) +K2(α)

]
G1(ρ, α) = iα

[
eiαlg(ρ)− f(ρ)

]
(2.31)

haline dönüşür. Burada

g(ρ) = U2 (ρ, l) ve f(ρ) = U2 (ρ, 0) (2.32)
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şeklinde tanımlanmıştır. (2.31) denklemi, homojen olmayan Bessel diferansiyel denk-

lemi olarak karşımıza çıkmaktadır. Genel çözüm

G1 = G1H +G1Ö (2.33)

şeklinde homojen ve özel çözümün toplamı olarak yazılacaktır. Özel çözüm için ise

Green fonksiyonu yöntemi kullanılacaktır. (2.31) denkleminin özel çözümüne ait Green

fonksiyonu

∂2

∂ρ2
ζ (ρ, t, α)+

1

ρ

∂

∂ρ
ζ (ρ, t, α)+K2(α)ζ (ρ, t, α) =

1

ρ
δ(ρ− t), ρ, t ∈ (c, a) (2.34)

denklemini aşağıdaki koşullar altında sağlar.

ζ (t+ 0, t, α)− ζ (t− 0, t, α) = 0 (2.35)

∂

∂ρ
ζ (t+ 0, t, α)− ∂

∂ρ
ζ (t− 0, t, α) =

1

t
(2.36)

∂

∂ρ
ζ (c, t, α) = 0 (2.37)

∂

∂ρ
ζ (a, t, α) = 0 (2.38)

(2.34) denkleminin mevcut koşullar kullanılarak çözümü

ζ (ρ, t, α) =
Q(ρ, t, α)

M(c, a, α)
(2.39)

şeklinde elde edilmiştir ve burada

Q(ρ, t, α) =
π

2

 L(a, t, α).L(c, ρ, α) c < ρ < t

L(c, t, α).L(a, ρ, α) t < ρ < a
(2.40)
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M(ρ1, ρ2, α) = J1(Kρ1)Y1(Kρ2)− J1(Kρ2)Y1(Kρ1) (2.41)

L(ρ1, ρ2, α) = Y1(Kρ1)J0(Kρ2)− J1(Kρ1)Y0(Kρ2) (2.42)

göstermektedir. O halde özel çözüm

G1Ö =

a∫
c

iα
[
eiαlg(t)− f(t)

]
ζ (t, ρ, α) tdt (2.43)

olacaktır. (2.31) denkleminin homojen çözümü ise şöyledir;

G1H = H1(α)J0(Kρ) +H2(α)Y0(Kρ) (2.44)

Homojen çözümün bulunması için (2.30), (2.18), (2.44) eşitlikleri dikkate alı-

narak (2.7) süreklilik ve (2.5) sınır koşuluna Fourier dönüşümü uygulandığında

H2 (α) = −H1 (α)
J1(Kc)

Y1(Kc)
(2.45)

H1 (α) =
Y1(Kc)F

′
(a, α)

K(α) [J1(Kc)Y1(Ka)− J1(Ka)Y1(Kc)]
(2.46)

elde edilir. (2.45) ve (2.46) değerleri (2.44)’ de yerine yazıldığında homojen çözüm

G1H =
F

′
1 (a, α)

K(α)M(c, a, α)
[Y1(Kc)J0(Kρ)− J1(Kc)Y0(Kρ)] (2.47)

şeklinde elde edilir. (2.39), (2.47) ve (2.43) ifadeleri (2.33)’ de yerine yazılarak eşitliğin
pay ve paydası K(α) fonksiyonu ile çarpılırsa

G1(ρ, α) =
1

K2(α)M(c, a, α)


F

′
1 (a, α)K(α) [Y1(Kc)J0(Kρ)− J1(Kc)Y0(Kρ)]

+K2(α)iα
a∫
c

[
eiαlg(t)− f(t)

]
Q(t, ρ, α)tdt


(2.48)

olur. Eşitliğin sol tarafı α−nın bir tam fonksiyonu olduğundan regülerdir. Bu sebep-

le sağ tarafın da regüler olması beklenmektedir. Fakat K2(α)M(c, a, α) ifadesinin

10



regülerliği bozacak sıfırları mevcuttur. Söz konusu basit kutuplar rezidüleri sıfır yapılarak

kaldırılacaktır.

K2(α)M(c, a, α) = (k2 − α2)M(c, a, α) = 0 (2.49)

için α = ±k ve α = ±αm basit kutuplardır. İlk olarak α = ±k (m = 0) ve ρ = a için

F
′
1 (a,±k)K(±k) [Y1(Kc)J0(Ka)− J1(Kc)Y0(Ka)] |α=±k

±K(±k)2ik
a∫
c

[
e±iklg(t)− f(t)

]
Q(t, a,±k)tdt = 0

(2.50)

olmalıdır. Buradan

F
′

1 (a,±k) = ± ik

a

a∫
c

(e±iklg(t)− f(t))tdt (2.51)

elde edilir. İkinci olarak α = ±αm ve ρ = a için

F
′
1 (a,±αm)K(±αm) [Y1(Kc)J0(Ka)− J1(Kc)Y0(Ka)]

±K2(±αm)iαm

a∫
c

[
e±iαmlg(t)− f(t)

]
Q(t, a,±αm)tdt = 0

(2.52)

olmalıdır. Buradan

K(±αm) = Km (2.53)

olarak işaretlenirse

F
′

1 (a,±αm) = ± 2

aπKm [J1(Kmc)Y0(Kma)− Y1(Kmc)J0(Kma)]

× iαm

a∫
c

[
e±iαmlg(t)− f(t)

] π
2
KmL(c, t,±αm)tdt

(2.54)

elde edilir. (2.51) ve (2.54) denklemlerinde bulunan g(t) ve f(t) fonksiyonları Dini

koşulunu sağladığı için tam ortagonal fonksiyonlar kümesi cinsinden Fourier Bessel

serisine açılabilir [23]. (2.54)’ deki fonksiyonlar
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f(t) =
∞∑

m=0

fmϕm (2.55)

ϕm =
π

2
KmL(c, t,±αm) (2.56)

fm =
1

∥ ϕm∥2

a∫
c

f(t)
π

2
KmL(c, t,±αm)tdt (2.57)

şeklinde yazılır. (2.55)’ deki seri açılımını yapabilmek için öncelikle (2.57) ifadesinin

bulunması gerekir. Bu sebeple

∥ ϕm∥2 =
a∫

c

π2

4
K2

m(Y1(Kmc)J0(Kmt)− J1(Kmc)Y0(Kmt))
2tdt (2.58)

integrali hesaplandığında

∥ ϕm∥2 =
[J2

1 (Kmc)− J2
1 (Kma)]

2J2
1 (Kma)

(2.59)

şeklinde bulunur. Böylelikle

fm =
KmπJ

2
1 (Kma)

[J2
1 (Kmc)− J2

1 (Kma)]

a∫
c

f(t)L(c, t,±αm)tdt (2.60)

elde edilir. Aynı şekilde g(t) fonksiyonu için de hesaplama yapılırsa

g(t) =
∞∑

m=0

gmϕm (2.62)

için

gm =
KmπJ

2
1 (Kma)

[J2
1 (Kmc)− J2

1 (Kma)]

a∫
c

g(t)L(c, t,±αm)tdt (2.63)
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bulunur. (2.60) ve (2.63) eşitlikleri (2.54) te yerine yazarsak

F
′

1 (a,±αm) = ±
[J2

1 (Kmc)− J2
1 (Kma)] iαm

[
e±iαmlgm − fm

]
aπKmJ2

1 (Kma) [J1(Kmc)Y0(Kma)− Y1(Kmc)J0(Kma)]
,m = 1, 2, ..

(2.64)

elde edilir. (2.51) deki fonksiyonlar için

ϕ0 = 1 (2.65)

f0 =
1

∥ ϕ0∥2

a∫
c

f(t)tdt (2.66)

f0 =

a∫
c

f(t)tdt

a∫
c

tdt

=
2

a2 − c2

a∫
c

f(t)tdt (2.67)

g0 =
2

a2 − c2

a∫
c

g(t)tdt (2.68)

şeklinde bulunur ve (2.51)

F
′

1 (a,±k) = ± ik

a

a2 − c2

2
(e±iklg0 − f0) (2.69)

şeklinde yazılır. Böylelikle g(t) ve f(t) fonksiyonları için Fourier Bessel seri açılımı

g(t) = g0 +
∞∑

m=1

gm
π

2
Km [Y1(Kmc)J0(Kmt)− J1(Kmc)Y0(Kmt)]

f(t) = f0 +
∞∑

m=1

fm
π

2
Km [Y1(Kmc)J0(Kmt)− J1(Kmc)Y0(Kmt)]

(2.70)

şeklinde elde edilir. (2.8) numaralı süreklilik koşuluna Fourier dönüşümü uygulandığında

F1(a, α) +
ei(k+α)l − 1

i(k + α)
= G1(a, α) z ∈ (0, l) (2.71)

13



ifadesi elde edilir. (2.16) ve (2.27) dikkate alınarak (2.71), ρ = a olacak şekilde (2.48)

de yerine yazılırsa

F
′

1(a, α)
2

πaK2

M(c, b, α)

M(a, b, α)M(c, a, α)
− F−(a, α)− eiαlF+(a, α) =

1− ei(k+α)l

i(k + α)

− 2αiK2

K2M(c, a, α)πKa

a∫
c

π

2
L(c, t, α)

[
eiαlg(t)− f(t)

]
tdt

(2.72)

elde edilir. g(t) ve f(t) fonksiyonlarının seri açılımları yazıldıktan sonra elde edilen

Bessel fonksiyonlarının çarpımlarının integralleri hesaplandığında lm(−k) < lm(α) <

lm(k) bandında geçerli olan aşağıdaki Wiener-Hopf denklemi elde edilir.

F
′
1(a, α)

K2

2

πa

1

N(α)
− F−(a, α)− eiαlF+(a, α) =

1− ei(k+α)l

i(k + α)

+
αi(eiαlg0 − f0)

K2
+

αi

a

∞∑
m=1

(
eiαlgm − fm

)
K2

m −K2

J1(Kmc)

J1(Kma)

(2.73)

Burada

N(α) =
M(a, b, α)M(c, a, α)

M(c, b, α)
(2.74)

şeklinde tanımlıdır.

2.2. Wiener-Hopf Denkleminin Çözümü

Wiener-Hopf denklemi Fredholm integral denklemlerine indirgenerek çözülecek-

tir [24]. Öncelikle işlemlerde kolaylık sağlaması için

U(α) = −F+(a, α) +
eikl

i(k + α)
− αi

a

∞∑
m=1

gm
α2 − α2

m

J1(Kmc)

J1(Kma)
− αi

K2
g0 (2.75)

L1(α) = −F−(a, α)−
1

i(k + α)
+

αi

a

∞∑
m=1

fm
α2 − α2

m

J1(Kmc)

J1(Kma)
+

αi

K2
f0 (2.76)
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şeklinde tanımlanırsa (2.73) Wiener-Hopf denklemi

F
′
1(a, α)

K2

2

πa

1

N(α)
+ L1(α) + eiαlU(α) = 0 (2.77)

olur. (2.75) dikkate alınarak (2.73) denkleminin her iki tarafı iN−(α)(k − α)
√

πa
2
ile

çarpılırsa

i

√
2

πa

F
′
1(a, α)

(k + α)N+(α)
− i

√
πa

2
N−(α)(k − α)F−(a, α)

+ i

√
πa

2
N−(α)(k − α)eiαlU(α) =

√
πa

2
N−(α)

αf0
(k + α)

(2.78)

+
N−(α)(k − α)

(k + α)

√
πa

2
+

α

a
N−(α)(k − α)

√
πa

2

∞∑
m=1

fmJ1(Kmc)

(α2 − α2
m) J1(Kma)

elde edilir. Buradaki N+(α) ve N−(α) = N + (−α), N(α) nın faktorizasyonu sonu-

cundaN(α) = N+(α)N−(α) şeklinde elde edilmiş kompleksα düzleminin üst (Im(α)>

Im(−k)) ve alt (Im(α) < Im(k)) yarılarında regüler fonksiyonları ifade eder. (2.78)’de

regüler olmayan terimler mevcuttur. Bu terimler dekompozisyon uygulanarak üst ve

alt düzlemlerde regüler olan fonksiyonların toplamı şeklinde yazılacaktır. İlk olarak

f(α) = i

√
πa

2
N−(α)(k − α)eiαlU(α) (2.79)

terimini ele alırsak f(α) = f+(α) + f−(α) olacak şekilde

f+(α) =
1

2πi

∫
L+

i
√

πa
2
N−(τ)(k − τ)eiτ lU(τ)

(τ − α)
dτ (2.80)

f−(α) = − 1

2πi

∫
L−

i
√

πa
2
N−(τ)(k − τ)eiτ lU(τ)

(τ − α)
dτ (2.81)

elde edilir. Bir diğer terim

f(α) =

√
πa

2
N−(α)

αf0
(k + α)

(2.82)
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için yapılacak dekompozisyonda α = −k kutup noktasının rezidüsü göz önünde bu-

lundurulursa

f+(α) =
−
√

πa
2
N+(k)kf0

(k + α)
(2.83)

f−(α) =

√
πa

2

f0
(k + α)

[N−(α)α +N+(k)k] (2.84)

bulunur. Bir sonraki

f(α) =
N−(α)(k − α)

(k + α)

√
πa

2
(2.85)

fonksiyonu için α = −k bir kutup noktasıdır.

f+(α) = +

√
πa

2

N+(k)2k

(k + α)
(2.86)

f−(α) = +

√
πa

2

1

(k + α)
[N−(α)(k − α)−N+(k)2k] (2.87)

olur. Son olarak

f(α) =
α

a
N−(α)(k − α)

√
πa

2

∞∑
m=1

fmJ1(Kmc)

(α2 − α2
m) J1(Kma)

(2.88)

için α = ±αm’ ler tekil nokta olmak üzere

f+(α) =

√
πa

2

∞∑
m=1

αm

a

N+(αm) (k + αm) fmJ1(Kmc)

(αm + α) 2αmJ1(Kma)
(2.89)

f−(α) =

√
πa

2

∞∑
m=1

fmJ1(Kmc)

(αm + α) J1(Kma)

1

a

[
N−(α) (k − α)α

(α− αm)
− N+(αm) (k + αm)αm

2αm

]
(2.90)
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bulunur. Bulunan tüm bu reguler fonksiyonlar (2.78)’ de yerine yazılarak Liouville

Teoremi uygulandığında

iN−(α) (k − α)L1(α) =
1

2π

∫
L−

N−(τ)(k − τ)eiτ lU(τ)

(τ − α)
dτ +

N+(k)kf0
(k + α)

− N+(k)2k

(k + α)
−

∞∑
m=1

N+(αm) (k + αm) fmJ1(Kmc)

2a (αm + α) J1(Kma)

(2.91)

integral denklemi elde edilir. Aynı zamanda (2.76) dikkate alınarak (2.73) denkleminin

her iki tarafı i
√

πa
2
e−iαlN+(α)(k + α) ile çarpılırsa

i

√
2

πa

e−iαlF
′
1(a, α)

(k − α)N−(α)
+ i

√
πa

2
e−iαlN+(α)(k + α)L1(α)

−i

√
πa

2
N+(α)(k + α)F+(a, α) = −

√
πa

2
N+(α)e

ikl

−
√

πa

2
N+(α)

αg0
(k − α)

− α

a

∞∑
m=1

gmJ1(Kmc)N+(α)(k + α)

(α2 − α2
m) J1(Kma)

√
πa

2

(2.92)

elde edilir. Bu denklemde de reguler olmayan terimlere yukarıda yapıldığı gibi dekom-

pozisyon uygulanacaktır. Öncelikle

f(α) = i

√
πa

2
e−iαlN+(α)(k + α)L1(α) (2.93)

için dekompozisyon uygulanacak olursa

f+(α) =
1

2πi

∫
L+

i
√

πa
2
e−iτ lN+(τ)(k + τ)L1(τ)

(τ − α)
dτ (2.94)

f−(α) = − 1

2πi

∫
L−

i
√

πa
2
eiτ lN−(τ)(k − τ)L1(τ)

(τ − α)
dτ (2.95)

olur. Bir diğer fonksiyon

f(α) = −
√

πa

2
N+(α)

αg0
(k − α)

(2.96)
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için α = k bir kutup noktası olmak üzere dekompozisyonu

f+(α) = −
√

πa

2

g0
(k − α)

(αN+(α)− kN+(k)) (2.97)

f−(α) = −
√

πa

2

kN+(α)

(k − α)
g0 (2.98)

olarak elde edilir. Sonuncu fonksiyon için tekil noktaları α = ±αm olmak üzere

f(α) = −α

a

∞∑
m=1

gmJ1(Kmc)N+(α)(k + α)

(α2 − α2
m) J1(Kma)

√
πa

2
(2.99)

için uygulanacak dekompozisyon sonucu

f+(α) = −1

a

√
πa

2

∞∑
m=1

gmJ1(Kmc)

(α− αm) J1(Kma)

(
αN+(α)(k + α)

(α + αm)
− N+(αm)(k + αm)

2

)
(2.100)

f−(α) =
1

a

√
πa

2

N+(αm)(k + αm)

2 (αm − α)

∞∑
m=1

gmJ1(Kmc)

J1(Kma)
(2.101)

elde edilir. Bulunan tüm bu ifadeler (2.92)’ de yerine yazılarak Liouville teoremi uygu-

lanırsa aşağıdaki integral denklemi elde edilir.

iN+(α)(k + α)U(α) = − 1

2π

∫
L+

e−iτ lN+(τ)(k + τ)L1(τ)

(τ − α)
dτ +

N+(k)kg0
(k − α)

+
1

2a

∞∑
m=1

gmJ1(Kmc)N+(αm)(k + αm)

(α− αm) J1(Kma)

(2.102)

(2.91) ve (2.102)’ de bulunan

I1(α) =
1

2π

∫
L−

N−(τ)(k − τ)eiτ lU(τ)

(τ − α)
dτ (2.103)
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I2(α) = − 1

2π

∫
L+

e−iτ lN+(τ)(k + τ)L1(τ)

(τ − α)
dτ (2.104)

I1(α), I2(α) şeklinde işaretlediğimiz bu integralleri (2.74) ve N(α) = N+(α)N−(α)

eşitliğinden yararlanarak hesaplamak mümkündür. Öncelikle I1(α) integraline bakıla-

cak olursa integral sonucu, L− integrasyon egrisi üstten kapatılıp Jordan Lemmasının

uygulanması sonucunda I1(α) nın sıfırlarında, yani τ = βn (n = 1, 2,...) olarak işaretle-

nen bu noktalarda oluşan basit kutupların rezidü katkılarının toplamına eşittir. Böyle-

likle

I1(α) = i

∞∑
n=1

M(b, a, βn)M(c, a, βn)(k − βn)U(βn)e
iβnl

M ′(c, b, βn)N+(βn)(βn − α)
(2.105)

şeklinde hesaplanır. I2(α) integrali için L+ integrasyon egrisi alttan kapatılarak I2(α)

nın sıfırları yani τ = −βn’ ler göz önünde bulundurularak Cauchy teoreminin uygulan-

ması sonucunda

I2(α) = −i
∞∑
n=1

M(b, a,−βn)M(c, a,−βn)(k − βn)L1(−βn)e
iβnl

M ′(c, b,−βn)N−(−βn)(βn + α)
(2.106)

elde edilir. Bulunan bu integraller (2.91) ve (2.102)’ de yerine yazılırsa

iN−(α) (k − α)L1(α) = i

∞∑
n=1

M(b, a, βn)M(c, a, βn)(k − βn)U(βn)e
iβnl

M ′(c, b, βn)N+(βn)(βn − α)

+
N+(k)kf0
(k + α)

− N+(k)2k

(k + α)
−

∞∑
m=1

N+(αm) (k + αm) fmJ1(Kmc)

2a (αm + α) J1(Kma)

(2.107)

iN+(α)(k + α)U(α) = −i

∞∑
n=1

M(b, a,−βn)M(c, a,−βn)(k − βn)L1(−βn)e
iβnl

M ′(c, b,−βn)N−(−βn)(βn + α)

+
N+(k)kg0
(k − α)

+
1

2a

∞∑
m=1

gmJ1(Kmc)N+(αm)(k + αm)

(α− αm) J1(Kma)

(2.108)

denklemleri elde edilir. Elde etmiş olduğumuz bu denklemlerden U(α) ve L1(α)’yı
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çekip (2.73)’ te yerine yazarsakModifiyeWiener-Hopf denkleminin (MWHD) çözümü

F
′

1(a, α) = −πa

2

N+(α)(k + α)

i

{
i

∞∑
n=1

M(b, a, βn)M(c, a, βn)(k − βn)U(βn)e
iβnl

M ′(c, b, βn)N+(βn)(βn − α)

+
N+(k)kf0
(k + α)

− N+(k)2k

(k + α)
−

∞∑
m=1

N+(αm) (k + αm) fmJ1(Kmc)

2a (αm + α) J1(Kma)

}

−πa

2

N−(α)(k − α)eiαl

i

{
−i

∞∑
n=1

M(b, a,−βn)M(c, a,−βn)(k − βn)L1(−βn)e
iβnl

M ′(c, b,−βn)N−(−βn)(βn + α)

+
N+(k)kg0
(k − α)

+
1

2a

∞∑
m=1

gmJ1(Kmc)N+(αm)(k + αm)

(α− αm) J1(Kma)

}
(2.109)

olur.

2.3. Açılım Katsayılarının Belirlenmesi

Wiener-Hopf denkleminin çözümüyle elde edilenF ′
1(a, α) ifadesinde bilinmeyen

f0, g0, fm, gm, U(βn), L1(−βn) terimleri bulunmaktadır. Bu terimleri bulmak için

öncelikle (2.109) numaralı denklemde sırasıyla α = ±αr yazılarak (2.64) dikkate

alındığında

fr =
πa(k + αr)J1(Krc)J1(Kra)N+(αr)

iαr [J2
1 (Krc)− J2

1 (Kra)]

×

{
∞∑
n=1

M(b, a, βn)M(c, a, βn)(k − βn)e
iβnlU(βn)

M ′(c, a, βn)N+(βn)(βn − αr)
(2.110)

+
f0kN+(k)

i(k + αr)
− 2kN+(k)

i(k + αr)
−

∞∑
m=1

fmJ1(Kmc)N+(αm)(k + αm)

J1(Kma)2a(αm + αr)i

}
, r = 1, 2, ...

gr =
πa(k + αr)J1(Krc)J1(Kra)N+(αr)

iαr [J2
1 (Krc)− J2

1 (Kra)]

×

{
−

∞∑
n=1

M(b, a,−βn)M(c, a,−βn)(k − βn)e
iβnlL1(−βn)

M ′(c, a,−βn)N+(βn)(βn − αr)
(2.111)

+
g0kN+(k)

i(k + αr)
−

∞∑
m=1

gmJ1(Kmc)N+(αm)(k + αm)

J1(Kma)2a(αm + αr)i

}
, r = 1, 2, ...
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elde edilir. Benzer bir yolla f0, g0 sabitlerini bulmak için (2.109) numaralı denklemde

sırasıyla α = ±k yazılarak (2.69)’ da yerine yazıldığında

eikl
(
1 +

a2 − b2

b2 − c2

)
g0 −

(
1 +

πa2N2
+(k)

a2 − c2

)
f0 =

πa22N+(k)

a2 − c2

{
i

∞∑
n=1

M(b, a, βn)M(c, a, βn)(k − βn)e
iβnlU(βn)

M ′(c, a, βn)N+(βn)(βn − k)
(2.112)

−N+(k)−
∞∑

m=1

fmJ1(Kmc)N+(αm)(k + αm)

J1(Kma)2a(αm + k)

}

e−ikl

(
1 +

a2πN2
+(k)

a2 − c2

)
g0 −

(
1− a2 − b2

b2 − c2

)
f0 =

2 (a2 − b2)

b2 − c2

−πa22e−iklN+(k)

a2 − c2

{
−i

∞∑
n=1

M(b, a,−βn)M(c, a,−βn)(k − βn)e
iβnlL1(−βn)

M ′(c, a,−βn)N+(βn)(βn − k)
(2.113)

−
∞∑

m=1

gmJ1(Kmc)N+(αm)(k + αm)

J1(Kma)2a(αm + k)

}

denklemleri elde edilir. L1(−βn) ve U(βn) bilinmeyenleri için sırasıyla (2.107)’ de

α = −βr ve (2.108)’ de α = βr yazarsak

L1(−βr) =
1

N+(βr) (k + βr)

{
∞∑
n=1

M(b, a, βn)M(c, a, βn)(k − βn)U(βn)e
iβnl

M ′(c, b, βn)N+(βn)(βn + βr)

+
N+(k)kf0
i(k − βr)

− N+(k)2k

i(k − βr)
−

∞∑
m=1

N+(αm) (k + αm) fmJ1(Kmc)

i2a (αm − βr) J1(Kma)

}
, r = 1, 2, ...

(2.114)

U(βr) =
1

N+(βr) (k + βr)

{
−

∞∑
n=1

M(b, a,−βn)M(c, a,−βn)(k − βn)L1(−βn)e
iβnl

M ′(c, b,−βn)N+(βn)(βn + βr)

+
N+(k)kg0
i(k − βr)

+
1

2a

∞∑
m=1

gmJ1(Kmc)N+(αm)(k + αm)

i (βr − αm) J1(Kma)

}
, r = 1, 2, ...

(2.115)

elde edilir.
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Böylelikle bu oluşturulan altı denklem kullanılarak sonsuz bilinmeyene sahip son-

suz boyutlu lineer cebirsel denklem sistemi elde edilmiş olacaktır. Bu sistemin çözümü

için denklem ve bilinmeyen sayısını sınırlandırmamız gereklidir. Bu kesim sayısı (N)

olarak ifade edilmiştir. Sonuç olarak (2.110)’ dan N tane, (2.111)’ den N tane, (2.112)

ve (2.113)’ den 1’er tane, (2.114) için N tane, (2.115) için de N tane denklem elde

edilmiştir. Bu elde edilen 4N+2 tane denklem nümerik olarak çözülerek açılım kat-

sayıları hesaplanmıştır.
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3. SAÇILAN ALAN ANALİZİ

a < ρ < b, z > l bölgesinde saçılan alanı bulmak için (2.16) ve (2.19) eşitlikleri

kullanılarak F+(ρ, α) nın ters Fourier dönüşümü alınacaktır.

U1(ρ, z) =
1

2π

∫
L

[
F

′
1(a, α) (J0(Kρ)Y1(Kb)− J1(Kb)Y0(Kρ))K

K2 [J1(Kb)Y1(Ka)− J1(Ka)Y1(Kb)]

−F−(ρ, α)− F1(ρ, α)] e
−iαzdα

(3.1)

Burada L eğrisi Im(−k) < Im(α) < Im(k) seridinde uzanan ve reel α−ekse-

nine paralel bir doğrudur. e−iαz teriminden dolayı eğriyi aşağıdan kapatmak doğru ola-

caktır. Bu sebeple F−(ρ, α), F1(ρ, α) fonksiyonları bu bölgede regülerdir ve integral-

leri sıfırdır. Bu bölgedeki kutuplarK2 fonksiyonundan gelenα = −k ve J1(Kb)Y1(Ka)

-J1(Ka)Y1(Kb)’ den gelen α = −γr’ dir. Mevcut kutup noktalarının rezidüleri hesap-

lanarak

U1(ρ, z) =
−ia

k(b2 − a2)
F

′

1(a,−k).eikz − i
∞∑
r=1

F
′
1(a,−γr)L(b, ρ,−γr)K(−γr)e

iγrz

d
dα

[K2M(b, a, α)]α=−γr

(3.2)

şeklinde bulunur. Burada iletim katsayısı

T0 =
−ia

k(b2 − a2)
F

′

1(a,−k) (3.3)

olur. a < ρ < b, z < 0 bölgesinde saçılan alanı bulmak için de F−(ρ, α)’ nın ters

Fourier dönüşümü alınmalıdır. Şöyle ki;

U1(ρ, z) =
1

2π

∫
L

[
F

′
1(a, α) (J0(Kρ)Y1(Kb)− J1(Kb)Y0(Kρ))K

K2 [J1(Kb)Y1(Ka)− J1(Ka)Y1(Kb)]

−F+(ρ, α)e
−iαl − F1(ρ, α)

]
e−iαzdα

(3.4)

Bahsedilen L eğrisi yukarıdakine benzer şekilde üstten kapatıldığında üst yarı

bölgedeK2’ nin sıfırı α = k ve J1(Kb)Y1(Ka)−J1(Ka)Y1(Kb)’ nin sıfırı ise α = γr’

dir. Rezidü teoremi kullanılarak integral hesaplandığında
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U1(ρ, z) =
ia

k(a2 − b2)
F

′

1(a, k).e
−ikz + i

∞∑
r=1

F
′
1(a, γr)L(b, ρ, γr)K(γr)e

−iγrz

d
dα

[K2M(b, a, α)]α=γr

(3.5)

bulunur. Buradan yansıma katsayısı

R0 =
ia

k(a2 − b2)
F

′

1(a, k) (3.6)

olarak elde edilir.
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4. WIENER-HOPF FAKTORİZASYONU

Bu bölümde (2.74)’ de bahsedilenN(α) fonksiyonun faktorizasyonu yapılacaktır.

N(α) = N+(α)N−(α) (4.1)

şeklinde regüler fonksiyonların çarpımı olarak ifade ettiğimiz N(α) fonksiyonunun

faktorizasyonu için sırasıyla M(a, b, α), M(c, a, α) ve M(c, b, α)’ nın faktorizasyonu

yapılacaktır. Bu üç fonksiyonun da dallanma tekilliği yoktur sadece sıfırları vardır.

ÖncelikleM(a, b, α) = M1(α) için faktorizasyon yapılacaktır.

M1(α) = M+
1 (α)M

−
1 (α) (4.2)

için

J1(Kma)Y1(Kmb)− J1(Kmb)Y1(Kma) = 0 (4.3)

ve

γm =
√
k2 −K2

m (4.4)

olmak üzere

M+
1 (α) =

√
J1(ka)Y1(kb)− J1(kb)Y1(ka) exp {P (α)}

∞∏
m=1

(
1 +

α

γm

)
e

α
κm (4.5)

yazılır. Burdaki P (α) sonsuz çarpımın asimptotik davranışını nötrleyecek şekilde oluş-

turulacaktır. Bessel fonksiyonların asimptotik davranışı aşağıdaki gibi olduğu bilin-

mektedir [25].

Jn(z) ∼
√

2

πz
cos(z − nπ

2
− π

4
) |z| → ∞ (4.6)
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Yn(z) ∼
√

2

πz
sin(z − nπ

2
− π

4
) |z| → ∞ (4.7)

O halde (4.5) fonksiyonunun büyük sıfırları da

√
2

πKb
cos(Ka− π

4
)

√
2

πKa
sin(Kb− π

4
)

−
√

2

πKa
cos(Kb− π

4
)

√
2

πKb
sin(Ka− π

4
) =

√
2

πKab
sin(K(b− a))

(4.8)

olacağından

γm =

√
k2 − (

mπ

b− a
)2 ∼ m

πi

b− a
(4.9)

davranışını gösterir. Buradan

κm =
mπi

b− a
(4.10)

olduğu görülmektedir. Sonsuz çarpımların sonsuz büyüklükte alacağı değere bakılacak

olursa

∞∏
m=1

(
1 +

α

ma+ b

)
e−

α
ma =

Γ( b
a
+ 1)

√
2π

(
α

a
)−

1
2 (
α

a
)−

b
a e

α
a
(1−C−log(α

a
)) (4.11)

formülü kullanılarak

∞∏
m=1

(
1 +

α

γm

)
e

iα(b−a)
mπ =

√
i

2α(b− a)
e−

iα(b−a)
π

(1−C−log(α)+log(π)−log(b−a)+iπ
2
) (4.12)

elde edilir. Burada C=0.5772156649... olup Euler sabiti olarak adlandırılır.

Böylelikle
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M+
1 (α) =

√
J1(ka)Y1(kb)− J1(kb)Y1(ka)e

iα(b−a)
π

(1−C−log(α)+log(π)−log(b−a)+iπ
2
)

×
∞∏

m=1

(
1 +

α

γm

)
e

iα(b−a)
mπ

(4.13)

şeklinde bulunur.

Bir diğer fonksiyon olanM(c, a, α)’ yiM2(α) ile işaretlersekM2 = M+
2 (α)M

−
2 (α)

olacak şekilde yukarıdakine benzer işlemler yapılacaktır.

J1(Kmc)Y1(Kma)− J1(Kma)Y1(Kmc) = 0 (4.14)

ifadesinin sıfırlarıαm =
√

k2 −K2
m’ ler olduğu bilinmektedir. Gerekli işlemler yapıldı-

ğında

M+
2 (α) =

√
J1(kc)Y1(ka)− J1(ka)Y1(kc)e

iα(a−c)
π

(1−C−log(α)+log(π)−log(a−c)+iπ
2
)

×
∞∏

m=1

(
1 +

α

αm

)
e

iα(a−c)
mπ

(4.15)

olduğu görülecektir.

Sonuncu faktorizasyon M(c, b, α) = M3(α) için M3(α) = M+
3 (α)M

−
3 (α) şek-

linde bir ifadeyle fonksiyonun sıfırları βm =
√
k2 −K2

m olacak biçimde benzer işlem-

ler tekrarlandığında

M+
3 (α) =

√
J1(kc)Y1(kb)− J1(kb)Y1(kc)e

iα(b−c)
π

(1−C−log(α)+log(π)−log(b−c)+iπ
2
)

×
∞∏

m=1

(
1 +

α

βm

)
e

iα(b−c)
mπ

(4.16)

elde edilir. (4.1)’ de ifade edilenN+(α) fonksiyonu (4.13), (4.15) ve (4.16) kullanılarak

yazılacak olursa

N+(α) =
M+

1 (α)M
+
2 (α)

M+
3 (α)

(4.17)

olacak şekilde
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N+(α) =

√
[J1(ka)Y1(kb)− J1(kb)Y1(ka)] [J1(kc)Y1(ka)− J1(ka)Y1(kc)]

[J1(kc)Y1(kb)− J1(kb)Y1(kc)]

× e
− iα

π
log

[
(b−a)(b−a)(a−c)(a−c)

(b−c)(b−c)

] ∞∏
m=1

(
1 + α

γm

)(
1 + α

αm

)
(
1 + α

βm

) (4.18)

elde edilir.

Aynı zamanda bessel fonksiyonlarının asimptotik davranışları dikkate alınarak

|α| → ∞ için

N±(α) ∼ (±α)
−1
2 (4.19)

şeklindedir.
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5. SAYISAL SONUÇLAR

Bu bölümdeMATLAB kullanılarak yansıma ve iletim katsayıları nümerik olarak

hesaplanmıştır. Dalga kılavuzu içerisindeki sonlu boyutlu oyuğun akustik dalganın

yayılımına etkisini görebilmek için yansıma ve iletim katsayılarının, dalga kılavuzu

ve oyuğun farklı yarıçap ve uzunluk değerlerine göre durumu, grafikler kullanılarak

yorumlanmıştır. Grafiklerdeki parametre değerleri [26]’ dan referans alınmıştır.

0 5 10 15 20 25 30 35
0

0.1

0.2

0.3

0.4
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0.7

0.8

0.9

1

Şekil 5.1: f=50 Hz, ka=1, kb=2, kc=0.5 ve kl=5 değerleri için katsayıların
genlikleri-kesim sayısı(N) grafiği.

Şekil 5.1’ de yansıma ve iletim katsayısı genliklerinin kesim sayısına göre değişim

grafiği verilmiştir. Grafiğe bakıldığında kesim sayısı N ≥ 10’ dan sonra katsayı gen-

liklerinde değişim olmadığı ve katsayıların sabit bir değer aldığı görülmektedir. Bu

grafik göz önünde bulundurulduğunda açılım katsayılarını bulmak için çözülecek olan

sonsuz bilinmeyene sahip sonsuz boyutlu lineer cebirsel sistemi N = 10’ da kesmek

yeterli olacaktır.
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Şekil 5.2: f=50 Hz, kc=0.5 ve kb=3 olduğunda farklı ka değerleri için yansıma
katsayısı-kl grafiği.

Şekil 5.2’ de farklı ka değerleri için yansıma katsayısı genliğinin kl’ ye göre

değişimi görülmektedir. Grafiğe bakıldığında kl değeri arttıkça yansıma katsayısı gen-

liğinin salınım yaptığı gözlemlenmektedir. Aynı zamanda ka değerleri arttıkça yan-

sıma katsayısının arttığı görülürken ka=1 için kl=3.8 ve kl=7 gibi değerlerde katsayı

genliğinin sıfıra çok yaklaştığı görülmektedir.
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Şekil 5.3: f=50 Hz, kc=0.5 ve ka=1 olduğunda farklı kb değerleri için yansıma
katsayısı-kl grafiği.

Şekil 5.3’ te farklı kb değerleri için yansıma katsayısı genliğinin kl’ ye göre

değişim grafiği mevcuttur. kl değeri değiştikçe yansıma katsayısının salınım yaptığı ve

kb değerleri arttıkça yansıma katsayısı genliğinin azaldığı görülmektedir. Bu grafikte

ise kl=3.9, kl=7.1, kl=10.2 gibi değerlerde yansıma katsayısı sıfıra en yakın değerleri

almaktadır.
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Şekil 5.4: f=50 Hz, ka=1.5 ve kb=3 olduğunda farklı kc değerleri için yansıma
katsayısı-kl grafiği.

Şekil 5.4, farklı kc değerleri için yansıma katsayısı genliğinin kl’ ye göre değişim

grafiğidir. Şekilden görüleceği üzere yansıma katsayısı genliği önceki grafiklerdeki

gibi bir salınım yapmakta ve kc değeri azaldıkça katsayı genliğinin arttığı gözlenmek-

tedir.
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Şekil 5.5: f=50 Hz, kc=0.25 olduğunda farklı kl değerleri için yansıma
katsayısı-k(b2 − a2) grafiği.

Şekil 5.5’ te farklı kl değerleri için yansıma katsayısı genliğinin k(b2 − a2)’ye

göre değişim grafiği bulunmaktadır. Grafikte k(b2−a2) ve kl değerleri arttıkça yansıma

katsayısının azaldığı görülmektedir.
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Şekil 5.6: f=50 Hz, kc=0.5 ve kb=3 olduğunda farklı ka değerleri için iletim
katsayısı-kl grafiği.
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Şekil 5.7: f=50 Hz, kc=0.5 ve ka=1 olduğunda farklı kb değerleri için iletim
katsayısı-kl grafiği.
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Şekil 5.8: f=50 Hz, ka=1.5 ve kb=3 olduğunda farklı kc değerleri için iletim
katsayısı-kl grafiği.

Şekil 5.6, Şekil 5.7 ve Şekil 5.8’ de farklı ka, kb, kc değerleri için iletim katsayısı

genliğinin kl’ ye göre değişimi görülmektedir. kl değeri arttıkça her üç grafikte de

iletim katsayısı genliğinin salınım yaptığı gözlenmektedir. Aynı zamanda ka arttıkça ve

kb azaldıkça iletim katsayısı genliği artmaktadır. Ayrıca farklı kc değerlerinin grafikte

birbirine yakın sonuçlar verdiği görülmektedir.
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Şekil 5.9: f=50 Hz, kc=0.25 olduğunda farklı kl değerleri için iletim
katsayısı-k(b2 − a2) grafiği.

Şekil 5.9’ da ise k(b2−a2) değeri arttıkça iletim katsayısının azaldığı görülmekte-

dir. En fazla düşüş kl değerinin en büyük olduğu noktada görülürken k(b2−a2) değeri

arttıkça kl değerleri farklılığının iletim katsayısına etkisinin azaldığını gözlemlemek-

teyiz.
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Şekil 5.10: kl=5, c=0.01, b=2a olduğunda farklı a/c değerleri için iletim
katsayısı-frekans grafiği.
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Şekil 5.11: kl=5, c=0.01, b=2a olduğunda farklı a/c değerleri için yansıma
katsayısı-frekans grafiği.
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Şekil 5.10 ve Şekil 5.11’ de farklı a/c oranlarının frekans değiştikçe yansıma ve

iletim katsayısı üzerindeki etkisi görülmektedir. Her ne kadar frekans 1000 Hz’e kadar

arttırıldığında yansıma ve iletim katsayısında sınırlı bir yükseliş görülse de f>1000 Hz

olduğunda her ikisi için de düşüş gözlenmektedir. Her iki grafikte de a/c oranı arttıkça

katsayı genliklerindeki azalma artmaktadır.
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Şekil 5.12: c=0.01, b=2.5a olduğunda farklı b/a değerleri için yansıma katsayısı
genliği ve frekans grafiği.
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Şekil 5.13: c=0.01, b=2.5a farklı b/a değerleri için iletim katsayısı genliği ve frekans
grafiği.

Şekil 5.12 ve Şekil 5.13’ de bulunan grafiklerde frekans arttıkça yansıma ve iletim

katsayısı genlikleri azalmaktadır. En fazla azalma b/a’ nın en büyük olduğu noktada

gerçekleşmektedir.
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6. SONUÇ VE DEĞERLENDİRME

Bu çalışmada bir koaksiyel dalga kılavuzunda oluşturulan sonlu boyutlu bir oyu-

ğun düzlemsel akustik dalgaların yayılımına etkisi Wiener-Hopf yöntemiyle incelen-

miştir. İkinci bölümde, doğrudan Fourier dönüşümü uygulanarak sınır ve süreklilik

koşulları altında bir Wiener-Hopf denklemine indirgenen bu problem ikinci tipten Fred-

holm integralleri yardımıyla sonsuz sayıda lineer cebirsel denklem sistemini sağlayan,

sonsuz sayıda bilinmeyen katsayılar sistemine dönüştürülmüştür. Bu denklem sistemi

MATLABkullanılarak nümerik olarak hesaplanmış ve bilinmeyen terimler elde edilmiş-

tir. Saçılan alan analizi bölümünde yansıma ve iletim katsayıları ters Fourier dönüşümü

kullanılarak hesaplanmıştır. Sayısal sonuçlar bölümünde ise belirli grafikler çizilerek

bazı özel parametreler için yansıyan ve iletilen dalganın durumu incelenmiş, hangi

değer ve frekanslarda gürültü kirliliğini önleme de maksimum verim alınacağı açık

bir şekilde ifade edilmiştir.

Bu çalışmada yapılan analizden yola çıkarak bir sonraki çalışmalarda boruda oluş-

turulacak ani bir genişleme odasının, ortamın akışkanlı olmasının veya iç duvarın ses

yutucu madde ile kaplanmasının akustik dalganın yayılımına etkisi incelenebilir.
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