T.C.
GEBZE YUKSEK TEKNOLOIJI ENSTITUSU

MUHENDISLIK VE FEN BILIMLERI ENSTITUSU

FARK DENKLEMLERI KULLANILARAK
NONLINEER CAUCHY PROBLEMININ
COZUMUNE MONOTON FONKSIYON

DIZILER YARDIMI ILE YAKINSAMA

Didem KARATAS

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

GEBZE
2006



T.C.
GEBZE YUKSEK TEKNOLOIJI ENSTITUSU

MUHENDISLIK VE FEN BILIMLERI ENSTITUSU

FARK DENKLEMLERI KULLANILARAK
NONLINEER CAUCHY PROBLEMININ
COZUMUNE MONOTON FONKSIYON

DIZILER YARDIMI ILE YAKINSAMA

Didem KARATAS

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI
Yrd. Do¢. Dr. Coskun YAKAR

GEBZE
2006



VI

TESEKKUR

Bu tez ¢alismasinin ortaya ¢ikmasindaki essiz katkilarindan dolay1 ¢ok
degerli danismanim Sayin Yrd. Dog. Dr. Coskun YAKAR’a, Sayin Prof. Dr. Tahir
AZEROGLU ALIYEV’ e ve Sayin Yrd. Dog. Dr. Hasan SADIKOGLU’ na sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica desteklerinden dolay1 esim Sedat ALTUN’a ve

aileme tesekkiir ederim.



VI

ICINDEKILER DIZINI

Sayfa

OZET v

SUMMARY \Y4

TESEKKUR VI

ICINDEKILER DIZINi VII
1. GIRIS 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 2
2.1. Alt ve Ust Coziimler 2
2.2. Kuasilineerizasyon Metodu 11
3. FARK DENKLEMLERI KULLANARAK NONLINEER CAUCHY 16

PROBLEMININ COZUMUNE MONOTON FONKSIYON DiZILER
ILE YAKINSAMA

4. YONTEMIN SONLU BOYUTA GENELLESTIRILMESI 28
SONUC 34
KAYNAKLAR 35

OZGECMIS 37



1. GIRIS

Uygulamali matematikte karsimiza ¢ikan diferansiyel denklemler cogunlukla
nonlineerdir. Lineer denklemlerin analitik ¢oziimlerine kolayca ulasabilecegimiz
yontemler olmasina ragmen lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in analitik
¢Ozlim bulmak her zaman miimkiin ve kolay olmaz.

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in  gelistirilen

kuasilineerizasyon yontemi bir iterasyon teknigidir. Buradaki yontem

X =ftx) — x0)=x
diferansiyel denkleminin ¢0zlimiine yakinsayan alt ve iist monoton dizileri elde
etmektir. Burada f fonksiyonu konveks 6zellige sahip oldugunda X(t) ¢ozlimiine
yakinsayan {an (t)} ve { B, (t)} fonksiyon dizileri olusturulabilmektedir. Ve bu

yakinsama kuadratiktir.

Kuasilineerizasyon teknigi i¢in gerekli olan konvekslik kosulu kalkip yerine
h>0 i¢in f, (t,x+h)—f(t,x)>0 kosulu geldiginde yine monoton fonksiyon dizileri
olusturulabilmekte ve yakinsakligin tipi korunmaktadir. Yani yakinsama kuadratiktir.

f(t,x+h)—ft,x=h) 50
2h -

Fakat bu kosulu degistirip, f fonksiyonunun h>0 igin

esitsizligini saglamas1 durumunda yakinsak fonksiyon dizileri olusturulabilmis, fakat

yakinsama kuadratik degil diizgiin olmustur.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Alt ve Ust Coziimler Metodu

Asagidaki baslangi¢c deger problemini BDP ele alalim.
X = f(t,x), x(0)=X, . (2.1.1)

Burada f e[JxR,R] ve J=[0,T]dir.
Eger ve C'[J,R] fonksiyonu i¢in
v'< f(t,v), v(0) <X,

kosulu saglaniyorsa V(t) fonksiyonuna (2.1.1) BDP nin bir alt ¢6ziimii denir.

Benzer sekilde eger u e C' [J , R] fonksiyonu i¢in
u'> f(tu), u0)=x,

kosulu saglantyorsa u (t) fonksiyonuna (2.1.1) BDP nin bir {ist ¢oziimii denir.

Tanmm 2.1.1: Bir D < R* bélgesinde tanimli f(t,x) fonksiyonu asagidaki esitsizligi

gercekliyorsa Lipschitz kosulunu sagliyor denir.
|f(taxl)_f(taX2)|SL|Xl_X2| (taxl)a (taxz)ED'

Tanim geregi bir fonksiyonun Lipschitz sartin1 saglamasi i¢in gerek ve yeter

kosul bir L >0 sayisina sahip olmasidir dyle ki

| f(tx)— f(t,x)|
|X1_X2 |

<L, X #X,.

Burada L > 0sayisina Lipschitz sabiti denir.



Teorem 2.1.1: Kabul edelim ki v,weC'[J,R] ve FeC [J xRZ,R]

seklinde tanimlansin ve asagidaki kosullardan herhangi biri saglansin.

(H) V'<F(tv,v), w2 F(,w,w),

F(LX,Y)—FX, Y,) SLI(G=X)+(Y, = Y,)], L=0 vex =X, y, >y,

(H,) V'<F(t,v,w), w'>F(t,w,v),
F(t,xlay)_F(taxz,y)S L(Xl_xz)a L>0
F(t,X,yl)—F(t,X, yz)z_l—(y1_y2) X1 2X2, y12y2;

(Hy) v' S F(t,w,v), w'> F(t,v,w),
FAXY)—FEXy,) <Ly, —-Y,), L=0
F(t,Xl,y)—F(t,Xz,y)Z—L(Xl—Xz) X1ZX2a y12y2;

(H) V'SE(tw,w), w'>F(t,v,v),

F(t’xl’ yl)_F(t’X27 yZ)Z_L[(X] _X2)+(y1 _yz)]v L>0 ve X 2 X5 Y, 2 Y5

Bu takdirde, v(0) < w(0) oldugunda t € J i¢in v(t) < w(t) olur.

Ispat: Kabul edelim ki (H,) saglansin bu takdirde,v(0) <w(0) oldugunda
V(t) <w(t), teJ oldugunu gosterelim. Ispat igin yeterince kiigiik secilen £ >0 igin

W, (t) = w(t) + e’ fonksiyonunu ele alalim. Buradan w(t) > w(t) ve w,(0) > w(0)

oldugu aciktir.
w, (1) = w(t) + e’
W, '(t) = w'(t) + 3Lee’™ (2.1.2)

w, '(t) > F(t,w,w) +3Lee’™

Hipotezi kullanarak



F(t,w,,W,)— F(t,w,w) < L[(w, —w) + (W, —w)],L >0
F(t,w,,W,)— F(t,w,w) < 2L(w, —w) = 2Lee’" (2.1.3)

F(t,w,,w,)—2Lee’™ < F(t,w,w)
(2.1.3) esitsizligini (2.1.2) de yerine yazarsak

w, '(t) > F(t,w,,w,)—2Lee™" +3Lee’™
w,'(t) = F(t,w,,w,) +Lee’™

w, '(t) > F(t,w,,w,) (2.1.4)

V(t) < w,(t), t € J oldugu gosterilebilirse, ¢ — 0 icin teoremin ispati tamamlanmis

olur.

Kabul edelim ki v(t) < w,(t) esitsizligi dogru olmasin. O halde dyle bir an i¢in
t, € (0,T] vardir ki
V(t,) =W, (t,) ve v(t) <w,(t),0<t<t,.
Bundan dolay1
v(t)—V(t,) <w,(t)—w,(t,)

v(t) - V(to) > Wo - Wo (to)

, 0<t<t,
t—t, t-t,
lim V(t) _V(to) > lim Wo (t) - Wo (to)
tot, t_tO tot, ‘t _to
Vi) 2 W),

Olup bu ise bir ¢eligki verir. Bunu gostermek igin

F (L, v(t), V(L)) 2V, (ty) 2 W, '(ty) > F (1, W(t, ), w(, ))-



Sonug olarak v(t) <w,(t), teJ. e = 0 i¢in V(t) <w(t), te J dir.
(H,) saglandiginda ayn: sonuca ulasmak i¢in W, vev, fonksiyonlarmi
asagidaki gibi tanimlayalim
w, =w+ee™ vev, =v—ge’,
Her € > 0 i¢in agiktir ki w, >w, Vv, <V ve W,(0) >V, (0) dir.
Vv, =V—ee’™
V,'=Vv'-3Lee’ < F(t,v,w) - 3Lee’™
w, >w ve (H,) kullanilarak
Ft,v,w,)—Fv,w)>-L(w, —w)
F(t,v,w) < F(t,v,w,)+ Lee’™
V, "< F(t,v,w,) + Lee™ —3Lee’™ .
v >V, i¢in (H,) kullanirsak
Ft,v,w,)—F(,v,,w,) < L(v-V,)
F(t,v,w,) < F(t,v,,W,)+ Lee’™
V,' < F(t,v,,w,)+ Lee’™ + Lee™ —3Lee™
V,' < F(t,v,,w,)— Lee’™
v, ' < F(tvy,w,) . (2.1.5)

Benzer sekilde w, = w+ e’

esitligini kullanarak
W,'=w'+ge’™
w,'> F(t,w,v) +3Lee’™
W, >Ww VeV, <V oldugundan (H,) kullanilarak asagidaki esitsizlikler yazilabilir
F(t,w,,w) — F(t,w,v) < L(w, —w) = Lee’™
F(t,w,v) > F(t,w,,v) - Lee™
w,'> F(t,w,,Vv) - Lee’™ +3Lee’™.

Ve v, <V oldugundan



F(t,w,,v)— F(t,w,,Vv,) > -L(v-V,)=—Lee’™"
F(t,w,,v) > F(t,w,,v,) - Lee’™
buradan
w, "> F(t,w,,V,)— Lee’™ — Lee’™ +3Lee’™
w,'> F(t,w,,V,)+ Lee’™
w, "> F(t,w,,V,) (2.1.6)
Simdiv, (t) < w,(t), t € J oldugunu gosterelim. Bunun ispati i¢in; kabul edelim
ki bu esitsizlik dogru olmasin. Bu durum da yle bir t, € (0,T ] mevcuttur ki
Vv, (t,) =W, (t,) ve v, (1) <w,(t), 0<t<t,

dir. Buradan

VO (t) _Vo (to) < Wo (t) - Wo (to)

lim Vo (t) - Vo (to) > lim Wo (t) B Wo (to)
t—ty t— tO t—ty t— tO

v, (t) = W, 't,)

, 0<t<t,

esitsizligi bulunur.

Buradan (2.1.5) ve (2.1.6) ve v, (t,) = W, (t,) oldugu kullanilirsa

F(t,, v, (t),w, (t,)) >V, '(t,) 2w, '(t,) > F(t,,w,(t,),V,(t,))

elde edilir bu ise ¢eligkidir.
O halde
Vo) <w,(t), tel

oldugu bulunur. € — 0 i¢in limit alinirsa v(t) < w(t), t € J elde edilir.



(H,) hipotezi altinda teoremin ispatin1 yapalim. Bunun i¢in, yukarida

tanimlanan

w, =w+ee’ vev, =v—ge’

fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Biliyoruz ki

V'<F(t,w,v) w'> F(t,v,w)

v,'=Vv'-3Lee’ < F(t,w,v)-3Lee’™

V, <V oldugundan, hipotez kullanirsa

Ft,w,v)-Ftwyv)<L(Vv-v,),L>0
F(t,w,v) < F(t,w,v,) + Lee’™

v,' < F(t,w,v,)+ Lee’™ —3Lee’™

w, > W olup hipotez kullanilirsa

F(taWO’VO) - F(tawavo) 2 _L(WO - W)
F(t,w,v,) < F(t,w,,V,)+ Lee’™

buradan

V,' < F(t,w,,V,) + Lee’™ + Lee®™ —3Lee’™
v,'< F(t,w,,v,) — Lee®™
Vv, < F(t,w,,V,) . (2.1.7)

Benzer olarak;

w,'=w'+ee’
w,'> F(t,v,w) +3Lee’™

V, <V oldugundan



F(t,v,w)—F(t,v,,w)=-L(v-V,)
F(t,v,w) > F(t,v,,w) - Lee™™
w,'> F(t,v,,w) — Lee’" + 3Lee™
w, > W oldugundan
F(t,v,,W,) = F(t,v,,w) < L(w, —w)
F(t,v,,W) > F(t,v,,w,) — Lee™
w,'> F(t,v,,w,)— Lee’" — Lee’™ +3Lee’™

w, "> F(t,v,,W,) (2.1.8)

Simdi Vv, (t) < W, (t) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki v, (t) < w,(t) dogru
olmasmn. O halde dyle bir t, € (0,T] vardir ve v, (t,) = W, (t,),0 <t <t, dur.
V, (t,) =W, (t,) ve t—t; <0 oldugu goz oniine alinirsa
Vo (1) =V, (t) < w, (1) —w, (t,)

lim Vo (t) — Vo (to) > lim Wo (t) B Wo (to)

t—1 t-t, Tt t—t,

Vo '(t) = W, (L)

oldugu bulunur ki bu ise ¢eligkidir. Cilinkii (2.1.7) ve (2.1.8) ve son esitsizlikten

, 0t <t

F(t,, w,(t),v,(t,)) >V, '(t,) 2w, '(t,) > F(t,,v, (), W, (t,))

O halde varsaymimiz yanhstir.  Yani V,(t) <w,(t),te (O,T] dir. € >0 igin

v(t) <w(t), ted dir

(H,) gerceklendiginde teoremin iddiasini ispatlayalim. v, ve w, fonksiyonlarini
yukaridaki gibi tanimlayalim
V,'=V'-3Lee’™ < F(t,w,w)—3Lee’™

w, >Ww ve (H,)den



F (t, Wy, W) — F(t, W, W) = —L[ (W, — W) + (W, —W)]
F(t,w,w) < F(t,w,,W,)+2Lee’™
bu ifadeyi yukarida yerine yazilirsa
V, "< F(t,w,,w,)+2Lee’™ —3Lee™
v, ' < F(t,w,,w,) (2.1.9)
Benzer yontemle;
w, "> F(t,v,v) +3Lee’™
vV, <V ve (H,)’den
F(tV,V) = F(t,Vy, V) = —L[(V=V,) + (V=V,)]

F(t,v,v) > F(t,v,,v,)—2Lee™
bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa

w,'> F(t,v,,v,) —2Lee’" + 3Lee’™
(2.1.10)
w,' > F(t,v,,v,)

V, () < W, (t) oldugunu gdstermek i¢in; daha dnce yaptigimiz gibi kabul edelim
ki bu esitsizlik dogru olmasmm. O halde o&yle bir t, e (O,T] vardir ki
V,(t,) =w,(t,),0<t<t, dir. Buradan Vv, '(t,)>Ww,'(t,) oldugunu buluruz ki bu ise

(2.1.9) ve (2.1.10) dan dolay1 ¢eliskidir. € — 0 i¢in v(t) <w(t), t e J dir.

Teorem 2.1.3 Varhk Teoremi: Kabul edelim ki v,w e Cl[l =[t,.t, + h),R],
v(t) <w(t), tel kosulunu gercekleyen (2.1.1) BDP nin sirasiyla alt ve iist
¢oziimleri, ve f e C[Q,R], Q={(t,x):v(t) < x(t) <w(t),t € I} olsun.

Bu takdirde (2.1.1) BDP nin v(t) < x(t) <w(t), tel sartim1 saglayan bir x(t)

¢Oziimii vardir.
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Ispat: Kabul edelim ki p:IxR—>R ile verilen fonksiyon asagidaki gibi

tanimlanmis olsun.
p(t,x)= maks{v(t),min[x(t),w(t)]}
Su halde f(t, p(t,x)) , fnin I xR ye siirekli bir genislemesidir. Ayrica bu
fonksiyon- f nin Q da  siirli  olmasindan dolayi-sinirli  bir  fonksiyondur.
Dolayisiyla | tizerinde X' = f (t, P(t,x)) , X(t,) = X, kosulunu saglayan x(t) gibi bir

¢Oziime sahiptir.
>0 igin

W, =w(t)+e(l+t) Vs =v(t)—e(1+t)

fonksiyonlarini ele alalim. Buradan v, (t,) < X, W, (t,) oldugu agiktir. Simdi
V,(t)<x(t)<w,(t) oldugu gosterilmelidir. Kabul edelim ki t, &(t,,t, +h)
meveuttur 8yle ki
v, (t)<x(t)<w,(t), te[t,t) ve x(t)=w,(t)
dir. Bu takdirde, x(t,)>w(t,) ve buradan p(t,,x(t,))=w(t,) dir. Yani
v(t) < p(t.x(t))<w(t)
dir. Buradan
w(t) 2 f(tw(t)) = f(t,P(t,x(t)))=X(t)
W, (t,)>Ww'(t,) oldugundan

W (t)>X(t,).

Bulunan bu ifade ise X(t) <w,(t) , te[t,.t;) olmasi ile gelisir. Sonug olarak

v, (1) <x(t)<w, (1), tel
dir. Buradan & — 0 igin

v(t)<x(t)<w(t), tel
dir.
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2.2 Kuasilineerizasyon Metodu

Teorem 2.2.1: Kabul edelim ki
@) a,. 5, €C'[J,R] byle ki
ay < f(tay). B2 F(t.B), &, (0)<B,(0) .teld;
(i) f e C**[QR], f, (t.X)=0, (t,x)eQ burada
Q={(t,x):q,(t)<x< B, (t),t e I} dir.
Bu takdirde Syle {a, (t)} ve {5, (t)} dizileri meveuttur ki bu diziler (2.1.1)

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiine diizgiin ve monoton olarak yakinsarlar. Ayn

zamanda bu yakinsama kuadratiktir

Ispat: Hipotez (ii) den f,,(t,X) >0 oldugundan dolay:

f fodx>0olup f (t,x)—f(t.x,)=f, (t,x,)(X —X,)

X

ftx)=f(tx)+f (tx)(x—-X).
Ayrica yine (i1) den ve ortalama teoreminden

ftx)-f(tx)="f(tLZ)(x-%)<L(x-X),L>0

Boylece f(t,x) fonksiyonu Lipschitz sartin1 saglar.

Asagidaki birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemleri ele alalim.

al’ =f (t9a0)+ fx (t,ao)(al _ao)a al(o) = XO’

;31’ = f (taﬁo)+ fx (taao)(ﬂ1 _/Bo)a ﬂl(o) = Xo5

burada ¢, (0) < x, < £(0) dur.

Simdi p = ¢, — ¢, fonksiyonunu olusturalim. Buradan
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p=a, - <f(ta)-[f(ta)+f(ta)(a-a)]
< f(te)(a,—a)=f(tay)p
Ste yandan p(0)=e,(0)— (0)<x,—X,=0. Bdylece asagidaki diferansiyel
esitsizlik elde edilir.
p'<f (t.a,)p, p(0)<0.
Bu ifadeyi ¢ozersek o, (t)<¢,(t), teJ sonucunu elde ederiz.
p =, — B, fonksiyonunu tanimlayalim
P=a' - B <f(ta)+f(ta)(a-a)-f(t.5)
B, > a, olmasi ve yukarida buldugumuz esitsizlikten
f(t,5)=f(ta,)+ f (ta,)( S —a,)
esitsizligi yazilabilir. Bu ifade yukarida yerine yazilirsa
p'<f(tay)+ (L) (o —ay)— f(tay)— f (L) (B, — )
p'<f, (tay) (e - B,)
p'< f, (t,a,)p.
Ayrica p(0)<0 olmasindan dolay: son esitsizlikten p(t)<0,teJ yani
a,(t)< B,(t), teJ sonucu elde edilir.

Buraya kadar bulunanlar yazilacak olursa a, (t) <« (t) < B,(t), teJ.
Benzer yontemle o, (t) < S, (1)< B,(t), teJ esitsizligi gosterilebilir. Simdi
o, (t)< B (t), teJ oldugunu gosterelim. Boylece

o ()<e (1)< B (1)< B (1), ted.
Esitsizligi elde edilecektir.
a,(t) = o, (t) olmasindan
fte)=f(ta,)+ f(ta)(a-a)

ayrica
Q'l' =f (t,a0)+ f, (t,ao)(a1 —0(0), 0{1(0) =Xy -
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Buradan
a, < f(t,e) yani ¢ (t) fonksiyonu verilen problem igin bir alt ¢éziimdiir.
Benzer bigimde B> f (t, ﬁl), B (0) =X, oldugu da gosterilebilir. Karsilastirma

teoreminden «, (t) < f,(t), t € J sonucunu elde edilir.

Matematiksel indiiksiyon metodunu kullanarak, baz1 k >1 degerleri i¢in
a <f(te), B 2T(LA), a(t)<B(t),ted ve o (0)=x,=5(0)

ifadesini kabul edelim. Su halde ¢, (t)<e,, (1)< B, (1)< B (1), ted esitsizligi
gosterilmelidir. Burada ¢, (t) ve £,,,(t) lineer baslangi¢ deger problemlerinin

¢Oziimleridir.
ey = T (b )+ (o) (@ — ), @, (0)=X%

k'+1 = f (tﬂﬂk)-i_ fx (t’ak)(ﬁkﬂ _ﬂk)7 ﬂk+l(0) = XO'

Daha oOnce yaptigimiz gibi p=¢, —¢,,, ifadesi olusturulursa buradan
p'<f(tag)p ve p(0)=0 yani ¢ (t)<e,, (t), ted gergegine ulagilir. Ayni
sekilde ., (1)< B (1), B (1)< B (t) ve ,, < B, (1), ted esitsizlikleri elde
edilir.

Sonugta matematiksel tliimevarim metodu ile her n icin asagidaki esitsizlik

yazilabilir.

o (1)< (t)<a, (1)< <a, (1)< B, ()<< B (1)< By (1), ted.

Standart tekniklerden gsterebiliriz ki {e, (t)} ve {8, (t)} dizileri (2.1.1)

denkleminin tek ¢6zlimiine monoton ve diizgiin olarak yakinsarlar.

Simdi yakinsamanin kuadratik oldugunu ispatlayalim.

Yani x(t) ¢dziimiiniin asagidaki esitsizligi sagladigi gosterilsin.



2
mejlks‘x(t) -a,, (t)‘ < ﬂ,.mejlks‘x(t) —a, (1),

Bunun i¢in asagidaki fonksiyonlar1 ele alalim.

P (1) = X(t) =, (1), 0y ()= B —X(t), N=0,1,2,... .

Dikkat edilirse p,,,(t)>0, q,,(t)>0vep,, (0)=0q,,(0)=0.
Simdi asagidaki ifadeler yazilabilir.
Pri (t) = X’(t) — (t)

f(tx)-[ f(t.a,)+f,(ta

(=)
f(ta,)-f(ta,) (e, ~a)

)- :
= (t,%)-

= (L) (x= )= f, (L, ) (@ — X+ X,
= (t.n)- f, (Lat,)

t.&)(n—-a,)p, + f, (taty) Py

&) Py + f(tay ) P

Burada o, <7< X; n<¢ <ea,. Dikkat edilirse f, >0 dur.

XX —

f, (t,x)‘ <M

fx(t,x)‘ <L, (t,x)eQ

1°
olarak secersek

pr'1+1 (t) S Ml pn2 + L’ pn+1(0) = O

Bu lineer diferansiyel esitsizlik ¢coziilecek olursa

( —Lt an( )) Sefl't M pnz(t)

P (t Mlje
0

ot (1) < Mimax p 2 (s)(e7-1)

L oss<t

M
<—'max p,’(s)e""
L oOss<t

n=0,1,2,... ve A>0.

14
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veya

maks|x(t) - a,., (1) < 2 maks|x(t) -, ()] ,2=—~"e

ted ted

Simdi {£, (t)} - x(t) yakinsamanin kuadratik oldugunu gdsterelim.
Ot (1) = B = X(1)

= Bra =X (1)

=f(t.8)+f (ta,) (B —B,)— f(t.X)
f(t.B,)-f(tx)+f, (ta,) (B, —x+x—-5,)
(68 (B = x)+ f (b ) (B =)= fi (e ) (B = X)
= 1. (LE) (B - x)(B, — )+ T, (L2, ) (B = X)

=f (t.¢)a,[a, + p, ]+ T, (t.e,)a,

3M M
<Lg,, +—1q’+—Lp,’.
On- > o > Py

Burada o, <& < B, ve LileM, sabitleri onceki gibi belirlenmigtir. Yukarida

IN

yaptigimiz gibi devam edecek olursak asagidaki esitsizligi elde edilecektir.

e 2
maks X(t)—oen (t)‘ .

ted

maks
ted

B ()= x(1)| < :

Bu ise ispat1 tamamlar.
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3. Fark Denklemlerini Kullanarak Nonlineer
Cauchy Probleminin Coziimiine Monoton

Fonksiyon Dizileri Yardim ile Yakinsama

Teorem 3.1 : Kabul edelim ki
(i) .5, €C'[J,R] dyle ki
ay < f(te), By 2 Tt B,), «,(0)<5,(0) ,ted;
(i) f eC™'[Q,R], f,(t,x)— f,(t,y) >0 burada
Q={(t,x):a,(t)<x< B, (t),te I} dir.
f.(t,x), Q Dbolgesinde azalmayan fonksiyondur. Bu takdirde oyle
{an (t)} ve { B, (t)} dizileri mevcuttur ki bu diziler (2.1.1) baglangi¢ deger

probleminin ¢dzlimiine diizgiin ve monoton olarak yakinsarlar. Ayn1 zamanda bu

yakinsama kuadratiktir.

Ispat: (ii) aksiyomundan

a,(t) <y <x< B, (t) esitsizliginden ve f,(t,X) in azalmayan

olmasindan yararlanarak X2>Y i¢in
ft,x)—f(t,y)=0
yazariz. Bu esitsizlikte y den X e integral alirsak

f(t,s)ds—| f,(t,y)ds>0

< C— <
< C— <

f(t,x)-f(ty)-f(ty)(x-y)=0

elde ederiz. Bu esitsizligi ve ortalama deger teoreminden yararlanarak oyle

Ee(x,y) ve | (t,&)| <L, L=0 igin



Ftx )= f(Ly)<f(t5)(x-y)
<L(x-Y) ve

f(t,x)=>f(ty)+f(ty)(x-y), x>y
yazabiliriz.

a,, p, lineer baslangi¢ deger probleminin ¢ziimleri olsun.
a,(t) <X, < B(t,) igin
a =f(ta)+f(ta)(a—a,), a(t)=X,
B =1(tLB)+f(tba)(B-5). B(t)=%.
Simdi p = ¢, — ¢, fonksiyonunu olusturalim. Buradan
p=a, —a < f(ta)-[f(ta)+f(ta)(a-a)]
< f (tay)(a,—ay)=f,(ta,)p
p'< f,(t,2,)p, P(0)<0 elde ederiz. Buradan p(t)<0 elde ettik J araliginda.
Bu ifadeyi ¢ozersek o, (t)<¢,(t), teJ sonucunu elde ederiz.
p =, — B, fonksiyonunu ele alirsak
pP=a'-B <f(ta)+f(ta)(a-a)-f(t.5)
< f(ta)-f(L4)+ f(ta,)(a —a,) esitsizligi yazilabilir.

a, < 3, olmasindan dolay1

<f(ta
Lo

<f
:fx(,

o) (-
0 ) (al -
ve boylece p'< f,(t,a,)p, p(t,) <0 elde edilir.

Ayrica p(t,) <0 olmasindan dolay1 son esitsizlikten p(t)<0, teJ yani

a,(t)< B (1), ted sonucu elde edilir.

17
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Buraya kadar bulunanlar yazilacak olursak «,(t)< e, (t)< g, (1), teJ.
Benzer sekilde o, (t) <p (t) < b, (t), teJ esitsizligi gosterilebilir.

p=a,— B yazalim.

p'=a, -p < f(ta)-[f(tA)+f(tLa)(B-5)]
f(t,5)= f(t,a0)+ fo (ta ) (B — )
fta,)—f(t.5)<f (tay)(a—5)

esitsizlikleri elde edilir. Buradan
p'<f (ta,)(a,—B)—f (t.ay) (B, - B))
p'<f (ta,)(a,—B)
a, (t) <p (t), teJ esitsizligi elde edilir. Simdi p = S, — f, yazalim.

p=p"-B <t(tB)+f(t.B)+ T (ta)(B-5)-T(t.5)
p'< f (t,a,) p(), p(t,) <0
Kiyaslama testinden ve p(t)<0 esitsizliginden yararlanarak p (t) < f,(t) elde
ederiz J araliginda. Buraya kadar elde ettiklerimiz
) < A1) < F(1)
a,(t) <o, () < B, (1)
esitsizlikleridir. Bundan sonra ¢, (t) < ¢, (t) < B,(t) < B, (1) esitsizligini ispatlamamiz
icin Oncelikle ¢, (t) < B, (t) oldugunu gostermemiz gerekir.
a,(t) < B,(1) < B,(t) esitsizligini kullanirsak
ftey)>f(ta,)+f,(ta)(a—a)
a =f(ta)+ f (tay) (o —a)
<fte)-f(tLa)a —a)+ (o) o —a,)
a < f(tea)
esitsizligini elde ederiz.

Bi=1(LA)+ . (ta)(B-5)
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<f (taﬁ1)+ fx (t’ﬁl)(ﬂo _131)+ fx (t’ao)(ﬂl _ﬂo)
f (t:ﬁo)z f (t,ﬂ1)+ fx (t’ﬂl)(ﬂo _ﬂl)
Az 1(LA)

esitsizligi elde edilir. Boylece
o, () <o, () < B (1)< S, (D)
sonucu elde edilir.

Matematiksel indiiksiyon metodunu kullanarak, baz1 k >1 degerleri i¢in

a < f(ta), B 2f(LA), a(t)<B(t), ted

ifadesini kabul edelim. Su halde a, (1)< e, (1)< B, (1)< B (1), ted esitsizligi
gosterilmelidir. Burada e, (1) ve £, (t) lincer baslangig deger problemlerinin
coziimleridir.

o, =T (Lo )+ f (Lo ) (e —a), e () =X

Ben =1 (taﬁk ) +f, (t’ak )(ﬂkﬂ _ﬂk)’ B (to) =X

Daha once yaptigimz gibi p=¢, —¢«,,, ifadesi olusturulursa buradan
p'<f (ta)p ve p(t,)=0 yani ¢ (t) <, (t), ted esitsizligine ulagilir. Ayni
sekilde ., (1)< B (1), Bea(t)<B(t) ve a,, < B, (1), ted esitsizlikleri elde
edilir.

Sonugta matematiksel tlimevarim metodu ile her n icin asagidaki esitsizlik

yazilabilir.

a,()<a (t)<a,(t)<-<a, (1)< B, (1)< < B (1)< By (1), ted.

Arzela-Ascoli teoremini uygularsak {an (t)} ve { B, (t)} dizileri essinirl ve
essiireklidir, ayrica Dini’s teoremden {a, (t)} ve {8, (t)} siirekli alt dizileri

olusturulabilir. Boylece {a,(t)} ve {8, (t)} dizileri monoton ve diizgiin olarak

(2.1.1) denklemini ¢oziimlerine yakinsarlar.
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Simdi {an (t)} nin essinirl ve egsiirekli oldugunu gosterelim:
n+l_f(ta)+f(ta)(an+l )

C(

n+l — n|

<‘f(ta

n+1

t e[t,,t,+T] kompak araliginda {e,(t)} siireklidir ve bu nedenle simirhdur.
Dizinin maksimum ve minimum sinirlarini alirsak [t,,t, +T] arahig1 igin dizi diizgiin

sinirli olur.

|<|f(t a )|+|f (t,x )| |an+l_an|+|fx(t,an)||an|

|n+l

|f(t,an)| <m, |f, (t,an)| <m, ve |an+1| <m, olmak iizere

|< M bulunur. Burada M =m, +m,m_, +m,m, seklinde yazabiliriz. t,

'
|0( n+l| —

den t, ye integre edersek

|, (t,) — @, ()] =| [ @) (5)ds| < [[ers (9)[ds

<m,[t,-t|<mo=¢

Here>0 ve oyle 6 =0(¢)>0 oyle ki |t2 —t1| <J ig¢in |an(t2)—an(t1)| <g ve
boylece ,(t) essimrhdir. Yani {e,(t)} dizisine diizgiin yakinsayan {ank (t)} alt

dizileri vardir.

Simdi ispatlamamiz gereken yakinsamanin kuadratik oldugudur. Bu nedenle
A >0igin
x(t)—ar,.., (D) < Ax(V) -, (t)|2 oldugunu gostermeliyiz.

Bunun i¢in asagidaki fonksiyonlari ele alalim.

Pot (1) = X(t) =, (1), Gy ()= By —X(t), N=0,12,.....

Dikkat edilirse p,,, (t)>0, q,,,(t)=0vep,, (t,)=0,.,(t)=0.

Simdi asagidaki ifadeler yazilabilir.
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P (1) = X' (1) — .y (1)

=f (t,x)—[f (ta, )+ f, (ta, ) (o, —an)]
=f (t,x)- f (t,a,)— f, (Lo, ) (2, — )
(@, —X+X—a,)

=f

X

(X_an+1)+ fx(t’an)(an_x)
:I:fx(tﬂn)_ fx(t’an)](x_an)-’_ fx(tﬂan)(x_am—l)
< fxx (tﬁg)(x_an) pn + fx (t7an) pn+1

fxx (t’ f) pn2 + fx (t’an) pn+1'

IA

Burada o, <n<x; n<¢ <«,. Dikkat edilirse f, >0 dir.

| fxx (t§)| < ml 4

yazarsak

fx(t,an|£ m, olarak kabul edip elde ettigimiz esitsizlikte yerine

pr,1+1 (t) < ml an + m2 pn+l
esitsizligini elde ederiz.

Bu lineer diferansiyel esitsizligi Gronwal esitsizligini kullanarak ¢ozersek

m
max t)<—max,__ p.(s)| e —1
pn+1( ) m2 0<s<t pn ( )l: ]

X(t) —at, (O]

m
max,_; |X(1) - a,,, (t)| < m—‘.maxtej

2

a, <n<X, a,<E<n<X.

Ph =X—a,, Ppy = X—, Olup
p,.,O)=xX"-¢a, , =ft,x)-f(t,e,)-f (), —,]
=f(t,x) - f(t,a,)-f(ta)|[a,, —x+x-q,]

= f(t,X)— f(t’an)+ fx(t’an)[x_an+l]+ fx(taan)(an _X) ’

Ortalama deger teoremini kullanirsak

pr’1+1(t) = X’_ar'Hl < fx(tﬂ U)(X_an)_'_ fx(t’an)[x_an+l]+ fx(tﬂan)(an - X)



< ftmx—a,)+ f,ta)(X-a,,,) - f,ta,)(X-a,)
<f tnx-a)+f,(ta)(X-2,,,)

a,<n<Xx,

f (t,m)|<m
< fx(t,n)(x_an)+ fx(t’n)(x_aml)
pr’H—l < mpn + mpn+l

e ™ [Py, —mp,,, <mp,]

d

a[e‘mt Py (D) | <e™.mp,

t t
e ™ pnﬂ(s)t] <m j p,(s)ds
0 tO

t
eimt pn+1 (t) - eimt pn+1 (to) < mJ‘eims pn (S)ds

t

max ., P, (t) <mmax, . p,(t)
<max p,(t) —%[e_m —e™ ]
= max ..., P,(H)[e™ —e™ ]
=e ™ max p,(S) [1 - efm(HO)]
—e ™ max p,(s)[1-e " ]t 2t
<e ™ max p,(s)[ " ~1]
<e ™ max p,(s)e™"™ Lte[t,t,+T]

<e™ max p,(s)e™ ,t=t,+T

emT

e mt,

max |p,,, (1) < Amax|p, (1) 2=
max|x—a,.,(t) < Amax |x -, (t)].

Bu sonug bize ¢, (t) nin X(t) ye diizgiin yakinsadigini gosterir.



Simdi {f,(t)} dizisinin x(t) ye yakinsadigini gésterelim. Bunun igin
0., () =B, ()= X(t) olsun. Buna gore

Oni = Br =X = (4B + £t By = Bo| = T (1. %)

=f(t,B8,)- ft, )+ f (ta)B, —x+x=B)f

< &S -0+ F (o) (B, -0+ fita)(X=5,) ,x<E< B,

< .68, -0+ f(ta)( B, — 0+ f, (L )(X-5,)

< £, BB, =0+ fi(t o, )(B — %)

|, (t,8,)| <N,

|, (o) <N,

q,,<N.q,t+N,q,, N,N,>0

d =t —N,t
E[e qn+1 (t):| < I\Il‘e qn (t)

max|d,,, (t)] <e"*.N,.maxq, (1) —L[ENZ‘ - e}
j i N

2

B eMt g, g Nt ehat .
=-_e {1—?% =——[1-e™] t=T+t,

N, N,
S&.maxmn (t)| < e max|qn (t)|
N, N,
max|3,., — | < Amax| 8, - X z:e:T >0
:
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Bu sonug da bize { B, (t)} dizilerinin X(t) ye diizgilin yakinsadigini gosterir. Boylece

ispat tamamlanur.
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Teorem 3. 2: Kabul edelim ki
(i) a,,, € C'[J,R] dyle ki

al < f(ta,) <0, 8 > f(t,,)>0,
a,(t) <% By(t)=x, ted;

(i) f eC*'[Q,R],

f(t,x)—- f(t,y)|<L|x—y| burada L>0 ve
Q= {(t, X): e, (t) < x< By(t),ted } olup f fonksiyonu yeterince kiigiik h>0 i¢in

asagidaki kosulu saglasin:

f(t,x+h)—f(t,x=h) 50
2h B

f (t,x) fonksiyonu € bolgesi iizerinde siirekli ve bu bdlgenin icinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde Oyle {an (t)} ve { B, (t)}

dizileri mevcuttur ki bu diziler (2.1.1) baslangic deger probleminin ¢oziimiine

diizgiin ve monoton olarak yakinsarlar.

Ispat: Kabul edelim ki {an (t)} ve { B, (t)} fonksiyon dizileri asagidaki verilen

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii olsunlar:

a'n+l =%[ f (t,an _h)_ f(t’an + h]’am—l(to) = XO

ﬂln+l =%[f(t’ﬂn _h)_ f(t’ﬁn +h]’ﬁn+l(t0) = XO'

Bu fonksiyonlar1 kullanarak
oy <o <a,<-<a, <o, < <f << B <P <p
esitsizliginin oldugunu ve bu dizinin (2.1.1) denkleminin ¢6ziimiine yakinsadigini

gosterelim. Ilk olarak «, <, ile baslayalim.
p'(H) = ()= (V)

z%[f(t,ao —h)—f(t,a, +h)]- f(t,oco(t))z%[f(t,oz0 —h)— f(t,a, —h)]— f (t, (1))

>~ f(t,q,(t) =0

o, (1) > o (1)
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Simdi g (t) < B, (t) ifadesini ispatlayalim. Bunun i¢in

p(t) = B,(t)— B,(t) olsun. Buna gore

p'®) =AM~ 1)

1 1

< 5[ f (taﬁo - h)_ f (taﬁo + h)]_ f (taﬂo(t)) < 5[ f (taﬁo + h)_ f (taﬁo + h)]_ f (taﬁo(t))
<—f(t.AM<0
Boylece f,(t) < B,(t) ifadesini elde ederiz.

Simdi «, < «,,, esitsizligini ispatlayalim

p(t) =0 (t) —Uhy (t)
P’V =an,(O-a, 0

:%[f(t,a -h)-f(te,,, +h)]—%[f(t,an —h)- f(t,e, +h)]

n+1

Z%[f(t,am—l +h)_ f(taan+1 +h)]_%[f(taan _h)_ f(t’an +h)]

Zé[f(t,an+h)— f(t,a,—h)]>0

Boylece «a,,,(t)<«,,,(t) ifadesini ispatlamis oluruz. Aym sekilde /S, (t)< S, (t)
ifadesini ispatlayabiliriz:

PO =5, (=5,

PO =420~ Fn®

S%[f(t;ﬁnﬂ _h)_ f(t’ﬂm—l +h)]_%[f(t’ﬁn +h)_ f(t’ﬁn _h)]
<SS = 1A + D] [F A4+~ 1A, 1)]

s%[f(t,ﬂn—h)—f(t,ﬂn+h)]:0

L., B, (1) esitsizligi de ispatlanmis olur. Simdi e, () < B(1) esitsizligini
ispatlamaliyiz. Bunun igin

p(t) = B,(t) — o, (t) olsun. Buradan
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p'(t) =Bt —a (1)

=%[f(t,ﬂo—h)— f(t,5, +h)]—%[f(t,ao—h)— f(t, e, +h)]
Zé[f(t,ﬂo —h)- f(t,ﬂ0+h)]—%[f(t,a0+h)— f(t, o, +)]

z%[f(t,ﬂo—h)—f(t,ﬁ0+h)]=o

p(t)) =B (t)—a,(t,)=0 esitligi ile birlikte p(t)=>0 ifadesi gergeklenmis olur.
Boylece S, = ¢, esitsizligi bulunur. Buraya kadar elde ettiklerimizi yazarsak

ay <o, < f < f

Simdi «a, <Xx< g, ifadesini elde etmeliyiz.

p() =x(1) -, ()

p’(t) = X,(t) _ar,1+l (t) =f (ta X) _%[ f (t’an - h) —f (t,Ofn + h)]

- f(t,x)+%[f(t,an +h)— f(t,a, —h)]

> f(t,x)+%[f(t,an ) f(ta, ~)]20
o () < X(t) elde edilir. Simdi benzer olarak x(t) < 4,.,(t) oldugunu gésterelim
PO=XO-A. 0 (pH<0)
PO=XO -,/ O = F60-2[FAf,-N= 14, +h)]

_ f(t,x)+%[f(t,,6’n+h)— f(t, 5, —h)]

< f(t,x)+%[f(t,ﬂn +h)—f(t,8,+h)]<0
p(t)<0.
Boylece x(t)< g, (1) ifadesi elde edilmis olur. Sonug¢ olarak matematiksel

timevarimla
o, <o, fa,.fa fa, < <P SB[ <p

dizilerini elde ederiz. Simdi yakinsamanin diizgiin oldugunu gdsterelim. Yani
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[X(®) - ., (O] < [x(V) — 2, (V)]
esitsizliginin var oldugunu gosterelim.

P (t) = X(t) —Chy (t)

pr’H—l (t) = X’(t) _an+],(t) = f (t’ X) _%[ f (t>an - h) — f (taan + h)]

= 10~ f -] [0+ G, +h)

= Oty =)+ £ EK— (@, )

Burada o,-h<np<x ve a,+h<&<Xx olmak iizere ortalama deger teoremi

kullanildi. Buradan

Ph <5 FL LK (2, =)+ £, (6K, +P)

ifadesini elde ederiz. 7 < u < ¢ igin
Pr <3 Fult (-
yazabiliriz. Buradan
Pha < % falt, 10).p,

esitsizligini elde ederiz. f,(t,x) fonksiyonun Q bdlgesi iizerinde siirekli ve bu
bdlgenin i¢inde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmasindan yararlanarak f(t, z)

fonksiyonunun sinirli oldugunu soyleyebilir ve
i, twf<m
2
ifadesini yazabiliriz. Boylece asagidaki esitsizlikleri elde ederiz.
Poy SM.P,

[X(®) -, O < m[x(D) —, (V)

Bu ifade yakinsamanin diizgiin oldugu gdsterir bu ise ispat1 tamamlar.
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4. Yontemin Sonlu Boyuta Genellestirilmesi

Onceki boliimlerde fark denklemlerini kullanarak 2.1.1 denkleminin
cozlimiine diizglin olarak yakinsayan monoton fonksiyon dizileri elde ettik.Bu
boliimde bu yontemi sonlu boyuttaki denklem sistemine genellestirecegiz.Bunun igin

kullanacagimiz tanim ve notasyonlar asagida verilmistir.

feC [J xR", R”} olmak tizere n-tane BDP ni ele alalim:

[
X, = F(6LX,X%,0X) 5 X () =X,

’
X, = F (06X, %50 X)) 5 X (6) = X,

!
X, = F,(LX, %, %) 5 X, (8) =X,

Eger X=(X,X,,....,X,) vef =(f,f,,..., f ) olarak alirsak yukaridaki sistemi
X"=f(t,x), x(t,) =X, (4.1.1)

seklinde gosterebiliriz.

Tamm 4.1: 1<i<n olmak iizere her bir i sabit degiskeni icin p, ve g, negatif

olmayan tamsayilar oyle ki p,+¢; =n-1 olsun. Bu durumda u vektoriini
u=(ui,[u]p',[u]q_) seklinde pargalanmis olarak diislinecegiz. Simdi (4.1.1)

sisteminin yeni ifadesi
Xi’ = fi (t7 Xia[x]pi a[x]qi) ’ X(tO) = XO (412)

seklinde alacagiz.
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Tanmm 4.2: ¢, f € C' [J,R”] ve f EC[J xR”,R”] olmak iizere

o < fitau[a] L[B])s at) <X, i=12,..n
Bz Gt B.[B] [ Bt) 2%y ,i=12,..n
esitlikleri saglaniyor ise «,f fonksiyonlarina (4.1.2) sisteminin alt ve {ist ¢oziimi

denir.

Teorem 4.1: Kabul edelim ki
feC [J xR", R“} ve Q={(t,x):a,(t) <x< B, (t),t € J} olsun. Asagidaki

i) i=1,2,..,n icin a, alt ¢dziim a,; < f,(t,,)<0 0, (t,) <X,

ve [ Ust ¢oziim ﬂoi’ > (6, By) 20,8, (t) = X 5

i)i=1,2,...,n ic¢in f(t,u;[u] [u]qi)—fi(t,vi,[v]pi,[v]qi)sI_i|ui—vi|, L>0 ve

pi’
fonksiyon yeterince kii¢iik h>0 i¢in

f.(t,x +h)—f.(t,x,—h) 50
2h -

i=12,..n;

kosullari saglasin. f, (t,x) fonksiyonlar1 Q bdlgesi tizerinde siirekli ve bu bdlgenin

iginde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde dyle {e,(t)} ve {2, (1)}

dizileri mevcuttur ki bu diziler (4.1.2) sisteminin ¢dzlimiine diizgiin ve monoton

olarak yakinsarlar. Yakinsama kuadratik olmaz.

Ispat: Varsayalim ki {e,(t)} ve {8, (t)} fonksiyon dizileri asagidaki lineer

diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri olsunlar:
;1

a(m—l)i - E[ fi (t’ani - h)_ fi (taa

ﬂ('n+])i = %[ fi (t’ﬂni - h) - fi (t’ﬂni + h)]

+h)]

ni

Bu fonksiyonlar1 kullanarak

Oy SO S0y S S Q) SOy S B < ﬂ(n—l)i << By < By £ By
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esitsizliginin oldugunu ve bu dizinin (4.1.2) denkleminin ¢6ziimiine yakinsadigini

gdsterelim. 1k olarak «; < ¢, ile baslayalim.

Bunun i¢in p;(t) = (1) -, (t) olarak alalim.
pi(D) =a (O -,/ (1)
> Ly )= ity + 1] L ©)

> Ly =)~ ey~ L  0)
>—f.(t,q,(1)=0.
a,; () 2 (1) esitsizligi elde edilir.
Simdi () < B, (t) ifadesini ispatlayalim. Bunun i¢in
p;(t) = B, (t)— B, (t) olsun. Buna gore
pi’(t) = ﬂl’i (- ﬂoi!(t)
DR AW AR B WA )
<SR Au )= Ay ] LA, (0)

<-f,(t,5,,(1)<0.
Boylece S, (t) < 5, (t) ifadesini elde ederiz.
Simdi «; <, esitsizligini ispatlayalim:
Pi (D) = & (D = & (D)

p{(t) = a('n+2)i (t) - a('n+l)i (t)

1 1
=L it @ =M= fite, +) |- it ay == fit.a, +h)]

> %[ fi(t, o, +h) = it a,,, + h)]_%[ fit,ay =) - fi(t,a

z%[fi(t,ani +h)— fi(t,a; —h)]>0.
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Boylece () <@, (1) ifadesini ispatlamis oluruz. Ayni sekilde

B (D) < B, (1) ifadesini ispatlayabiliriz:
pi(t) = ﬂ(n+2)i t- ﬂ(n+1)i t)
p, ()= IB'(n+2)i ®) _ﬂ(’nﬂ)i (t)

< %[ fi(t By =) = Fi(t By + h)]_%[ fit, By + )= £t By — )]

S%I: fi (taﬂ(nﬂ)i + h)_ fi (taﬂ(ml)i + h):l_%[ fi (tani + h)_ fi (taﬁni - h)]
< %[ fi(taﬂni - h)_ fi(taﬂni + h)] =0

Boylece f.,i(1) < B, (1) esitsizligi de ispatlanmis olur. Simdi (1) < £, (1)
esitsizligini ispatlamaliyiz. Bunun i¢in

p;(t) = B, (t)— ¢, (t) olsun. Buradan

PV = A1) - (1)
:%[ fi(t, By —h)— fi(t, By + h)]_%[ fit,au—h)—fit, oy + h)]
2 %[ f.(t, By —h) = fi(t, B + h)]_%[ f(tay +h)— fi(t,a, + h)]
> 66 A - £y + 1] =0

p,(t,) =B,;1,)—a,;(t,) =0 esitligi ile birlikte p,(t) >0 ifadesi ger¢eklenmis olur.
Boylece S, > a,; esitsizligi bulunur. Buraya kadar elde ettiklerimizi yazarsak
Ay <oy < By < By
Simdi «,; <x <, ifadesini elde etmeliyiz.

pi () = X (1) =,y (D) igin

p/(t) = X/(t) _a(!nﬂ)i ()= fit, Xi’[X]pi ,[X]qi ) _%[ f.ta, —h)-fit,a, + h)]
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= .t [x], ,[x]qi)+l[ f(ta, +h)— f (o — )]
> fi(t,xi,[x]pi [x ] )+— [f(t a; —h)— fi(t,a,, —h)]>0

Qi (D <X (t) elde edilir. Simdi benzer olarak X (t) < f,.,;(t) oldugunu

gosterelim:

P () =% (1) _ﬁ(ml)i )

pi’(t): Xi'(t)_ﬁ(’ml)i(t): fi(taxi’[x]pi ’[X]qi)_%[fi(t’ﬂni _h)_ fi(t’ﬂ”i +h)]
= it xu[x] [X])+ [f(t B+~ fi(t, B ~]

< f.(t,x, x]pi,[ ] )+— [f(t Bi+h)—f(t, B, +h)]<0
Boylece p;(t) <0 esitsizligi elde edilir.
Boylece X ()< S, (1) ifadesi elde edilmis olur. Sonug olarak matematiksel

tiimevarimla
Ay SO Sy . SOy Sy S By S By S S By S B < By
dizilerini elde ederiz. Simdi yakinsamanin diizgiin oldugunu gosterelim. Yani
X (1) = s (D] < % (1) = 25 (D)
esitsizliginin var oldugunu gosterelim. Bunun igin

p(n+])i (t) = Xi (t) - a(n+])i (t) ifadesini alalim.
Ploci (1) = X[ (1) = i () = i (8, %, [X] [ X ]q,)——[f(t,am h)— f,(t, ay +h)]

[, X fita =] [t [X], [, + fta +)

a,—h<n <x ve «a,+h<é <x olmak lizere ortalama deger teoremini

kullanirsak yukaridaki ifadeyi
: 1 1
Pinsni = 5 f, (t,7)(X = (e, =)+ B fy (1, &)X — (e +h))

seklinde yazabiliriz. Buradan
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Plaan <5 B X~y =)+ T, (L)X (et +1)
ifadesini elde ederiz. 77, < 4, < & icin

Plaan <5 T (L)X~
yazabiliriz. Buradan

Plnsnyi < % fr, (6 £4)- Py

esitsizligini elde ederiz. f, (t,X) fonksiyonu Q bolgesi lzerinde siirekli ve bu

bolgenin icinde diferansiyellenebilir bir  fonksiyon olmasindan yararlanarak

fy (t, 44) fonksiyonunun sinirl oldugunu sdyleyebilir ve

1
E fxxi (t: :u|)‘ < m;
ifadesini yazabiliriz. Boylece asagidaki esitsizlikleri elde ederiz.
p(n+])i < mi . pni
X (0) = @1 (D) < M|, (0) = 2 (V)

Bu ifade yakinsamanin diizgiin oldugu gosterir bu ise ispat1 tamamlar.
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SONUC

Bu tezde kuasilineerizasyon teknigindeki hipotezlerden yola ¢ikarak,
kuasilineerizasyondaki diferansiyel denklemin sag tarafinda ki fonksiyonun
konvekslik kosulu kaldirilip bu kosul yerine, fonksiyon dizilerine birinci ve ikinci
farklar yardimi ile yaklasilmis ve yakinsamanin kuadratik olmayip diizgiin ve

monoton oldugu sonucuna ulasilmistir. Bu sonug sonlu boyuta genellestirilmistir.
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