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OZET

Bu tezde kuasilinerizasyon teknikullanilarak alt ve Ust ¢oézumleri farkl noktada
baslayan nonlineer diferansiyel denklemlerin ¢6zimuidézgin ve kuadratik
yakinsayan ve elemanlari lineer diferansiyel demkdein ¢cozumu olan alt ve st
¢bzim dizileri olgturulmustur. Ve bu teknik sayesinde gvangic zaman farkli

genglemeler ve genellgirmeler ele alinngtir.



SUMMARY

In this thesis by using quasilinerization methodhage constructed upper and lower
bounds for the solution of a given nonlinear initialue problems . These bounds are
the sequences that have been constructed by théossl of linear differential
equations and it is also shown that these sequamre®rge to the unique solution
of the given problem uniformly and quadratically. addition, this technique has

been extended and refined with initial time diffece.
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1.GIRIS

Modern toplum sorunlari karmik ve ayni zamanda nonlineerdir. Bu sebeple
lineer olmayan problemlerle olduk¢a sik gasilir. Nonlineer problemlerin acik
analitik ¢cozimuni analizdeki iyi davrahifonksiyonlari kullanarak elde etmek her
zaman mumkin olmagiiicin, desisik yaklasim metotlarina ihtiyacimiz olacaktir.
Nonlineer problemlerin yakigk cozimlerine ikkin cok sayida yontem vardir.
Ornezgin  Newton-Rapson metodu, Galerkins metodu, dinampilogramlama,
iterasyon teknikleri, alt ve Ust ¢coziimler metoduGkeapligin metodu gibi,...

Simdi Chapligin’in [7]

u'= f(tu), u(0) =y, ()

nonlineer diferansiyel denkleminin yakil ¢coztmlerine ikin metodunu ele alalim.

f, vef, fonksiyonlari
u' = f(t,u), u(0)=uy, ve u' =f,(t,u), u(0)=u,

denklemlerinin ¢6zumleri olacakekilde secilsinler. Bu tip denklemleri ¢6zmek;
lineer denklemleri ve diiik mertebeden denklemleri ¢c6zmek kadar kolay &laca

Asagidaki ssitsizlikler her (t u) igin sglansin.

f,(tu)< f(tu)< f,(tu)

Bu durumda yukaridaki (*) denkleminin ¢ézimlerimnislayan daha basit yapidaki
diferansiyel denklemlerin ¢ozimlerini kullanmak nKimdir. Bu teknik ise
diferansiyel ve integral sésizlikler ile monoton operatorler teorilerini gdeme
getirir. Bu sinirlayici fonksiyonlari bulmanin sstatik bir yolu ise lineer
yaklasimlar tekngini bilgisayar teknolojisi ile birlgtirebilen kuasilinerizasyon
tekniginden gecer. Ayrica bu yaklanda monoton ve c¢ok hizli yakinsayan diziler
olusturulmaktadir. Kuasilinerizasyon metodunun esasnariik programlama

teorisinde yatmaktadir [1], [2].

Cogu durumda segidaki ifadeleri agiklamak mimkundur



f(tu)= maxg (tuy)

buradag fonksiyonu hewu icin lineer olarak verilmgtir.

Uygun bir aralikta hew(t) fonksiyonu icin

u(t) = wt)

olacak bigimdew' = g(t,w,v), w(0) = u, diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olan
w(t) fonksiyonu bulunabilir. Bdangi¢ fonksiyonu olarak/(t) dikkatlice segilirse
(*) denkleminin ¢6zimune gkin uygun alt diziler olgturulabilir. Kuasilinerizasyon
olarak da bilinen bu tekgin en énemli uygulamasig(t,u,v) fonksiyonununu ya
gore lineer olmasidir. Butun bu ifade edilenlé(t,u) fonksiyonununu(t) de
konveks olarak secilmesi durumunda mimkin olmakt&l durumda yanif nin
konveks  olmasindan  dolayr g(t,u,v)=f(t,v)+ f,(t,v)(u-v) esitligi
tanimlanabilir. Benzesekilde f (t,u) fonksiyonunun u ya goére konkav olmasi

durumunda (*) denkleminin ¢6zimuni Ustten sigatafonksiyonlar dizisi elde

edilebilir.

Bilindigi gibi alt ve Ust ¢ozumler metodu, monoton iterasyekngi [6] ile
birlikte (*) probleminin ¢ézimine yakinsayan monotdiziler oluyturulmasina
olanak vermektedir. Alt ve Ust c6zimler metodu Klgasilinerizasyon tekgi ve
Newton—Fourier metodu uygulanirsa elemanlari linebglangic  dger
problemlerinin ¢6zimleri olan monoton alt ve UshKsiyon dizileri 8 zamanl
olarak elde edilir. Ustelik bu fonksiyon dizilenmiikisi de ¢ok hizli olarak

yakinsarlar.

Kuasilinerizasyon tekgi icin gerekli olan konvekslik kalu bu teorinin
gelismesinin 6ninde 6énemli bir problem olgwr. Bu tekngin daha geni olarak

nonlineer problemler ailesinde uygulanabilir olmeasn f fonksiyonun konvekslik
kosulu daha zayif hipotezlerle gatirilebilir. Ayrica f fonksiyonun biri konveks
digeri konkav olan iki fonksiyonun toplami bi¢imindeary f = f, + f, olarak

verilmis olmasi ele alinabilir bir problemdir. Gercekterk darkli varsayimlar ve

giderek secilen daha zayif hipotezlerle bu metgdoione kadar gesgletilebilecesi



gorilebilir [13]. GUnumizde ise bu yaklmin modern bilimlerde, mihendislikte
hatta kuantum figinde dahi uygulamasi gortlmektedir [5].

Bu tezde oOncelikle temel alfturmasi acgisindan alt ve ust ¢ozumler metodu
Uzerinde yg@unlasiimis, bunun giginda gerekli varlik, teklik ve kadastirma
teoremleri Uzerinde durulmguve kuasilinerizasyon tekgi hakkinda on bilgiler

verilmistir.

Birinci mertebeden ve gatarafi biri konveks djeri konkav olan iki
fonksiyonun toplami biciminde verilen lineer olmaygroblemler alt ve Ust
cozumler farkh bglangi¢ sartlarina sahip olmasi durumunda ele aljnwe yine
elemanlari lineer diferansiyel denklemlerin ¢ozimmigdan ve ¢oézime dizgun ve

kuadratik yakinsayan alt ve Ust ¢c6zim dizileri eddémistir.

Son olarak ise ayni teknik gaarafi konveks ve konkav olmak zorunda
olmayan iki fonksiyon ve bir tane de Lipschitz feinjonundan olgan ¢
fonksiyonun toplami biciminde verilmiolmasi durumu incelengtir. Burada
bulunan sonuclar alt ve Ust ¢ozumlerin farkhslaagi¢ sartlarina sahip olmasi
durumunda yeniden ele alignLipschitz fonksiyonun tek tarafli olup olmamasina

gore iki sonuc elde edilmtir.



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Alt Ve Ust Cozumler Metodu

Lineer olmayan problemlere ait varlik teoremleigpatlamak icin en uygun ve

elverili teknik alt ve st ¢oziimler metodudur.

Bu kisimda ileriki bélimler icin 6nemli mhsindan dolayr alt ve Ust
cozimlerle ilgili temel tanim ve teoremler Gzerindierulacaktir. Oncelikle skaler
durum icin balangi¢c dger problemleriyle bdayacaiz. Bu problemlerden alt ve Ust

cbzimler metodu ile Ighantili 6Gnemli sonuclar ¢cikarage.

Asagidaki bglangic dger problemini (BDP) ele alalim.
X = f(t,x) , x(0) = X, (2)1.1

buradaf O[JxR,R] ve J=[0,T]dir.
vOC'[J,R] fonksiyonu igin
v'< f(t,v), v(0)< x,

kosulu saglanlyorsav(t) fonksiyonuna (2.1.1) BDP nin bir alt ¢c6zUmu denir

Benzegekilde

u0C'[J,R] fonksiyonu igin
u'z f(t,u), u(0)=x,

kosulu salaniyorsau (t) fonksiyonuna (2.1.1) BDP nin bir tst ¢c6zUmu denir

Omek 2.1.1: X =f(t,x)=1+x*, x(0) =%, = 0 baslangic dger problemini ele
alalim. v(t):%tant, u(t)= 2tan fonksiyonlari J :[0,7—1 kiimesi (izerinde

yukaridaki problem icin sirasiyla bir alt ve Gézgimdurler.
Cunku

v'(t):%(lﬂanzt)s fty)= 2v?= 3?11 taft ,v( P= &x ,tDJ:[ 56{}



u'(t)=2(1+ tarft) = f(tp) = Fu?= ¥ 4taft u( = 6x, IDJ:[ %}

dir.
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Tanim 2.1.1: Bir D 0O R? bdlgesinde tanimli(t,x) fonksiyonu aagidaki eitsizligi
gercekliyorsa Lipschitz kmlunu s&liyor denir.

[f(tx) - f(t.x)<Lx~-x] (tx), {tx)OD.

Tanim gerg@i bir fonksiyonun Lipschitzsartini sglamasi icin gerek ve yeter

kosul bir L >0 sayisina sahip olmasidir dyle ki

| f(t,%) = f(t,%,)
% =%, |

<L, X #X,.

BuradalL > 0Osayisina Lipschitz sabiti denir.

Uyarn 2.1.1: (2.1.1) BDP probleminin ¢dzimdinin tek olmasi iciariken f

fonksiyonunun Lipschitz kalunu sg&lamasi gereklidir.

Simdi alt ve Ust ¢ozumlerle ilgilisagidaki teoremi verelim.



Teorem 2.1.1: v,wOC'[J,R] fonksiyonlari (2.1.1) BDP nin verilenf

fonksiyonunun sirasiyla alt ve tst ¢ozimleri olannKabul edelim ki

her x>y icin Lipschitz kgulu sglansin.

fEt,x)-fEty)sL(x-y)

Bu takdirde
t0J icin v(0) < w(0) ise v(t) < w(t)
dir.

Ispat: Bu teoremin ispati sagida verilen Teorem 2.1.2 nin 6zel bir durumu

oldugundan gegilmtir.

Integral sitsizlikler, Gronwall gitsizligi yardimi ile diferansiyel denklemlerin
cesitli 6zelliklerinin calisiimasinda énemli rol oynamaktadir. Ozellikle de igoizin
tekligini gosterirken bu gtsizlikten faydalanilir.

Lema 2.1.1 (Gronwall gitsizligi): Farz edelim kit >t, icin, f(t) ve g(t) negatif

olmayan, surekli fonksiyonlar vk >0 olacak sekilde skaler bir sabit olsun. O
halde,

f(t)SK+j'g(s)f(s)ds, t>t, ise,

to

f(t) <K expﬁ g (s)ds}, t=t, olur.

f
Ispat: Hipotezde her iki tarafig(t) fonksiyonu ile carparsakg(t) pozitif bir

fonksiyon old@gu icin ssitsizlik yon desistirmez ve,
t
f(t)g(t) < (K +jg(s) f (s)ds} a(t), t=t,
t
olur.

t
Her iki tarafl,(K +jg(s) f (s)ds} ifadesine bolersek,

f



090 g
{K +jg(s) f (s)ds}

to

t>t,

elde ederiz. Burada,

K +jg(s)f(s)ds: h(t) dersek, h(t) = f(t)g(t) olur. Bu durumda, son
esitsizlik
h (t)
W <g(t)

olup her iki tarafit, dant ye kadar integre edersek;

In( h(t) J < jg(s)ds

h(t,)
bulunur. h(t,) = K oldugundan,

K+ j g(s) f(s)ds

In o < < Ig(s)ds

to

K+ j g(s) f(s)ds< K epr g (s)ds}

f(t)<K +jg(s) f(s)ds< K eprg (s)ds}

to to

olup buda ispati tamamlar.

Lema 2.1.2:Eger hert >t, igin

f(t)< j'g(s)f (s)ds

to

seklinde verilmg ise, bu durumdaf (t) =0 dir.

t
Ispat :Her £>0 icin f(t) < £+J' f (s)g(s)ds olsun. Yukaridaki teoremden,

fo



f(t) < gexpﬁ g (s)ds}

to

dir. £ - 0 iken limit alirsak, f(t)<0 olur. Tanimdan, f(t) >0 oldugundan,
f(t) =0 elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Bellman tarafindan 1958'de ispatlanan ve Gronwalisiligini genelleyen

asagidaki teoremi ele alalim.

Lema 2.1.3: Kabul edelim ki myv,n0C|[[t,.t,+a),R"| ve n(t) fonksiyonu
[to,t0 +a) kumesi tzerinde azalmayan olsun. Bu durumda
J'v s)ds, tOft, .t +a)
ise
t
m(t) < n(t)exp{jv(s)ds} , tOft, 1, +a)
to
dir.
ispat: Oncelikle m(t) = n(t)w(t) fonksiyonunu ele alalim. Busili gi yukarida

yerine yazarsak

J'v s)ds, tO[t, .t +a).

Bulunan bu ifade de her iki taraﬁl(t) pozitif fonksiyonun ile bélersek

t
wt)31+jv(s) %d& tOft, &, +@).
n(t) fonksiyonun [t,.t,+a) kimesi izerinde azalmayan olmasindan dolayi
n(s)
n(t)
t t
w(t) s1+jv(s) %dss 1+jv(s)w(s)ds
to to

esitsizlikleri yazilabilir. Buradan Gronwallsésizligini uygularsak

t, <s<ticgin

<1 olacaktir. Boylece



w(t) < eprv(s) ds J

to

bulunur. Son olarakn(t) = n(t)w(t) olmasini kullanirsak arzulanan sonucalika

Asagida verilen fonksiyonlara (2.1.1) BDP nin sirasigdenmis alt ve st
¢bzumleri denir.

v's f(t,w), Vv(0)<x,
w'> f(tv), w(0)=x,.

Bu taniminsiginda Teorem 2.1.1 e benzer bir takim sonuciagida ele

alinmstir.

Teorem 2.1.2:v,wO[J,R] veF O] JxR?* R] seklinde tanmlansin Kabul

edelim ki gagidaki kasullardan herhangi biri gansin.

(H) v'SF@tyVvyVv),w=F ¢tww),

FOg v, PR 106G ¥, L[ G-%, ¥ Wamy.]) L2 Gex2x, y2y;
(H,) vV'SF(tyvw),w=2Ftwy),

Ftny yF X, y)sL(x-x,), L=20

Fixy, yRUxy, 2-L Yo=Y, X=X, Y2, ;
(Hy) vV'SF@twyv),w2Ftvw),

Fixy yFtxy, ¥L %,-y, L2 0

Fxy yF106Y)2-LX=X) X 2X,;, Y12 Y5

(H) Vv'sF(tww),w=2F¢yvy),

FUx Yy, FRIOGY, 2L XX, ¥ YimV.]) L= OQexz2x, y2y,

Bu takdirdey(0) < w(0) oldugundat [0 J icin v(t) < w(t) olur.

Ispat: Kabul edelim ki (H,) salansin bu takdirdey0)<w(0) olduzgunda

v(t) <w(t), t0J oldugunu goésterelim. Bu ifade Teorem 2.1.1 i 6zel birudo
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olarak icermektedirispat igin yeterince kiigiik secilerr 0 igin w(t) = w(t) +ee®™

fonksiyonunu ele alalim. Buradam, (t) > w(t) vew, (0)> w (0) oldugu asikardir.

W, (1) = w(t) +ee™
w, '(t) = w'(t) + 3Lee™ (2.1.2)

w, '(t) = F (t,w,w) + 3Lee™
Hipotezi kullanarak

F(t,wy, W)~ F (t,w,w)< L[ (W, —w)+ (w,-w)] ,L>0
F(t,w,,w,) - F{t,w,w)< 2L w, —w)= 2Aee™ (2.1.3)

F(t,w,,w,)—2Lee™ < F t,w,w)

(2.1.3) aitsizligini (2.1.2) de yerine yazarsak

W, '(t) = F(t,w,,w,)— 2Lee™" +3Lee’™
W, '(t) = F(t,w,,w,) +Lee™

W, (©) > F (t,wy,w,) (@)L

v(t) <w,(t), t O Joldugu gosterilebilirse,e — 0 igin teoremin ispati tamamlangni
olur.
Kabul edelim kiv(t) <w,(t) ssitsizligi dogru olmasin. O halde dyle bir an i¢in
t, 0(0,T] vardir
V(t,) = w,(t,) ve v(t) <w,(t),0<t<t,
Bundan dolayi
v(t) = v(t,) < wy(t) —wy(t,)

v(t) _V(to) > Wo(t) B Wo(to)
t-t, t-t,

, 0st<t,

V() —v(t W (T) —w(t
i VO V) L o)~ w(to)
o t-t,  t t—t,

Vi(t) 2 W'(ty)
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olup bu ise ¢ejki verir. Bunu gosterelim;
F(t,, V(). V(E)) 2 Vo (te) 2 W '(te) > F (oW (t o). Wit o))

Sonug olarakv(t) <w,(t), t0J. € » 0 iginisev(t) < w(t), t0JJ dir.

(H,) gergeklendiinde de ayni sonuca glaak icin w, vev, fonksiyonlarini

asagidaki gibi tanimlayalim.
w, =w+ee vev, =v-ge™
Her € >0 icin agiktir kiw, >w , v, <v ve w,(0) >v,(0) dir.
v, =v—ge™!
V,' =v'-3Lee™ < F(t,v,w)- Lee™
w, >wve H,) kullanlarak
F(t,v,w,)—-F(,v,w)=-L(Ww,-w)
F(t,v,w) < F(t,v,w, )+ Lee™
V,'< F(t,v,w,)+ Lee®™ —3Lee™.

v >\, icin (H,) kullanirsak

F(t,v,w,)—F(t,vy,W,)sLV-v,)

F(t,v,w,) < F(t,v,,w,)+ Lee™

V,' < F(t,Vy,W,)+ Lee™ + Lee™' — 3Lee™

V,' < F(t,v,,w,) - Lee™

Vv, < F(t,v,,w,) (2.1.5)
Benzersekilde w, = w+¢ee™ esitli gini kullanarak

w,' = w'+ee
w,' > F(t,w,v)+ 3Lee™

w, >wveyv, <v oldusundan(H,) kullanilarak gagidaki sitsizlikler yazilabilir

F(t,w,,w)—F (t,w,v)< L (w, —w)= Lee™

F(t,w,v) > F(t,w,,v)- Lee™
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w,'> F(t,w,,v)-Lee® +3Lee’™.

Ve v, <v oldusundan

F(t,w,,v) - F (t,wW,,v,)=-L{V-Vv,)=-Lee™

F(t,w,,v) = F(t,w,,v,)- Lee™
buradan

w,'= F(t,w,,v,) - Lee™ - Lee®™ + 3Lee™

w, "= F(t,w,,v,)+ Lee™
w, "> F(t,w,,V,) (2.1.6)
Simdiv, (t) < w,(t), t JJ oldugunu gosterelim. Bunun ispati igin; kabul edelim
ki bu ssitsizlik bir an i¢in dgru olmasin. Bu durum da 0Oyle hi({D(O,T] mevcuttur
Ki
Vv, (t,) = w,(t,) ve v, (t) <w,(t), 0t <t,

dir. Buna muteakip

Vo (t) Vo (to) < Wo(t) - Wo(t 0)

lim Vo (t) _Vo(to) > lim Wo(t) B Wo(to)

o t-t, bttt

, 0<t<t,

Vo ') = Wy (t,)
esitsizligini bulunur.

Buradan (2.1.5) ve (2.1.6) wg(t,) = w,(t,) oldugu kullanilirsa

F(t, Vo (to), Wo(to)) > Vo 't o) 2 Wo 't o > Ft oW ot 9.V t 9)
elde edilir ki bu ise ¢edkidir.
O halde

Vv, (1) <w,(t), tOJ

oldugu bulunur.e - 0 icin limit alinirsa v(t) < w(t), t0J elde edilir.
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(H,;) hipotezi altinda teoremin ispatini yapalhm. Bunurgin, yukarida

tanimlanan

w, =w+ee™ vev, =v-ge

fonksiyonlari kullanilacaktir. Biliyoruz ki

v'< F(t,w,v) w'=F(t,v,w)

V,'=v'-3Lee’ < F(t,w,v) - 3Lee™

v, <V oldugundan, hipotez kullanirsa

FtwVv)-Ftwyv,)sLV-v,), L>0
F(t,w,v)< F(t,w,v, )+ Lee™

V,' < F(t,w,v,)+ Lee™ - 3Lee™

w, >w olup hipotez kullanilirsa

F(t,w,,v,) - F(t,w,v,)=-L (w,—w)
F(t,w,V,) < F(t,w,,v,)+ Lee’™
buradan
V,' < F(t,w,,V,)+ Lee™ + Lee™' — 3Lee™
V,' < F(t,w,,v,) - Lee™
Vv, < F(t,w,,V,) (2.1.7)
Benzer olarak;
W, = w'+ee™
w,' > F(t,v,w)+ 3Lee’™

Vv, <V oldugundan
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Ft,v,w)—-F(t,v,w)=-L(V-v,)
F(t,v,w) > F (t,v,,w)— Lee™
wW,' = F(t,v,,w)— Lee® + 3Lee™
w, > w oldugundan
F(t,vy,W,)— F (t,vy,w)< L (w,—w)
F(t,vp,W) = F(t,v,,w,)— Lee™
W, '> F(t,v,,w,) - Lee®" —Lee®™ + 3Lee™

w, ' > F(t,vy,W,) AB)

Simdi v, (t) <w,(t) oldusunu gdsterelim. Varsayalim ki, (t) <w,(t) dogru
olmasin.Su halde 6yle bitt, 0(0,T] vardir vev,(t,) = wy(t,) ,0<t <t, dir.
Vv, (t,) = w,(t,) vet—t, <0 oldusu g6z 6nline alinirsa
Vo (1) = Vo(to) < Wo(t) — wi(ty)

lim Vo (t) _Vo(to) > lim Wo(t) B Wo(to)

o t-t, ettt

, 0<t<t,

Vo (to) 2 Wy '(to)

oldugu bulunur ki bu ise ¢elkidir.
Cunkud (2.1.7) ve (2.1.8) ve sositsizlikten

F(t), Wo (t),Vo(to)) > Vo 'to) 2 Wo 't ) > F 5V ot 9. W ft 9)

O halde varsayimimiz yasfir. Yani v,(t) <w,(t) ,tD(O,T] dir. € - 0 icin ise

v(t) <w(t) , t0J dir.

(H,) gerceklendiinde teoremin iddiasini ispatlayalimy, ve w, fonksiyonlarini
yukaridaki gibi tanimlayalim
V,'=Vv'-3Lee’ < F(t,w,w) - 3Lee™

w, >w ve (H,)’den
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F(t, Wy, W, ) = F (&, W,w) = —L[ (W, = w)+ (W, —w)]
F(t,w,w) < F (t,w,,w,)+ 2Lee™
bu ifadeyi yukarida yerine yazilirsa
V, ' < F(t,w,,w,)+ 2Lee™ — A ee™
v, ' < F(t,w,,w,) 12)
Benzer yontemle;
w,'= F(t,v,v)+ 3Lee’™
v, <V ve (H,)’den
F(t,V,V) = F (Vo) 2 —L[(v=v,)+ V—V,)]

F(t,v,v) > F(t,v,,v,)— 2Lee™
bulunan bu ifade yukarida yerine yazilirsa

w,' = F(t,v,,V,) - 2Lee™ + L ee™
(2.1.10)
w,' > F(t,v,,V,)

Vv, (t) <w,(t) oldusunu gostermek icin; daha once ygptuz gibi kabul
edelim ki bu seitsizlik dogru olmasin. O halde 6yle bitOD(O,T] vardir Ki
Vv, (ty) = w,(t,) 0=t <t, dir. Buradan v, '(t;) 2 w,'(t,) oldugunu buluruz ki bu ise

(2.1.9) ve (2.1.10) dan dolayi ¢gdidir. € - O icinisev(t) < w(t) , t0J dir.

Eger (2.1.1) inv(t) < w(t), tJJ olacaksekilde v vewgibi sirasiyla alt ve st

¢bzumlerinin vark bilinirse aagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 2.1.3 (Varlik Teoremi): v,wOC'[I =[t,,t, +h),R], v(t)sw(t), tOl
kosulunu gercekleyen (2.1.1) BDP nin sirasiyla alt uet c¢ozimleri, ve
f OC[Q,R], Q={(t,x):v(t) < x(t) < w(t),t 1} olsun.

Bu takdirde (2.1.1) BDP nimv(t) < x(t) <w(t), tOl sartini sglayan bir x(t)

¢6zUmuU vardir.
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Ispat: Kabul edelim ki p:1xR - R ile verilen fonksiyon sgagidaki gibi

tanimlanmg olsun.
p(t,x) = ma ks{v(t) ,mir x(t) w(t)]}

Su halde f(t, p(t,x)), f nin | xR ye sirekli bir geglemesidir. Ayrica bu
fonksiyon-f ninQ da sinirh  olmasindan dolayi-sinirh  bir  fonksiyondur
Dolayisiylal Gzerindex = f(t P(t x)) Xt ¥ x, kosulunu sglayan x(t) gibi bir
¢c6zime sahiptir.

£>0icin

w, =w(t) +g(1+t) v =v(t) —e(1+t)

fonksiyonlarini ele alalim. Buradan (t,) < x, < w, (t,) oldugu aciktir.Simdi

v, (t) <x(t) <w,(t) oldusu gdsterimelidir. Kabul edelim ki O(t,,t, +h)

&

mevcuttur oyle ki

v, (t) < x(t) <w(t) , tOft,.t,) ve x(t,) =w,(t,)

dir. Bu takdirde,x(t,) >w(t,) ve buradanp(t,, x(t,)) = w(t,) dir. Yani
Vit = pltx(t) = w(t)
dir. Buradan
w(t) = f(t,w(t)) = f(t,P(t,x(t,)) = X (t,)
w.(t,) >w(t,) oldugundan
w.(t)>X(t,).

Bulunan bu ifade isex(t) <w,

&

(t) ,tO[t,.t,) olmast ile geliir. Sonug olarak
v, (t) < x(t) <w,(t), tOl

dir. Buradang - 0 igin
v(t) < x(t)sw(t), tOl

dir.

Tanim 2.1.2:f JC[JxR",R"| biciminde tanimlananf fonksiyonu gagidaki

kosulu sa&liyorsa kuasimonoton azalmayan 6zglisahiptir denir.
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Her biri igcin1<si<n,u<v veu =V ise f (t,u)< f (t,v) dir.

Simdi asagidaki diferansiyel sistemi ele alalim.

X = f(t,x), x(0)=x, buradd OC[IxR" R" | (2.1.11)

Esitsizlik sistemleri icin verilen gagidaki teorem, Teorem 2.1.1 in sonlu

sistemlere bir gegliemesidir.

Teorem 2.1.4: vvew fonksiyonlari vaC[J R“] biciminde tanimlansin ve

(2.1.11) nin siraslyla alt ve st c¢o6zimleri olsunlaKabul edelim ki

fOC[IxR",R"| sekiinde tanimlanan f(t,x) fonksiyonu da x tzerinde

kuasimonoton azalmayan 6zgéisahip olsun.

Bu durumda her icin
L=0 vexzy igin fi(t,x) = ft,y)<LY (x -y;) (2.1.12)
=1

olsun bu takdirdev(0) < w(0) iset OJ icinv(t)< w(t).

Teorem 2.1.5: v,wDC[J,R”] veF DC[JXRZ” ,R”} olsun. Kabul edelim Ki

asagidaki hipotezlerden herhangi biri gerceklensin.

(Hy) V'SF({v,Vv),w=Fgww)F ¢xy)x veg de her biflJ icin

kuasimonoton azalmayan olsun. Her bigin

(%)~ F 0y )< LY (% x,) + (v - )]

j=1

L=0, x, =X, vey,2Y,;

(H2) V'<SF(t,v,w),w>F {,wV),F ¢ x,y)x Uzerinde her bit {, Icin

kuasimonoton azalmayan we de her bir(t,x) icin kuasimonoton artmayan olsun.

Her bir i icin
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F(t,x,y)-FtX,,y)< LG:(xlj —xzj), L> 0, herbirt(y ) ici
j=1

Fi(t,x,yl)—Fi(t,x,yz)z—LZ(y1j —yzj), L> 0, herbirt(x ) icit
i=1
X2 X5 Y12 Yo,

(Hs) v'sF(t,wv),w=Ftvw)F(¢xy) isex bileseni tzerinde her bir
(t,y) icin kuasimonoton artmayan ve de her bir (t,x) icin kuasimonoton

azalmayan olsunlar. Her hirigin,

Fi(t,xl,y)—Fi(t,xz,y)z—LZn:(xlj —xzj), L> 0, herbirt(y ) ici
j=1

F.(t,x,Y,)—F @,X,y,)< LZ(y1j —yzj), L> 0, herbirt(x ) ici
=1
X Z X5 Y12 Yo,

(Hsy) V'SF(t,ww),w=2F(tyVvy), F(t,x,y) x vey d¢ her bir t0J igin

kuasimonoton artmayan ve her bircin,
F (6 2) = F (0%, Y2) 2 =LY (% =5 ) +(v5 = ¥4) |
j=1

L=0, x, 2Xx, vey,2Y,.

Bu takdirdev(0) < w(0) ise v(t) < w(t) dir.
Ispat: Kabul edelim ki (H;) salansin ve

n+1)Lt

Wo(t) = W(t) + ee?™ P e>0, e=(g£,...€)

olsun.
Buradan w(t) > w(t), w,(0)>v(0) oldugu agiktir (Hi)'i kullanarak her bir i igin
asagidaki sitsizlikler elde edilir.

Wy =W +(2n+1)Le @2

w, = F (t,w,w)+ (2n+ 1)Lg &

w,(t) > w(t) oldusundan



F (6 Wy, W) ~ F, (W, w)< Li[(wol =)+ (v, ~w)|

F (t,w,w) 2 F, (t,w,,W,) - ZLE[(WO

Fi(t’W’W)2 |:I (t!Wo ’WO)_ nLe é2n+1)Lt

bu sonuncu yukarida yerine yazilirsa

W, = F (t,w,w,) - 2nLe €™+ (i + 1L e &M

W 2 F(t,wp,Wp) + Le @™

W > R (t, wo, W)

19

Simdi v(t) <w,(t), t0J oldugunu gérelim. Cunkld bu durumda - O igin

teoremin ispati tamamlangmolur.

Kabul edelim kiv(t) <wy(t), t0J dogru olmasin. O halde dyle biy indeksi

1< j<n ve dylet,0(0,T] mevcuttur ki

Vi (to) =Wy, (o), v, ) <wy ), O< t< t;ve v (t) sw,

Buradan

v, (1) =V, (t,) < Wy, (1) — Wy, (t,)

lim

t-to t—t, t-tp

Vi (t) = Wy (t,)

ifadesi bulunur ki bu iséH;) den dolay! cejki verir.

F, (to, V(o). Vito)) 2 V) (to) = Wy (to) > F (o Wlt 9, W ot )

Sonug olarakv t( ¥ w t( ),t0J dir.

vi©)-vit) i o () — wy; (to)

Dikkat edilirseF nin kuasimonoton 6zefle sahip olgu 6nceki sitsizliklerde

kullanildi.
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(H2) saslandginda teoremin ispatini yapmak icim, vev, fonksiyonlarini

asagidaki gibi tanimlayalim:

2n+1)Lt é2n+ 1)Lt

W, =W+ g€ , V,=V—¢&

Aciktir ki w, >w, v, <v vew,(0) >v, (0) dir.
Her biri icin asagidaki sitsizlikler yazilabilir.

V:)i = VIJ _ (2n + 1)|_£ é2n+1)Lt
v, < F(t,v,w) - (2n + 1)Le €M

w, >w ve(Hy) den
F(t,v,w,) - F (t,v,w)= —LZ(WOj —Wj), L > 0 ve her birt(v, ) ici
i=1

F (t,v,w) < F (t,v,w, )+ nLe >
buradan
V:)i s Fi (t,V,WO) +nLe gt - (21 + 1)_5 g2+ Lt

Vv, <V ve(Hy) den
F(tVaWy) = F (€. V0. Wo) S LYV, =y ), L2 0, herbirt(w, ) ici
j=1

Fi (t’V’WO) < Fl (t 1V0 1W0)+ nLg é2n+1)Lt

sonug olarak
v, < F(t,v,,W,) + nLe €2+ nLe M= (h+ 1) g &M

Voi < Fi (t,vo,Wp) — Le €

Vor < F (6, Vo, W)

Benzer bigcimde her igin
W, = F (t,w,v)+ (2n+ 1)Le &

Vv, <V ve(Hy) den
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F (t,w,v) - F (t,w,v, )= —LZ(VJ- —voj), L> 0, herbirt{(w ) icir

j=1
F(twv) > F (6 wy,) - nLe €2t
buradan
WOi' > Fi(th’Vo)_ nlLe g2mLt 4 (2’1+ 1)_6‘ g2+ Lt

w, >w ve(Hy) den
F (t,w,,V,) — F (t,w,v,) < LZ(WOj —WJ-), L > 0, herbirt(y, ) icil
i=1

Fi (t'W’VO) 2 |:I (t!Wo ’VO) -nLe é2n+l)Lt

bu sonuncu yukarida yerine yazilirsa

Wy = F(t,wy,v,) —nLe €™ —nLe ™M+ (1+ 1) e &

W, > F(t,wo, V)

simdi v, (t) <w, (t) oldusunu gorelim. Kabul edelimki bu verilen gio olmasin
O halde 6yle bif , £ j<n ve dyle byO( D] vardi
Vo; (to) =Wy (to), Vo 1) <wy ), Ost<t, vei# | icin vy (t,) < wy(ty) dir.
Vo; () < Wy (1) v, () =Wy, (t) vet—t, <Ooldugundan
Vo, () < wy, (t)
Vo; (1) = Vo, (to) < Wiy (1) — Wi ()

lim VOj (t) _Voj (to) > lim WOj (t) _WOj (to)

[ t—to t-1t t—t0

Voj (to) = Wy, (to)
buradan
F, (to, V(o) W(to)) = Vi (to) = Wy (t) > F (t oWt 9. W t )
celiskisi bulunur.
Su haldev, (t) <w,(t) dir. £ - 0 igin v(t) <w(t) hukmiine ulariz.

(Hs) hipotezi altinda teoremin ispatini  yapalim. Bunigm asagidaki

fonksiyonlari tanimlayalim;



Wo W+ ge(2n+1)Lt , Vo —v-¢ é2n+1)Lt ]
Aciktir ki w, >w, v, <v vev, (0)<w,y0) dir. Her biriigin
Vy =V = (2n+1)Le &
v < F(t,w,v) - (2n+ 1)Le €D

olup w, >w, v, <v olmasi ve hipotezden
F (t,w,,v) - F (t,w,v)> —LZ(WOJ- —Wj) , L=0
j=1

I:i (t,W,V) < FI (t’WO ,V)+ nLe é2n+])|_t

her bir ¢ v) icgin

V(')i s I:| (t, W ;V) +nLe é2n+])|_t - (2n + 1)'.5 é2n+1)Lt

ayricaher bir ¢ w, ) icin

F (t,w,,v) - F (t,w,,v,)< LZ(Vj —voj), L>0
=1

Fi (t' WO 'V) < Fl (t1W0 )V0)+ nLg é2n+l)Lt

buradan
Vi < F (1, W, Vo) + nLe €7 +nle M9 —(2n+ 1)Le &7
Vo, < F(t,w,,V,)
Benzer yontemle herigin
Wy 2 F(t,w,Vv) + (20 + D)Le &

w, >w ve hipotezden
Ftv,w)-FtVv,w)< LG:(woj —WJ-), L > 0, her birt(y ) icil
=L
F (t,v,w) > F (t,v,w,)—nLe &
F(t,v,w)-F (t,vo,wo)z—LZn:(vj —voj), L= O, her birt(w, ) icir

j=1

F (6, v, W) 2 F (£,V, W, ) — nlLe €772

22
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W, =F(t,v,,w,)-nLe € —nLe M+ (D+ ) g &N
w, > F(t,v,,W,)
simdi v, (t) <w,(t) oldugunu gérelim. Kabul edelim ki bu ifade yapli
olsunO halde ~ &yle bir  j, 1< j<n vet,O( OT] vard ki Vo, (1) < Wy, (1),
O<st<t, veiz | icin v, (t,) < wy(t,) dir.
Buradan, benzesekilde v;,(t)>w,,(t) oldusu cikar ki bu ise yukarida
bulunanlarla ¢egir.
Sonug olarak Vv, (t) <w,(t) ifadesindee - 0 icin limit alinirsa arzulanan
V, (t)<w,(t) sonucu bulunur.
Son olarak(Ha4) gerceklendiinde teoremin ispatini yapmak igim, vew,

fonksiyonlarini yukarida oldiu gibi tanimlayalim;

n+1)Lt n+ 1)Lt

W, =W+ ety =v—g
W, > W, V, <V vev, (0)<w,0) oldusu aciktr.
Her biri icin

W, = F (t,v,v)+(2n+1)Le €M

Vv, <V ve hipotezden
F(t,v,V) - F (t,V,,v,)2 —LG:[(vj ~vo )+ (v, —voj)]
j=1

F(LVY) 2 F (0, ) - 2le €70
buradan
w, =F(t,v,,Vv,)-2nLe €™M+ (n+ 1Le &M
WOi' > F(t,V,,V,)
Ayni sekilde; her bin icin
Vy =V -(2n+ D)Le &M
vy < F(Lwaw) - (20 + D)Le €70

w, >w ve hipotezden
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F(t, W, W) — F (t,w,w)2 —LZn:[(WOj —w, ) +(wp, —Wj)]

F (t,w,w) < F (t,w,,w,)+ 2nLe €
v, < F(t,w, W)+ 2nLe €™ — (h+ 1pe €M
vy < F(t,w,,w,)
V, (t) <w,(t) oldugu gésterebilirses — O icin teoremin ispati tamamlanir.
Bunun icin kabul edelim ki, (t) <w,(t) dogru olmasin.

O halde oyle bir j, 1< j<n vet,O( OT] vard oyle Kiv,,(t) <w,(t),

Ost<t, vei# j igin vy (t,) <wg(ty) dir. Buradany,, (t)=w, (t) ifadesi bulunur

ki bu ise yukaridakilerden dolayi ¢gi verir.
Sonug olarak(t) <w(t) dir.

Asagida verilen teorem, Teorem 2.1.3 un sonlu difergisdenklem

sistemlerine bir gegliemesidir.

Teorem 2.1.6:V,WDC1[J,R”] vev(t) < w(t) seklinde tanimlanan bu fonksiyonlar
sirasiyla (2.1.2) nin sirasiyla alt ve st ¢oziimésunlar. Ayrica f 0C[Q R" |,

Q={(t,x):v(t)<x(t)<w(t),t03} ve f(t,x),xdehetdJ kuasimonoton
azalmayan olsun.
Bu takdirde (2.1.11) ninv(0)<x,<w(0) kosuluyla verilen dyle birx(t)

¢ozumu vardir kit 0 J icin v(t) < x(t) < w(t) dir.
f (t,x) kuasimonoton azalmayan olmasa da Teorem 2.1.6 iduisI

dogrudur. Yalniz (2.1.11) deki alt ve st ¢6zum kavram@gagidaki gibi

guclendirilmelidir.
Heri,1<i<n igin

I

v, < f,(t,0) hero icin oyle kiv, (t) =g, ver(t) <o <w(t)

(2.1.13

w = f (t,o)hero icin dyle kin (t) =0, ver(t) <o <w(t)
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Teorem 2.1.6 y1 0zel bir durum olarak icergagada ki varlik teoreminin

ispatini yapalim.

Teorem 2.1.7:v,wC'[J,R] vev(t)<w(t) kosuluyla verilen ve (2.1.13) deki
iliskileri saglayan iki fonksiyon vef OC[ Q,R" ] olsun.

Bu takdirde Teorem 2.1.6 nin hiikkmugdadur.

Ispat: Kabul edelim kiP: JxR" - R" ile verilen fonksiyon gagidaki gibi

tanimlanmg olsun. Hei igin

R (t.x) = makgv, ,mif x (t) w (t)]}

Bu durumda f (t,P(t,x)) seklinde tanimlanan fonksiyorf nin JxR" e sirekili
genglemesidir. Ayrica bu fonksiyonf, ninQ da sinirli olmasindan dolayi , sinirli
bir fonksiyondur. Dolayisiyla J lzerindex = f (t P(t x)) X (0¥ x, kosulunu
sazlayan x(t) gibi bir ¢dzuime sahiptiSimdi bununv(t) < x(t) < w(t) oldugunu ve
dolayisiyla (2.1.11) nin bir ¢ozimi olglunu gosterelim.

e>0vee=(11, ..,0 icin w, =w(t)+e(l+t)evey, =v(t)-&(L+t)e
fonksiyonlarini ele alalim. Buradaw, (0) < x, <w, (0) oldugu aciktir. Farz edelim
ki bir t,0J mevcuttur oyle ki v,(t)<x(t)<w,(t),t0[0,t) fakat
x (t,)=w, (t,) dir.

Bu takdirde v(t,) < P(t,, x(t,)) sw(t)) ve P(t,x(t,))=w(t,) dir. Buradan

o(t)= P(t,x(t)) secilirse (2.1.13) den dolayi

f(t,P(tux(t)) =X (t)

w (t)= f (t,0,)

Dolayisiyla

X (t) <w (t) (24)
dir.
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x (t) <w; (t),t0[0,t) oldugunu yukarida belirtngtik.
)ﬁ (t) - XI (tl) < Wei (t) - W&i (tl)
X (t) X (tl) > i Wi (t) ~ Wi (tl)
t

X (t) 2w, (t)
olup bu ise (2.1.14) ile ¢air.
O haldev, (t) < x(t) <w,(t), t0OJ yani& - 0 icin v(t) < x(t) <w(t), tOJ
dir.
Alt ve Ust ¢ozumlerin bdangici fakli zamanlarda olursa yine Teorem 2ve1
Teorem 2.1.3 dekine benzer sonuglar elde editellinlar gagidaki teoremlerde
verilmistir.

Teorem 2.1.8:Kabul edelim ki

() a,BOCHR"R],fO[R'xXRR] ve a'sf(ta), a(t)<x,t,20,
B 21(tB), Blte)2%, 7,>0;

(i) f(t,x)=f(t,y)sL(x-y),x2y,L>0;

(i) 7, >t, ve f(t,x) t de hex icin azalmay:olsun.

Bu takdirde (a) a(t)<pB(t+n), t=t, ve (b) a(t-n)<p(t), t=7, olur.
Buradas =7, —t, dir.
Ispat: 5, (t) = B(t +17) olarak tanmlanirsg, buradan

Bo(to) = B(t+n)=B(1) 2%,z a(t,)

ifadesi yazilabilir.

Ayrica,
By (1) =B (t+n)= f(t+n,5, (1)), t=t,
dir. Yani S, (t) def fonksiyonu icin bir Gst cozimdur.

simdi B, (t) = B,(t)+£€e®" ,£>0 fonksiyonunu tamimlayalim. Bu durumda

asagidaki ssitsizlikler kolayca gorulebilir.

By (t) = By (1) ve By (t) > Bo(te) 2 a(ty) (2.1.15)
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a(t)< B (t), t=t, oldugunu gdstermeye ¢ahlim. Farz edelim ki bu ifade yasli

olsun. (2.1.153en dolaylyle bir t, >t, mevcuttur oyle ki

a(t)=74(t) vea(t)<f (), t,<t<t, (2.1.16)

a'(t) = B, (t,) iliskisinden ve (i) den dolay

f(ta(t))za' (t)=5, (1) =B (t)+2Le € 2 f (t+n B {t))+ Le é.
(2.1.16)ve (ii) den

f(tha (1)) f(t,+7.8,(t) -Le @+ Ae € > £ (1, +1 By (1))

I, >t, olmasindan (iii) hipotezi (2.1.16) dan dolayr cefki verir. Yani
fta(t))> f (tl,[S’O(tl)) dir. Bu isea (t) < B, (t), t 2t,ifadesinin dgru oldusunu
gosterir.e - 0 icin a(t)< B(t+n), t=t, hukmune ulgimis yani (a) ispatlanngi

olur.

(b) vyi ispatlamak icina,(t)=a(t-n), t=7, fonksiyonu olgturulmalidir.
Aciktir ki a, (1,)=a(r,—-n)=a(t,) < B(r,) dir. Ardindand,(t)=a,(t)-e€e™",
fonksiyonu olgturulup yukarida yapgimiz gibi slemleri surdurirsek neticede
a(t-n)<B(t), t=7, sonucu elde edilir.

Teorem 2.1.9:Kabul edelim ki
() a0C[to,t, +T].R], t,,T >0, BOCH [1,.7,+T] R], 7,>0,
fOC[R"xR,R] vea'(t)< f(ta(t)) tyst<t,+T
B=f(tB(t), rpst<ry+T, alt,)<B(7,).

(i) t, <7, f (t,X) tde her x icin azalmayan wet) < B(t +7)

t,<t<t,+T, n=r1,—-t,.

Bu takdirde (2.1.1) iror(t) < x(t) < B(t +77), t, <t <t,+T kosulunu sglayan
bir x(t) ¢ozimii meveuttur ve(t,) = x, dir.

Ispat: £,(t) = B(t+n), tO[t,.t,+T] fonksiyonunu olgturalim. Buradan agiktir ki

By (to) = ﬂO(TO) 2 a(to) ve ,30' (t) > f (t +/],,30(t)) dir.
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Kabul edelim kia (t,) < %, < B,(t,) olsun.

Simdi asagidaki fonksiyonu tanimlayalim.

P:[tat,+T]XR = R, P(t,x)=makga(t) , mir{x 4 (t))]. Su halde
f(t,P(t,x)) ifadesif nin [to,to+T]><R ye bir surekli gesiemesidir. Dolayisiyla
sinirhdir. Giinkuf fonksiyonuQ =[(t,x): t,<t<t,+T,a(t)<x< B,(t)] Uzerinde
sinirhidir. Bu  durumda x = f (t, p(t,x)), x(t,) =%, diferansiyel denkleminin
[to,t, + T] tzerindex(t) gibi bir ¢ozuimii meveuttur.

£ >0 icin asagidaki fonksiyonlari ele alalim.

a

() =a(t)-e(1+t) vep, (t) = B(t) +(1+1).
Aciktir ki a, (t,) < %, < By (t,) dirsimdi a, (t) < x(t) < B, (t), tO[ty,t, +T]

oldugunu gostermeye caalim. Bunun icin farz edelim ki b'lgD(to,to+T] sayIsl

mevcuttur Ki

a, (1) <x(t) < B (1), tO[tot,) ve x(t) = By (1)

Bu durum dax(t,) > 3,(t,) ve buradarP(t,,x(t,)) = B,(t,) dir. Ayrica
a(t) < P(t,x(t,)) < By(t,) dir. Buradanf nint bilesenine gére azalmayan sluve
yukaridaki ifadelerden
By (t) = B(t,+n)= f(t,+1,8(t,+n))
=1 (4, +7 P(t x(t,))) 2 f(t, P(t, x(t)) =X (t)
B (1) > B, (t,) olmasindan dolayg, (t,) > x'(t,) dir. Buisex(t) < B, (t),
tO[t,.t,) olmasi ile celiir. Sonug olaraka, (t) < x(t) < B, (t), t,st<t,+T.
£ - 0icina(t)sx(t)< B (t), t,st<t,+T gercgine ulgmis oluruz.
Teorem 2.1.9 un hipotezleri altindagee a(t-7)<p(t), r,<t<r,+T

olarak kabul etseydik yine (2.1.1) in ¢ozum(t) yi x(7,) =X, elde ederdik ve bu

cozuma (t-n)<x(t) < B(t), 1, <t<71,+T sesitsizligini saglar.
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Ispat icin a,(t)=a(t-n), r,st<r,+T ile balar ve a,(7,)=a,(t,),

a, (t)= f(t-n,a,(t)) olmasina dikkat edilirse geri kalan kisim benzeacak

sekilde ispat tamamlanabilir.

2.2 Kuasilinerizasyon Metodu:

Kuasilinerizasyon metodunun dayagnuldugu taban ve temel fikri aslinda

gayet basittir. Aagidaki bglangi¢ dger problemini ele alalim.

X = f(t,x) x(0) = X, (2.2.1)
burada f OC?*[I1 xQ,R] vef, (t x)>0,(t x)OIxQ ve I, Q ise Rde(0x,)
iceren acik kuimelerdir.f, (t,x) >0 ifadesiy den x e iki defa integre edilecek

olunursa

f(t,x)=g(t,xy)=f(ty)+f(t,y)(x-y)

ifadesi elde edilir ki dikkat edilecek olurgg(t,x,y) fonksiyonu he(t,y) icin x e

gore lineerdir. Boylecesagidaki ssitlik yazilabilir.
X = f (t,x) = maxg(t x.y) (2.2.2)
y

Su halde heryOC[I,R] fonksiyonu igin X = g(t,x,y) dir. Kasilastirma

teoremi (Teorem 2.1.1) kullanilacak olursa

x(t)zw(ty), tOl, (2.2.3)

ifadesini bulunur ki buradav(t, y) ise
w =g(t,w,y(t)), w(0) =x, (2.2.4)

diferansiyel denkleminin bir ¢6zimu ve(t) de (2.2.1) inl, =[0,a] O | kompakt
kimesi Uzerinde bir ¢cozimuduy.(t) uygun bicimde segilirsé, kiimesi Gzerinde

(2.2.1) in ¢ozumine #gkin alt sinirlar bulunur. Kuasilinerizasyon olaraka
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adlandirilan bu metodun en 6nemli avang(t,x,y) fonksiyonunx e gére lineer

olmasidir.

(2.2.3) aitsizligine donilecek olursa gorilecektir ki hg(t) fonksiyonu icin
bu ifade d@ru olup y(t)=x(t) durumunda ise sélik gecerlidir. Bu yiizden
x(t) = m?kS/v(t y) ifadesi yazilabilir.

Dikkat edilirse (2.2.2) yi maksimize eden fonksiyaslinda x(t) ¢6zimunun

kendisinden bgka bir fonksiyon dgildir. Bu ise ardgik yaklggimlar metodunun

uygulanabilecgini gosteriyor. Bu yontemde her bir adimdgt) fonksiyonuyla
(2.2.1) in arzulanax(t) ¢6zuimune alttan yakjamaktadir.
Kabul edelim kiy, (t) baglangi¢ fonksiyonumuz ve ayni zamanda (2.2.1) in bir

alt cozumd, yani

Yo (1)< f(t,Yo(t)), Yo(0) <X
olsun.

Bu durumda gagidaki lineer diferansiyel denklemlerin (;C')zUmIerziml[ Y, (t)}

fonksiyon dizileri olgturulabilir

Yo (£) = T (t Yot) * Tt Ya) (Vo = Youd) s ¥a (O =%
ve gosterilebilir ki bu dizi monoton azalmayan thizidir yani

Yo(1) S Wi(t) S v, (t) S yo(t) <.y, (1) < x(t), tO1,.

Buradax(t) (2.2.1)inl, tzerindeki ¢c6zimudugu halde standart teknikten [Ek1]
y,(t) nin x(t) ye duzgiin olarak yakinsgdidahasi bu yakinsamanin kuadratik

oldugu yani

mlfilks#x(t) -y, (1) <k n|10ak}9<(t) -y, (t)‘2 k =satk

esitsizligini gercekledgi ispatlanabilir.
Tersine ger f (t,x) fonksiyonu diizgiun konkav ve glangic fonksiyonu y,

da vy, = f(t,y,), Yo(0) = 0 kosuluyla verilirse, yukarida bahsedilen sonuglarin
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benzerini elde etmek yine mumkundur. Yalniz buraldgturulan dizinin elemanlari
x(t) ¢6zUm icin bir Gst sinir olacaktir. Ustelik bzidin (2.2.1) in tek ¢oziimu olan
x(t) ye dizgin ve kuadratik yakinsgdda gosterilebilir.

(2.2.1) in alt ve ust ¢ozumlerinin kuasilinerizasyonetodunda tamamen

icerildiklerine dikkat edelim. f (t,x) konveks olarak segilginde ¢cozimu uUstten

sinirlayan diziyi bulmak genelde kolay gleir. Cinki bu metodun direkt
uygulamasi elemanlari, lineer olmayan problemledntmleri olan Ust diziyi verir.

Benzer targmaf (t,x) in konkav oldgu durum igin de gegerlidir. Bununla beraber

alt ve ust ¢ozumler ile kuasilinerizasyon teknden faydalanilir ve Newton-Fourier
metodu uygulanirsa, elemanlari lineeglaagi¢c dger problemlerinin ¢dztumleri olan
monoton alt ve Ust dizileri ayni anda bulmak munddim

Simdi yukarida bahsettiklerimizi destekleyen ve betodun ilk teoremlerinden

biri olan gagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.2.1:Kabul edelim ki
(i) a,,3,0C'[J,R] oyle ki
a < ftay),B,=f(t.B,), a,(0<B,(0) t0J;
(i) f OC*?[Q,R], f,(t.x)=0,(t X)OQ burada
Q ={(t.x) :a,(t) < x< B, (t),t O I} dir.
Bu takdirde 6yle {a, (t)} ve{2,(t)} dizileri mevcuttur ki bu diziler (2.1.1)

baslangi¢c dger probleminin ¢éziimine diizgiin ve monoton olardkngarlar. Ayni
zamanda bu yakinsama kuadratiktir

ispat: (iiyden f(t,x)= 0 olmasi dolayisiyla
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X
[ faax=0

X2

f(tx)- (LX) 20

fo(t,s)dsz j f(t,%,)dx,

X2

ayrica yine (ii) den ve ortalama teoreminden

f(t,x)-f(t,x)=f(t.&)(x—x,)<L(x,~-x,),L>0
a, (t) < %, < x, < By(t)

boylecef(t,x) fonksiyonu Lipschitzartini sglar.

Asagidaki birinci mertebeden lineer diferansiyel demkleri ele alalim.

a, = f(t,a,)+ f (t.a,)(a.—ay), a0 =x,,

B =1 (t.B)+ f(tao)(Bi=8). B0 =X,

buradaa, (0) < x, < 3(0) dir.

Simdi p =a, —a, fonksiyonunu olgturalim. Buradan

p=a, —a, < f(ta)-[f(ta)+f(ta)(a,~a)]

< £,(t @)(@y-a) = 1, (t ) p

6te yandan p(0)=a,(0)-a,(0) <x,—-%,= 0. Boylece sagidaki diferansiyel
esitsizlik elde edilir.

p'<f(ta,)p, p(0)<O .
Bu ifadeyi ¢ozersela, (t) < a,(t), tOJ sonucunu elde ederiz.

p =a, - B, fonksiyonunu ele alirsak
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p=a, -B, < ftay)+f(t.ay)(a,—a,)-f(t.B,)
B, 2 a, olmasi ve yukarida bulgumuz gitsizlikten
f(t,B)=f(ta,)+ f,(t.a,)(B,—a,) ssitsizligi yazilabilir. Bu ifade yukarida
yerine yazilirsa
p<f(ta)+ f(tay)(a,—a,)-f(tay)-f(tay)(B.—a
p'<f(ta)(a,-5)

p'<f,(ta,)p

ayrica p(0) < 0 olmasindan dolay! sositsizlikten p(t)<0,t0J yani
a,(t) < B.(t), tOJ sonucu elde edilir.
Buraya kadar bulunanlar yazilacak olurgait) < a,(t) < B,(t), t0J .
Benzer yontemlex, (t) < B(t) < B,(t), t0J ssitsizligi gosterilebilir.Simdi
a,(t) < B(t), t0J oldugunu gosterelim. Boylece
a,(t)<a,(t) < B(t) < Bo(t), tOJ ssitsizligi elde edilecektir.
a,(t) = a,(t) olmasindan
f(t,ay)=f(ta,)+ T, (t.ag)(a,—ay)
ayrica
a, = f(ta,)+ T (t.a)(a,—a,), a,(0=x,.
Buradan

a, < f (t,al) yani a,(t) fonksiyonu verilen problem igin bir alt c6zimdir.

Benzer bigcimdes = f (t,3,), £,(0) =X, oldugu da gosterilebilir. Kaulastirma
teoreminden (Teorem 2.1.1) (t) < £,(t), t0J sonucunu elde edilir.

Matematiksel indiksiyon metodunu kullanarak , bazil deserleri icin

a < f(ta,), B zf(t.B), a(t)<B(t) . t0JI vea,(0)=x=24/(0)
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ifadesini kabul edelim$u halde a, (t) < a,.,,(t) < B..(t) < B (t), tOJ ssitsizligi
gosterilmelidir. Buradaa,,,(t) veS,.,(t) lineer balangic dger problemlerinin

¢ozumleridir.

N2
I

al:+1 = f (t'ak) + fx (t'ak)(ak+l _ak)’ ak+1(

ﬁlz+1 f(t’ﬁk)-l- fx(t'ak)(ﬁkﬂ_lgk)’ lBk+1(O):XO

Xo

Daha oOnce vyapiimiz gibi p=a,-a,,, Iifadesi olgturulursa buradan
p<f(ta)p ve p(0)=0 yania,(t)<a.,(t), tOJ gercgine ulgilir. Ayni

sekilde a,.,,(t) < B (t), Bea(t) < B (t) vea,.,< B..(t) , tOJ esitsizlikleri elde
edilir.
Sonucgta matematiksel timevarim metodu ile hegin asagidaki eitsizlik

yazilabilir.

a(t)sa(t)<sa,(t)<..<a,(t)<B,(t)<..< B (t) < B(t) . tOJ.

Standart tekniklerden [EkHosterebiliriz ki{ a, (t)} ve {8, (t)} dizileri (2.1.1)

denkleminin tek ¢ozimine monoton ve dizgun olaedknsarlar.

Simdi yakinsamanin kuadratik glunu ispatlayalim.

Yani x(t) ¢ozimunun segidaki esitsizligi sagladigi gosterilsin
m?ks‘x(t)—am(t)‘sA .mjakb<(t)—a'n(t)‘2 n= 012,.. >
Bunun icin @agidaki fonksiyonlari ele alalim.
P (8) = X(1)~@0s(t). Gui(t) = Bra=X(1), n= 012,

Dikkat edilirse p,,,(t) =0, q,,.(t)= 0 vep,.( 0=q,..( 0= «
Simdi asagidaki ifadeler yazilabilir.



Pha(t) = X (1) =@ (t)
F(tx)-[F(ta,)+ f(ta.)(@n.—a,)]
£(tx)-f(ta,)-f(ta,)(a..-a)
£ (tn)(x-a,)-f,(t a,)(a,.—x+x-a,)
£, (tn)-f(ta,)
. (tE)(n-a,)p,+ £, (t @) o
(L) P+ i (ta,) P

buradaa, <n<x ;n<é<a,. Dikkat edilirse f_, >0 dir.

‘fxx(t,x)‘s M.,

f(tX)|sL, (tx)0Q

olarak segilirse

p:1+1(t) = '\/llpn2 + L! pn+1(0) =0.

Bu lineer diferansiyel gtsizlik ¢cbzilecek olursa

(6 pras(t)) = € Myp2(1)

veya

simdi {3, (t)} - x(t) yakinsamanin kuadratik olgunu gésterelim.
Oen (1) = B = X(1)

=B =X (1)

= f(tB)+ (@) (B -B) - F(t )

= f(t )= F(tx)+ 1. (t @) (B - x+x-5,)

makgx(t) - a,,, (t) < A rg?kb<(t)—an (1) 4 = '

35



36

< £ (tB)(B, - x)+ f (t @) (B —%) - T, (t @,) (B, - X)
= fu (t f)(ﬂn _X)(ﬂn —O’n)"' f, (t aﬂ)(ﬂnﬂ_x)

=1, (t £)a,[a. + p.]+ f (t @) G

< L0, +—3'\2{'1 0’ +% Py’

burada a,<é< B, ve LileM,; sabitleri 6nceki gibi belirlenngiir. Yukarida

yaptgimiz gibi devam edecek olursajagudaki ssitsizligi elde edilecektir..

M, e 2 1M, € 2
T makig, (1) - x(t)] £ maks(t) - a, (1)

makdf,.. (t) - x(t) sg

taJd

Bu sonug ise ispati tamamlar.

Uyari 2.2.1: Dikkat etmek gerekirse Teorem 2.2.1 de lineegldvayic dger

problemlerinin  ¢6zumi olang, fonksiyonlarini olgtururken Newton-Fourier

metodu kullanilmytir.

Uyarl 2.2.2: Yukarida verilen teoremde bahsi gegen alt ve Ustipderi ayni anda
bulmak her zaman kolay olmayabilir. Ornek olargkgeda verilen Riccati tipinde

verilen diferansiyel denklemi ele alalim.
X = f(t,x)=x*+a(t), x(0)=x.

Burada alt ¢oziima,(t) yi bulmak kolaydir.x* =0 olmasindang,(t) fonksiyonu

t
a,(t) :a0(0)+ja(s)ds, a,( 0 < x, olarak belirlenebilir. Buna kaitik probleme
0

uygun bir Ust ¢oziim bulmak hi¢ de kolaygdeir. Boylece a; (t) =a(t) olmasiyla
beraber verilen problemde ¢éziim fonksiyaxit) nin mevcut oldgu bir aralikta bu

fonksiyona yakinsayan ve azalmayan yalnlz{(zq(t)} fonksiyon dizileri elde

edilebilir.
Asagida bu tekniin ne kadar etkili olabileg@ni gosteren bir 6rnek verilrytir.

Ornek 2.2.1:Baslangic fonksiyonlarimiz,
X =f(t,x)=1+x*, x(0)=x,=C



BDP nin sirasiyla bir alt ve st ¢ozUmleri olan

ao(t):%tant, Bo(t) = 2tan ,t0J :[ (fé—j

fonksiyonlari ele alallm{ak (t)} ve{ﬁk (t)} fonksiyon dizileri sirasiylasagida ki

lineer diferansiyel denklemleri ¢dztumleri

all<+1: f(t’ak)+ fx(t’ak)(akﬂ_ak)’ ak+1(0):X0 O
ﬂllﬂ = f (t!ﬂk) + fx (t'ak)(ﬂkﬂ _ﬂk) ’ IBk+1( 0) = XO = O
olduklarindana, (t) ve 5,(t) ise
a; = f(ta,) + f,(tag)(a,-a,), a,(0=x,=0,

f(ta
B =1 (L5)+ 1, (t.ao)(Bi=B), B(O=x,=0
olarak belirlenecektir. Oncellklel(t) fonksiyonunu hesaplayalim.
=f(t,a,) + f,(t.a,)(a,~-a,)

a, =1+al+2a,(a,-a,)

a, :1+:11tanzt + 2% tan(al ——; tanj

a, —tanta, = 1-2 tant
4

Son olarak bu lineer diferansiyel denklemi ¢ozigirs

al:%szmt— In se¢ + tan)’ 2,(0)= 0, 1013
cog

elde edilir.

Benzersekilde

ﬂl' =f (tnﬂo)"' fx(t’ao)(ﬁl_ﬂo)

B —tantB, = 1+ 2tait

lineer diferansiyel denklemi ¢ozulirse
1 .
=——| —sint + 2In( se¢ + tan)| , ortdJ
A=ooql ( )] A= o

sonucu elde edilir.



f (t,x) fonksiyonunun konveks olmasindan dolay Lipsckeizini sglar.

Boylece tek ¢ozUml mevcuttur bu ¢ozum ige) = tanx, tOJ tir.

Sonucta
a,(t) < a,(t) < x(t) < By(t) < Bo(t), tOJ

dir. Bu fonksiyonlari gagida koordinat dizleminde gosteriltir.

Lst Cozidmler ve Alt Cozidmler ile Cazdm Fonksiyonunun Grafikleri

Pty

St
Xt

£ty 1

T gl
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3.BASLANGIC ZAMAN FARKLI GEN ISLEMELER

f (tx) fonksiyonunun konveks olma fdu altinda (2.1.1) bdangic dger
probleminin tek ¢c6zimuine kuadratik yakinsayan a&tist ¢ozumler ayni anda
bulunmutur. Benzer sonu¢ (t, X) in konkav oldgu durumda da ispatlanabilir.
Acabaf (t, x) fonksiyonu biri konveks d@eri konkav olan iki fonksiyonun toplami
biciminde verilmg olsaydi yine yukaridaki sonuclar elde edebilir (hi?. Bu bolim
de bu problem Uzerinde tautacaktir. Oncelikle verilecek teorem bu sorunun
yanitinin olumlu oldgu yani benzer sonuclarin burada da elde edilel@iece
gosteriyor. Hatta alt ve Ust c¢ozumler farkli zamaa pozisyonlarda B&adig

durumda da ayni hikimlere gilabilecesi son teorem de gosterilgtir.

J tizerinde tanimh a,, 3, 0C'[J =[0,T],R] ve a,(t)< B, (t) fonksiyonlarini
ele alahm.Q iseQ ={ ¢ u(t)) a, (t)<u(t) < B, (t) ,t 0} olarak verilsin.
Asagidaki balangic dger problemini ele alalim.
u'(t)=f(t,u)+g(tu)=F(tu),ut,)=u, t=t, t, OR" (3.1.1)

buradaf,gOC[Q,R] dir.

Teorem 3.1.1:Kabul edelim ki
(H,) a5, B,0CHI,R], ay(t)< B,(t), tOJ ve

a, (t) < f(ta,)+a(t.a,)

G ()= f(t,53)+9(t.B3,), t0JI=[0T];

(H,) f,gOC[Q,R].f,.g,.f, veg, mevcut, stirekli ve

f,(t,u)=0, g, (tu)< C(t,u)0Q.

Bu takdirde elemanlar lineer diferansiyel denklenm c¢oztmleri olan ve
monoton 6yle{a,(t)}, {B,(t)} dizileri mevcuttur ki bu diziler (3.1.1) bangic
deger probleminin tek ¢éziimiine diizgin ve kuadratikaidgakinsar.

Alt ve (st c¢Ozumlerin bgangic zamani ve pozisyonu ayni noktadan

baslamadgl durumda gagidaki gibi bir varlik teoremine ihtiyacimiz olacakt
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Teorem 3.1.2:Kabul edelim ki

() @, 0C [ttt +T].R], t,T >0 B,OCH[1,7,+T] R| .7> (ve
FOC[R"xR,R],
o, SF(t,a,), toSt<t,+T veS, =F ( B,),T,<t<r,+T , d,(t,) <Bo(70);

(i) t, <7, F(t,u) t de heu icin azalmayan we, t €3, t+77 ,
t,<t<t,+T, n=r,-t,;
Bu takdirde (3.1.1) in

a,(t) sut)< B,(t+n) t,<t<t,+T, u(t,) =y,
kosulunu sglayan biru(t) ¢c6zUmu mevcuttur.

Teorem 3.1.3:Kabul edelim ki
(A) o, OC[teto+T]LR], t,T>0 B,OCH[1,7,+T] R] 75>
FOC[[t,7,+T]xR,R] ve

a,' < fta,)+glt,a,)=F(t,a,), t,st<st,+T

Bo'2 T(LA)+9(.Lo) = F(.5o) Tost=To*+T, aobo)< Bolo)
(Ay) t,<s,<71, F(,u)t deheu icinazalmaye

(As) f,gOC[Q,R].f,.0,.f, veg, mevcut, strekli ve

f,(tUu)=0, g,(tu)< 0, (tLu)0Q .
buradaQ :{(t,u) o St<t,+T, a,t)<sd< ,[?O(t)} , Bo(t) =B(t+n), n,=1,~t,

ao(t) = a,(t) ve G(t) ised €)= F €+, 0)=f (t+n, 0)+g(t+n7,0) , 7,=S,~t,.
Bu takdirde elemanlarn lineer diferansiyel denklenm ¢6zimleri olan dyle

{a.t)} ve {[S’n(t)} dizileri mevcuttur ki bu diziler (3.1.1) Kangic dger
probleminin tek gszmUnbo,so +T] uzerinde dlzgun yakinsarlar vés)) = u, dir.

Ayrica bu yakinsaklik kuadratik yakinsamadir.

ispat: B,(t) = B,(t +7,) oldusundan

Bo(t)=B(r)zat)y=aft) veB, ®)2F(t+n,B,), t,<t<t,+T.
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Cunku
,Bo(t) = By(t +17,) olup

By CF By (+0, 2 F(t+n, Bo(t+n)) =F (t+n, B41))

oldugundan &, ( & F (+1, B, ).

Ayrica (Ag) den f,, (t,u) =0, g,,(tu)< 0oldusundan

feuzfev)+f,tv)u-v) (3.1
g(t,u)=g(t,v)+g,t,u)u-v), u=v (3.1.
elde edilir.

Aciktir ki her g, (t) <u,<u, < Bo(t) icin f ve g asagidaki sitsizlikleri sglarlar.
-L(u,—u,) < f(t,u)-f(tu,)<Lu,-u, (3.1.4
-L(u,-u,)<g(t,u)-9g(t,u,)<L@u,~u,), L>0 (3.1.5

Bu verilenler f, nun azalmayam, nun artmayan gldgerc&inden ve ortalama

deger teoreminden kolayca gorilebilir.

F nin Lipschitz kgulunu sgladigini gorelim.
0B=a icin
F(t+7,,B)=F(t+7,,0) = t ¢ +17,,B)+ 9 +17,,8)~ T ¢ +17,8)- gt +7,4)
=ft+m7,.8) —ft+n,a)rgt+n,B)-gt+n,4)
<L(8-a)+L(p-a)=L(p-0)
F(t+m,8)-F(t+n,a)<L(B-a)
buradaL =L +L, ,L;L,> O
yukarida(3.1.4) ve (3.1.5) gitsizlikleri kullanildi. Bu ised(to)s[?(to) ile birlikte
F nin Lipschitz kgulunu sgladigini gosterir.
c?o(t)sﬁo(t), tdJ oldugu kolaylikla F nin Lipschitz kgulunu s@lamasi,

a,(t) ve,E’O(t) nin F nin sirasiyla alt ve dst ¢ozamleri olmasi iléo(to)sﬁo(to)

gerceginden gorulebilir (Teorem 2.1.1).
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Simdi asagidaki bglangi¢ dger problemlerini ele alalim.
w=M(t +/7z’ao'ﬁo;w)
=445, G ) £, 0477, B )-00) +o(t 47,80 +q,(t+7,8) w-a)  (3.1.6)
W) =t

V=Nt +73,80,4,V)
=ft+n, ,B) )y, e+, ’ao)&_ﬁo)"' g(t *,
Mb) =W

buradad,(t,) < u, < Bty dir.

B)+a,(t+7.8) ¢-B) (3.1.7)

Ayrica a,(t) =a,(t) olupa, t)=a,t)dir.
(A1) den
o, < F(t,a,)
o, <F(t+n,0,) cunkiF , t de heru igin azalmaye.
Ay(t) S Ft+7,,0,) = Tt +7,0)+9(t+7,0) =M +7,0 B 30 )
B2 F(tB)+9(t.Bo)=F(t.Bo)ve By (1) 2 F(t+1,,5,)
oldugunu yukarida gostersgtik.

n=r,-t,>n,=s,—-t,ve F nin azalmayan okwndan

By (©) 2 F(t+77,B) 2 F(t+1,8)= Tt +n,B8)+9(t+n,8)
(3.1.2) ve (3.1.3)gtsizliklerinden
By @)z f(t+7,G0)+ f,(t+7,00)(Bo=a )
+g(t+77, o)+ 0, (t+7, By) Bo=Go =M (+17,8,B,8,)

Teorem 2.1.3 den ve (3.1.6) nin lineersahdan (3.1.6) bdangic dger
probleminin &, gibi tek bir ¢6zimu meveuttur vé,(t) <@, < By(t) , tOftot,+T]
dir.

Benzersekilde (3.1.2), (3.1.3) sasizlikleri ve (A;) den

a,'< £ (t,a,) + g(t.a,) ve dy(t) = ay(t)

oldugundan
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d,' < f(t,4,)+9g(t,d,)
a,'s f(t+n,a,)+9t+n,a,) (F azalmayay
@,(t) < B,(t) ve (3.1.2) de
F(E+77,50) 2 F(t+77,,G0) + £, 47,8 )(Bo-a )

f(t+77,,85) < £t +0,,B0)+ T, +17,0)@ o= B)
aynisekilde (3.1.3) den

9t +17,,B0) 2 9t +17,,0,) + 9, (t +77,,B)(Bo— @ )
9t +775,G0) < 9t +175,.80) + 9.t + 712, 80)@ o= B
bu iki ssitsizlik yukarida yerine yazilirsa
a0 < T (t+77,,00)+g(t+7,a,)
<fe+m By fu €+, 8,)0,-5o)
+g(t+m, B))+o,(t+n, B) o= B =N (40,0, 8,0,
B2 f(t.5)+ 9. By) = F (t.5,) ve By (1) 2 F(t+17,, B)
oldugundann, =r1,-t,>n,=s,-t,ile F nin azalmayan olwndan
By ()2 F(t+n,B0) 2 F(t+10,B0)= f t+1,B8)+9(t+7,8
=Nt +7, 4,5, 5,)
burada @, ve 5, fonksiyonlarinin N'nin sirasiyla alt ve ist ¢éziimleri olgiu
goralda. Ayricad,(t,) <u, < Bo(to) dir. Dolayisiyla Teorem 2.1c&n (3.1.7) nin
a,(t) < B,(t) < B,(t) kosulunu sglayan £,(t) gibi tek bir cziime sahiptir.
Simdi &, ve [31(t) arasindaki ifkiyi gorelim. Artik biliyoruz ki 4,,
M (t +02,c70,,5’0 "W) diferansiyel denkleminin bir ¢Ozumdi yani
@ =M (t+n,,a, B,a,), a,t,)=u,dir.
& = F(t+0,a0)+ §,t+0,8)@,-a)+g(t+n,a )+g,(t+n,8 )@ ~a )

(3.1.2) ve (3.1.3) den sirasi ile

ft+n,,a)2tt+n,a,)+f,C+n,.a,)@,-a,)
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ve
gt +n,,a,) 29t +n,0,)+9,t+n,0,)0,-a,)

g(t +’72'do) < g(t +’72’d1) +0, (t +’727d1)(d0_d1)
dir.
Yukaridaki gitsizliklerden

& < F(U+0,0)+ g +7,0)+ 0, +7,0 )@ =@ )+q,(t+7,8)@ ~a )

G, < f(t+77,,0) + 9t +7,0)+| 0, (t+7,80) -9, +7,0) (@ ~a )

@ < f(t+n,0)+gt+n,a)=Ft+n,0), @,t,)=u,
elde ederiz. Burada,(t,u) nun artmayan ve¥,(t) < f,(t) oldusunu kullandik. Bu
sonug bized,(t) nin F nin bir alt ¢6zimu oldgunu gosterir.

Benzer olarak; biliyoruz ki3,(t) (3.1.7) iin tek bir ¢ozumdur yani

B (t) = N(t +17,,0,,B5:8,)

= £ ¢+, By )+ 5, €40, 80)Bi- Boyro(t+77, 5
+0,(t+77, Bo) Bi=Bo). Bt Fu,

Bl )2 F(t+m,8)+ 1, +1,B) By~ B+ f,€+1,0 JB = B+ a(t+7 .B)

B2 £+, B)+ 9(t+1,,B) +[ f,0+7,8 )~ 1,6 +7,B)| B~ B)

B2 f(t+n,,B)+9(t+7,,8)=F(t+n1,5)

burada f,(t,u) fonksiyonunun azalmayan \&((t) < [7’1('[) gercei kullanildi.

(3.1.4) ve (3.1.5) gtsizlikleri ile Teorem 2.1.2 derﬁl(t)s[z’l(t) sonucuna

ulasiriz.

Sonug olarakd, (t) < @,(t) < B,(t) < By(t), tOJ dir. (3.1.8)

Simdi asagidaki bglangic dger problemlerini ele alalim.
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W =M (t+17,,0,, Biw) = f (t+17,,a,)+ f, ¢ +17,,0 )w-a)
+g(t+, &) +g,(t+7, B) w-a, )
wif Fu, (3.1.9)

V =N+, 6, B8;V) = Tt +1,B)+ ¢ +17,G )= B)
+g(t+n, B)*+a,(t+n, B) vtB, )
Vi, (2N, (3.1.10

(3.1.2) ve (3.1.3) den
A1) S F(t+0,,0,)= fE+7,a)+g(t+7,0) =M t+7,0 .54 )
B )2 Ft+n,B)=ft+n,B)+a(t+1,5)
> f ¢+, 8, )+, €+, 4,)B,-@,)
+g(t+n, 6,)+0,(t+n, B) B,-a,)=M (+0,a, 8,8,
Yukarida yapg&imiz gibi; Teorem 2.1.3 , Teorem 2.1.2 den, (3.19)d,(t)
gibi tek bir ¢dzUmu mevcuttur.
Yani @,(t) < @,(t) < B,(t) < By(t), tOJ dir.
Benzer yontemle

&) < f(t+77,,0,)+g(t+7,.d,)
<ft+n, B+ 1, C+n,0,)6,-5,)
+g(t+m, B)+9,(t+7, B) €= B)=EN(+n,a, B,a,)

(3.1.2) ile (3.1.3) vex,(t) < ,Bl(t) esitsizlikleri kullanildi.
B2 F(t+0,B)=f+n,B)+9(t+1,B)=NC+n,0 ,8;B)

buradan (3.1.10)4,(t) gibi tek bir ¢6ziime sahiptir vé,(t) < B,(t) < B,(t), t0J
dir.
Asagidaki balangic dger problemlerinden

ﬁz' :M(t+/72’ﬁ1',31:ﬁ2)’ a2¢0):u0

Ezl () = N( +’72|C71uél;/éz)’ Ez(to): U,
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ve (3.1.2) ile (3.1.3)gsizliklerinden

@, < f(t+0,,0,)+ 9t +7,0,)=F(t+n,4a))

B 2 t(t+n,58,)+o(t+n,B,)=F(t+n,5)
bulunur.Teorem 2.1.2 ile (3.1.4) ve (3.1.5)tszliklerinden (F, Lipschitz sartini
saslar) @,(t) < B,(t) dir.

(3.1.8) ved,(t) < B,(t), t 0 J den
a,(t) < a,(t) < @,(t) < B,(t) < B(t) < B (), tOJ.

Ardisik olarak bu glemler surdirtlirsesagidaki monoton fonksiyon dizileri

elde edilir.
a,t)<at)<a,M)<...<a,t)<p,t)<..<8, )< t)<B,t) t0J
burada Ki {ﬁn} ve{[a’n} dizilerinin elemanlarn ggidaki lineer bglangic deger
problemlerinin tek ¢ozimleridir.
O =M (E+77,,0,,58,:0,.0),  Grabo)=Ug
Bra® =Nt 47,8, 8,1 Bra)s Broato)= U,
Standart tekniklerden [Ek-{Ja,} ve{[z’n} monoton dizileri
0'(t) = F(t +7,,0), Gt,)=X, (3.1.11)
diferansiyel denkleminini(t) tek ¢c6zimune dizgin ve monoton olarak yakinsarlar.
Sayet s=t+7, desisken dongumu yapilirsa (3.1.11) ifadesisagidaki forma
donisur.
u'=F(s,u), us)=u

Simdi bu yakinsamanin kuadratik olglinu gdsterelim. Bunun iginsagidaki

esitlikleri ele alalim
p,(t) =0(t)—a,(t) =0
g.(t) = B,(t) - Gi(t) =0
dikkat edilirse p,(t,) = q,(t,) =0 dir.
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L) =0 (t) —d, (t) = F (t+72,,0(t)) =M (t +77,,3, .. /3, 1;d,)
=f(t+n, 0)+g(t+n, 0)=[f C+n, @ W, C+n, 4, )0, -d._,.

+g(t+n, @)+ 0, (t+77, By) €, -, )

p,(t) =F (t+77,,0) = f € +1,.0,,)+9(t+7,.0) - g(t+7,4, )
+1, (+n, 4,,)8,,-a, o,(t+n, B,) @, ,-a,)
=f, (+17, £ \0-a,.)+9,(t+n, 0)(0-4d,_,)
A, (40, 8,0 )0, —0+0-a) +9,(t+7,,8,,) @, ,~0+0-a,)
=f, (+17, € Yot 9, (t+77, ) P+ f, (47,8, )ER, 1+ P, )

9,(t+7, B) st by )

prt)< f,(t+7,,0)p,  + 0, (t+7,,8, ) P+ f, C+7,8, )P, 1t P,)

9,(t+77, B.) €pt )
=[ 6+, 80 1, €4, B Y s 94 (4. B )~ 0t 4, ) | by

{0.(t+m, @)+ 0, (t+m.8,) |,

=fuu (+/72 El p guu t+’72 (18 dn—J) pn-l

{i(t+m @ n1+gu(t+f72 e

burada @, <¢& o<dved <& <0 ,4,,<0,<fB, , Buraya kadar f,
fonksiyonunun azalmayang, fonksiyonunun da artmayan olglu ve Ortalama

deger teoremi kullanildi.

Ayrica

0 (t+/7:,0) Brs= ot | P a SN A 1 # P P SN[ P D G

> N 3 1
“Ouw (t+’72 )':ﬁn 1 O'_J pn—lsEszZn—1+_2Ng2n—1

bdylece
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: 3 1
Pn s Nlpzn—1+§szzn—1+_2N2q2n—l+[M 1+ M J Py

, < Mp, +(N1+§N2j pzn_1+—1qu2n_1
2 2
burada

| £, (t+77,,0) <M,

gu (t+/72,l])‘ < M 27

fuu(t+,72’l])‘ < Nl

Ou (t+77,,0)| S N, veM =M +M,.

Gronwall eitsizligi kullanilirsa

t
O < pn (t) < J-évl(t_S) |:( Nl +g sz p2n—1 (S)+_; N2q2n—1(s):| dS
)

bu ise arzulanan sonucu verir yani

eMT

3 _ - 1 ~ 2
v KNHENZJ mJakhu t(ya. t(|5+—2N2 Ta*ﬁn_l—u‘ }

maks j0-a, )<
Benzersekilde,

a,(t) = B,(t) - (t)
o,(t) = B, (1) - d'(t)
[5’n(t) nin tanimi, ortalama @er teoremi vef, nun azalmayang, nun artmayan
oldugu kullanilirsa
o (1) = f(t+7,, B, + £, +7,.8, )(B, - B, ) +a(t+7,.8, )
+g,(t+n, B.) B~ B, -1 (t+n,0)-g(t+n, 0)
=t (+1, B, > T (t+n, 0)+g(t+n, B, ,)-g(t+7,0)
£, 0+, @, )6, -0+0-5,)+q,(t+7,,8,.) (B, -a+0-5,)
0 (1) =f, C+77,.8 )0y + G, (1 +17,,0) Oy + 1, €+ 775,01 )(G — G )

9, (t+7, B) (0 ~0s)
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A O <[ f,C+77.8,0)~ 1, +72,8,) |00+ 9, (t+720) = 0, (t+728, 1) |0«
{1, ¢+m, @y o, (t+n, B)a,
=f €+, £, }:Bn—l _dn—l:l On-17 Gw (t +1, al)qzn— 1

1, G, @)+ 0, (14, B,0) |,

burada 0<¢, o<p_,ved, <& <pB., ,G<0,<pB_,

Ayrica

fuu (t +,72'£1)|:ﬂ~n—1_ dn—l] qn—l: fuu (t +,72’<r])[qn— l+ pn— an— 1s N [qzn— l+ pn— qn— ;I

- 3 1
fuu(t +,72’§(1)|::Bn 1_an—1] On-1 s E Nﬂzn— 1+_2 N 1p2n— 1

bu sonuncu yukarida yerine yazilirsa
' 3 1
qn s qu +(§ Nl + szqzn—l+_2 Nlpzn—l

buradaki sabitler yukarida olgu gibi secilmgtir.

Gronwall eitsizliginden,
t 3 1
0<gq,(t)s [ KE N, + szqzn_l(s)+—2Nlpzn_l(s)}ds, t0J3 =[to1,+T]
to

son olarak gtsizligin her iki tarafinin maksimumunu alacak olursakuéaman sonug

elde edilir.

makd5, —G‘SGMIKSN1+ sz makfZ, . t( ¥ () +—21N1 maks t(ﬂdn_lt(jz)}
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4 BASLANGIC ZAMAN FARKLI GENELLE STIRILMiS

KUASILINERIZASYON TEKN iGI

Ucltincti bélimde Teorem 3.1.1 dekit, X) fonksiyonu biri konveks deri
konkav olan iki fonksiyonun toplami biciminde veiginde (3.1.1) non-lineer
diferansiyel denklemin c¢Ozumine kuadratik yakinsayee elemanlari lineer

diferansiyel denklemlerin ¢bézimleri olan alt ve ¢&tiimler dizisi elde edilrytir.

f(t,x) Gzerinde konvekslik kmulu kalktiginda da ayni sonuclar elde edilebilir.
Yani f(t,x) fonksiyonu konveks d& ama f (t,x) + ¢(t,x) toplami konveks olacak
sekilde konveks bir¢g(t,x) fonksiyonu mevcut olsa- ki bgekilde bir ¢(t,x)

fonksiyonu kompakt kiime Uzerinde galgimizdan daima mevcuttur- bu durumda
yine ayni sonuclar elde edilebilir [12]. Hatta benhikimler alt ve Ust ¢cozumler

farkli zamanlardan &atiimis olmasi durumunda da elde edigtii [4].

Bu bolimde N(t,x) fonksiyonu f(t,x), g(t,x), ht,x) gibi ¢ fonksiyonun
toplami biciminde tanimlangtir. Burada konveks ¢(t,x) fonksiyonu icin
f (t,x) +¢@(t,x) toplami konveks, konkay (t,x) fonksiyonu igin g(t,x)+¢ (t,x)
toplami da konkavdir. h(t,x) ise Lipschitz fonksiyonudur. gagida verilen

teoremlerin ilkinde; ¢c6zime elemanlari lineer ol@aylenklemlerin ¢ézimleri olan
fonksiyon dizileri ile kuadratik olarak yakinsankga ikincisinde ise ¢oziime lineer
iterasyonlarla yakkamamiza kapn yakinsama yari-kuadratik olacaktir. Verilen bu
teoremler son olarak alt ve Ust c¢Ozumleringléwagic zamanlari farkli olmasi
durumunda yeniden ele alinip benzer sonuclar eldmitir.

Asagidaki balangic dger problemini ele alalim.
X =N(t,x), Xt)=%, t=t,,t, OR" Buradd OC[R'xR R] (4.1.1)

Teorem 4.1.1 :Kabul edelim ki

(Hy) a,,B8,0CJ,R],0yle ki a,"< N(t,a,), 5,2 N(t, B,) Ve a,(t) < By(t) .t 0J
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(H2) NOC[Q,R] buradaN (x F f t(x ¥ g t(x Fht(x |
f (t,x), 0, ¢.x),f, €x)0, € x. fonksiyonlari ise surekli vgu kosullari
gerceklerler.
Fo(t,X) =1, (t,x)+¢, (t,x)=0
G, (t,x) =g, (t,x)+¢, (t,x)<0, (t x)OQ,
Q={(t,x):t, St<ty+T, @, )< x< Byt
burade g, OC[Q,R] 6yle fonksiyonlar kig,&,,@, W, ifadeleri mevcut stirekli
ve ¢@.20, ¢,<0. h(tx) ise Lipschitz fonksiyonu vyani herx = x,,

(t,%),(t,x,)0Q icin h(t,x)-h(t,x,) <k(x,—x,).k > 0 ise Lipschitz sabitidir.

Bu takdirde oyle{a,(t)} ve{B, ¢} monoton dizileri mevcuttur ki bu diziler

(3.1.1) balangi¢ dger probleminin tek ¢ozimuine dizgin ve monoton \siar.
Ayrica bu yakinsaklik kuadratik yakinsamadir.

Teorem 4.1.2 :YukaridakiTeorem 3.1.1 de verilen {Hve(H,) hipotezlerini kabul
edelim. Ek olarak gagidaki hipotezi ele alalim.

(H3) h(t,x)=h(t,y)=-k(x-y),x=y,x,y0dQ.

Bu takdirde lineer diferansiyel denklemlerin ¢6zémlolan ('jyle{an(t)}
ve{,Bn(t)} monoton dizileri mevcuttur ki bu diziler (4.1.Basslangic d&er

probleminin tek ¢6zimuine duzgin ve monoton yaklasarAyrica bu yakinsaklik
yari-kuadratik yakinsamadir.

Bu teoremlerin ispatlari atlangtr. Fakat alt ve (st c¢ozimlerin farkl
zamanlarda b#gamasi durumunda bu iki teoremin ifadeleri yenidgapilms ve

ispatlar1 gaagida verilmitir.

Teorem 4.1.3:Kabul edelim ki
(B1) a,0C [t ty+T].R], t,,T>0 B,OCH[1,7,+T] R] 7> ¢
NOC[[t),7, +T]|xR,R] ve
a,'<sN(t,a,), tyst<t +T

Bo'2N(5y), TostsTo+T, a,b,)sB,00);
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(B2) t,<s,<7, N(t,x)t dehex iginazalmaye

(Bs) NOC[Q,R] buradaN (x ¥ f t(x ¥gt(x yht(x | f.(t,x),g,tx),

f. (t,x), 9, (t,x) fonksiyonlari ise mevcut, surekli ya kosullari gerceklerler.
Foo (1) = fo (t,X) + @, (t,X) 2 0, G, (t,X) =g, (t, ) +¢, (t,X)< 0, (t X)OQ,

Q={(tx):t,St<ty+T, ,0)< %< B0}

Bo(t) = B,(t+1), n,=T,—t, @,(t)=a,(t) ve X(t) ise X(t) = N(t+7,,%),
n,=5s,~1t,.

Ayrica qo,t//DC[Q,R] oyle fonksiyonlar kig,,¢, @, W, ifadeleri mevcut sirekli
ve Q JUzerinde ¢, 20, ¢, <0. h(t,x) ise Lipschitz fonksiyonu yani her

X =X, X,X,0Q igin h(t,x)-h(t,x,) <k(x,—X,), k> 0ise Lipschitz sabitidir.

Bu takdirde byle{dn(t)} ve{,@n (t)} monoton dizileri mevcuttur ki bu diziler
(4.1.1) balangic dger probleminin tek ¢oziimiings,,s,+T] lzerinde diizgin
yakinsarlar vex(s)) =%, dir. Ayrica bu yakinsaklk kuadratik (kare ortaks)

yakinsamadir.
ispat: B,(t) = B,(t +7,) oldusundan

Bt =B(T)zat)=aft) t,st<t +T.

Ve B, (t) = N(t+,B,) dir

cuinki
By(t) = By(t +17,) olup
By ()= By (t+7) 2 N(t+1,B(t +17,)) = N(t+7,841))
oldugundan &, (& N (+1, £, ).

(B3) ten F,, (t,x) = 0 veG,, (t x) < Colusundan

F(LX) 2 f(Ly)+F (ty)(x-y) +@(t.y) - 9(tX),

g(t.x)=g(t,y)+G, (t.x)(x-y)+¢(t.y)-¢(t.x), x=yvex yOQ
Yine (Bs) ten

(4.1.2
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N(t,x)-N(t,y)<sL(x-y), & sy<sx< B, (4.1.3
Simdi asagidaki bglangi¢ dger problemini (BDP) ele alalim.

u = f(t+s,d,)+gt+n7,4a,)+ht+7,u)
A F 640, Ao WG €+11, Bo =@ €411, Bo -, (411, ,)|(u=a )

=M (t+/72 U, ,5’0) U €y )= X, ( 4.2)
Dikkat edilirse yukaridaki diferansiyel denklemn(t +7,, u) den dolay! lineer

degildir. Bu teoremde (4.1.1) in tek ¢c6zimine nonlmdderansiyel denklemlerle

yakinsayac@z.

Gosterebiliriz ki, ve BO (4.1.4) Un sirasiyla alt ve Ust ¢oztmleridir.
a,' < N(t,a,)
< N(t+7,,a,) cunki N, t de herx icin azalmaye.
a,(t) < N(t+77,,0,)
= £ €+, B, ) g(t+0, @) +h(t+7,8) =M (t+7,8,d,5 )

a6 =X

Su halded, bir alt céziimdur. Benzeekilde,
By (©) 2 N(t+7,, 5,)
By (1) 2Nt +1,,B,), n,>1,
=t (+17, By ¥ o(t+n, By)+h(t+n, B))
By ()2 T (t+0,,a,)+F,(t+0,a,)(B,-a )
+o(t+n, @) -o(t+n, B,
+g(t+n, @) +G,(t+n, B,)(Bo-a)
v (t+n, @) -w(t+n, B,)+h(t+n, By
2y

By ®) 2 £ (t+1,,8,)+9(t+7,a,) +h(t+7
+ R (t+7, @) +G,(t+n, B )cox(t+f72 o)~ (t+1,a9|(Ba

= M (t+,72 ’IéO dO EO)
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burada (4.1.2) ileQ tzerindeg, in artan vgy, in azaloldugu ger¢gini kullandik.
Bu sebeplef,, (4.1.4) icin bir st ¢ozimdar.

Sonu¢ olarak Teorem 2.1.3 ten dolayr (4.1.4) @yt) gibi bir ¢o6zimu
mevcuttur  dyle ki d,(t) < dy(t) < By(t), tO[tete+T]. M Lipschitz sartini
sggladigindan g, (t) tek cozumddr.

Asagidaki balangic dger problemini ele alalim.
V=1t +’72lﬁo)+ g(t +,72’EO)+ h{t+7,V)
R 6+, 8 ¥ G (+17, Bo =@ (41, Bo w0, t+11,8,)|(v-5) .

= K(t+7, v,y .5) V €)= %, (4.2)

Simdi 4, ve,@0 In (3.1.5) in sirasiyla alt ve Ust ¢cozimler @dou gorelim.

By ()2 N+, B,) = Tt +17,,8)+ 9t +n,B)+ht+17 B
= K(t +17, Eo do Eo)
Ayrica
y(t) < N(t+7,.d,)

=t (+m, Gy g+, 4o )rhi+n,a,,
ay(t) < £ (t+17,,B,) = F (t+17,0,)( By~ )
—g(t+n, @)+ o(t+n, Bo)+o(t+n, B)+G,(t+n, B)(a B
+y(ten, B)-w(t+n, @)+h(+n,a,)
ay(t) < F(t+17,,80) + 9(t+77,,B0) + it 477, )
+[F(t+7, @)+ G, (t+n, Bo)-a(t+n, B)-w,(t+n.@)| (@, B
=K (t+n, @ @, B
burada (4.1.2) ile Q iizerindeg inartanvg, inazal olduu gerce

kullaniimstir.  Bdylece a,(t), (4.1.5) icin bir alt ¢6zimdir. Bu sebeple

Teorem 2.1.3 ten, (4.1.5) ity (t) < Bi(t) < By(t), tO[t,,t,+T] kosulunu sglayan
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B,(t) gibi bir ¢ozimii mevcutturK Lipschitz sartini sgladigindan B,(t) tek

¢Ozumdur.

simdi @,(t)< B,(t) oldugunu gbsterelim. Bunun igind,(t) ve £,(t) nin
sirasiyla alt ve ust ¢cozumler olduklarini gosteneli

dy(t) S@,(t) < By(t), tO[teto+T]  oldugundan  sagidaki  sitsizlikler

yazilabilir.
a, = f(t+n,a,)+gt+n7,a,)+ht+n,4a)

HF 6477, 86 ¥ G, €410, By =@ €+, Bo -, (+0,d )| (G - a )
<ht+n,8,)+ f(t+7,a)-F (t+n,8)(@,-@)
—g(t+n, a,)+o(t+n, @) +9(t+n,a) -G, (t+n,a)(a -a,)
Wy (t+m, &) -w(t+n, 4,
HE A+, 8.+ G b+, By -0 C+11, Bo -, (+1,0,)| (6 -a )
< F(t+,,8,)+ @ +0,B.(d,-a0) -G, t+1,8.a,~a )
g(t+n, @) N E+n, @, g, (+n,d,(d,-a,)
G, 641, By )@ €41, Bo ), 41,4, (6,-a )
<N(t+n,.4d,)
Q tzerindeG, iley, inazalanvg in artan gdwercagi ile (4.1.2) ifadesi
kullanildi. Benzer yontemle
B = F(t+0,,B)+ 9t +1,B,) +h(t +1,8)
B 6477, 8, )+ G+, By )@ €+, Bo -0, ¢+11,4,)|(B.- B
> f(t+77,.8) = F(t+1,.8)(Bi= Bo) + ot +11,.8) - ot +11,8 )
s(t+, B) =G (t+17, Bo) (B~ Bo) + & (t+11,. Bo) -0 (t +17,, B)
e+, B F, €+, @, )G, (+1, Bo)

L t +17, uéo )‘lﬂx t +17, ﬁo)](ﬁl_ﬁo)
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B zht+n,,B)+ f(t+n,8)+9(t+7,.5)
~F(t+7, B)(B.~ Bo) - a(t+1.B)(Bo= B)-w.(t+n.8) (B B)
R 6477, 8,)-@ ¢+, B, ¢+, 8,)|(B.- B
B2 N(t+n,,5)
Q tizerindeF, in artan oldgu gerc@i ve d,(t) < B (t) < By(t), tO[tot+T]
ile (4.1.2) sitsizlikleri kullanildi.
Teorem 2.1.1 ded, (t) < B(t), t0J =[t,,t,+T] dir.

Sonug olarak

0,(t) < @,(t) < By(t) < By(t), tO[t ot o+ T].
Matematiksel timevarim ilesagidaki ssitsizligin dogrulugunu gosterelim.

at)<at)<...<a t)<ad,. )< Bb,.,.0)<B t)<..<b,t)< B .t) tOJ.
Bunun igin gagidaki balangic dger problemini ele alalim.
u'=f(+n,a,)+9t+n,a,)+ht+n,u)
AR 6+, 8,4 G, €411, B, » @ 6+11, By, 4, 4, ) (u-a,)
= M (t+n,ua, 8) ut)=x, (4.2)

n>1icin d,(t) <@, () < B,(t) < Bo(t), tOft,,t,+T] esitsizligini distnelim.

0o(t) < 8, (1) < B14(1) < By(t), tOJ
oldugunu gosterelim. Bunun icirsagidaki ifadeleri goz énune alalim.
a, = f(t+n,.a,,)+9t+n,a, ) +ht+7,4,)
R b+, 8,046, €41, B,,)

@+, B )0, 0, 4,,)|(0, ~ )
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< f(t+’72 ’dn)_Fx (t+’72 'dn—l)(dn _dn—l)_(o(t""?z’dn—l)"'(o(t+’72ﬁn)
wg(t+n, 4,)-G,(t+n, @.)(a, -a,,)+y(t+n, 4,)-w(t+n, 4, )
+he+m, 8,4 F, €477, 8, 4G, €+, B,y)

_¢x¢+,72 IBn 1) /8 ¢+/72 —1)]( )

gy < f(t+n,0,)+9(t+7,a,) +ht+7,0,)- G (t+7,4,)(
+Gx(t +1, ﬁn)(dn _dn—l) @ (""72 vén—lxdn _dn—l)

+y, t+n, 4., \a, -a,)-g t+n, B, \d, -4, )
_l// ¢+,72 nl)(a 0' )

a,—a,. 1)

= f(t+7,,a,)+g(t+7,d,) +ht+n,a,)
=M(t+n,4, 4,5
Q UzerindeG, ileyy, inazalanwg in artan @dwercei ile (4.1.2) ifadesi
kullanildi. Bu nedenled, (t) (4.1.6) nin bir alt ¢gozimuddir.

Benzer yéntemlq@n(t) nin bir st ¢6zim oldiunu gorelim.

B =t (t+m,,8,.)+ 9t +7,.5,_) +ht+17,0,)
HF 47, 3,4 G, €411, B,y)
~- % (f +1, ﬁn-l)_wx ([ +17, ﬁn-l)](/én _Bn-l)

Bz F(t+00,,0,) + F (t+10,0,)(Bra= 0, ) + @t +77,,0,) 9t +77,.8,))

+g(t +1, ﬁn) +Gx(t +1, ﬁn—l)(ﬁn—l_dn)_w(t +17, »én-l)“//(t +’72ﬁn)
N+, B ) F €40, B0 G €+, B

_(ox(t+,72ﬁn1) Y, t+n, nl)](lg /8 )



2 f(t+n,4,)+

6+, 4

+G, t+7, B,

_‘/I ([+/72

~—@ ([ +1, !Ién—l

Bz f(t+n,.4,)

+@ t+1, B,
2

g, L+, a,

B, =

e
NB.-a,)+G, t+1, 8.\ B, -

g(t+1,.8,) +ht +1,,8,)+F (t+1,.4,)( B~ a,)

)_(ox €+, ﬁn—liﬁn—l_dn)

"Qz

)

i B @) -, (t+1,.8,)( B, - By)

\A.- )

+g(t+m,.a,) +ht+n,.8,)-F (t+1,.4,)(a, - B,)

)-G, t+1, B, )a. - B.)

\a.- 5,
Ao~ £)

f(t+n,.a,)+g(t+n7,.a,)+ht+n7,.5,)

+[F(t+m, a

4.)+G b+, B )@ C+m, B - w, €+, 8,)|(B, -

=M (t+7,.5,.4,.8,)
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Ql

Sonugcta Teorem 2.1.3 ten (4.1.6) mdn(t) <4,,, < ,8 (t), tO0J kosulunu sglayan

a..,, gibi tek bir ¢6zimu mevcuttur. O halde bengilde gosterebilir ki

dn(t) < En+1(t) < Bn (t) dlr
Geriye d,,,,(t) <

islemleri takip edelim.

B...(t), t0J oldusunu géstermek kaliyor. Bunun igigagidaki

an+1 = f(t +02’ﬁn)+ g(t +02’ﬁn)+ h(t +,72'dn+1)

a,., <

n+l —

{F, (41, 4,

f(t+17,8,,.) -

WG+, By @+, By 0 (40, @, )(d,e -

(t+’72 n)( 2 f ) ¢(t+/72 ) W(t+f72,§'n+

+ g(t +,72 ﬁn+1) +Gx(t +,72 ﬁn+1)(ﬁn _ﬁn+1) —(,[/(t +,72dn)
+¢I(t +,72 ﬁn+1)+ h ( +,72 ﬁn+1)

{F, (+n, 4

WG, B @ (i, By r 0 (t4,,6,) (8

a,)
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dr’1+1s N(t +,72’ﬁn+1) +¢§<(t +,72’Bn)(ﬁn+1_ﬁn) +¢Ix(t +,721ﬁn )(dn+ 1_ dn)
_Gx (+,72 ﬁn an+l_dn)+Gx (+,72 Bn an+l_dn)
_@ (+,72 Bn Xﬁn+1_ﬁn)_wx (+,72 ﬁn an+1_dn)

= N (t +,72 ’ﬁn+1)

Buised,,,(t) in bir alt cozumu oldgunu soyler. Benzer bicimdg, ,,(t) de bir Gst

n+l

cozUmidir. Teorem 2.1.1 den,, (t) < B.,,(t), tOJ dir.

Dolayisiyla batim degerleri icin

at<at)<...<a_,0)<a t)<B,t)< B, ,t)<..< B t)< B, ¢t), tOJdir.

Standart tekniklerden [Ek 1] gosterebiliriz ki{, ()} ve{B, t} dizileri
dizgiin ve monoton olarak
X(t) = N(t+7,,%), Xt,)=X,
diferansiyel denkleminirf((t) ¢Ozimune yakinsas =t + 77, degisken dongumdi
yapilarak bu ifadesagidaki bicimde yazilabilir
X =N(s,X), X(S)=X,-
Son olarak bu yakinsamalarin ayni zamanda ku&dttigunu goérelim.

Bunun icin gagidaki sitlikleri ele alalim
pn+1(t) = )?(t) _dn+1(t) 2 O
qn+1(t) = :Z?nﬂ(t) - )~((t) 2 O
Dikkat edilirse p,,,(t,) = q,.,(t,) =0.
Praa(t) = X (1) — a4 (1)
=fftm X g(+n, X)}rh{+n,X)
- f (+,72 ﬁn )_g (+,72 ﬁn )_h (+,72 dn+1 )
~[F 40, @, G, (+11, B,y @ 411, By Y, (+0, @, )(G,.1m4,)
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Pra() = F(t+7,,%) -t +17,, %)+ @t +17,.4,)
—F{+n, @ }¥G(+n, K Py (+n, X)
+Y+n, @, YrG(+n, @ ¥hi+n, x yhi+n, .., )

~[F ¢+n, @, WG, (+n, B, y @ (+1, B) -, (t+17,.0,) (a0 - 4,)

Pra ) S F (t+7,,X)(X=a,) = @t +17,, %)+ ot +17,.8,)+ G, t +17,4, ) (X-a.)
Y, @ @ (H1, RORK(R=000) ~F, (417, @, a,.,-4,)
-G, (+n, B, 14,..-a,) 4 (+n, B, 14,.,-4,)
W, (+n, @, 14,.,-4,)
<F (+n, X[x-a,)=F, (+1, @, [%-a,)=F, (+1, &, {G,..~X)
+G, (+1, @, [x=a,) =G, (+1, B, {%-a,) -G, (+1, B, {8,.. %)
—@ (+n, @) (X=a,)+@ t+n,,B,)(x-a,) + @ t+17,,8,)(a,..~X)
Y+, K X-4,)+y, (41, @, [x-4,)

+¢Ix (+,72 ﬁn Iﬁn+1_)~()+k()~(_a~ln+l)

Dha (1) < Fy (t+77,,0) (X =, )" + F, (t+77,,0,)Pp =~ Gy  +12,.9)(%~4,) (B, - 4, )
+G (+0, B, Pou+ @ (40, € [%-0,)(B,-3,) -0 (+11, B, Do,
~ Yo (1, 0 %-8,) — ¢, (41, @, P+ K(%-4,)
=F, (+17, 0. -G, t+n, ¥y p,(p, +0,)

+F (+/72 pn+1+G (+,72ﬂ pn+1

+ @ (417, € P, (R0 +0)— 0 (412, 51 P

_':¢x (+,72 Bn )+wx (+/72 ﬁn ]pn+l+k pn+l

burada o, 0(&,,%) ve{,yD(c?n ,[a’n)dir.

[Tl <A @] <B. |94 <C. | <D, |f.[<E. g <N.|g| <R, velg|<S

olarak belirlenirse
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p.(t)<(A+B+D)p2+(C+D+B)p,(p,+q,)+(k+E+2R+N+2S)p,,
<(A+B+D)p2+(C+D+B)= (Ep +qn) (k+E+ R+N+ B)p,,

=Vp,> +Uq,* +Wp,,,

V:gC+gD+A+—gB, U :—;(C+D+B) veW =E+ R+N+ B+k

sonucunu elde ederip,,, (t,) = 0 ger¢ei ve Gronwall gitsizliginden

t
pn+1(t)sJ'ew(t's)[Vpnz(s)+an2(s)]ds ifadesinden arzulanan sonuca sula

eWT _ N ~ _ 2
Yani; tEr[rt1<'31I§Ts|x() @ )< W [qu%ﬁxt()—an t(|3+um[&§ﬁ A t(ﬁxt4)}

Benzer yontemle
O = Bra () = X' (1)

=f ¢+, B, )+ g t+n, B, rht+n, B..)
{F (+n, @, %G, (+n, B, F@ (+n, B, yw, (+n,a, }(B..-B.)
—fé+n, X)»-gt+n, Xy-ht+n, X)

=F €+1,,8,) - @t +1,,5,)~F t +17,,9)+ @t +17,,%)
*GE+, By w4, B G+, Xy (407, %)
+h€+n, Bui )-hE+n, X)
R (4, 4, G, (+0, B, @ (+11, B, Y, (+11, @, ) (8™ B))

Groa < Bt +17,.8,)(B, - %) - @t +71,,%)(B, - %)
+G, (+,72 Xxﬁn _X)_wx (+’72 'én Iﬁn _)~()
(B = %)+ F (41, @, (Brs=B) + G, (+11, B, {Bra- )
0’

~@ ¢+, BB - B)-w, (+n,
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6, (+n, X\ B,-%X)-G, (+n, B, |B,-%)+G, (+1, B, {B..~ %)
~@ +n, X\ B, =)+ @ ¢+, B, B =%) =@ (+1, B, B )
-y, €+, BB, - %)+, ¢+, 4, B, - %)

(B =X) =, t+1, @, B = ¥)

=F, ¢+, o B, -X)(B, -, )+ F, ¢+, @, B, - %)

=Gy 6+, ¥ B, ~%)(B, - )+ G, ¢+11, B, (B~

+@, ¢+, E\B,-%X)(B -%)-a ¢+, B, B~ %)

~Wo 6+, 0B, = %) (B, - ) -, ¢+10,,0,)(Brs = X) +K(Brn— %)

q:1+1 = Fx(t +,72’Bn)(lén - )~() - Fx(t +,72’C~rn)(g )+ F (t +,72 an)(lén+l_ )~()
1

=Fo €472, 0P (P, +0,) =Gy (477, Y B +F, (477, G, Py
+Gx (+,72 !Bn ):In+1+¢xx (+,72 E)-']nz _wxx (+,72 [7 ):‘n(pn +qn)
~-@ (+/72 uén ):In+1_‘/lx (+,72 ﬁn ):]n+1 +kqn+1

Oa <(A+B+D)q,(p, +0,)+(C+D+B)qg,” +(k+E+2R+N+29)q,,

<(A+B+ D)%(pn2+ 3),°)+(C+D+B)qg +(k+E+ R+N+ B)q,,

A+B+ D)% pn2+(l;’A+—2D+C+—gqun2 +(k+E+2R+N+2S)q

n+1

qr'1+1 s (glqn2 + R1an + Sl n+1

burada

Q1=SA+—2D+C+gB, Rlz—;(A+B+D), S=k+E+R+N+ 3

olarak segilmgtir. q,.,,(t,) =0 gerc&i ve Gronwall gitsizliginden gagidaki ifadeyi

elde ederiz.

t
q:‘|+1 < jesl(t—s) I: Rlan (S) + qunZ(S):' dS
fo
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buradan arzulanan sonug ise elde edilohir.

maks
Oty to+T]

Bra €)X }S%T[quq}gﬁﬁi (ra, ([j+Q  makes, t (%t 42)}

Bu teoremde (4.1.1) klangic dger problemine kuadratik yakinsayan ve
nonlineer diferansiyel denklemlerin ¢ozumleri okdhve Ust diziler olgturulmustur.
Asagidaki teoremde (4.1.1) in tek ¢6zUmine elemanlaneer diferansiyel

denklemlerin ¢ozumleri olan dizilerle yakimcaktir. Ama bu defa yakinsama yari-

baslatilarak Teorem 4.1.2 yeniden ele alighmi

Teorem 4.1.4:Teorem 4.1.3 Un hipotezlerine ek olarakgadaki (B4) hipotezini de

kabul edelim.
(Bs) h(t,x)=h(t,y)=-k(x-y), k>0 buradaxzy, x,yOQ.

Bu takdirde lineer diferansiyel denklemlerin ¢ozérnolan byle{ d'n(t)} ve
{Bn(t)} monoton dizileri mevcuttur ki bu diziler (4.1ih)tek ¢6ziimi olar(t) ye

[so,so +T] Uzerinde duzgin ve monoton olarak yakinsarlarig&bu yakinsama

yari-kuadratik yakinsamadir.

ispat: B,(t) = B,(t +n,) oldugundan
Boty) = BT zatg=afty) vef, (1) = N(t+1,5,), ty<t<t,+T.
(Bs) ten F, (t,x) = 0 veG,, (t x) < Colusundan
f(t,x)=f(t,y)+F(t,y)(x-y)+ot,y)-¢(t.x),
g(t,x)=g(t,y) +G, (t.x)(x-y) +¢(t.y)-¢(t.x),

x2yvex,ydQ . (4.1.7
Yine (Bs) ten

N(t,x)-N(t,y)sL(x-y), d,<y<x<p
Simdi asagidaki bglangi¢ dger problemlerini (BDP) ele alalim.
a, (t)=N(t+n,,a,) +[Fx(t+/72,c70)+GX t+7,8,)
~@ 1, By Y, (11, G, Y (d,-a)

a,(t,) =X, (4.1.9
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ﬂl’ (t) =N (t +/72’ﬁo) +[Fx (t +’72'do)+Gx t +’72’Bo)
g t+n, By Y, (+n, a4, Y K]|(Bi-B,) .
Bto) =% (419

Simdi &, (t)<a,(t), tOJ =[t,+t,+T] oldusunu gosterelim. Bunun igin

a, (t) fonksiyonunu olgturalim. Aciktir ki p(0) = 0 dir.

©
—~
~t
~—

I
~ Ql

o

—
—
~—

|

<N(t+77, ,) = N(t+7, ﬁO)_[Fx €+, 800G, €+17,5,)
-@ (+1, Bo Y, (+n, d, )_k:l(ﬁ1_ﬁ0)
TF 417, 8, G, (417, Bo @ (411, Bo », (40,0, )-K] p

bu sonug bizep(t) <0 oldugunu verir. Buradard, (t) < &, (t), t0J =[t, +t,+T]
dir.

simdi p(t) =a,(t) - B,(t) ifadesini tanimlayalim. Buradan

IN

N(t+7, &) 4 F, €+, @ G, (+11, B,)
0, (+11, By yw, (411, @, yk|(a,—ao)-N(t+7, B))
ayrica
“N(t+77,,8,) = =1 (t +17,,80) = 9t + 71, Bo) =t + 17, B)
“N(t+7,,8,) < =1 (t+7,8,) - F, (t+1,.8,)(Bo—a
~g(t+n, a,)+o(t+n, A)
—g(t+n, @) -G, (t+n, Ar)(B.-a,)
~y(t+n, &) +@(t+n, B)-hten, B
<—f(t+n, c?o)—[FX (t+n, @) - (t+n, Boﬂ(/}o-ﬁo)
~9(t+17, @) =[G, (t+7, Bo)~w.(t+1, @) |(Bo-a )
~hten, B )-
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bu ifadeyi yukarida yerine yazarsak

p'(t) < N(t+77,,0) +[ F, (¢ +77,,80) + G, t +77,,B,)
@ (410, By Y, (+17, @, yK](d,-a,)
~f(t+n, ﬁo)—[Fx(t+/72 a)-a(t+n, ﬁo)}(,go_do)
~9(t+, @)~ | G,(t+m, Bo)~w,(t+1,d0)|(Bo-a )
—ht+n, 5,)

SN(t+77, do) 4 F, €+, @, 1+ G, (411, B,)

@ (+11, By, (411, @ YK |(a,- )
—f(t+n, ﬁo)—[Fx(tH]z a)-a(t+n, /3’0)}(30-670)
~9(t+, @) ~| G, (t+7,. ) ~w, (t+1m,.0,) |(Bo- )
~h(+n, @ Y k(B,-a,)

<[Fo b1, 8+ G, 6471, Bo F @ €+11, By » 0, (+11,0 5 )k | p

bu sonuncu vep(0) < 0 olmasi bizep(t) <0 olmasini yani, (t) < A3, (t) olmasini

verir. Benzer bigimde gésterilebilir ki, (t) < £, (t) < 5, (t), tOJ dir,

simdi 4, (t) < 5, (t) oimasini ispatlayalim.Bunun igind, (t)ves (t) nin

(4.1.1) in sirasiyla alt ve Ust ¢ozimleri gildau gostermeliyiz. (4.1.8) ifadesini

kullanarak gagidaki sitsizlikleri yazabiliriz.

a; (t) = N(t+17,,00) +[ F, (t +77,,06) + G, (t+77,,8,)
@ (+11, By -, (1, @, yK](a,-a,)
=[f(t+m, @) +F (+n, @, (a,-a,)]
{a(t+n, a,)+G, (+n, B, |a,-a,)]
—k(a, =) = g (t+17,. By) (@, - )

-y, (+’72 ﬁo Idl_do)"'h(t""?z ﬁo)
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Simdi @, 2 &, olmasi ve (4.1.7) den
F(t+m,, @) 2 £ (t40,,00) + R (47,0 )(a1=a o + ot +7,0 =@t +17,0 )
ft+ 1)+¢(t+f72ﬁ1)—¢(t+f72ﬁo)2 f(t+n.a)+F (t+n,a4(a-a)

9(t+77,,0,) 2 9(t+7,,@0) + G (t+7,@ ) (@ =G )+ (t+7,0 J-@(t+1 ,0)
Q(t+17,,0,) + (t+1,,0,) ~ (t+1,0 ) 2 9(t +77,,0,) + G, (t +17,,0,) (a0, a )

ayrica(B,) ten

elde edilen bu ifadeler yukarida yerine yazilirsa

t)<[f(t+n,a)+p(t+n,a,)-t+7,a,)]
+{g(t+m, a)+w(t+n, a)-w(t+n, a,)]

+h(t+/72 ﬁl)_(ﬂx (+/72 Bo Idl_do)_wx (t+/72 ﬁ])(dl_d()

a (1) S N(t+7,,0,)+@t+n,B)a,~a)-gt+n,B)(d,-a)
~¢ (t+n, a)(a,-a,)+w,(t+n, a,)(a,-a,)

=N (t +1, ﬁl)

Yukarida (4.1.2) ileQ Uzerindeg, in artany, in azala oldugu gercgi kullanildi.
Benzer yontemleB, = N (t +/72,,[§’1), B.(t,) = X, dir. Dolayisiyla
Teorem 2.1.1 ded,(t) < ,Bl(t), tdJ elde edilir. O halde son olarak

a,(t) < @,(t) < By(t) < Bo(t), tOJ

esitsizligi yazilabilir.
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Teorem 4.1.3 de ya@miz gibi indiksiyonla gosterebiliriz kin>1 icin
ﬁo(t) s ﬁn(t) < :[;n(t) < ﬁo(t)’ t D ‘J dlr Slmdl pn (t) = é’n(t) _ﬁn+1(t)i pn (O) = 0

fonksiyonunu tanimlarsak

Bh (1) = @,(1) - @, (1)
=N(t+7, @,.) 4F, (+7, @, }G, (+7, B,
@ (+17, By, (40, 4, - K](a, -4, )
- N(t+77, @)= F, (+7, @ ¥G, (+1, B, )

@+, B) =0, +11,,0,) =k (&~ )

Yukarida ki aitlikte

N(t+77,,d, )= N(t+7,,8,) = T ¢ 7,8, )+ gt +7,4, )+ht+n,4, )
—fttn, a, rat+n, a, rhi+n, a,)
f(t+n7,@,)= ft+m,a,)+F (t+n,a._)(a, -d,)
+ot+n, a,.)-¢(t+n, q,)
ft+n,ad, )- ft+n,a,)<-F(t+n,a,_)(d,-a,._)+a(t+n,a,)(d, -4d,.)

9(t+7,,d,) 2 g(t+17,.@,.,) +G, (t+17,.d.)(a, - a,.,)
+@(t+n, @) —y(t+n, 4,)
9(t+7,,0,.) - 9(t+7,.4,) < -G, (t+n,.a,)(a, - a,.)
+Y(t+n, @,.,)(d, - a,..)
h(t +1,,G,) it +17,,d,,) 2 ~k(8, - @,_.)
~h(t +1,,@,) +h(t +1,.@,.,) < k(d, - a,_,)

N(t+,72’dn—1)_ N(t+,72’ < I:F t+,72 n- (t+,72 n)+G (t+,72 n)

)~
1)~k (@, - a0

_l// (t +/72

son gitsizlik yukarida yerine yazilirsa
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o, (1)< -[F (t+7,.0, ) - @ (t+7,,4,) + G, (t +1,.4,)
@ (t+n, @) -Kk](d, -a,.,)
{F 47, @0y WG, (411, By ¥ @ (41, By
@, (+11, @y YK|(@, -0
~[Ft+77,.0,)+G,(t+1,.B,) - +11,.58,)
@, (+11, @, ¥ K]( - 3,)
<-[F(t+n, A)-@(t+n, 4,)+G,(t+1, 4,)
Y, (t+n, @,.,)-k](a,-a,.)
1R (t+n, @) -a(t+n, an)+GX(t+/72,c7n)
~y, (t+n, @,,)-k](4,
+[F (40, @ ¥G, (+11, B, r @, (+1, B,)

Y, (+1, &, Y K|(@,-a,.)

P, (1)< [Ft+7,.8,)+ G, +11,.B8,)- 4.t +11,.5,)

_wx (+,72 an )_k](dn _an+l)

Yukarida (4.1.2) ileQ Uzerindeg, in artany, in azala oldugu gercgi kullanildi.

Bu ise p, (t) < 0 oldugunu soylerSu halded, (t) < 4,.,(t), t0J dir.

Simdi &,,(t) < [3’n+1(t) , t0J oldugunu gosterelim. (4.1.2) kullanilarak
0= N(t+17,,8,) + [ F t +7,,8,)+ G, +1,,8,)
g ¢+n, B, rw, (+n, a, »k|(a,.,-a,)
<[f(t+7, @) +F €+, 4,00, ~4,)]
+[g(t+7, @,)+G, t+1, B, (0, -a,)]

(@ ¢+, B+, (t+17,,0,) |(8, = G,) +h(t +1,,4,,.)
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Ty <[ F(E+770,000) + At +1,,G,,0) — @t +17,0,)]
t9(t+m, @) +@(t+n, @) -¢(t+n,4,)]
~@ 6+, B, @~ a,) =, (+1, @, \@,.,~d,)+h(t+7,4,.)
< f(t+n, 4,.)+@ t+n,8, 0. a,)-@at+n,,8)(d,.-a,)
g(t+17, @oud) * ¢ (417, 8, Y G = )~ (417, 8, {8,.1-G,)
+h(t+n, 4,.,)
N(t+17, Frr) . Grr G F X

Yukarida yap@iimiz gibi benzesekilde 3., = (t +/72,,[~>’n+1), B (to) = X, Oldugu
gosterilebilir. AyricaN (t, x) in Lipschitzsartini sglamasindan dolay! Teorem 2.1.1

dena . (t) < B...(t), t0J sonucunu elde ederiz.

Matematiksel timevarimla

oldugunu buluruz.
Standart tekniklerden [Ek 1] gosterilebilir ki{a, ()} ve{4, ¢} dizileri
dizglin ve monoton olarak
X(t) =N(t+7,,%), Xt;)=X%,
diferansiyel denkleminirk(t) ¢ozumuine yakinsas =t + 7, degisken déngumd ile

X =N(s,%), X(%)=%

elde edilir.

Son olarak yari-kuadratik yakinsamayi gosterelim.

Oncelikle p,,,(t) =X(t)-4,.,=20ve q,, = ,8n+1 X(t) fonksiyonlarini ele
alahm. Aciktir ki p,,,(t,) =q,.,(t,) =0 dir. Ortalama dger teoremi ileF,, ¢, ve
G,.,y, fonksiyonlarinin sirasiyla artan ve azalan olnsabebiyle sagidaki ifadeler

yazilabilir.



Pha(t) =X (1) -y
=N(t %)-N(t+7, @,)~[F, (+1, &, ¥G, (+1, B, )

~g (+1, B, Y0, (+1, @, Yk |(d,..~4d,)

= (+7, X g+, K }hi(+n, Xy (+n,4,)
gt+n, a,)-ht+n, 4,)
W+, XY (+n, K ret+n, &, Yy (+n, 4, )
@+, Ky (+n, X }ro(+n, a, ¥y (+n,4, )
~[F. (+1, @, ¥G, (+11, B, ¥ @ (+11, B)

Y, (+n, @, yK|(d,.-4,)

<[F ¢+n, X»F t+n, 4, }+[G (+n, X G (+1, 4, )
+k(%=a,)-g (+n, 4, (x-a,)-, (+n, x [%-a,)
[ F (17, @, ¥ G, (411, B, ¥ @ (+17,,5,)
@, (+n, @, ¥ K|(d,.,-4,)
oldugundan
- +n,.a,)(x-a,)+g t+m,.5)(%-a,)

=[@t+m.B)- gt +n,.0,)](x-a,)

=g, (t+n,.0)(%-a,)(B, - a,)

Y, (t+1,, %) (X-a,) + @, (t+n,,8,)(%-a,)

=g, (t+n,.8,) -y, (t+,, %) (%-4a,)

=—y, (t+n,, 1) (%-a,)

olduklari g6z 6ninde tutulup yukarida yerlerineiyesa
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pr"|+1(t) < Fx(t +’72’)~()()~(_dn) +Gx(t +’72'dn)()~(_dn)
+g, (+1, 8 {x-a,)(B, - a,)

_wxx (+,72 /’I I)N(_d,n)2 _[Fx (+,72 ﬁn )+Gx (+,72 ﬁn .

QA

~@ (+/72 Bn )‘ll/x (+,72 ﬁn )_k](ﬁn+l_)~()

-[F t+m, 8, G, t+1, B, )](x-a,) + X(%-a,)

pr’1+1(t)s Fxx(t+’72'y)()~(_dn)2_Gxx(t+/7210)()~(_dn)(/én _dn)
2 (+’72 H Iy(_d'n)2
~[F ¢+, @, WG, (+1, B,y @ (411, B, )

3

)

-, (417, @, FK|(@n, —X)+ @, (+17, 8 {x-4,) (B, -
+ X(x-4a,)
Bha(t) = [Fo € +77,0) ~ 0, € + 1,12 (%= 6,)°
+[@, (+n, 6 ¥ G, (+n, 0 )(%-a,)(5,-4a,)
H{F G+, @, ¥G, G+, B, Y@+, B, )

@, (40, @, Y K|(x-4,.,)+ R(x-4a,)

ph.(t)<(A+B+D)p,’+(B+D+C)p,(q,+ p,)+2kp, +(E+2R+T + 25) p,,,
<(A+B+D)p2+(B+ D+C)%(qzn +3p? ) +(E+2R+T +25)p,,, + Zp,
=Np,” +Wo", + Mp,.., + Xp,

[fol <A @] <B. |u| <C. || <D, [T/ <E. [0 <T.|@a| <R, vey| < S

olarak belirlersek burada

N=A+§B+2D+§C¢O,W=—;(B+C+D),M =E+2R+T+ XS,

Gronwall gitsizliginden
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Poa(t) < Jt'e”' 91Wa,’(s) + 2Np,?(s) + 2kp, (s) ] ds

to
yazabiliriz.

Sonug olarak

MT

€ )-d, € )< [2\1 maksx t( 4, t()+w  makk3, t Oxt()

M tte to+T Oty to+T]

maks
0ty to+T]

Oty to+T]

+ k2 malst €, t @)
dir.

Simdi {,@n (t)} dizisinin yari-kuadratik yakinsak olgunu gosterelim.

qr'1+1 = ,Br:+1 - X’(t)
=N(t+7, B,) 4 F. €+, @, #G, (411, B,)
@ ¢+, B, -0, ¢+, @, k(B - B,)-N(t+n, X)

=t €+, B, )r9t+n, B, xhi+n, B, - (+n, X9+, %)

—h €+, Q)+t +17,, ) + @t +17,,%) = Pt +17,.8,) - ¢ +17,.5,)
—@t+n, X)-@ t+n, Xy et+n, B,y t+n, B,)

{F, ¢+, 8, %G, (+m, B,y (+m, By, (+1, @, ¥ k|(B..-B,)

Oy <[ FE+77,,8,) = F(t+17,,%) |+[ Gt +17,. B,) - Gt +17,,%) | + k(B - %)
~g t+n, X\B, - %) -y, ¢+, B, B, -
R 6+, 8, 4G, (+11, B @ ¢+, B,y (40, @, 1 k(B B)

<F(t+77,,8)(B, - %)+ G, t+1,.%)( B, - %) - @t +17,.%)( B, - X)
v t+n, BB ~X)-w, ¢+, BB, - %) +w, t+n, 4, (B, ~¥)

+[Fx ¢+, 4, G, (+1, B, )](f(—[;’n)+ 2<(/3’n —y()
{F 0, 8,)+ G+, B) =@+ 11, B) =0, ¢+ 11,,0,) = K| (B = %)
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Grs (t) S[Fult +77,,B) - Fot +77,,0,) (B, - %)

+[G, €+m, X)-G, €+1, B,))(5,-%)
v, ¢+, 6B, —%)(B, - %) ~w. ¢+, B -%) (5 -a.)

O (1) <[Fut+7m.0) =0, +m,.10) (B -%)(5, - 4,)
@ €+, 8)-G, €+, (B, -%)(B, - %)+ %(B,-%)
+[F 647, 8, 4G, €411, B,y @ ¢+, B, -, 41, @, »k](B..—%)

qr'1+1S(A+B+D)qn(pn +qn)+(C+D+B)qn2 +(k+E+2R+T+ZS)qn+1+ Z(Qn
<(A+B+ D)%(pnz + 37In2)+(C+D+B)qn2+(k+E+ R+T+ B)q,,, + Xq,

=(A+B+ D)% P, +8A+—2D +C+—gqun2 +(k+E+2R+T +2S)q,,, + q,

qr'1+1 s an2 + F)qn2 + Qqn+1 + 2kqn

Gronwall aitsizligini kullanacak olursak

maks
0ty to+T]

~n+1()—>~<(}sé)—T[23 makdg, (> xt(|)+R_makkt (94, t {)

Q tOty to+T] Oty to+T]

+ k2 makB t(-)'(t@)

Oty to+T]

Bu ise yari-kuadratik yakinsamay! ispatlar.
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5.SONUCLAR

Bu tezin 3. ve 4. bélumleri Kuasilinerizasyon il&gili yeni sonuclar

icermektedir.

Bolum 3 de yapilan ¢aimalar da gorulmgiar ki, f fonksiyonu; sg tarafi
biri konveks dgeri konkav olarak secilen iki fonksiyonun toplanigitminde verilen
nonlineer problemlere gkin Teorem 3.1.1, alt ve Ust ¢cozUmleringlagic zaman
farkiyla verilmesi durumunda Teorem 3.1.3 de yemidecelenmg ve sonuglarin

birbiriyle uyustugu gozlenmgtir.

Bolim 4 de ise ayni teknil fonksiyonu; sg tarafi konveks ve konkav
karakterli olmak zorunda olmayan iki fonksiyon ver liiciinci de Lipschitz
fonksiyonundan olan ¢ fonksiyonun toplami biciminde verikmolmasi durumu
incelenmgtir. Burada bulunan sonuclar alt ve Ust c¢ozamieiankli baglangic
sartlarina sahip olmasi durumunda yeniden ele ayinmpschitz fonksiyonun tek
tarafli olup olmamasina gore iki sonu¢ elde editmiBu bolimde bulunanlar [4] de

yapilanlari 6zel bir durum olarak icermektedir.
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6.ONERILER

Alt ve Ust cozumleri farkh zamanlarda steyan nonlineer diferansiyel

denklem sistemleri i¢in bu tezdeki sonuclar yenidienalinabilir.
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EK-1: STANDART TEKN iK

Ascoli-arzela teoremine gore bir diz sirekli ve diizgun sinirli ise diizgin ve

monoton yakinsayan bir alt dizisi mevcuttur.

Simdi {an (t)} dizisinin & surekli ve diizgin sinirl olgunu goérelim.

a,,. = f(t.a)+ f(t.a)(au—ay)

a, (t)’ ler surekli ve kompakt bir kime (zerinde tanimimalari dolayisiyla
sinirhdirlar. Dolayisiyla bu dizinin minimum ve R@amum sinirini alacak olursak
{a,(t)} dizisi diizgun sinirli olacaktir.

Yukaridaki gitlikte her iki tarafin mutlak dgerini alacak olursak

fx (t’ak )Hak+1 + fx (t’ak )Hak|

<|f(ta)|+

]
@

<Q

f (t,a,) vef,(t @) surekli fonksiyonlar vea, larin sinirli olmasi dolayisiyla bu

!
@

fonksiyonlar da sinirhdir. Bir fonksiyon tarevinsili ise onun ¢ surekli old@gunu
soyleyebiliriz.
Ayrica g sureklilik tanimindan da bu dizining strekli oldgu gorulebilir.

t
<|
tl

<M,|t,-t|]<M, d=¢

a, (s)‘ds

a, (1)~ ay (t,)| =

[a, (s

d yl n'den baimsiz oIaraI6=Mi olarak secersek, bu durumdar, (t)}

dizisi tanim gergi es streklidir.

O halde Ascoli-Arzela teoremindefw, (t)} dizisi dizgun yakinsayan bir
{crnk (t)} alt dizisi vardir.

{0/,1k (t)} ~ a(t) yakinsamasi dizgin ve dizinin elemanlarn sirekli
oldugundana (t) sureklidir.

Dini teoreminin ifadesine gore bir{ank (t)} alt dizisi a(t) surekli
fonksiyonuna diizgiin yakinsiyorsa, bu durumfta, (t)} dizisi de ayni fonksiyona

dlzgun yakinsar.
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Su halde Dini Teoreminin ifadesine géfer, (t)} - a(t) dir ve bu yakinsama

dizglin ve monotoniktir.

gostermeye calalim.

a,.. = f(t,a,)+ f,(t.a,)(a.—ay) ssitliginin her iki yanini integre edersek

jam j s,a,(s ds+j 5,0, (3))(a(s) —ac(s))ds

to to

O (1) = @ (to) = tj'f(scrk ds+j 5,0,(5))(a(s) - ac(s))ds

f

IIKiEr;cr,m(t) = x(t,) +Li[rlj f(sa.(s)) ds+I|m j 5 a,(s))(aa(s) —ac(s))ds

{an (t)} dizisinin elemanlari kapali bir aralikta tanimli s@rekli fonksiyonlarin bir

dizisi olduzundan

a(t) :x(to)+j'1i[r; f (sak(s))ds+j'lki[rl f.(sa,(s))(a..(s) - a(s))ds

t

a(t) =x(t,) +j f (s,a(s))ds+j f.(sa(s))(a(s)-a(s))ds

a'(t)=f(ta), a(t)=x
Gorlyoruz kia(t) fonksiyonu (2.1.1) igin bir ¢o6zimdir. Ama ¢ozimin tek
olmasindan a(t)=x(t) dir. Bodylece dizgin ve monoton yakinsayan

a,(t) - a(t) =x(t) yakinsamasini elde etgroluyoruz.

Benzerseyleri { B,(t)} dizisi igin de s6yleyebiliriz.
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