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OZET

TEZIN BASLIGI  : Elektromanyetik Sacilma Problemlerinde Sommerfeld

Integrallerinin Hesab1

YAZAR : Ergiin UYAR

Bu tez calismasinda, elektromanyetik sagcilma problemlerinde 6zellikle katmanli
ortamlarda elektromanyetik alanlar1 hesaplama konusunda karsilagilan Sommerfeld

Integrali’nin hesaplanmasina iliskin ¢alismalar yapilmustir.

Diizlemsel ayrilmis ¢ok katmanli ortamin Green fonksiyonu ¢ikarildiginda, Green
fonksiyonunun Sommerfeld Integrali biciminde oldugu gériilmektedir. Sommerfeld
Integrali ise sayisal hesaplama acisindan integrandinin yapisi geregi bir takim
zorluklara sahiptir. Bu zorluklar, integrasyon yolu iizerinde integrandin tekillik
noktalarina sahip olmasi ve o limitlerine kadar uzanan bir integrasyon araliginda
salinimlhi ve yavas yakinsayan bir yapida olmasi olarak ozetlenebilir. Sommerfeld
Integrali’nin anilan zorluklarini ortadan kaldirmaya yonelik bir¢ok ¢alisma yapilmus,
farkli yontemler Onerilmistir. Bu tez calismasinda, bu yontemlerden biri olan
integrasyon yolunun sanal eksen iizerine aktarimini saglayan Sanal Eksen Uzerine
Deformasyon teknigi kullanilmis ve bu teknikle Sommerfeld Integrali hizli bir

bicimde ve yiiksek dogrulukla hesaplanmistir.

Sanal Eksen Uzerine Deformasyon teknigi, reel eksen iizerinde —oo’dan oo’a
uzanan Sommerfeld integrasyon yolunun, Cauchy ve Jordan Teoremlerinin de
yardimi ile sanal eksen lizerine tasiarak integrandin iistel azalan, hizli yakinsayan
bir yapiya doniistiiriilmesi prensibine dayamir. Bu teknik uygulandiktan sonra
integral, tistel hizda yakinsayan bir yap1 kazanmaktadir. Kisa simulasyon siiresi ile
teorik degerlerle yliksek bir dogruluk sergileyen sonuclar elde edilerek istenilen

amaca ulasilmistir.



SUMMARY

TITLE OF THESIS : Computation of Sommerfeld Integrals in Electromagnetic

Scattering Problems

AUTHOR : Ergiin UYAR

In this thesis, computation of Sommerfeld Integral which occur in electromagnetic
scattering problems especially when calculating electromagnetic fields in

multilayered media has been elaborated.

When the Green function of planarly layered media is of interest, it is seen
that the Green function has the form of Sommerfeld Integral. Sommerfeld Integral,
from the numerical computation point of view, has some difficulties because of its
integrand’s structure. These difficulties can be summarized as having singularity
points on the integration path and having an oscillatory and low decaying structure
on the integration path that reaches up to oo limits. Fort the purpose of removing
difficulties written above, a lot of work has been made and different solution ways
are presented. In this work, one of that methods, Deformation Over Imaginary Axis
technique which provides transferring the integration path from real axis to
imaginary axis is applied and Sommerfeld Integral has been computed with this

technique fastly and with an high accuracy.

Deformation Over Imaginary Axis technique changes the integrand to
exponentially decaying, fast converging structure by transferring the Sommerfeld
Integration Path (SIP) from real axis to imaginary axis by the help of Cauchy and
Jordan Theorems. After this technique has been applied, the integrand gains a
structure that decays at exponential speed. Aimed purpose has been reached by
obtaining the high accuracy between the computational results and theoretical values

in short simulation time.
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1. GIRIS
1.1.Konu ve Onemi

Mikroserit antenler ve monolitik mikrodalga entegre devreler gibi birgok
uygulamada elektromanyetik alamin katmanli yapilarda hesabina ihtiyag
duyulmaktadir. Son zamanlarda, bu uygulamalarin artist ile birlikte katmanl
mikroserit geometriler de biiyiik ilgi gormeye baslamistir. Bu nedenle ¢ok katmanl
mikroserit geometriler icin elektromanyetik alanlarin bilgisayar destegi ile etkili ve
basarili bicimde hesaplanmasina yonelik tasarim araglarinin gelistirilmesi iizerine
dikkate deger bir yogunlagma vardir. Fikir vermesi acisindan somut 6rnek olarak bir

mikroserit patch-anten Sekil 1-1°de gosterilmistir.

Z  patch{yama)

Hava Besleme Hatth
j T ¥/ .
€, f "
£, i,

/,f//,f////f,f//////ff/f/ff////f///m
Sekil 1-1 Ornek Patch Anten

Verilen bir kaynak kiimesi ile katmanli mikroserit yapilarda elektromanyetik
alanlart hesaplamak i¢in, bu yapilara ait Green fonksiyonlarina ihtiya¢ vardir. Bir¢ok
yazar bu Green fonksiyonlarini izotropik ve izotropik olmayan ortamlar igin
tiiretmistir. Tiiretilen bu Green fonksiyonlari Sommerfeld Integrali bicimindedir.

Sommerfeld integrali genel bigimi Esitlik (1.1)’de verilmistir.

I=[G(z,256)0,Ep)édé  v=0,12. (1.1)
0 G

Burada G, katmanhi ortamin spektral domen Green fonksiyonu ya da integral

denklem cekirdegidir. J , v. derece Bessel fonksiyonu; p , kaynak ile hesap noktasi

arasindaki yatay mesafe ; z ile z° de bu noktalarin dikey koordinatlaridir.



Sommerfeld Integrali’nin integrandi, integral yolu iizerinde tekilliklere sahip ve
aynm zamanda Bessel fonksiyonundan dolayr salimmli ve yavas yakinsayan tiptedir.
Bu durum integralin sayisal hesabimi zorlagtirmaktadir. Bessel fonksiyonunun reel

eksen iizerindeki salimmli ve yavas yakinsayan yapis1 Sekil 1-2°de gosterilmistir.

05 -

JO(x)

05 1 1 | 1 | 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

X

Sekil 1-2 Bessel Fonksiyonunun Reel Eksen Uzerindeki Davranisi

Literatiirde, Sommerfeld Integrali’ni hizli hesaplayan bir yap1 olusturmaya
yonelik calismalar yapilmistir. Bu calismalardan bazilarinda iliskin integrandin
analitik olarak integre edilebilir pargalarinin belirlenip integralin geri kalan kismini
sayisal hesaplamaya daha elverisli hale getirme amaci giidillmektedir. [1] ve[2] *de
bu tiirden yontemlere yer verilmistir. Bu calismalardan bir kismi ise, Sommerfeld
Integrali’ni bos uzay Green fonksiyonunun karmasik degerli goriintii noktalarinda
aldig1 degerlerden olusan bir seri toplamindan olugan kapali bir form ile ifade etmeye

dayanmaktadir. Bu dogrultudaki ¢alismalara [4],[5],[6],[7] ve [8] ornek verilebilir.

Bu calismada, Sommerfeld Integrali’ni, reel eksen iizerindeki integrasyon
cizgisini karmagsik diizlemde bozarak iliskin integrale denk olan ve iistel azalan
integranda sahip hizli yakinsayan bir integrale doniistiiriip hesaplama yapmak
amaclanmaktadir. Buna iliskin formiillere [2] ve [3] kaynaklarinda rastlanabilir ve
bunlar yukaridakilere benzer calismalara karsilastirma verisi olusturmasi bakimindan

Oneme sahiptir.



1.2.Tezin Amaci ve Icerigi

Bu tez calismasinda amag, diizlemsel ayrilmis cok katmanli yapilarda
elektromanyetik alanlarm hesaplanmasinda karsilagilan Sommerfeld Integrali’nin
yukarida anilan problemlerini gidermeye yonelik literatiirdeki ¢alismalar 6zetlemek
ve Sanal Eksen Uzerine Deformasyon teknigini anlatarak bu yontemin basarisini elde
edilen sayisal sonuglar ile yorumlamaktir. Bu dogrultuda, tez igerigi soOyle

olusturulmustur:

2. Boliim’de katmanh yapilarda elektromanyetik sacilma problemlerini ¢alismak
icin gerekli kuramsal temeller verilmektedir. Bu bolimde oncelikle yarim uzaydan
yansima ve gec¢is durumu i¢in sinir kosullarinin uygulanmasi ile elde edilen Fresnel
yansima ve iletim katsayilar1 verilmekte daha sonra da ¢ok katmanli ortam igin
genellestirilmis yansima ve iletim katsayisi1 ifadeleri detayli analizi basvurulan
kaynaga birakilmak {iizere sunulmaktadir. Bu ifadeler [9] ve [10] kaynaklarindan

calisilmstir.

3. Boliim’de, nokta kaynak analizi ile Helmholtz Denklemi’nin dairesel silindirik
koordinatlardaki c¢oziimii incelenerek iki Onemli 6zdeslik verilmektedir. Bu
ozdeslikler Weyl ve Sommerfeld oOzdeslikleridir. Fiziksel anlam olarak, Weyl
Ozdesligi, bir nokta kaynagin biitiin yonlere yayilan diizlemsel dalgalarin
siiperpozisyonu oldugunu ifade eder. Diger bir ifadeyle, kiiresel dalganin diizlem

dalga acihmudir. Sommerfeld Ozdesligi ise, kiiresel bir dalganin o yoniindeki konik
veya silindirik dalgalarin integral toplami ve z yoniinde k, dalga sayist ile ilerleyen

dalgalara agilabilecegini ifade eder.

4. Boliim’de Sommerfeld Integrali’nin sayisal hesabinda su ana kadar yapilan
caligmalar kisaca Ozetlenmekte daha sonra da tez icerisindeki uygulamalarda da

kullanilan Sanal Eksen Uzerine Deformasyon teknigi anlatilmaktadir.

5. Bolim’de amilan teknikle elde edilen sayisal sonuglara yer verilmektedir.

Sonuglar bu teknikle basarili bir sekilde hesaplama yapildigin1 géstermektedir.



2. DUZLEM DALGALARIN FARKLI ORTAMLARDAN
GECISINDE YANSIMA ve iLETIM

3. Boliim’de, spektral domende nokta kaynak analizi yapilarak bir nokta kaynagin
diizlemsel dalgalarin siiperpozisyonu oldugu gosterilecektir. Bu tez calismasinda
amag, ozellikle diizlemsel ayrilmis katmanli ortamlarda Sommerfeld Integrali ile bu
siiperpozisyonu saglamak, yani integral toplamini hesaplamak oldugu icin diizlem
dalgalarin farkli ortamlardan gecisi esnasindaki yansima ve iletim durumlar
onemlidir. Bu dogrultuda, 6ncelikle yarim uzay sinirinda geg¢is durumu incelenerek
Fresnel Esitlikleri olarak bilinen yansima ve iletim katsayilar verilecektir. Sonra da
tez calismasi acisindan esas Onemli nokta olan, diizlemsel ayrilmis ¢cok katmanlh
ortamda diizlem elektromanyetik dalgalarin katmanlardan ge¢isi anlatilacaktir. Cok
katmanli ortam icin yinelemeli bir bicimde hesaplanabilen genellestirilmis yansima

ve iletim katsayilari ifadeleri verilecektir.

2.1.Yarim Uzayda Yansima ve iletim

Diizlem dalganin, karakteristik 6zellikleri farkli 2 ortamin ara yiiziinden yansima

ve iletimi Sekil 2-1’de gosterilmistir.

1.0rtam

2.0rtam X

Arayiiz

Sekil 2-1 Yarim Uzayda Yansima ve iletim



Sekil 2-1’de gosterildigi gibi, diizlem dalganin bir ortamdan farkli bir ortama
gecisinde, 2 ortamin ara yiiziinde bir kism1 geri yansir ayni1 ortamda kalir; bir kismi
da diger ortama gecer, iletilir. Bu durumda gelen, yansiyan ve iletilen olmak iizere 3
diizlem dalga mevcut olur. Gelen dalganin, gelis diizlemi normali ile yaptig1 a¢1 gelis
acis1, yansityan dalganin gelis diizlemi normali ile yaptig1 ac1 yansima agis1 ve iletilen
dalganin gelis diizlemi normali ile yaptig1 ac1 iletim agis1 olarak adlandirilmaktadir.

Ve sirastyla 8, 6. ve 6, sembolleri ile gosterilmistir. (i, r, t sirastyla incident,

reflected, transmitted kelimelerinin bas harfleridir.) Bu agilar arasinda Snell Yasasi

uyarinca, 8, =6, , k sin@ =k,sin@, iliskisi mevcuttur.

[zotropik bir ortamin elektromanyetik 6zellikleri 4 ve &, bu calismada oldugu
gibi sadece bir yonde (burada z yoniinde) degisiyorsa, vektor dalga denklemlerinin
tam ¢Oziimiine ihtiya¢ yoktur. Aslinda, kaynaktan bagimsiz durum i¢in vektor dalga
denklemleri, birbirinden ayristirilmis iki skaler dalga denklemine indirgenebilir. Bu
denklemler, TE (Transverse Electric) ve TM (Transverse Magnetic) olarak
isimlendirilen iki tip dalgay1 karakterize eder. Farkli karakteristik ozelliklere sahip
olan katmanlarin z ekseni boyunca alt alta yerlestirildigi diisiiniiliirse, TE dalgalar
icin elektrik alan z diizlemine dik iken, TM dalgalar1 i¢in manyetik alan z diizlemine

diktir.

TE dalgalarinda elektrik alan x-y diizlemine paraleldir. Elektrik alanin dogrusal
polarizasyona sahip oldugu kabul edilirse, alan siddeti sabit bir yonde yogunlasir ve
elektrik alan1 sadece bir yonde, 6rnegin y yoniinde olusturmak icin koordinatlar z

ekseni etrafinda dondiiriilebilir. Bu durumda E:Ey olur. TM durumunda ise

H=H y olur.

Sekil 2-1’deki yarim uzay incelemesinde 6nce TE i¢in analiz yapilirsa, iist yari

diizlemde gelen ve yansiyan dalganin z bilesenleri toplamu,
E, (2)=Ee 5" + R E e @.1)

biciminde yazilabilir.



Burada R®, yansiyan dalganin genliginin gelen dalganin genligine oranini ifade

eden Fresnel yansima katsayisidir.

Alt yar diizlemde ise sadece iletilen dalga vardir. Buradaki TE dalga ifadesi,
E, (2)=T™Eye " 22)

bicimindedir. Burada TTE | iletilen dalga genliginin gelen dalga genligine oranini

ifade eden Fresnel iletim katsayisidir. Ayrica k. =k cos6; ve k, =k,cosé, dir.

z=0"daki,
ly:EZy s M _Elyzluz _Ez)v (2.3)

dz

bicimindeki sinir kosullarindan (2.4) esitlikleri elde edilir.

1+R™ =T

(2.4)
&(I_RTE) :&TTE
Hy My

Bu iki denklemin ¢o6ziilmesiyle Fresnel yansima ve iletim katsayisi ifadeleri elde

edilir. Bu ifadeler (2.5)’te verilmistir.

RTE — lu2klz _lulk2z TTE — 2ﬂ2klz (25)

l[lelz +/ulk2z /u2k1z +ﬂ1k2z
TE dalga durumuna benzer bi¢imde sinir kosullarimi kullanarak ya da dogrudan
dualite prensibi ile TM dalga icin de bu katsayilar elde edilebilir. Bu katsayilar da
(2.6)’da verilmistir.

_ &k, —£k,, T™ 26k,

RTM —
&k, +Ek,, &k +Ek,,

(2.6)



Fresnel yansima ve iletim katsayilari, karakteristik 6zellikleri farkli iki ortamin
sinirina gelen dalganin ne kadarmin geri yansidiginin, ne kadarinin diger ortama
iletildiginin genliksel oranini veren ifadelerdir. Dalganin gelis acisina, frekansina ve

ortamlarin karakteristik parametrelerine( €, y ) gore farkli oran degerleri olusur.

2.2.Duzlemsel Ayrilmis Cok Katmanhh Ortamda Yansima ve
Iletim
Karakteristik parametreleri (€, 1) sadece yerlestikleri eksen boyunca (burada z
ekseni), tek yonde degisen ortamlarin, aralarinda belirli bir uzaklik ile ilgili eksen
izerinde yerlestirilmesi ile olusan yapi Sekil 2-2’de gosterilmistir. Bu yapi,

diizlemsel ayrilmis katmanli ortam olarak adlandirilmaktadir. (Planarly Layered

Media)

i
I
l
1By 1.Bilge :
: = —d!
Eyiky 2 Bilge I
: = —Ef;}
Sgelhg 3 Bilge !
2= —d3
- I
. |
2= —di_j
Ryeiky i Bilge T
| Y
I
|
™ I
o= dy
Evibw N Bélge :

Sekil 2-2 Diizlemsel Ayrilmis Cok Katmanh Ortam

Diizlemsel ayrilmis ¢ok katmanli ortamda diizlem dalgalarin yansima ve iletim
durumlar1 analizi, Oncelikle {i¢ katmandan olusan Sekil 2-3’teki yap1 gdz Oniine

alinarak yapilacak daha sonra N katman i¢in genel durum ifadeleri verilecektir.



eyl \ 3Bilge

Sekil 2-3 U¢ Katmanh Ortamda Yansima ve iletim

’

Sekil 2-3’te goriildiigi gibi 1. arayiiz, 1. ile 2. bdolgenin arasmna z=-d,’e
yerlestirilmistir. 1.bolgede diizlem dalga ifadeleri yazilirsa, z yerine z+d,

konularak,

Ely(z) = Eo[e_lkzl(z+dl) + R1zelkzl(z+dl)]

, , , . 2.7)
ZEoe_lkZldl [e—lkzlz +R12€(lkzlz+2lkzld1)]
elde edilir. Bu ifade,
E, (2)= A e *a® 4 R ehatt2ikad)y (2.8)
biciminde yazilirsa, (2.9) esitligi elde edilir.
A = Ee "t (2.9)

(2.7) ve (2.8)’deki Iélz, l.arayiizde yukar1 donen dalga genliginin asag1 giden dalga

genligine oranini ifade eden, alt katmanlardaki yansimalarin da etkisini igeren

genellestirilmis yansima katsayisidir.



2. arayiiz ise 2. ile 3.bolgeler arasinda z =—d, ’dedir. 1.bolgedekine benzer bicimde

z = z+d, degisimiyle (2.10) yazilabilir.
E, (2)=A e "2 4 R ettt (2.10)

Burada da st’ 2.bolge ile 3. bolgenin sinirinda 2. bolgeye geri donen dalga

genliginin 3.bolgeye gecen dalga genligine oranmi ifade eden, genellestirilmis

yansima katsayisidir.

Sekil 2-3’te gosterildigi gibi 3. bolge sinirlandirilmadign icin alttan geri yansima

olmayacaktir. Bu nedenle 3.bolgedeki diizlem dalga ifadesi (2.11) deki gibidir.
E, (2)=Ae " 2.11)
Ayrica, genellestirilmis yansima katsayisi R23 , dogrudan R, e esit olur.( IQB =R,,)

Elz’nin ifadesini elde etmek icin, z=-—d,’deki smr kosullar1 yazilmahdir. 2.
bolgede asag1 giden dalga, 1. bolgeden gelip 2. bolgeye gecis yapan dalga ile 2.

bolge igerisinde yukar: giden dalganin toplamidir. Bu nedenle z =—d,’de

Azeikzzdl =T, Aleikzldl +R,,A, R23e(—ikzzdl+2ikzzd2) (2.12)
sinir kosulu yazilabilir. Aym1 zamanda, 1. bolgede yukar dogru giden dalga 1-2
sinirindan  yansiyarak yukari giden dalga ile 2-3 sinirindan yansiyip gelerek 2-1

smirindan iceri gegerek yukari giden dalganin toplamidir. Bu nedenle, z=-d,

sinirinda zorlama sinir kosulu olarak (2.13) yazilabilir.

AR = R, A" +T, AR, 2h2ad) (2.13)
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(2.13)’ten A, ¢ekilerek, A, cinsinden ifadesi,

i(kzy—kz0)d,

__T,Ae
A = R S5 (ydp (2.14)
IRACITAVELS
bi¢ciminde bulunur. (2.14), (2.13)’te yerlestirildiginde, RIZ ifadesi bulunur.
3 T T Rk (dr=d)
R, =R+ 2.15)

1— R21R2362ikz2(d2_d1)

Burada sadece iki i¢ yansima goz Oniine alinarak (2.15) elde edildi. Ancak gercekte
(2.15) ifadesi 2. bolge icerisindeki tiim iletim ve yansimalarin sonucudur. (2.15)
seriye acildiginda,

R12 =R, + 712T21R23€2ik12(d2_d1)

+T,T, R, R 27 o (2.16)
elde edilir ki, burada ilk terim, kaynaktan gelerek 1- 2 sinirindan yukar yansiyan ilk
dalga, 2. terim 2- 3 sinirindan geri yansiyarak 2- 1 sinirindan 1.bdlgeye gecip yukari
giden dalga ve bu sekilde diger dalgalar... Bunlar bir nevi 1sin serisi olarak

diisiiniilebilir. Bu 1s1n serisi Sekil 2-4’te gosterilmistir.

ik _\l}d:-d| |
Ty Tia Roze ™

R|1 a 4ik |d1-—d|:3
E 2.
T2 Ry Tiz Ry e

ik hln—:llp
. EXT

2
/—\“y Tiz Raz e
L e, (2 ) Zik (da =)

By Tz Rpze 77

Sekil 2-4 U¢ Katmanh Ortamda R12 ’nin Seri Ac¢illim
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Eger 3. Bolgenin altina katman ilave edilecek olursa yapilmasi gereken R,

ifadesinde R,; yerine st yazmaktir. Ornek ii¢c katmanli yapi icin yazilan ifadelerde

R,;, 2.bolgede yukar1 ve asag1 giden dalgalar arasindaki orandi. Bu nedenle 3. bolge

icerisine bir alt katman eklenecek olursa oran IéB olacak. Genel bir ifade ile N-

katmanli ortam i¢in bolge i ile bolge i+1 arasindaki arayiizde genellestirilmis

yansima katsayist,

i+l

~ (d.—d))

i+l !
R R 4+ Ti,i+1Tz+lsz+1 i+2€ o 2.17)
i+l T PN+ R R 21 Z’i+1(di+l_di) .

i+1,i " N+L,i+2

bigiminde yazilabilir. 7;; =1+ R;; ve R;; =—R|;iliskileri (2.17)’de kullanilarak,

ik, ;4 (dy,—d;)
AN T
D _ Ri i+l + Rl+1 l+2 Z e (2 18)
i+l — 2 1 (d—d) :
1+Rz z+1Rt+1 t+2 R
biciminde, sadece yansima katsayilarindan olusan bir yapi elde edilebilir.
Benzer bicimde A, bilinecegi icin A,, A, vs. A ’ler i¢in de genel bir ifade,
1 3
ik j1diy
20k iy _ T iALe ™ :
Ae ® P 21k ) i=273,.. (2.19)
i,i—17%, 1+1

biciminde elde edilir.
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3. SPEKTRAL DOMENDE NOKTA KAYNAK ANALIiZi

Nokta kaynak icin Skaler Dalga Denklemi,

az 82 az
{a_ﬁ+a_y2+a_zz+k§}¢(x’ ¥,2)==0(x)d(y)0(2) 3.1)

bicimindedir. Bu denklemin kiiresel koordinatlardaki ¢6ziimii Ek-1’de agiklanmustir.
Kiiresel koordinatlardaki bu ¢oziim,
ikor

1 e

¢(F)ZE

(3.2)

bicimindedir. @(x,y,z) nin Fourier doniisiimiiniin var oldugu kabul edilerek (3.3)

ifadesi yazilabilir.

1
Qr)’

¢(x, ¥, Z) = J. J. Idkxdk)dkgé(kx, ky,kz )eikXX+ikyy+ikZZ (33)

(3.3), delta fonksiyonunun Fourier ifadesi ile birlikte kullamilarak, (3.1), (3.4)’e

doniistiiriiliir.

IIfﬂuM¢mJ%—kf—ﬁ—kﬂémwkwkgghﬁwﬂﬂ@z
_w J (3.4)
= —I I _[dkxdkydkzelkxx+lk>'y+’kzz

Bu esitlik biitiin x, y, z degerleri i¢in saglanmalidir. Bu nedenle, ¢ ’nin spektral

domendeki karsilig1 olan (1; , (3.5)’teki gibi bulunur.

-1
Kok -k -k

ok, k, k)= (3.5)
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¢ ’in degerinin yerine konulmasi ile ¢ fonksiyonu ifadesi asagidaki gibi elde edilir.

ikyx+tiky y+ik,z

(3.6)

Bx,y,2)=—— jijdk -

Qr) e

(3.6)’nin integrasyonunda oncelikle k ’ye gore integral alma islemi gergeklestirilirse

integrand, k_ = im kutup noktalarina sahip olur. Ayrica k,, k, ve k, 'nin
reel olmas1 durumunda reel eksen iizerinde olusan bu iki kutup (3.6) integralini
tanimsiz yapar. Ancak eger k,’da, k, =k, +ik, gibi kii¢iik bir kayip oldugu kabul
edilirse, kutuplar reel eksenin iizerinde olmaktan c¢ikar ve bu durumda (3.6)’daki
integraller iyi tamimlanmis olur. @(x,y,z), kayipsiz bir ortam i¢in mutlak integre

edilebilir degildir bu nedenle de Fourier doniisiimii mevcut degildir. Ancak isin i¢ine
kiigiik bir kaybin girmesi, hem 1s1ma kosulunun saglanmasin1i hem de (3.1)’in tek

¢Oziimlii olmasini garanti eder ve boylelikle de (3.2) ve (3.6)’nin esit olmasini saglar.

t Im[k,]

»

] Re[ i
P [5]
S

Sekil 3-1 Reel Eksen Uzerindeki integrasyon Yolunun C Egrisi ile Kapatilmasi

(3.6)’ya dikkat edilirse, z >0 iken Im[k ] — oo i¢in integrand listel olarak azalir. Bu
nedenle Jordan teoremi geregi Sekil 3-1’de gosterilen C konturu lizerinden £,

integrasyonu sifir olur. Ve Cauchy Teoremi geregi reel eksen iizerindeki Fourier
doniisiim ¢izgisi iizerindeki integrasyon, /k; —k’ —kf noktasinda bulunan kutbun

rezidii hesabi ile sonug¢lanan, kutup tekilligi tizerinden integrasyona esit olur.
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Sonug olarak, integral asagidaki formu alir.

; o zkxx+zkyy+zk Z
P(x, y,z)=2(2ﬂ_)2 | j dk dk, —,, z>0 (3.7)

Burada k] =./k; —k. —k}z, dir.  z<0 igin  benzer bicimde integral
—Jko —k? —kf, "daki kutbun rezidii katkisina esittir. (3.7), tiim z i¢in gegerli olacak

sekilde genisletilirse,

lkxx+iky y+ikz| 4]

TT dk dk, = , V2 (3.8)

_ l
¢()C, Ys Z) - 2(27[)2

biciminde yazilir.

3.1.Weyl Ozdesligi

(3.1) diferansiyel denkleminin tek ¢oziimlii olusu ve sonsuzda i1sima kosulunu
saglamasi goz Oniine alindiginda (3.3) ve (3.8) birbirine esit olmalidir. Bu esitlik,

(3.9) ozdesligini verir.

ikyr . oo oo ikyx+tiky y+ik; |
1 e
= [ [ dk.dk, -

—o0 —o0 z

e

(3.9)
-

Burada, k; +k. +k> =k; yada k_ =./k; —k} —k’ dir. (3.9), Weyl Ozdesligi olarak
bilinir. Isima kosulunun saglanmasi i¢in integrasyon icerisinde k ve k, 'nin biitiin

degerleri i¢in Im(k,) >0 ve Re(k,)>0olmasi gerekir. Ayrica, (3.9), tiim ydnlere

yayilan soniimlenen dalgalan iceren diizlemsel dalgalarin integral toplami olarak

yorumlanabilir. Diger bir ifade ile bir kiiresel dalganin diizlem-dalgalara a¢ilimidir.
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3.2.Helmbholtz Denkleminir!. Dairesel Silindirik Koordinatlardaki
Coziimii - Sommerfeld Ozdesligi

Mikroserit yapilarin incelenmesinde karsilasilan diizlemsel arayiizle ayrilmis
katmanlar iizerinde, biitiin sinir kosullar1 z = sabit diizlemlerinde ortaya ¢ikar ve
dairesel silindirik tiptedir. Bu nedenle, diizlemsel arayiiz ile ayrilmis ortamlarda
sacilma problemi c¢oziimleri, dairesel silindirik koordinatlarda kolayca ¢alisilabilir.
Bu amacla, Helmholtz denkleminin dairesel silindirik koordinatlardaki ¢oziimiinii

elde etmek i¢in, Sekil 3-2 gdz Oniine alinarak,

Sekil 3-2 xy-diizleminde kp ve p Vektorleri

k,=3k,cosa+ yk,sina, pP=Xpcosg+ypsing, dk dk, =k,dk,da
kx+k,y=Kk,p=k,cos(ad—¢) donisiimleri elde edilir. Bu doniisimler (3.9)’a

uygulandiginda,

2 ik cos (a—¢)+ik|Z|

Do
= ! k,dk, ! da p (3.10)

Z

ikyr
eO

r

esitligi elde edilir. Bessel fonksiyonu integral 6zdesligi,

2r
1 ik, cos (ar—¢)
J(k.p)=— | dae™” 3.11
o (k,p) =~ l (3.11)

(3.10)’da kullanildiginda, asagidaki 6zdeslik elde edilir.

eikor = k
: :lldkpk—”Jo(kpp)e

Z

ikz‘ 7|

(3.12)
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Bu o6zdeslik, Sommerfeld Ozdesligi olarak bilinir. Kiiresel bir dalganin p
yoniindeki konik veya silindirik dalgalarin integral toplam: ve z yoniinde k, dalga

sayis1 ile ilerleyen dalgalara acilabilecegini ifade eder. Integralin alinacag
Sommerfeld integrasyon yolu (Sommerfeld Integration Path-SIP), Sekil 3-3’te

gosterilmistir.

, Imlk, ]
SIP

> . Relk,]

dr G

Sekil 3-3 Sommerfeld integrasyon Yolu

4. SOMMERFELD iINTEGRALININ SAYISAL HESABI

Bu boliimde oncelikle Sommerfeld Integrali’nin sayisal hesaplama acisindan
anilan zorluklarim ortadan kaldirmak amaciyla su ana kadar yapilan literatiirdeki
calismalara ve yontemlere deginilecek sonra da bu tez ¢alismasinda uygulanan Sanal

Eksen Uzerine Deformasyon teknigi detayl bir bicimde anlatilacaktir.

4.1.Sommerfeld integrali’nin Degerlenmesinde Cesitli Yontemler

Sommerfeld Integrali’nin sayisal (niimerik) tekniklerle hesaplanmasmna dair

literatiirdeki calismalar temelde iki gruba ayrilabilir:

1. grup yontemler, Sommerfeld Integrali’nin dogrudan integrasyonunun ¢ok
zaman alict oldugu goriisiinden hareketle integrand icerisinde yer alan Green
cekirdeginin kolay integre edilebilir fonksiyonlarin dogrusal bir birlesimi olarak
yaklagiklanmas1 ile uzamsal domende kapali-form ifadelerinin elde edilmesi
prensibine dayanmaktadir. Yani Green fonksiyonunun integral temsili yerine kapali-

form karsilig1 kullanilmaktadir.
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Bu teknige gore Green ¢ekirdegi belirli noktalarda once dérneklenmekte daha sonra
orneklenen noktadaki degeri integre edilebilir fonksiyonlarin dogrusal birlesimi ile
yaklagiklanmakta ve elde edilen kapali form moment metodunda kullanilarak sonug
hesaplanmaktadir. Yaklasiklama icin genelde karmasik {istel fonksiyonlar
kullanilmaktadir. Yaklasiklama metodu olarak Prony metodu, GPOF (Generalized

Pencil Of Functions) metodu gibi yontemler mevcuttur.

2. grup yontemler ise Sommerfeld Integrali’nin integrasyonunu gesitli teknikler
ugulayarak gerceklestirirler. Bunlardan bir kismi integrasyonu reel eksen iizerinde
gerceklestirirken bir kismi da integrasyon yolunu sanal eksen iizerine tasiyarak

gerceklestirirler.

Integrasyonun reel eksen iizerinde gerceklestirildigi calismalardan en ¢ok bilineni
[1]’de anlatilan integrandin salinimli, yavas yakinsayan yapisimi parcali integral
serileri toplami olarak ele alip bu pargalarda ekstrapolasyon yontemlerini uygulamak

bicimindedir.

Integrasyonun sanal eksene tasinarak gerceklestirildigi yontemlerde ise Hankel
fonksiyonlarinin sanal eksen lizerinde hizli yakinsama 6zellikleri ile integrasyon hizli
bir bicimde gerceklestirilebilmektedir. Bu dogrultudaki caligmalar igin [11],[12] ve
[13]’e bakilabilir.

4.2.Sanal Eksen Uzerine Deformasyon

Bu boliimde, Sanal Eksen Uzerine Deformasyon tekniginin Sommerfeld
Integrali'ne uygulanis1 (3.12)’deki Sommerfeld 6zdesligi iizerinden yapilacaktir.

Uygulanan teknik ayn1 bi¢imde Sommerfeld tipindeki tiim integrallere uygulanabilir.

(3.12)’de verilen Sommerfeld Ozdesligi, Bessel fonksiyonu icin gegerli olan,
J,(x)= %[H;” (xX)+H (x)] (4.1)

ozdesligi kullanilarak tekrar yazilirsa (4.2) bicimini alir.
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et it Kp @) ik]z|
—== [ dk,, CLHS Uepp)+ HE? (kyp)le 4.2)
0 b4
Ozdesligin sag tarafinda bulunan integral iki par¢a halinde yazilirsa,
N itk ikjzl 0T o Koo ik <]
=3 [ dk,, H Uepp) e+ [k, LH (K,p)e T @3)
r 0 z 0 z

biciminde sag tarafta iki integral toplami elde edilir. Bu iki integral su durumda reel
eksen iizerinde 0’dan o’a uzanan Sekil 3-3’te gosterilen Sommerfeld integrasyon
yolu boyunca ayri ayn hesaplanacaktir. Hankel fonksiyonlar1 da Bessel fonksiyonu
gibi reel eksen lizerinde salinimli ve yavas yakinsayan yapidadirlar. Bu nedenle
Sommerfeld Integrali’nin sayisal hesaplama acisindan anlatilan sorunu heniiz
giderilmis degildir. H."(z), z=+ie igin sonlu oldugu igin integral yolu iistten C1
egrisi ile H\”(z), z=—ico igin sonlu oldugu icin integral yolu alttan C2 egrisi ile

kapatilsin. Bu durum Sekil 4-1°de gosterilmistir.

|
4
I
v
e
il
v

c2

Sekil 4-1 Reel Eksen Uzerindeki integrasyon Yollarmmn Sanal Eksene Kapatilmasi
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Ek-2’de verilen Teorem II'ye gore C1 egrisi iizerinde,

. k .
~fak, 2H (k)™ =0 (4.4)
2057 %

Z

Ve C?2 egrisi lizerinde,
I ky 1o ik z|
- j dk,~2H (k,p)e" 7 =0 (4.5)
2 C2 kz

olur. Sekil 4-1’de reel eksen lizerindeki integrasyon yolunun C1 ve C2 egrileri ile
kapatilmast gosterilmistir. Ancak dallanma noktasinin etkisi gosterilmemistir.
Sekil 4-2 iizerinde dallanma noktasinin etkisi ve Cauchy teoreminin uygulanisi

gosterilecektir.

Sekil 4-2 Dallanma Cizgisinin Alinis1 ve Cauchy Teoremi
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Sommerfeld integralinde k, = ,/ky —k; oldugundan, k, ==k, noktalar1 karekok
fonksiyonunun dallanma noktalaridir. kp =k, noktalarindan dallanma ¢izgisi

cizilir ve bu ¢izginin yapraklarinda k, iki farkli deger alir. Bir yaprakta

k, = k¢ —k; iken diger yaprakta Kk, =—Jko —k; ’dir. Dallanma ¢izgisinin

belirlenisi, k, =%k, noktalarindan ge¢mek sartiyla keyfidir. Bu tez caligmasinda bu

cizgi, islem kolaylig1 agisindan Sekil 4-2°de gosterildigi gibi reel kisim sabit kalarak

sadece sanal bilesen degiserek o ’a gidecek bicimde secilmistir.

Cauchy Teoremine gore basit kapali bir bolgede bir f(z) fonksiyonu siirekli
tirevlere sahipse, yani f(z) 'nin bu bolgede tekillik noktas: yoksa bu bolgenin
sinirinda  f(z) 'nin integrali sifirdir. Bu teorem kullanilarak, basit kapali egriyi

olusturan parca egriler tizerindeki integral toplamlar sifira esitlenerek reel eksen
tizerindeki integralin degeri bulunur. Sekil 4-2’de iist bolgedeki kapali egri igin

Cauch Teoremi yazilirsa (4.6) elde edilir.

[ro+ [ ro+ [ro+ [ ro+ [ ro= [ ro+ [ ro+ [ ro+ [ ro+ | ro=0
L Cer L2 Y L L4 1, Ls Ces
(4.6)

Ce1

Sekil 4-1’de C1 egrisi iizerinden integral degerinin sifir oldugu ifade edilmisti. Bu

nedenle, C1, ve Cl, egrileri iizerindeki integraller de aym sekilde sifirdir. Yani,

If(z)= J. f(2)=0 olur. Cg, C,, ve C,y lzerinden integraller de Ek-2’de
ay c,

verilen Teorem I’e gore sifirdir. Hesaplanmak istenen, reel eksen iizerinde 0’dan
o ’a uzanan integral degeri oldugu igin burada bu degere L1, C,, ve L2 egrileri
lizerindeki integrallerin toplamu karsilik gelmektedir. C, {lizerindeki integralin

degeri sifir oldugundan aranan deger L1 ve L2 egrileri iizerindeki integrallerin

toplamudir.
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Su halde, sonug olarak iistteki kapali egri tizerinde Cauchy teoremi ile,

[ro+[ro==[ro-[ro-]re 4.7)
Ll L2 L3 L4 L5

esitligi elde edilir. Diger integral i¢in Sekil 4-2’de alttaki kapali egri icin Cauchy

Teoremi yazilirsa (4.8) elde edilir.

[+ [ s+ 2@+ [ 2@+ [ g+ [ 2=0 4.8)
L6 Cen L7 Cc2 L8 Cg4

C,, ve C e izerinden integraller yine Ek-2 Teorem I’e gore sifirdir. Ayn1 zamanda

C2 iizerinden integral de yukarida agiklandigi gibi sifirdir. Hesaplanmak istenen

integral, reel eksen iizerindeki L6, L7 ve C,, egrileri lizerindeki integrallerin

toplam1 olduguna gore, alt taraftaki kapali egri tizerinden Cauchy Teoremi ile sonug

olarak (4.9) esitligi elde edilir.

[s@+[e==] s 49)
L6 L7 L8

Ustteki ve alttaki kapali egrilerin sonuglar1 birlikte diisiiniildiigiinde (4.7) ve (4.9)
toplanarak (4.10) yazilabilir.

[ro+ [ r@+[s@+[s0=-]ro-|
L2 L6 L3

fo-[r@-[e@ @10
Lt L7 L4 L5 L8
Hankel fonksiyonlarinin saf sanal x degerleri i¢in aralarindaki iliski,

H"(x)=—H? (-x) @.11)

bicimindedir. Aym1 zamanda integrandin Hankel fonksiyonu disinda kalan kismi tek
fonksiyon oldugu i¢in L5 ve L8 yollar1 tizerindeki integraller arasinda (4.12) esitligi

elde edilir.
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[ro+ [ g@=0 4.12)
L5 L8

Bu nedenle, (4.12), (4.10)’da yerlestirildiginde sonug olarak,

[ro+ [ ro+[s@+ | g(z>=—“ f@+ | f(z)} (4.13)
Ll L2 L6 L3 L4

L7

elde edilir ki bu ifade sanal eksen iizerinde ayr1 ayr1 hesaplanacak olan (4.3)’teki
integrallerin L3 ve L4 iizerinde H_"(z)yi igeren integrale esit oldugunu gosterir. L3
ve L4 egrileri dallanma c¢izgisinin iki yanindaki egriler oldugu i¢in bu integrale
dallanma cizgisi integrali de denilebilir. L3 ve L4 egrileri iizerinde H"(z) iistel

degisim sergilemektedir. Bu nedenle integral artik hizli bir bicimde hesaplanabil-
mektedir. 5.Boliim’de 6nce Sommerfeld 6zdesligi icin sonra da ii¢ katmanlhi drnek
yapt i¢in dallanma ¢izgisi integrali ile elde edilen hesaplama sonuglar

gosterilecektir.

S. UYGULAMALAR ve SAYISAL SONUCLAR

4. Bolim’de Sommerfeld Integrali’ni sayisal olarak hesaplamak icin 6nerilmis,
uygulanmis yontemler 6zetlendi. Ayrica Sanal Eksen Uzerine Deformasyon teknigi
anlatildi. Bu boliimde, bu teknigin ii¢ probleme uygulanmasi ile elde edilen sonuclar

verilerek teknigin basarisi gosterilecektir.

Bu dogrultuda oncelikle Ornek 1’de, 3. bolimde verilen Sommerfeld
Ozdesligi’nin sayisal hesabi, Sanal Eksen Uzerine Deformasyon teknigi ile
yapilmakta ve integral simirinin farkli degerleri icin elde edilen sonuclar ve hata
degerleri tablo halinde verilmektedir. Daha sonra Ornek 2’de tabani miikemmel
iletken olan ii¢ katmanli bir ortamin katmanlarin en tistiinden once belli agida tek bir
diizlem dalga gonderilmesiyle sonra da Ornek 3’te nokta kaynakla aydinlatilmasi
durumunda katmanlardaki alan degerleri yine anilan yontemle ayri ayr integre

edilerek hesaplanmaktadir.
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Her bir katmandaki alan ifadeleri yansima ve iletim katsayilarimin farkl
olmasindan otiirii farklidir. Bu farkli alan ifadelerinin ayrn ayr integrasyonu
sonucunda, katmanlarin simirindaki alan ifadelerinin birbirine esit olmasi teorik
olarak beklenmektedir. Ve uygulama sonuclarinda, katmanlarin sinirindaki alan
ifadelerinin esit oldugu goriilmektedir. Bu boliimdeki uygulamalar MATLAB

programlama dilinde gerceklestirilmistir.

5.1.0rnek 1

3. Boliim’de Sommerfeld Ozdesligi cikarilmisti. Bu 6zdeslik burada k. = Jkg —kf,

degisimi ile k 0 cinsinden ifade edilirse (4.14) yazilir.

ikyr oo k N )
C=ifdk,——L—J,(k,p)e" T 4.14)
rooy S k-K

Burada «/kg—ki fonksiyonu /k,—k,\/k,+k,  bigiminde iki karekok

fonksiyonunun carpimina esittir. Integrand, iki ayr1 karekok igin iki ayr1 dallanma

noktasina sahiptir. Bu dallanma noktalarindan biri k, = k,’da digeri k, =—k, dadur.

4. Bolim’de Sekil 4-2°de gosterildigi gibi dallanma noktasini sonsuza birlestiren

dallanma ¢izgisi ile beraber ¢eyrek ¢emberler ¢izilirse k, = k,’daki dallanma noktasi
ve bu noktadan ¢izilen dallanma ¢izgisi yapilacak hesabr etkiler ancak &, = —k, daki

dallanma noktasinin ve dallanma cizgisinin integral hesabina etkisi yoktur. Ciinkii
basit kapali egri bu noktadan ge¢gmemektedir. Ayrica k, =0 noktas: integrand igin
tekillik noktasidir. Bu noktanin etrafinda £ yaricapl ¢eyrek ¢cember iizerinde integral

degeri sifira esittir. Esasen k, =%k, noktasi da integrand i¢in bir tekillik noktasidir

ancak bu nokta ayn1 zamanda dallanma noktas1 da oldugu i¢in dallanma cizgisi ile bu

noktanin tekilligi kaldirilmistir.
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4. Boliim’de dallanma cizgisinin belirlenen sekilde alinmasi ve Cauchy ile Jordan

teoremlerinin birlikte uygulanmas ile bir tanesi H}(z)'yi digeri H_(z)’yi igeren 2

integrandin reel eksen iizerindeki integrallerinin toplaminin, H/(z)’yi igeren

integrandin dallanma ¢izgisinin iki yapragindaki integrallerinin toplamina esit oldugu

sonucuna ulasilmisti. Dallanma ¢izgisinin bir ucu dallanma noktasinda diger ucu, iist

simir1 ise sonsuzdadir. Ust smirin farkhi degerleri icin bu yontemle hesaplanan

integral degeri, 6zdesligin sol taraf degeri (ger¢ek deger) ve ikisinin mutlak degerleri

arasindaki bagil hata Sekil 5-1’de tablo olarak verilmistir. Burada sayisal integrasyon

icin Matlab programinin ‘quad’ fonksiyonu kullanilmistir. Bu fonksiyonun arayiizii

su sekildedir:

Q =QUAD(FUN, A, B)

FUN : Integrandi olusturan fonksiyon

A, B : Swrasiyla integral alt ve iist sinirt

BC
Integrali
Ust Siniri

Dallanma Gizgisi integrali Sonucu

-0.512319627288886 - 0.858810532146122i

Gergek Deger

-0.512312786627500 - 0.858798933777846i

10"2  |Bagil Hata

1.35E-05

Dallanma Cizgisi integrali Sonucu

-0.512317349262943 - 0.858806674776566i

Gercek Deger

-0.512312786627500 - 0.858798933777846i

103  |Bagil Hata

8.99E-06

Dallanma Gizgisi integrali Sonucu

-0.512315149686744 - 0.858802858805299i

Gergek Deger

-0.512312786627500 - 0.858798933777846i

10" |Bagil Hata

4.58E-06

Dallanma Cizgisi integrali Sonucu

-0.512313899032815 - 0.858800795423027i

Gercek Deger

-0.512312786627500 - 0.858798933777846i

105 Bagil Hata

2.17E-06

Dallanma Gizgisi integrali Sonucu

-0.512309605058419 - 0.858793514640627i

Gergek Deger

-0.512312786627500 - 0.858798933777846i

10"6  |Bagil Hata

6.28E-06

Dallanma Cizgisi integrali Sonucu

-0.512297491744111 - 0.858772839001494i

Gercek Deger

-0.512312786627500 - 0.858798933777846i

107 Bagil Hata

3.02E-05

Dallanma Gizgisi integrali Sonucu

-0.512265397058012 - 0.858718375125601i

Gergek Deger

-0.512312786627500 - 0.858798933777846:i

10"8  |Bagil Hata

9.35E-05

Sekil 5-1 Sommerfeld Ozdesliginin Dallanma Cizgisi integral Degerleri
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Dallanma cizgisi integrali ile hesaplanan deger ile gercek deger birbirine cok
yakindir. Sayisal hata, 107°-107°’lar diizeyindedir. Ust simrinm 10>’den 10°’e
artistyla hatanin giderek azaldigi ancak bu degerden biiyiik iist sinir degerleri igin
integral degerinin diizenli olarak azalmadigi goriilmiistir. Bunun sebebi igin
yapilabilecek bir tahmin yukarida anilan ‘quad’ fonksiyonunun hatanin biiyiidiigii
bolgede istisnai parametreler aldigi ve bu istisnay1 islemedigi bi¢iminde yapilabilir.
Bunun diger integrasyon programlarn ile denetlenip sebebinin ‘catastrophic

cancellation”' olup olmadig1 bu tezde ele alinmamis olan bir noktadir.

5.2.0rnek 2

Ornek 2 ve Ornek 3’te ii¢ katmandan olusan tabani miikemmel iletken olan bir yap1
lizerindeki Sommerfeld Integrali degerleri hesaplanmaktadir. Bu &rnekte oncelikle
tek bir diizlem dalga icin inceleme yapilmakta daha sonra Ornek 3’te ayn1 ortamda
tek bir diizlem dalga yerine nokta kaynak yerlestirilerek sonuglar hesaplanmaktadir.

Uc katmandan olusan taban1 miikkemmel iletken olan yapr Sekil 5-2°de verilmistir.

g =1 * I _
0.3cm
r 3
=51 1.1em
v
rF 3
£ =122 1 6cm
N

Sekil 5-2 Ornek U¢ katmanl Yapi

Tek bir diizlem dalga gonderilmesi durumundaki degerler sinir kosullarinin

saglanmasi acisindan kontrol edilmistir.

! http://docs.sun.com/app/docs/doc/800-7895/6hosOaou8 ?a=view
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Bos uzaydan 1.sinira kadarki alanda yani 1.B6lgede diizlem dalga ifadesi,

E, (2)=A [e "% 4 R e M at2had)] (4.15)
biciminde, 2.Bolgede ise,

E, (2)=A,[e "% + R M 2ab)) (4.16)

bicimindedir. 1.Bolge ile 2.Bolgenin smirinda farkli iki integrandin degeri
hesaplandiginda ayn1 ¢ikmakta, diger noktalarda ise farkli ¢cikmaktadir. Bu durum iki
ortamdaki integrandlarin dogru hesaplandigini gosterir. 1 sinirina yaklasirken diizlem

dalga degerleri z diizleminde hesaplanarak Sekil 5-3’te cizilmistir.

[ T T T 1 Bolgede 1-2 sinirina yaklasirken
alan degerleri
_____ 2 Bolgede 1-2 sinirina yaklasirken
6800 - alan degerleri
6600 B
& es00F T i
e200- B
so00f = B
5800 - | | | |
0 5 10 15 20 25

1-2 SINIRINA YAKLASIRKEN ALINAN ORNEK SAYISI

Sekil 5-3 1-2 Smirina Ustten ve Alttan Yaklasirken Alan Degerleri

Sekil 5-3’te goriildiigii gibi tist ve alt katmanlardaki integrandlar sinirda esit diger
noktalarda farkli degere sahiptirler. Benzer durum 2-3 smir i¢in de hesaplamalarla

gozlenmektedir. 3. Bolgede diizlem dalga ifadesi,

Eyy(2)=A, ¢ 4 Ry e ad)) @.17)
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bicimindedir.

3.Bolgenin altinda PEC oldugu icin R34 =—1 olur ve diizlem dalga ifadesi,

E, (2)= A [ ket _ glikesiikzxds)y 4.18)

seklini alir. Sekil 5-4’te de 2-3 smr etrafindaki alan degerleri z ekseni boyunca

hesaplanarak cizdirilmistir.

_____ 3.Bolgede 2-3 sinirina
7500 T T T yaklasirken alan degerleri
2 Bolgede 2-3 sinirina

7000 |- //—/_\ yaklasirken alan degerleri

6500 " -

.
ﬂ”
-

6000 | s -

[Ey]
R
=]
=)

T
\
\
N
|

5000 s -

4500 -~ -

4000 -~ .

3500 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

2-3 SINIRINA YAKLASIRKEMN ORNEK SAYISI

Sekil 5-4 2-3 Smirina Ustten ve Alttan Yaklasirken Alan Degerleri

5.3.0rnek 3

Diizlem dalga ifadeleri ile olusturulan integrandlarin sinir kosulunu sagladig
goriildiikten sonra simdi de bu drnekte ayni sinir kosulu analizi katmanlarin tizerinde
nokta kaynak olma durumu icin yapilmaktadir. Ornek 2 icin yazilan diizlem dalga
ifadeleri (4.15), (4.16), (4.18) bu ornek icin de gecerlidir. Sekil 5-5’te 1-2 sinirt

cevresinde z diizlemi iizerindeki alan degerleri degisimi verilmistir.



Ey|

48

46

44

42

38

36

34

32

28

x10

T T I I

\ ----- 1-2 Sinirina 2.Bolgeden yaklasirken alan degerleri
B 1-2 Sinirina 1.Bolgeden yaklasirken alan degerleri []
L 2 i
’J
— f" —
P
f”'
L ‘,»“’ i
’f
- - -
o
J’J

I I I I

0 5 10 15 20 25

1-2 SINIRINA YAKLASIRKEN ALINAN ORNEK SAYISI

Sekil 5-5 Nokta Kaynak Durumunda 1-2 Simirina Yaklasirken Alan Degerleri

Benzer sekilde Sekil 5-6’ta da 2-3 sinir1 etrafinda z ekseni boyunca alan degerleri

degisimi verilmistir.

[Eyl

34

32

28

26

24
0

----- 2-3 Sinirina 3.Bolgeden yaklasirken alan degerleri

— 2-3 Sinirina 2.Bolgeden yaklasirken alan degerler’

5 10 15 20 25
2-3 SINIRINA YAKLASIRKEN ALINAN ORMEK SAYISI

Sekil 5-6 Nokta Kaynak Durumunda 2-3 Simirina Yaklasirken Alan Degerleri
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6. SONUC

Mikroserit antenler ve monolitik mikrodalga entegre devreler gibi bircok
uygulamada katmanli yapilarda elektromanyetik alanlarin ve potansiyellerin hesabina
ihtiyac duyulmaktadir. Katmanli ortamin Green fonksiyonu ise Sommerfeld Integrali
bicimindedir. Sommerfeld Integrali ise integrandindaki Bessel ya da Hankel
fonksiyonu sebebiyle reel eksen iizerinde salinimli ve yavag yakinsayan yapidadir.

Bu nedenle integralin sayisal hesabi ¢cok zaman alicidir.

Sommerfeld Integrali’nin amilan problemini ortadan kaldirmaya yonelik farkli
yontemler Onerilmistir. Bunlardan bir kismu integral degerini, integrasyonu
gerceklestirmeden spektral domendeki Green cekirdeginin kapali-form ifadelerini
yaklagiklama yoOntemleri ile ireterek bulmaya calismaktadir. Diger kismi da
integrasyon islemini hizlandirmak icin ¢esitli yontemler 6nermektedir. Reel eksen
izerinde ekstrapolasyon, agirlikli ortalama deger alma gibi yontemlerle Sommerfeld
Integrali’nin kuyruk kismindaki salinimliik ortadan kaldirilmaya calisiimaktadir.
Sanal eksene tasima seklindeki yontemler ise Hankel fonksiyonlarinin sanal eksen

boyunca hizli degisim 6zelligini kullanmaktadir.

Bu tez caligmasinda Sanal Eksen Uzerine Deformasyon teknigi uygulanmistir.
Reel eksen iizerindeki integrasyon yolu Cauchy ve Jordan teoremlerinin de yardimi
ile sanal eksene kapatilmis ve son noktada integral degerinin belirlenen dallanma
cizgisi iizerindeki integrale esit oldugu once Sommerfeld Ozdesligi’nin hesab ile
gosterilmis, daha sonra da ii¢ katmanlh bir yapi iizerinde aym yontem uygulanarak
integral degeri hesaplanmistir. Ustel azalan integrand ile elde edilen sonuglarin teorik

beklentilerle uyumlu oldugu goriilmiistiir.
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EKLER

Ek-1 Helmholtz Denkleminin Kiiresel Koordinatlardaki Coziimii
(V2 + &)y (r) = 5(r) )

bicimindeki vektorel Helmholtz denkleminin kiiresel koordinatlardaki ¢6ziimii Green

fonsiyonu yardimi ile elde edilecektir.

(V2 +k*)g(F,7)==6(F =7 2)
olmak iizere, (2) esitliginden Green fonksiyonlarinin nokta kaynaklara yanit
olduklar1 goriilmektedir. Skaler fonksiyon g(7,7) kiiresel koordinat sisteminde

(2)’den elde edilecektir. Bu amagla oncelikle, koordinat merkezi 7 =0 olarak

doniistiiriiliirse,
VVg(7)+k’g(T)=-8(7F) (3)

yazilabilir. (3) denkleminin ve onun g(7) i¢in ¢dziimiiniin, kiiresel olarak simetrik
ve @ ve ¢’den bagimsiz oldugu goriilmektedir. Kiiresel koordinat sisteminde (3)

denklemi,
1 9? _ , _
o p L]k g () ==6(r) @

bicimini alir. 7 #0 oldugu miiddetce, denklemin sag tarafi sifira esittir ve (4)

denklemi
az
S 7lrsM]+kirg(m) =0 (5)

biciminde olur.
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Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ise bir giden dalga sunmalidir. C6ziim olarak (6)

elde edilir.

ikr
g =C5
r

(6)

C sabiti, (3)’1i merkezdeki ¢ok kii¢iik yaricaph bir kiire iizerinde integre etmek sureti
ile bulunur. Vektér matematiginden Gauss teoremini goz oniinde tutarak, (3)’iin ilk

teriminin integrasyonu (7)’yi verir.

” dvVig = (j;Bdstg = {47172 %g(?)} (7)

r=co r=co

(3) denkleminden, (8) elde edilir.

{4ﬂr2ig(7)} +k? T drazr’g(r)=-1 (8)
or

r=co r=0
(6) bu denklem iizerinde kullanilarak, & — O limitinde, ikinci terim &~ ile orantili
oldugu ve sifira gittigi goriilmektedir. ilk terim —47C verir. Bu nedenle C :L

Y4

bulunur.

Burada r kaynak ile gozlem noktasi arasindaki mesafedir. Geri orijinal koordinat

sistemine doniildiigiinde, r mesafesinin |7—7’

> ye doniistiigli goriiliir. Sonug olarak,
Skaler Green fonksiyonu,

ik[F -7

g(’”,”)zm )

biciminde elde edilir.[19]
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Ek-2 Baz Integrallerin Limitleri

Cogu kez, bir daire iizerindeki integralin dairenin yarigapt sifira veya sonsuza
giderken alacagi limit degerler s6z konusu olur. Asagidaki teoremler bu hallere
iliskin uygulama ag¢isindan c¢ok ©nemli olan durumlar1 belirtmektedir. Teoremler

Sekil 1 iizerinden agiklanmaktadir.

& ¥

o

Sekil E-1 Daire Yay1 Uzerinde integral Limi tleri

Teorem I. |z| — 0 i¢in zf(z) diizgiin olarak sifira gidiyorsa, J. f(2)dz integrali
¢

P

p — 0 icin sifira gider. Burada C_,

z| = p dairesinin bir kism1 veya biitiiniidiir.

Gergekten,
92
[ F@dz= [ f(pe*)ipede
Cp b
ve dolayisiyla |Z| = p olmak iizere,

I f(2)dz| < max|zf (2)| (6, —6,) dir.
Cp

p — 0 i¢in zf(z) diizgiin olarak sifira gittigine gore, verilmis her € >0’a karsilik

oyle bir p(&) bulunur ki,

z| < p(€) oldukca |zf(z)| < P £ olur. Bu da gosterir ki

2 1

— 0 ‘dir.

J

Cp
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Teorem II. |z| — oo icin zf(z) diizgiin olarak sifira gidiyorsa,

Iﬂ@ﬂ
Cr

integrali R — o igin sifira gider. Burada C,, Z|=R dairesinin bir kism1 veya

biitiiniidiir. Bu teoremin ispati tamamen yukaridaki Teorem I’de oldugu gibi yapilir.

Teorem III. (Jordan) f(z) fonksiyonu reel ekseni iceren {ist yar1 diizlemde |z| —> 0

icin diizgiin olarak sifira gidiyorsa, her pozitif m i¢in, |R| — oo ile beraber,

[ F@e™dz—0
Cr

olur. Burada C, ile {|z|:R,y20} yarim dairesi gosterilmektedir. Gergcekten C,

iizerinde z = Re? ve Be [0,7] yazilir. Buna gore,

T
J‘ f(Z)eimde — J‘f(ReiB)elmR[cosé’ﬂsmﬁ]iReie do
0

Cr

Ve dolayisiyla,

f(Z)eimZdZ < T f(Reié’)e—mRsinGRde
C 0
R

< max |f(z)| I e RSNl pg
0

olur. R — o olurken diizgiin bir sekilde max| f (z)|—>0 oldugundan, sagdaki

integralin R — o i¢in simirlt kaldigim gostermek, teoremin ispatini yapmak igin

yeterlidir.
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Bu integral I ile gosterilip asagidaki bigcimde yazilsin.

V4 ) 72 )
I:Ie—mR51n9Rd6:2I e—mRsmé’Rde
0 0

0,7/2) araligm, (0,&) ve (a,m/2) seklinde ikiye aynlsin. «, (0,7/2)
araliginda herhangi bir degerdir. (0,) araliginda cos@/cosa>1, (a,7/2)

—mRsin @ < —mRsino

araliginda da e e oldugundan,

zl2

/2 a
— —mRsin@ —
1 2£e Rd6 2! +2£

a 7l2
<2J‘e—mRsm6’R cos @ ,0_*_2-" e—mRsmaRde
0 cosa e

2

mcos 0

[_e—mRsiné’]a + ze—mRsinaR(z

< -a
2)

olur. Acik¢a goriilmektedir ki, sagdaki ikinci terim R — oo ile beraber sifira gider.

[lk terim ise 2/(mcosa) degerini alir. Boylece teorem ispat edilmis olur.



