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OZET

TEZIN BASLIGI : LINEER OLMAYAN FRAKSIYONEL DIFERANSIYEL
DENKLEMLER ICIN KUASILINEERIZASYON METODU
YAZARIN ADI : Ali YAKAR

Bu tez c¢aligmasinda klasik anlamda lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
¢oziim yonteminde kullandigimiz kuasilineerizasyon teknigini Caputo manada
fraksiyonel tiirevli ve lineer olmayan baslangi¢ deger problemine uygulamaya ¢alistik.

Neticede goriildii ki klasik tiirevle verilen ve lineer olmayan bir diferansiyel
denklem i¢in bu metodun uygulanmasiyla elde edilen sonuglara paralel olacak sekilde
benzer sonuglar elde edilmistir. Yani kuasilineerizasyon metodu kullanilarak belirli
kosullar altinda verilen lineer olmayan fraksiyonel baslangic deger probleminin tek
¢Oziimiine diizgiin, monoton ve kuadratik yakinsayan ve elemanlarindan her biri lineer

fraksiyonel denklemlerin ¢oziimleri olan monoton fonksiyon dizileri teskil edilmigtir.



SUMMARY

TITLE OF THESIS : QUASILINEARIZATION METHOD FOR
NONLINEAR FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
AUTHOR : Ali YAKAR

Quasilinearization technique coupled with the method of lower and upper solutions
provides an explicit analytic representation for the solution of nonlinear differential
equation which yields pointwise upper and lower estimates for the solution of the
problem.

In this work, we have applied the well-known quasilinearization method to a given
nonlinear fractional differential equations with Caputo derivative. So, we get similar
results parallel to conventional differantial equations with integer derivatives, namely, we
have constructed monotone squences which converge uniformly and monotonically to the
unique solution of the original problem under some conditions. Also, it has been shown

that the convergence is quadratic or semi-quadratic.
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1. GIRIS

Fraksiyonel tiirev ya da keyfi mertebeden tiirev kavraminin baslangici olarak XVI1.
y.y. gosterilir. Bunu L'Hospital ve Leibnitz arasinda gegen (1/2). mertebeden tiirevin
tartisildigr yazismalardan bilmekteyiz [4]. XIX. yy’in sonlarina dogru gelindiginde ise
Liouville, Griinwald, Letnikov ve Riemann’in yaptigi énemli ¢alismalar 1siginda keyfi
mertebeden tiirev ve integral tizerine yapilan teorik ¢aligmalar neredeyse tamamlanmisti.
Fakat bu ¢alismalarin tamamen kuramsal ve teorikte kaldig: gercek hayat problemlerine
uygulanamayacag disiiniililyordu. Halbuki yakin gegmiste yapilan caligmalar gosterdi ki
fraksiyonel tiirev ve integral kavrami bir ¢ok problemi modellemede o6teden beri
kullandigimiz Klasik tiirev ve integral kavramlarindan daha uygun ve daha elverislidir.
Bu dogrultu ilk defa Oldham ve Spanier tarafindan kaleme alinan ¢alisma [16] bu
konunun fizik, kimya, miithendislik ve diger disiplenlerde uygulamalarini gostermesi
bakimindan ¢ok onemlidir. Daha sonralar1 fraksiyonel analiz konusunda c¢ok onemli
caligmalar ve basilan kitaplar da olmustur [5, 6, 19]. Fakat V. Lakshmikantham, . S.
Leela and J. Vasundhara Devi tarafindan ele alinan galisma [11] fraksiyonel diferansiyel
denklemler konseptini bagimsiz bir disiplin olarak ortaya koymasi bakimindan bu alanda

yazilan ilk kitaptir . Ve bu tez ¢calismasi i¢in 6nemli bir referans kitabidir.

Kuasilineerizasyon metodunun esas fikrine gelince bu teknik ilk olarak Bellman ve
Kalaba tarafindan ortaya atilmis [17], Lakshmikantham tarafindan gelistirilmistir [8, 9].
Bu metotta esas olarak verilen nonlineer diferansiyel denklemin, sag tarafi konveks bir
fonksiyon olmak sartiyla, problemin ¢oziimiine diizgiin monoton ve hatta kuadratik
yakinsayan ve elemenlarindan herbiri lineer diferansiyel denklemlerin ¢éziimii olan
monoton fonksiyon dizileri teskil edilmektedir. Bununla birlikte ilk bakista konvekslik
kosulu teorinin gelismesinde bir engel gibi goriinse de bu sartin yerine daha sonra yapilan
calismalarda daha zayif kosullar alinarak ayni sonuglar elde edilmeye calisilmis ve
basarili olunmustur [7, 10, 24, 25]. Boylece bu teknik kendine daha genis bir uygulama

bulmustur.

Fraksiyonel tiirev ve integral kavrammin gelisimine bagh olarak integral ve

diferansiyel esitsizlikler varlik ve teklik teoremleri yeniden ele alimmustir [ 1, 5, 11, 12]. Bu



baglamda klasik anlamda lineer olmayan problemler igin uyguladigimiz
Kuasilineerizasyon Teknigi, Monoton Iterativ Teknigi, Stabilite ve Lyapunov stabilite
gibi konular ise fraksiyonel dinamik sistemler konseptinde yerini almistir [3, 11, 13, 14,
15, 20, 21, 22].

Bu tez ¢alismasinda kuasilineerizasyon metodu Caputo tiireviyle verilen ve lineer
olmayan bir fraksiyonel diferansiyel denkleme uygulanmig ve problemin tek ¢oziimiine

diizgiin ve kuadratik yakinsayan monoton fonksiyon dizileri teskil edilmistir.

Bolim 2 de oncelikle fraksiyonel analiz i¢in gerekli bazi 6zel fonksiyonlar
tanimlanmakta ve Riemann Liouville (R-L), Griinwald Letnikov ve Caputo manada
fraksiyonel tlirev ve integral kavramlari {izerinde durulmaktadir. Devaminda Caputo ve
R-L manada verilen fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢ deger problemi
tizerine bazi temel tanim ve teoremler verilecektir. Sunu belirtelim ki Bolim 2.4” te Ki
sonuglar yenidir ve burada baslangi¢ zaman farkiyla verilen alt ve iist ¢oziimler i¢in varlik
ve teklik teoremleri ifade ve ispat edilmistir. Son olarak ise Kuasilineerizasyon teknigi
hakkinda bilgi verilmistir. Bunu yaparken metotun daha iyi anlasilmasi i¢in birinci

mertebeden lineer olmayan skaler baslangi¢ deger problemi kullanilmistir.
Boliim 3 ve 4’te tamamen yeni sonuglar ele alinmistir.

Bolim 3’te Caputo anlamda fraksiyonel tiirevli ve lineer olmayan diferansiyel
denklem igin alt ve iist ¢oziimler baslangi¢ zaman farkiyla verildiginde ve diferansiyel
denklemin sag tarafindaki fonksiyon konveks olma kosulundan daha zayif bir fonksiyon

olarak se¢ildiginde kuasilineerizasyon teknigi uygulanmustir.

Bolim 4’te sag tarafi birbirinden farkli ii¢ fonksiyonun toplami bigiminde
yazilabilen lineer olmayan fraksiyonel diferansiyel denklem igin kuasilineerizasyon
tekniginin ¢alisabilir olmasi incelenmistir. Yine problemin tek ¢6ziimiine diizgiin ve
monoton olarak yakinsayan ve lineer fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri
olan fonksiyon dizileri teskil edilmistir. Fakat bu kez yakinsama kuadratik degil yar1
kuadratiktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Fraksiyonel(kesirli) tiirev ya da fraksiyonel integral klasik manada bilinen yiiksek
mertebeden tiirev ya da n-kath integral kavramlarin1 genelleyen bir konsepttir. Burada
fraksiyonel tiirev derken keyfi mertebeden tiirev kastedilmektedir. Bu bolimde
fraksiyonel analiz iizerine temel kavramlar, fraksiyonel diferansiyel denklemler ve
esitsizlikler iizerine bazi teoremler ve bununla birlikte kuasilineerizasyon teknigi

hakkinda kisa bir bilgi verilecektir.

2.1. Fraksiyonel Analizde Bazi1 Ozel Fonksiyonlar

Oncelikle fraksiyonel analiz ve fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in gerekli bazi

0zel fonksiyonlar ve bunlara ait baz1 6zellikler verilecektir.

2.1.1. Gamma Fonksiyonu

Fraksiyonel analizdeki  temel fonksiyonlardan birisi de Euler’in Gamma
fonksiyonudur. Bu fonksiyon sayesinde faktoriyel kavramini kesirli ya da kompleks
sayilara genelleyebiliyoruz.

Gamma fonksiyonu I'(z) asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
I(z)= et dt (2.1.1)
0

ve Re(z) >0 ig¢in yakinsaktir.

Gamma fonksiyonunun limit tanimi ise asagidaki gibidir.

z

r(2)= fim 2(z +1j,,.(z +n)

(2.1.2)

zeCve z#0,-1,-2,...

Asagida bu fonksiyonun bazi 6zellikleri siralanmistir:

(i) T(z+1)=2zr(2),
(i) T(1)=1,T(2)=1,1(3)=2,T(n+1)=nr(n)=nl,
(iii ) 1'(0) = o0, T'(e0) = 0,



Sadece ilk 6zelligi ispatlayalim. Bunun i¢in kismi integrasyondan faydalanacagiz

sOyle ki
r(z+1)= Ie"tzdt = [—e"tz]:: + zj.e*‘tzfldt =2I'(2).
0 0

2.1.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu asagidaki integral ile ifade edilmektedir.

1
Bz,w)= [r"*(1—)""dr, Re(z)Re(w)>0. (2.1.3)
0
I' ve § fonksiyonlari arasindaki iliski ise asagidaki gibidir.
I(p)r(a)
BA\p.q)= (2.1.4)
(b.a) r(p+q)
Buradan kolaylikla £ fonksiyonunun simetrik olusu gortilebilir.
A(p.q)=A(a,p). (2.1.5)

2.1.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu
Klasik anlamdaki tam say1 mertebeden diferansiyel denklemler i¢in tistel fonksiyon

e’ ne kadar 6nemli ise bu fonksiyonun bir anlamda genellemesi olan Mittag-Leffler
fonksiyonu da fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in ayni Oneme sahiptir. Bir

parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

2.1.6
kZ::; qk +1 ( )
seklinde tanimli iken iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ise asagidaki gibi
tanimliyoruz.
Z (2.1.7)
k=0 qk+r

Ilk defa Agarwal tarafindan tanmimlanmas1 [18] ve Humbert ile birlikte Laplace

dontisiimii kullanilarak ¢ok sayida 6zellilligini bulmasi nedeniyle bu fonksiyon Agarwal



fonksiyonu olarak da adlandirilabilir.

Tanimlardan hareketle asagidaki esitlikler kolaylikla yazilabilir.

k=0 k=0 VA
T T A N L - L
& () Lt T A T A 7

Boylece devam edilirse asagidaki sonuca ulasiriz:

1 , m-2 Zk
£ (0= -5 {e _ﬂ

Hiperbolik siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel bir

durumu olarak ifade edilebilir:

o0

E,2') Zr2k+1 Z;k)i_mh ?)

k= k:0

ST(2k +2) 2:02k+1)' z

( ) i _1& 2% sinh(z)

n. mertebeden hiperbolik fonksiyonlar ise ayni sekilde Mittag-Leffler fonksiyonu

kullanilarak

nk+r-1

= z

h(z.n)= kZ:;(nk+r 1)

7"E, ( "), r=1,2,...n,

seklinde verilebilir. Bunun gibi n. mertebeden trigonometrik fonksiyonlar da Mittag-

Leffler fonksiyonu yardimiyla agagidaki gibi yazilabilir:

» (—1 i an+r—l y )
kr(Z,n)Zz((njz_—r_l)!:Z lEn'r(—Z ), I’=1,2,...,n.

j=0

2.1.4 Wright Fonksiyonu

Dalga denklemi gibi kismi fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde
kullandigimiz ve ilk defa Wright [23] tarafindan ortaya atilan bu fonksiyon asagidaki gibi

tanimlanir.



2.1.8
kz kT qk +r) (218)
Tanimdan hareketle asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

W (z;0,1) =€,
LI Re

2.2. Fraksiyonel Tiirev ve Integral

Fraksiyonel(kesirli) tiirev ya da fraksiyonel analiz kelime olarak yanlis anlagilmaya
sebep olan bir kelimedir. Esasinda fraksiyonel tiirev kelimesinden kasit burada keyfi
mertebeden tiirevdir. Fraksiyonel analiz kavrami ise kesirlerin analizi degildir, keyfi
mertebeden tiirev ya da keyfi katl integral {izerine bir konsepttir.

Asagida n katli integral ve n. mertebeden tiirev dizisini ele alalim:

S t d f(t) d? f(t)
!drz_!:f(fl)dfl, {f(fl)dfl, f(t), ot

Keyfi bir a reel sayist verilsin. f fonksiyonunun «. mertebeden tiirevini
D f(t) ile gosterirsek bu tiirevi yukaridaki operatdrler dizisinin bir enterpolasyonu
olarak vyazabiliriz.  a ve t fraksiyonel operatoriin terminal degerleridir. Keyfi
mertebeden integral kavrami yerine . D" f (t) ile gdsterdigimiz n-katl: integral kavramim

da genelleyen fraksiyonel integral operatoriinii kullanacagiz. ' min negatif olmasi

fraksiyonel integrale isaret eder.

2.2.1. Griinwald-Letnikov Fraksiyonel Tiirevi
y = f(t) sirekli fonksiyonunu ele alalim. Tirevin limit tanimindan f(t)

fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevinin

f)=2 ;t(t) - im f(t)—;(t—h) (2.2.1)

bagitistyla verildigini biliyoruz. Bu tanimu f'(t) fonksiyonuna birkez daha uygularsak

ikinci mertebeden tiirevi elde ederiz.



1{f(t)—f(t—h) f(t—h)—f(t—2h)}

=hmy h - h
f(t)=2f (t—h)+ f (t—2h
=lim )-2f( h2) (t=2h) 2.2.2)

(2.2.1) ve (2.2.2)’den hareketle f (t) fonksiyonunun ii¢iincli mertebeden tiirevi asagidaki

gibidir:

d® f(t)
f(t)=
( ) dt3
f(t)-3f(t—h)+3f(t—2h)—f(t—3n
i W8T ()3T (t=2h) = F(t=3h) ) 5
h—0 h
ve bu sekilde devam edilirse, indiiksiyonla;
d" f(t)
(1) =
(="
= lim—Y (<1 [ " | £ (t-rh (2.2.4)
= LILT(] o ,:0( . ) 2.
burada (:] binom katsayisini gostermektedir.

n yukaridaki gibi bir tam say1 ve p keyfi bir tam say1 olmak iizere asagidaki

esitlik ile (2.2.1) ve (2.2.4)’teki bagintilar1 genelleyebiliriz

1= 3y [ ra-m.

r=0 r

burada p <n oldugu agiktir. Simdi limite gecersek asagidaki ifadeleri elde ederiz

(2.2.5)

dff
Ilmfh(P) (t) - f(P) (t) —

h—0 B dt®

boyle bir durumda [ EJ den sonraki katsayilar sifir olarak alinmaktadir.



Simdi p ’nin negatif tam say1 degerleri almas1 durumunu irdeleyelim. Bunun i¢in

asagidaki notasyonu kullanacagiz

{p} _ p(p+1).(p+r-1)

r r!

bu takdirde asagidaki esitlik dogrudur

(—pj _ —p(-p-1)(-p-2)..(—p-r+1) _ (_1)[p}.

r r!

(2.2.5)’te p yerine — p koyarsak

£60)(t) = hpzm £(t—rh) (2.2.6)

ifadesi bulunur. Burada p pozitif bir tam sayidir.
Nn’yi sabitler ve h — Oigin limit alirsak fh(_p)(t) ifadesi agiktir ki sifira gider. Limiti

sifirdan farkli yapmak i¢in h— 0 i¢in n— oo olacagi bir durumu ele almaliyiz. Bu

nedenle h fonksiyonunu a bir reel sabit olmak tizere h = t-a bi¢iminde yazabiliriz. Bu
n

durumda £ (t) ifadesinin limit gosterimi asagidaki gibidir.
lim f7 (t)=,D7"f (t)=D;" f (t).
nh=t-a

Bazen Griinwald-Letnikov fraksiyonel integral operatorii ,D; " f(t) ifadesinde

terminal sinir degerleri de kaldirarak D, " f (t) ile gosterecegiz.
Bazi 6zel durumlar i¢in bu formiilii degerlendirelim. p =1 alirsak asagidaki ifade

bulunur;
n

7V (t)=h> f (t-rh).

r=0
t—nh=a oldugu gbéz Oniine alinir ve f(t)'yi stirekli bir fonksiyon olarak

diistiniirsek bu durumda

t-a t

lim fi ()=, DM (t)= [ f(t-z)dz=[f(r)dr.

nh=t-a 0 a

ifadesini yazariz.



p = 2igin ise

n

f2(t)=h> (rh)f (t—rh)

r=0

. . 2| _23..(2+r-1) o
esitligi elde edilir. Burada ] = | oldugu g6z oniine alindi.
r!

t+h=y doniisiimii ile
n+l

0= () (y -rh)

ifadesini yazariz. h — 0 i¢in limit alinirsa
t-a t
. -2 _ - _ _
lim 3 ()=, D f (1) = E[zf (t-2)dz=[(t-7) f (r)dr,
nh=t-a a
sonucunu elde edriz. h— 0 igin y —t olduguna dikkat edelim.

Simdi de p =3 olmasi durumunu inceleyelim.

ﬂ _34.3+r-1)_(r+1)r+2)

r r! 1.2

esitligini dikkate alirsak bu durumda

= DS (r+1)(r +2)h2 F (t—rh).

1-2 r:o
Yukarida oldugu gibi t+h =y doniisiimii ile
n+1l

) (t):%Zr(r+l)h2f (y—rh).

& r=l

ifadesini ve buradan hareketle son olarak da asagidaki ifadeyi elde ederiz;

N+l 2 n+l
fh(—3)(t) = LZ(rh)z f (y - I’h)+ h— Z(rh)f (y - I’h).
124 1.2

h — 0 i¢in limite gegilirse

T . 1
i 77(1)=, D71 (0= |

nh=t-a

2 (t-2)dz = (1<) £ (r)dr,

D ey

burada h—0 i¢cin y—>t oldugu gergegi ve bununla birlikte asagidaki esitlik

kullanilmistir.



2 n+l t
nhigaﬁ;(rh)f (y—rh)= nhgahl(t—r)f (r)dz=o0.

Sonug olarak, keyfi tam say1 mertebeden p katli integral i¢in asagidaki esitligi elde

ederiz.

aDtpf(t):nmhpimf(t_rh): L f(t-0 f()de.  (227)

( p _l)| a
Matematiksel indiiksiyonla bu sonucun dogrulugu kolayca gosterilebilir.
Asagida f(t) siirekli fonksiyonu icin tam say1 mertebeden keyfi tirev (2.2.5) ve

p katl integral (2.2.7) kavramlari i¢in ortak bir formiil verilmistir
. Y
p = hI p — —
LDPF ()= fimh > 1)mf(t rh). (2.28)

Eger p =nalirsak n. mertebeden tiirev, p =—n alinirsa da nkath integral elde edilmis

olur.
Yukaridaki (2.2.8) esitligi bizi tiirev ve integral kavramlarinin keyfi mertebeden

herhangi bir p reel veya kompleks sayisi i¢in de yazilabilecegi fikrine gotiiriir.
Boylece keyfi bir p (p > O) sayist i¢in Griinwald-Letnikov integral formiilii
asagidaki gibidir

1 t
P — =
= limh Z{ } rh) ) j r)dz.  (2.2.9)

ph=t-a =0
[a,b] kiimesi tizerinde f'(t) fonksiyonunun siirekli oldugu biliniyorsa kismi
integrasyonla (2.2.9) esitligi asagidaki gibi yazilabilir

o i(p)=1aN=a)

I'(p+1)

Eger f(t) fonksiyonu (m +1) kez stirekli tiirevlere sahipse bu takdirde asagidaki esitlik

+F(:+1)j(t—r)p f'(r)dz

elde edilir

m f a.)(t a)p+k 1 F p+m ( l)
t— flm d 2.2.10
kZ:; I(p+k+1) +F(p+m+1)£( 7) (e)de ( )

Benzer sekilde keyfi mertebeden Griinwald-Letnikov tiirev formiilii ise



nh=t-a r=0 r
= lim f”(t) (2.2.11)
nn:_t)ga
burada £.7)(t)= hpzn:(—l)'£ fj f(t—rh)
r=0

(2.2.11) esitligi baz1 hesaplamalar neticesinde asagidaki bigimde de yazilabilir.
D7 f ()= lim 7(t)

nh=t-a

mf (k)(a)(t _ a)— p+k 1 ¢ .
- t—z)"P £ )dr  (2.2.12
kZ::? F(—p+k+1) +r(_p+m+1)j( T) (r)r ( )

a

burada f(t) fonksiyonu m+1 kez siirekli tiirevlenebilir tiirevlere sahip ve m tamsayisi
da m> p—1 kosulunu saglamaktadir. Yani mtam sayist p'den kiiciik en biiyilk tam
sayidir, m< p<m-+1.

Teorik acidan bahsi gegen (2.2.12) Griinwald-Letnikov tiirevin tanimli olabilmesi
fonksiyonun m+1 kez siirekli tiireve sahip olabilmesini gerektirmektedir. Bu durum bir
bakima kisitlanma gibi goriinse de aslinda fizik, kimya ve cesitli disiplinlerdeki

uygulamalara baktigimizda yeterince diizgiin fonksiyonlar kullanilmaktadir.

2.2.2. Riemann-Liouville (R-L) Fraksiyonel Tiirevi
Riemann ve Liouville’den adin1 alan ve literatiirde en ¢ok bilinen fraksiyonel tiirev
kavrami asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

.DPf(t)= (%}m j(t —7)" P f(z)dr, (M<p<m+l). (2.2.13)

a

Yukaridaki (2.2.12) esitligi art arda kismi integrasyon alarak tabiki f 'nin m+1 kez

stirekli tiireve sahip olmasi kosuluyla (2.2.13) teki R-L tiirev tanimindan kolayca elde

edilebilir. Yani

D2 f(t)= (ijmﬂj(t )" f(r)dr

a) !



mf (k)(a)(t _ a)— p+k 1 ¢ .
= t—7) f(m+1) d
kZ:;' F(—p+k+1) +F(—p+m+1)£( T) (T) T

=Dy f(t), (m<p<m+l), (2.2.14)
burada D f (t) ile Griinwald-Letnikov fraksiyonel tiirev kast edilmeltedir.

Boylece t >aicin m+1 kez stirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar siifini ele
aldigimizda (2.2.11) Griinwald-Letnikov tanimu ile (2.2.13) Riemann-Liouville tanimi
birbirine 6zdes olur. Uygulamaya baktigimizda calisilan fonksiyonlar yeterince diizgiin
ve siirekli fonksiyonlardir ve bu anlamda biiylik bir avantajdir.

Simdi (2.2.13) teki Riemann-Liouville taniminin tam say1 mertebeden tiirev ve
n-kath integral tanimlarinin dogal bir sentezi oldugunu gérmeye ¢alisalim.

Kabul edelim ki f (z)stirekli ve her sonlu (a,t)araliginda integrallenebilen olsun.
Yalmiz  f(z) fonksiyonun z=a noktasinda r. mertebeden (r < 1) integral tekilligi

bulunabilir yani

lim(z—a) f(z)=sbt(=0)

7—>a

Bu durumda

()= [f(c)dr

a
integrali mevcut ve sonlu bir degere sahiptir. Soyle ki t — a i¢in integralin degeri sifirdir.
Gergekten 7=a+ y(t—a) doniisiimii yapilir ve &£ =t—aalinirsa;

lim f(t) = lim jf (r)dz

t—a t—a
1
= lim (t—a)[f(a+y(t—a))dy
—a 0
1
= lim e’ j(ey)r fa+ys)y'dy=0 (2.2.15)
£ 0
burada r <1 olmasina dikkat edelim. Simdi de f () fonksiyonunun iki katli integral

durumunu ele alalim.



- [t~ )t (e (2:2.16)

Bu son ifadeyi bir kez daha integre edersek f (z) fonksiyonunun {i¢ katli integralini elde
ederiz

t a 2

)= jdrljdrz I f(r)dr

T

= jdrljl(rl—r)f(r)dr

=%j(t—r)z f(7)dz. (2.2.17)

Matematiksel tiimevarim yontemiyle bdylece devam edilirse goriilecektir ki genel

durumda Cauchy formiiliinii buluruz:
t
_ (1 f(t- dr. (2.2.18)

Simdi n>1"yi sabitleyelim ve k >0seklinde bir k tam sayisi1 ele alalim. Agiktir ki

bu durumda
(=k-n) 1 kt
f T D" j (2.2.19)

esitligini elde ederiz. Burada D™ ile k katli integral isaretlenmistir.

Obiir taraftan n>1'yi sabitlr ve  bir k>n tam sayisi secersek, f(t)

fonksiyonunun (k —n).mertebeden tiirevini asagidaki bigimde yazmus oluruz.

£t (i j (2.2.20)

buradal D*sembolii k defa tiirevi gostermektedir.



(2.2.18) de ki n-katli integral formiiliinii genelleyip tam say1 olmayan bir ndegeri

icin yazmak gerekirse bu durumda verilen esitlikte ntam sayisini p >0 reel sayisi ile

degistirmemiz yeterlidir.
t
)= (i - (2.2.21)

(2.2.18) de n tam sayisi i¢in n>1 olmasi gerekli iken, p'nin sadece p > 0sartini

saglamasi yeterlidir.

Yukarida ki (2.2.21) integralinde a = 0oldugunda Riemann, a = —o oldugunda ise
Liouville manada keyfi mertebeden integral tanimlar1 s6z konusu olmaktadir. Ayrica
(2.2.21) integrali sol-fraksiyonel integral olarak bilinmektedir. Sag-fraksiyonel integral

ise

]
D (t j )dz, t<T
t

1
F( p
seklinde tanimlanmaktadir.

Asagida (2.2.13) de ki R-L fraksiyonel tiirev operatori ve (2.2.21) de ki R-L

fraksiyonel integral operatorii i¢in baz1 6zellikler verilmistir:

(i) Mertebe sifir olursa fonksiyon degismeden aynen kalir.
im D £(1)= D71 (0)= 1(0).
p—>

(ii) Fraksiyonel operator lineer bir operatordiir.
2D ?[of (t)+ Ag(t)]= e, D" £ (t)+ B.D Pg(t)
(iii ) Fraksiyonel integral operatérii igin asagidaki esitlik dogrudur.
D7 (D ()= D" (1)
(iv) R-L fraksiyonel tiirev operatorii, R-L fraksiyonel integral operatoriiniin soldan ters
operatoriidiir.
D (.DPf ()= F(t)
burada p>0 ve t>a dir.
(v) Eger ki f(t) fonksiyonunun fraksiyonel tiirevi ,D’f(t), (k-1<p<Kk)

integrallenebilen ise bu takdirde



D P(,DF ()= f Z[ DP I f (1)), % (2.2.22)

Sayet 0< p <1 ise 0 zaman

D (D ()= F(1)-[.DM ()], (tr_(aggl - (2.2.23)

Ornek 2.2.1. Asagida verilen fonksiyonun Riemann-Liouville manada fraksiyonel

tiirevini hesap edelim.
fit)=(t-a)"
buradaw gergel bir sayidir. Oncelikle o sayisint & = m— p olacak bigiminde yazalim.
Burada m sayisi «'danbiiyiik en kiiglik tam sayidir ve 0< p <1. Bu durumda keyfi
mertebeden fraksiyonel tiirev asagidaki gibi hesaplanir.
D f(t)= D" P f(t)
L
~ dt"

- o o e

dt" | T(p)

D7 (t)

s =a+Yy(t—a)degisken doniisiimiiyle

Dr(t-a)" %d{ jl y) Wdy}

_[t-a)™ B(p,w-1)]

-1
) dt”

r(p
1 T(p)r(w+1)d" AP
o) Tprwad) a2

r(w+1) T(p+w+1) g
1“(p+w+1)1”(p+w—m+1)(t )

_ wao TL+w)
=t

Bu 6rnegin dogal bir sonucu olarak f (t) =1 olmasi durumunu kolayca hesaplayabiliriz.



oo (t-3) (1) _(t-a)"
P T

Benzer bigimde f (t)= (t —a)" fonksiyonunun fraksiyonel integrali ise

r(1+w)

D*(t—a)" =(t—a)" Trwea)

a

Burada f(t)=(t—a)" foksiyonunun integrallenebilen olmasina yani w> —1 olmasina
dikkat edilmelidir.
2.2.3. Caputo Manada Fraksiyonel Tiirev

Riemann-Liouville fraksiyonel tiirev tanimi fraksiyonel tiirev ve integral teorisinin
gelisiminde ve fraksiyonel analiz konusunun ilerlemesinde 6nemli bir rol oynadig:
yadsinamaz bir gercektir. Bununla birlikte fraksiyonel baslangi¢ deger problemlemlerinde
karsimiza ¢ikan asagidaki gibi bir baslangi¢ kosulu fiziksel olarak bir anlam ifade

etmeyebilir.

lim, D"x(t)=b,, n=1,2,..

t ato

burada b, sayilar1 verilen sabitlerdir. Her ne kadar boyle baslangi¢ kosuluyla verilen

problemleri teorik olarak ¢ozebiliyorsak da bulunan ¢dziimlerin pratikte bir anlam ifade
etmedigi diistiniiliiyordu.
Caputo tarafindan verilen asagidaki fraksiyonel tiirev tanimi bu celigkinin ortadan

kalkmasina saglamigtir.

° DIx(t)= - 1_ j(t—s)” “xM(s)ds, n-1<g<n (2.2.24)

g — n i¢in Caputo tiirevi klasik manada x(t) fonksiyonunun n. tiirevini verir. Gergekten,
0<n-1<g<n oldugunu ve x(t) fonksiyonu [t,,T] kiimesi iizerinde n+1 kez siirekli
ve sinirli tiirevlere sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda

im (2060 =i g -5



(n) _t+ \-u t
~ il X (t, Xt —t,) L1

t— n—q ., (n+l) d
eon|  T(n—q+1) F(n—q+1)( s X o)s

fy

burada n=1,2,...

Caputo tiirevin en dnemli avantaji; bu tiirevle olusturulan fraksiyonel diferansiyel
denklemlerin baslangi¢ kosullari, klasik anlamda bilinen diferansiyel denklemlerde
kullandigimiz baslangi¢ kosullari ile ayni olmasidir. Diger taraftan bir C sabitinin
Caputo manada tiirevi sifir iken, ayn1 C sabitinin Riemann-Lioville tiirevi sifirdan farkli

ve asagidaki gibi hesaplanmaktadir

—d
: thC =C (t_to)
° ri-q)

Bundan sonra R-L manada fraksiyonel operatorii t D/ yerine terminal degerleri
kaldirarak kisaca DY ile fo D! Caputo fraksiyonel operatérii de kisaca “D? ile

gosterecegiz. Ayrica Griinwald-Letnikov fraksiyonel operatorii D; ile gosterdigimizi

daha 6nce belirtmistik.
Eger 0<q <1 ise (2.2.24) teki formiil asagidaki bicime doniisiir

“Dx(t) = l“(ll—q);:[(t_s)q X (s)ds, (2.2.25)
ve buradan

“D%(t)= D[x(t)- x(t, )] (2.2.26)
ya da

pix(t) = Do(t)- Xl =t)” (2.2.27)

ri-a)
yazilabilir. Ozel olarak X(t;)=0 segilirse bu durumda
°Dx(t)= Dx(t)

Bu da gosteriyor ki Riemann-Liouville fraksiyonel tiirevi mevcut olan her fonksiyon igin



Caputo manada fraksiyonel tlirev de tanimlidir.

Bu noktada asagida ki 6nemli esitligi vermeden gegemeyecegiz
DE, (A(t—1))") = AE,(A(t-1,)%), 1 R, (2.2.28)
burada E, ile (2.1.6) da ki bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyon kast edilmektedir.

Eger x(t) siirekli ve % fonksiyonu mevcut ve integrallenebilen ise bu takdirde

Riemann-Liouville ve Grinwald-Letnikov tiirevleri arasindaki iliski asagidaki gibidir

Dx(t) = Dix(t) = () (=h). +F(11_q)j(t—s)“‘ X (s)ds. (2.2.29)

I'(1-q)

(2.2.26) esitligini de goz oniine alacak olursak

D) = 0 [x(0)-x(1)] = D8 [x(1) x(1)) = s f1-5)* x(e) s

fy

Bu son yazdigimiz esitlikler fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢ézlimlerinin

kualitatif 6zelliklerinin ¢alisilmasinda dnemli bir yere haizdir.

2.3. Fraksiyonel Diferansiyel Denklemler ile Ilgili Baz

Teoremler

Bu boliimde fraksiyonel diferansiyel denklemler ve esitsizlikler ilizerine bazi
teoremler verilecektir.

Asagida bagslangic kosuluyla verilen fraksiyonel diferansiyel denklemi ele alalim.
1—
Dx(®) = f(t.x), x(t)=x"=x(t)(t-t)) " oy, to SL<T, (2.3.1)
burada f C[[t,, T]xR,R], D% ise R-L manada g. mertebeden 0 <q <1 fraksiyonel

tiirevi gostermektedir.

Yukaridaki probleme karsilik gelen Volterra tipli integral denklem ise
t
X(t) = X (t)+ij(t—s)q‘1 f (s,x(s))ds, (2.3.2)
ras;,

x°(t—t, )"

burada x°(t)= e



Oncelikle -ileriki béliimler igin esas teskil etmesi bakimindan- fraksiyonel
diferansiyel esitsizlikler tizerinde duracagiz. Bu dogrultuda ilk olarak asagidaki notasyon

ve lemmalar1 verecegiz.

Bir m(t) fonksiyonu i¢in meC, ([tO,T],R),l—q= p olarak verilmis olsun.
Burada Cp ([to ,T] , ]R) kiimesi asagida ki gibi tanimlanmistir:
Cy ([t TIR) = ueC([t, T1.R) veu(t)(t—t)" €C([t,, T].R) |
Lemma 2.3.1. Kabul edelim ki meCp([tO,T],R) fonksiyonu A. mertebeden lokal

Holder siireklive 0<A<1veA>q olsun. Ayricabir t e (t,,T] i¢in

m(t)=0 ve m(t) <0, t,<t<t, (2.3.3)
ifadesi gergeklensin.
Bu takdirde,
Dm(t,) >0
diwr.
Ispat: Bildigimiz gibi
1 d |
D'm(t) = (—d_ I ds.

t
Bir H(t)= I(t — S)p_1 m(s)ds fonksiyonu tammlayalim. Cok kiigik h>0

i

degerleri i¢in agagidaki ifadeyi ele alalim;

tlih 1 -1 '1 -1
H(t)-H(t,—h)= tj[(tl—s)p_ ~(t,~h-s)’ }m(s)ds+ﬁ_[h(t1—s)p m(s)ds
=1 +1,

t,<s<t —h igin [(ti—s)pfl—(tl—h—s)pfl}<0 ve teoremin hipotezinden de

kolayca goriilecegi gibi m(S)S 0 dir. Boylece agiktir ki ilk verilen integral 1, > 0dur.

Buradan
Y

H(t)-H (L -h)2 | (t-5)""m(s)ds.

tlfh



m(t) lokal Holder siirekli oldugundan bir k(t1)>0 sayis1 mevcuttur Oyle ki

t,—h<s<t +h icin

o k(tl)(tl - S)/1 < m(ti)_ m(s) < k(tl)(tl - S)/1
burada 0 < A <1 ve 4> Q. Bu son esitsizlik ve (2.3.3) ifadesinden,

K p P e = i hP*

I, >—k(t t — =k(t :

2ok | (e o= k)
p+A

Buradan yeterince kiigik h>0 i¢inH (t,)—H (t, —h)—k(t,) >0 ifadesine buluruz.

p+A4
.. d : :
Son olarak h — Oigin p H (t,)>0oldugu yani Dm(t,) >0 gergegine ulasiriz. Boylece
ispat tamamlandi.
Caputo manada fraksiyonel tiirevlerle verilmesi durumunda da bu teoremin

iddiasinin gecerli olacag1 asagidaki Lemma da gdsterilmistir.

Simdi Caputo tipinde verilen asagidaki fraksiyonel diferansiyel denklemi ele alalim.

“DIx(t) = f(t,x), X(t,)=%, t,<t<T. (2.3.4)
burada f eC[[t,,T[xR,R], °D? ile g. mertebeden 0<q<1 Caputo manada

fraksiyonel tiirev anlasilmaktadir.

Yukarida ki probleme karsilik gelen Volterra tipli integral denklem ise

t

X(t) = X, +Lj(t —s)" £ (s,x(s))ds.

T(a);,
Lemma 2.3.2. Kabul edelim ki meCp([tO,T],R) fonksiyonu A. mertebeden lokall

Holder siireklive 0<A<1ve A>q olsun. Ayrica bir t e (t,,T] i¢in

m(t,) =0 and m(t) <0 for t, <t <t,. (2.3.5)

Bu takdirde “Dm(t,) >0 dir.

Ispat: (2.2.26) iliskisi goz oniine alinacak olursa,

"D*m(t) = D*[m(t)-m(t)]



yazilabilir. Hipotezden m(t,) <0 oldugunu biliyoruz. Boylece

Dm(t, )= % <0

bulunur. Buradan
“Dm(t)> Dm(t)

gercegine, Lemma 2.3.1° den de istenilen sonuca ulasiriz,

*Dm(t,)> Dm(t,)> 0.
Lemma 2.3.3 Kabul edelim ki {x_(t)} dizisi [t,, T] kiimesi iizerinde tanimli ve siirekli bir
fonksiyon dizisi olsun. Ayrica her bir >0 i¢in
D%, (1) = f(t.x,) X.(t)=XENt-t) ey, Ve [FtX())<M , t,<t<T ifadeleri
gerceklensin. Bu durumda {x(t)}dizisi [t,, T | kiimesi iizerinde es siireklidir.

Ispat: t, <t <t, i¢in asagidaki ifadeleri yazabiliriz,

Xg(tl)_ Xg(tl)_ Xg(tz)"' Xg(tzx

- s o s - s o)
- b tH(t —s)" -t —s)q’l]f(s X (s))ds—tf(t ) (s, x,(s))ds
F(q) ! 1 2 1 Rg : 2 1R

Q-

. e (q+1) . N .
burada &' y1 |t2 —tl| <o = M seklinde sectigimizde istenileni elde etmis oluruz.



X ()"
r'(q)

Benzer sekilde Lemma 2.3.3’te ki ispat1 Caputo manada tiirevli olmas1 durumunda

Ayrica X) (t) = olduguna da dikkat edelim.

da kolaylikla ispatlayabiliriz.

Simdi fraksiyonel esitsizliklerle ilgili onemli bir teorem verilecektir.
Teorem 2.3.1. Kabul edelim ki; v,weC_([t,,T],R) fonksiyonlar: A.mertebeden lokal
Holder siirekli  fonksiyonlar ve oyle ki 0<A<1l ve A>q olsun. Ayrica
feC[[t, T]xR,R] ve

(i) ‘D (t)< f(t,a(t)), t, <t<T,

(ii) °DB(t) = f (t, B(t)), t, <t <T, (2.3.6)
olmak iizere (I) ve (ii) esitsizliklerinden herhangi biri kesin esitsizlik olsun.Bu takdirde
al(ty)< B(t,) oldugunda,

a(t)<p(t), t,<t<T (2.3.7)
olur.
Ispat: Farz edelim ki (2.3.7) esitsizligi yanls olsun. Bu takdirde bir t, e(tO,T] sayi1sl
mevcuttur oyle ki
a(t)=4(t)and a(t)< (1), t, <t <t,. (2.3.8)
Simdi bir m(t) fonksiyonunu m(t)=a(t)-At), t, <t<T seklinde tammlarsak
agiktir ki m(t,)=0 and m(t)<0 for t, <t<t, olacakti. Lemma 2.3.2 gbz Oniine
alindiginda ° qu('ﬁ) >0 esitsizligini elde ederiz. Ayrica (ii) deki esitsizligin kesin
esitsizlik oldugunu kabul edersek,
f(t.B(t))<°DB(t)<°Dia(t) < f (t,a(t,)).
Bu sonug ise (2.3.8) de ki esitlikten dolay1 ¢eliski verir. Neticede (2.3.7) ifadesinin dogru
olmas1 gerektigi sonucuna ulasiriz.
Ispat bitti.
Siradaki teorem yine bir karsilastirma teoremi fakat fonksiyonun Lipschitz sartini

saglamas1 kosuluyla verilmistir. Bu durmda (i) ve (ii) de ki esitsizliklerden herhangi



birinin kesin esitsizlik olmas1 gerekmeyecektir.

Teorem 2.3.2. Kabul edelim ki Teorem 2.3.1 de verilen sartlar (i) ve (ii) de ki

esitsizliklerden herhangi birinin kesin esitsizlik olmasin gerektirmeyecek sekilde

saglansin.

Ayrica f eC[[t,,T]xR,R] fonksiyonu da Lipschitz sartini saglasin,
f(t,x)—f(ty)<L(x-y), x>y veL>0; (2.3.9)
Bu takdirde baslangi¢ kosullart da a(t,)< p(t,) iliskisine saglarsa,
a(t)<p(t)t, <t<T
olur.

Ispat:  Bir B (t) fonksiyonunu B.(t)= pt)+&i(t) seklinde tammlayalim, burada

A(t)=E, (2 L(t—t, )q ) olarak belirlenmistir. Bu durumda,

B.(t)=B(t)+&>B(t)
olacaktir. Buradan £, (t,)> B(t,)> e(t,) ve B.(t)> B(t) bulunur.
Simdi de (2.3.9) da ki Lipschitz sart1 kullanilirsa,
"D'4,(t)="DB(t)+ & D A(t)
> f(t, B(t))+2LeA(t)
> f(t, B.(t)—Lak(t)+2Lek(t)
> f(t,4.()t, <t<T.
Yukarida A(t) fonksiyonunun asagida ki baslangig deger probleminin (BDP) bir ¢oziimii
oldugunu kullandik
“DIA(t) = 2LA(t), Alt,)=1.
a(t) ve p.(t)fonksiyonlari igin Teorem 2.3.1 uygulanirsa, bu bizi herhangi bir &
degeri igin ar(t) < B.(t), te[t, T] ifadesine gotiriir. Bu da & —>0 icin af(t)<B(t),
t, <t <T, oldugu sonucunu verir.

Bu teoremin 6nemli bir sonucu asagida verilmistir.



Sonug¢ 2.3.1. feC[[t, T]xR,R] fonksiyonu f(t,u)=oc(t)u iliskisini saglasin.
Burada o(t)< L Teorem 2.3.2” te ki gibi olmak iizere,

u(t)<o, t, <t<T,
olur.

Tamm 2.3.1. Bir v €C,([t,,T],R), 1-q = p, 0 < g < 1 fonksiyonu asagidaki
kosulu sagliyorsa bu fonksiyona (2.3.1) baslangi¢ deger probleminin bir alt ¢6ziimii denir,
D(t) < f (t, v(t)), VO <x,

burada v° = v(t)(t — t,)"" |, - Eger bu fonksiyon yukarda esitsizlikleri tersten
sagliyorsa bu durumda ayni problem igin bir {ist ¢6ziimdiir denir.
Siradaki teorem bir varlik teoremidir. V(t) ve W(t) sirastyla alt ve iist ¢oziim

fonksiyonlar1 olmak ve v(t) <w(t), te[t,, T],t, >0 kosulunu saglanmak iizere asagidaki

Q kapali kiimesi tlizerinde (2.3.1) fraksiyonel diferansiyel denkleminin bir ¢éziimii

mevcuttur.
Q=[(t,x):v{t) <x<wt),teft, T]].

Asagidaki teoremde bu durum ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 2.3.3. v,weC,([t,,T], R) fonksiyonlari (2.3.1) problemi i¢in sirasiyla bir alt ve
st ¢oziim ve A. mertebeden (ﬂ, > q) lokal Holder siirekli olsunlar. Ayrica
v(t) <w(t), te[t, T] ve f eC(Q,R)olsun. Bu takdirde (2.3.1) BDP’nin x(t) gibi bir
¢oziimii vardir dyle ki v(t) < x(t) <w(t) telt,, T] dir.

Ispat: Bir p(t) fonksiyonunu [t,, TIxR - R ’ye ve p(t, x) = max[v(t),min(x, w(t))]
bi¢iminde tanimlamis olalim. Bu durumda f(t, p(t,x)) fonksiyonu f fonksiyonunun

[t,, T]x R *ye siirekli bir genislemesidir ve ayn1 zamanda sinirhidir ¢iinkit  f fonksiyonu

Q. tlizerinde sinirlidir. Bu nedenle asagidaki gibi bir ¢oziime sahiptir.
D = f(t, p(t, x)), x(t)(t —t,)"° =t = %o

£ >0 i¢in agagidaki esitlikleri ele alalim,



v, (t)=v(t)—ei(t) ve w, (t)=w(t)+ei(t)
burada A(t)= (t—t, )" E, ,(t—t,)"). Agiktrr ki
V(X —te) ™ ey = VNt ) ey, —¢
W, (E0E o)™ oy = WIENE—t0) ™ iy, e,
bu nedenle v) =v°—g, W’ =w’+& ve v° <x’ <w’ yazilabilir.
Amacimiz V, (t) < x(t)<w,(t), te[t,, T] oldugunu gostermek. Farz edelim ki bu

esitsizlik yanlis olsun. Bu takdirde bir t, € (t0 ,T] degeri bulunabilir dyle ki
X(t)=w, () vev, (t) <x(t)<w,(t), t, <t <t.

Buradan x(t,)>w(t,) ve p(t,, x(t,)) = w(t,) ve v(t,) < p(t, x(t,)) <w(t) dir.

Simdi m(t)=x(t)—w,(t) fonksiyonunu teskil edersck m(t,)=0 ve m(t)<0
te[t,,t,] oldugu kolayca gdziikir. Lemma 2.3.1 kullanilirsa Dm(t,)>0 sonucunu
buluruz ki bu ise asagida goriilecegi gibi bir geligki vermektedir,

F(t, wit,) = f (6, p(t, x(1,)) = D*x(t,)> Dw, (t,)
= Dw(t, )+ £1(t,)
> f(t, w(t,))

Benzer sekilde diger durum ispatlanabilir.

Neticede,
v, (t)<x(t)<w,(t), teft,T]
esitsizligi dogrudur. Simdi &£ — 0 i¢in limite gecersek istenilen sonuca ulasmis oluruz.
v(t)<x() <w(t), teft,T].

Boylece ispat tamamlandi.

2.4. Baslangic Zaman Farkh Karsilastirma Teoremi ve Varhk

Teoremi

Bolim 2.3’te alt ve st ¢Ozlimler ayni baglangic zamaniyla verilmis ve bu

dogrultuda karsilagtirma ve varlik teoremleri ispatlanmisti. Biz bu boliimde alt ve tist



¢Oziimlerin farkli baglangi¢c zaman ve pozisyonda verilmesi durumunda karsilagtirma ve

varlik teoremlerini yeniden ele aldik.
Bu boliimde tamamen yeni sonuglar ele alinmistir.

Oncelikle asagidaki Caputo manada tiirevli lineer ve homojen olmayan fraksiyonel
diferansiyel denklemi [22] cle alalim,

‘D' =Ax+ f (1), x(t,) =X,, (2.4.2)

burada A bir reel say1 ve f eC ([t,,T],R) fonksiyonu da g. mertebeden Holder siirekli

bir fonksiyondur.
Ardisik yaklasimlar metodunu kullanirsak homojen olmayan bu denklemin

asagidaki tek ¢oziimiini buluruz,
t
X(t) = %,E, (At—t)") + [ (t-5)"" E,, (l(t—s)q) f(s)ds, te[t,T],
to
burada E, ve E,, sirasiyla bir parametreli ve iki parametreli Mittag-Leffler
fonksiyonlaridir.
Eger f(t) =0 olsaydi, yukaridaki ¢6ziim asagidaki ¢oziime indirgenmis olurdu,

X(t) = XE, (At —t,)%), tet, T] (2.4.2)

Simdi Caputo manada tiirevli baglangi¢ deger problemi (2.3.4) i¢in baslangi¢ zaman

farkiyla karstlastirma ve varlik teoremlerini ifade ve ispat edelim.
Teorem 2.4.1: Kabul edelim ki;
(i) aeC,[[tot,+T].R], t,,7>0, BeC,[[r. 5, +T].R], 7,>1,
fonksiyonlar1 A.mertebeden (0 < A <1) lokal Hélder siireklive >0, p=1-q
olsun. Ayrica,
‘Dia(t)< f(t,alt))t, <t<t,+T
“DIAt)= f(t, At)) 7, <t <7y +T
alt,)< x(s,)< B(z,) burada t, <'s, < 7,;

(ii) f(t,x) fonksiyonu Lipschitz sartim saglar,



f(t,x)—f(t,y)<L(x-y), x=yvelL>0;
(iii) f(t, X) fonksiyonu t bilesenine gore azalmayan olsun.
Bu takdirde agagidaki esitsizlikler dogrudur.
@ alt)<pl+mn) t,<t<t,+T.
(b) alt-m)<p) 7,<t<r,+T burada n, =z,-t,.
Ispat: Oncelikle }, (t) = ﬂ(t +1 ), t >t, fonksiyonunu tanimlayalim. Ac¢iktir ki
Polte)= Blzo)= arlt, )
Ayrica f(t, x) fonksiyonunun t bilesenine gore azalmayan olusundan;
‘DB, (t)=°DB(t+m)
> f(t+n, flt+m,))
> £(t.4,(t))
boylece £, (t) fonksiyonu (2.3.4) problemi i¢in bir iist ¢coziimdiir. Simdi de her hangi bir

£>0 igin g, (t)=B,(t)+&(t) fonksiyonunu tamimlamis  olalim, burada
A(t)= E,(2L(t~t,)") seklinde verilmektedir.
A(t,) =1 oldugundan,
Bo:(t) = By(to)+ £ (t,)
Po:(to) = Bty + &
> fo(t)

bu ise B,,(t,)=5(t,)=alt,) ve B,.([t)>pt), t>t, olmasm gerektirir. f(t,x)

fonksiyonunun Lipschitz sartin1 saglamasindan;
‘D, (1) =°DS, (t)+£°DA(1)
> f(t, 5,(t))+26LA(t)
> f(t, B,,(t)—sLA(t)+ 28LA(t)
> f(t, 8, (1) ty <t <t +T.

Burada ﬂ(t) fonksiyonunun asagidaki baslangi¢c deger probleminin bir ¢dziimii olmasini

kullandik,



“DIA(t) = 2LA(t), Alty)=1.
B,.(t) ve aft) fonksiyonlari igin Teorem 2.3.1 goz oniine alindiginda, aft)< S, (t),
t, <t <t, +T sonucu bulunur.
Neticede ¢ — 0 icin; a(t)< B, (t)= B,(t)= Bt +mn) tet,t,+T].
(b)’yi ispat etmek i¢in bu defa ,(t)=alt—7,), t>r, fonksiyonu tanimlanr.
Buradan
(1) = a(ro—m)=a(ty) < B(z,)
oldugu agiktir. Bu durumda a,(t)= c,(t)—&l(t) fonksiyonu tammlar ve yukarida
oldugu gibi devam edersek istenilen sonuca ulagmis oluruz.
Teorem 2.4.2. Kabul edelim ki;
() @eC,[[tyt,+ T R], t,T>0, BeC,[[r7,+T].R], fonksiyonlari A.
mertebeden (0 < A <1) lokal Holder siireklive A >0, p=1-qolsun. Ayrica
‘Dia(t)< f(t,alt))t, <t<t,+T
‘DIB)> T(t,At)) 7, <t <z, +T
burada aft,)<x(t,)<B(z,) ve alt)<plt+n) t,<t<t,+T , 5, =7,-t, ve
feCl[ty 7o +T|xR,R];
(ii f(t,x) fonksiyonu t bilesenine gire azalmayan olsun.
Bu takdirde (2.3.4) problemi af(t)<x(t)<p(t+n,) , te[t,ty+T] kosulunu
gercekleyen X(t) gibi bir ¢oziime sahiptir.
ispat: f3,(t)= p(t+7n,), t>t, fonksiyonunu tanimlayalim. Agiktr ki
Polte) = Blz) = alty).
Ayrica f(t,x) fonksiyonunun t bilesenine gore azalmayan olusundan;
‘DB, (t)=DB(t+m,)
> f(t+m, Blt+m))
> f(t, 5, (t)).



Simdi bir p:[ty,t,+T]xR—>R fonksiyonunu p(t, x) = max[e(t), min(x(t), 4, (t)]
bi¢iminde tanimlarsak, bu durumda f(t, p(t,x)) fonksiyonu f fonksiyonunun
[t,, T]x R *ye siirekli bir genislemesidir ve ayn1 zamanda sinirhidir ¢iinkii  f fonksiyonu
Q tizerinde sinirlidir. Burada

Q=[(t,x):t, <t <ty +T, at) <x(t) < A1) ].
Bu nedenle asagidaki gibi bir x(t) ¢dziimiine sahiptir.

“DIx(t)= f(t, p(t, X)), X(t,) = X,

£>0 igin asagidaki fonksiyonlari tanimlayalim;

a, (t)=a(t)—eA(t) ve B, (1) = B, (t)+&A(t),
burada A(t)= E, ((t—t,)*). Kolaylikla , (t,) < X(t,) < 3, (&) oldugu gozikmektedir.

Simdi e, (t)< x(t)< B,.(t), tet,t,+T] olduunu gdstermeye alisalim. Farz
edelim ki bu esitsizlik yanlis olsun. O zaman dyle bir t, € (ty,t, + T] degeri mevcuttur ve

X(t)= B, () vea, (1) <x(t)< B, (1), t, St <t.
Bu takdirde x(t,)> ,(t.), p(t,x(t)) = B,(t) ve a(t)< pt, x(t)) < B (t,) dir.

Simdi de m(t)=x(t)-/,,(t). fonksiyonunu teskil edersek m(t,)=0 ve m(t)<0
te[t,,t,] oldugu kolayca géziikiir. Lemma 2.3.2 kullamlirsa  °D°m(t,)>0 sonucunu
buluruz ki bu ise asagida goriilecegi gibi bir geliski vermektedir,

f(tA(t))=f (tl’ p(tl,x(tl))) = ‘Dx(t,)> ‘DA, (1)
=D () +£A(t)
> (A1)

Benzer bicimde diger durum da ispatlanabilir.

Sonug olarak;
a, (1) <x(t)< B, (1), te[ty,ty+T].
£ —0 i¢in limite gegilirse
a(t)<x(t)<p(t+m), te[t,t,+T].

Ispat tamamlandi.



Bu defa da agagida verilen Riemann-Liouville fraksiyonel tiireviyle verilen lineer ve

homojen olmayan BDP’ni ele alalim.
D = Ax+ f (t), x° = x(t)({t—t, )™ oy (2.4.3)
burada A bir reel say1 ve f e C ([t,, T],IR) fonksiyonu da g. mertebeden Hélder siirekli

bir fonksiyondur. (2.4.3) problemine kars1 gelen Volterra tipli integral denklem ise

x(t)=x j ds+ j (s)ds (2.4.4)

0 0

burada t, <t <T ve x°(t)= %

Eger ardigik yaklasimlar yontemi uygulanirsa, (2.4.3)’te ki homojen olmayan

BDP’nin agagidaki X(t) = X(t,t,, x°) ¢dziimiinii elde ederiz [11],

t
X(1) = X (1) E, (At -t,)) + [ (t-5) ' E,, (ﬂ.(t—s)q) f(s)ds, teft,T].
%
burada E, , iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur.
Sayet f(t) =0 olursa, homojen BDP i¢in asagidaki ¢6ziimii elde ederiz
X(t) = X (t—1,) " E, o (At —1))%), te[t,T]. (2.4.5)
Simdi de Riemann-Liouville manada tiirevli baglangi¢c deger problemi (2.3.1) igin
baslangi¢ zaman farkiyla karsilastirma ve varlik teoremlerini ifade ve ispat edelim.
Teorem 2.4.3. Kabul edelim ki;
(i) aeC,[[tot,+T].R], t,,7>0, BeCi[[r 7, +T].R], 7,>1,
fonksiyonlar: A.mertebeden (0 <A< 1) lokal Hélder siirekli ve A >(, p=1—qolsun.

Burada

Cy([toto +T]R) = ueC([to,ty +T].R) ve u(t).(t-t,)" €C([to.t, +T|R) | ve
C, ([TO,Z'O +T],R):[u EC([TO,Z'O +T],R) veu(t).(t-z,)" eC([z‘O,z'O +T],R)J

ve feC[[tO,TO+T]><R,R]. Ayrica,



Dia(t)< f(t,a(t)). ty<t<ty+T
DIB(t)= f(t,B(t)), 7y <t<z,+T
o <x°< f° burada & = at)t—t,) by s B = BENE-)
(ii) f(t,x) fonksiyonu Lipschitz sartin: saglar,
f(t,x)—f(t,y)<L(x-y), x>=yvelL>0;
(iii) f(t,x) fonksiyonu her x i¢in t de azalmayan bir fonksiyon olsun.
Bu takdirde,
@ alt)<plt+n) t,<t<t,+T,

(b) alt-n)<pt), ,<t<z,+T burada 7, =z,—t,.

ispat: Oncelikle 3,(t)= S(t+7,), t>t, fonksiyonunu tanimliyoruz. Bu takdirde,

ﬂg = IBO(t)(t _to )1_q |t:t0 = ﬂ(t + 771)(t _to )1_q |t:t0 = ﬂ(t)(t _to )1_q |t:ro = ﬂo >x">a’,
Ayrica f(t,x) fonksiyonunun her x igin t bilesenine gore azalmayan bir fonksiyon

olusundan
Df,(t) = DBt +7,)
> f(t+m, Blt+m))
> (1.4(1)
buradan $,(t) fonksiyonunun (2.3.1) problemi igin bir iist ¢oziim oldugu gériilmektedir.

Simdi her £>0 igin 2, (t)=f,(t)+el(t) fonksiyonunu teskil edelim. Burada

A(t) = (t-t, )q_1 = (ZL (t—t, )q ) biciminde tanimlanmustir. Agiktir ki

By, = Poo (t=1) ey = B (1) (1=1) ey, +&A (D) (t=t,) " |y
Bo, = By + A",
boylece S0 > >a’ ve B, (t)> f,(t), t>t, dir. f(t,x) fonksiyonunun Lipschitz
sartin1 saglamasini kullanirsak;
D45, (t) = D45, (t) + D A(t)
> f(t, B, (t))+26LA(t)



> f(t, B,,(t)—sLA(t)+ 28LA(t)
> f(t, 8, (1))t <t <t +T.
Burada A(t) fonksiyonunun asagidaki BDP’nin bir ¢6ziimii oldugu gergeginden
faydalandik.
DOA(t)=2LA(t), AltNt—t,) " | = 2" > 0.
B,.(t) ve aft) fonksiyonlari igin Teorem 2.3.1 goz oniine alindiginda, aft)< A,,(t),
t, <t <t,+T sonucu bulunur.
Neticede ¢ — 0 icin; a(t)< B, (t)= B,(t)= Bt +mn) te[t,t,+T].
(b)’yi ispat etmek icin bu defa ay(t)=alt—7,), t>z, fonksiyonu tanimlanr.

Buradan

Q, (t)(t — T )l_q |t:ro = a(t e/ )(t — T )l_q |t:ro = a(t)(t -1, )1_q |t:t0 S ﬂ(t)(t — 7 )1_q |t:ro :

Simdi a,,(t)= a,(t)—&i(t) fonksiyonu teskil edilir ve yukarida oldugu devam edersek

istenilen sonuca ulasiriz.

Eger t, > 7, olsaydi yine Teorem 2.4.3. iddias1 dogru olurdu. Fakat bu kez (iii) ile
verilen teoremin sart1 asagidaki kosulla degismesi gerekmektedir.

(iii*) t, >z, ve f(t,x) fonksiyonu her x i¢in t de artmayan bir fonksiyon olsun.
Bu durumu asagidaki teoremle ifade edelim.

Teorem 2.4.4. Kabul edelim ki (I) (ii) ve (iii*) sartlart gerceklensin. Bu durumda
Teorem 2.4.3 igin yazdigimiz hiikiim yine gecerlidir.
Asagida baslangic zaman farkiyla Varlik teoremi ifade ve ispat edilmistir.
Teorem 2.4.5. Kabul edelim ki;
(i) aeC, [[to,to +T],R], t,,T>0, BeC] [[ro,ro +T],]R], 7, >t, fonksiyonlari
A.mertebeden (0 <A< 1) lokal Holder siirekli ve A >q, p=1—q olsun. Ayrica
Do(t)< f(t, aft)) t, <t <t,+T,

DIB(t)> f(t, Bt)), 7, <t <7, +T,



burada &’ <x"<p’ ve a’=altNt—t) |y, B =BONt) |, dVle ki
alt)< Blt+m) ty<t<t,+T , 5 =7,—t, ve f eC[[t,, 7, +T]xR,R];
(i) f(t, X) fonksiyonu her x igin t de azalmayan bir fonksiyon olsun.

Bu takdirde (2.3.1) problemi bir X(t) ¢oziimiine  sahiptir  6yle ki

alt) <x(®) < t+m), tetyto+T] ve x° = X(1).(t—to)" |y, dir

Ispat: Yukarida yaptigimiz gibi oncelikle ,Bo(t)=ﬁ(t+771), t >t, fonksiyonunu

tammlayalm. Boylece £, (t)(t—t, )1_q ety = B°=x">a’ ve f(t,x) fonksiyonunun t

bilesenine gore azalmayan olusundan

D, (t) = D* Bt +11)

> f(t+n, plt+n,))

> f(t,5()).
Simdi bir p: [to,tO +T]><R — R fonksiyonunu  p(t, x) = max[a(t), min(x(t), A, (t))]
bi¢iminde tanimlarsak, bu durumda f(t, p(t,x)) fonksiyonu f fonksiyonunun
[t,, T]x R ’ye siirekli bir genislemesidir ve ayn1 zamanda sinirhidir ¢iinkii  f fonksiyonu
Q iizerinde sinirhdir. Burada Q= [(t, X) ity St<ty+T, a(t) < x(t) < ﬁo(t)] dir. Bu
nedenle

Dx(t) = (¢, p(t, X)), X(t)(t—t,) " o = X"
BDP’nin [t,,t, +T] kiimesi iizerinde bir X(t) ¢dziimii mevcuttur.
£ >0 i¢in agagidaki fonksiyonlari ele alalim
a,(t)=a(t)-A(t) ve B, (t)= £ (t)+eA(t),

burada A(t)=(t—t,)"" Eqq ((t -, )’ ) ile tanimlidir. Agiktir ki
a, (1)(t=t) "o = (t)(t=t) " e, —eA ) (t-t) " |y

;805 (t) (t - to )liq |t:t0 = :Bo (t)(t o to )H' |t:t0 +eh (t) (t o to )liq |t:t0 ’



ve bdylece o =a’-21°, B, =B’ +&A’ ve o <x° < B, dur.

Amacimiz o, (t)< x(t)< B, (t), esitsizliginin [t,,t,+T] kiimesi {istiinde dogru
oldugunu gostermektir. Bir an icin bu esitsizligin dogru olmadiginm1 kabul edelim. O

zaman dyle bir t, € (t,,t, + T | degeri mevcuttur dyle ki

X(4)= A (4) ve @, (t) <x(t) < B, (1), t<t<ty
Bu durumda x(t,)> £, (t.), pt, x(t)) = A (t) ve a(t)< p(t, x(4)) < B (1) yazilabilir.

Eger m(t):x(t)— B. (t) fonksiyonunu teskil edersek m(tl)ZO ve m(t)SO,
te[to,ti] oldugu kolayca goziikiir. Lemma 2.3.1 kullanilirsa qu(ti)ZO eitsizligini

buluruz. Bu ise asagida da goriilecegi gibi bir ¢eliski dogurur.

f(t, A (t))= (. p(t, x(t,)) = Dx(t, )= D4, (t,)
=D (t,)+ A (t,)
> f(t,, 4,(t,))

Esitsizligin diger kismi ise benzer yontemle gosterilebilir.
Neticede o, (t) <x(t) < f,, (1), te[ty,t,+T] esitsizligi dogrudur. & —0 igin
limite gecersek istenilen sonuca ulagsmis oluruz,
a(t)<x(t)<p(t+mn), te[t,t,+T].
Boylece ispat tamamlandi.

Sayet t, > 7, olursa, bu teoremin iddias1 yine dogru olacaktir. Bu dogrultuda

asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2.4.6: Kabul edelim ki t, >z, kosuluyla birlikte Teorem 2.4.5'in (i) sart
saglansin. Buna ilaveten asagidaki sarti kabul edelim.
(ii") t, >z, ve f(t, X) fonksiyonu her x i¢in t bilesenine gore artmayan olsun.

Bu takdirde Teorem 2.4.5 i¢in verilen hiikiim yine gecerlidir.



2.5. Kuasilineerizasyon Teknigi

Kuasilineerizasyon teknigi ilk olarak Bellman ve Kalaba tarafindan c¢aligilmis [17],
Lakshmikantham tarafindan gelistirilmistir [8, 9]. Bu metotta esas olarak verilen
nonlineer diferansiyel denklemin, sag tarafi konveks bir fonksiyon olmak sartiyla,
problemin ¢oziimiine diizglin monoton ve hatta kuadratik yakinsayan ve elemenlarindan
herbiri lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii olan monoton fonksiyon dizileri teskil
edilmektedir.

Kuasilineerizasyon metodunun dayanmis oldugu esas fikir aslinda gayet basittir.
Bunu daha iyi anlayabilmek i¢in agsagida verilen birinci mertebeden ve dogrusal olmayan

BDP’ni ele alalim
X = f(t,x), x(0)=x,, (2.5.1)
burada f eC*[I xQR] vef (t,x)>0, (t,x)elxQ ve |, Q ise Rde (0,%,) igeren
agik kimelerdir. f, (t,x)>0 konvekslik kosulundan hareketle bir ¢ (t, X, y)
fonksiyonunu tanimlayalim,
Ftx)2g(txy)=f(ty)+f(ty)(x-y)

dikkat edilecek olursa g(t,x,y) fonksiyonu her (ty) i¢in x e gore lineerdir. Boylece
asagidaki esitlik yazilabilir.

X = f(t,x)= max a(t, x, y). (2.5.2)

Su halde her y e C[I,R] fonksiyonu i¢in X' > g(t,x,y) dir. Karsilastirma teoremi
kullanilacak olursa
x(t)>w(t,y), tel,. (2.5.3)
ifadesi bulunur ki burada w(t, y),
W =g(t,w,y(t)), w(0)=x, (2.5.4)
diferansiyel denkleminin bir ¢6zimii ve X(t) ise (2.5.1) probleminin I,=[0,a]c |
kompakt kiimesi tizerinde bir ¢oziimiidiir. y(t)fonksiyonu uygun bigimde segilirse |,

kiimesi tizerinde (2.5.1) BDP’nin ¢6ziimiinii alttan sinirlayan fonksiyonlart buluruz.

Kuasilineerizasyon olarak da adlandirdigimiz bu metodun en garpict 6zelligi g(t,x,y)



fonksiyonun x’ e gore lineer olmasidir.

(2.5.3) esitsizligine tekrar donersek, agiktir ki her y(t) fonksiyonu i¢in bu ifade
dogru olup y(t)=x(t) durumunda ise esitlik geerlidir. Bu yiizden x(t)=maksw(t,y)
y

ifadesi yazilabilir. Bu ise (2.5.1) probleminin ¢6ziimii i¢in agik analitik bir gosterim

saglamaktadir.

Dikkat edilirse (2.5.2)’yi maksimize eden fonksiyon aslinda X(t) ¢oziimiiniin

kendisinden bagkasi degildir. Bu ise ardisik yaklagimlar metodunun uygulanabilecegini

gosteriyor. Bu yontemde Yy(t) fonksiyonuyla her bir adimda (2.5.1) probleminin
arzulanan x(t) ¢ozimiine alttan yaklagilmaktadir.
Kabul edelim ki baglangi¢ fonksiyonumuz Yy, (t) ayn1 zamanda (2.5.1)’in bir alt
¢Oziimii, yani
Yo < (1Y), ¥ (0)<X, (2.5.4)

olsun. Bu durumda her bir elemani1 asagidaki lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri

olan {y, (t)} fonksiyon dizisi olusturulabilir

Yo (1) = T (6 ¥oa)+ £ (6 Yaa) (Yo = Yoa)s ¥ (0) =%,
ve gosterilebilir ki bu dizi monoton azalmayan bir dizidir yani
Yo (1) <y, (1) <y, (1) <..<y, (1) <x(t), tel,,
burada x(t) fonksiyonu (2.5.1) probleminin |, tizerindeki ¢oziimiidiir. $u halde standart
tekniklerden ( Standart teknikte diizgiin sinirh ve es siirekli fonksiyon dizileri i¢in ¢ok

kullaniglt olan Ascoli-Arzela ve Dini teoremlerini kullaniyoruz) kolaylikla {yn (t)}

fonksiyon dizisinin x(t) ¢dziimiine diizgiin ve monoton olarak yakinsadigi, dahasi bu

yakinsamanin kuadratik oldugu yani
miioks‘x(t)— y, (1) <k m%ks‘x(t)— You (), k=sabitvek >0,

esitsizligini gercekledigi ispatlanabilir.

Tersine eger f(t,x) fonksiyonu konkav ve baglangic fonksiyonu y, da

Yo > f(t.¥s), ¥o(0)=0 kosuluyla verilirse, yukarida bahsedilen sonuglarin benzerini



elde etmek yine miimkiindiir. Yalniz bu defa olusturulan dizinin elemanlart x(t) ¢oziimii

i¢in bir iist simir olacaktir. Ustelik yukarida oldugu gibi bu dizinin (2.5.1) probleminin

X(t) tek ¢oztimiine diizgiin ve kuadratik yakinsadigi da gosterilebilir. Sunu belirtelim ki;
f (t,x) fonksiyonun kapali bir kiime iizerinde konvekslik ya da konkavlik kosulunu

saglamas1 bu fonksiyonun Lipschitz sartin1 saglamasini gerektirir. Bu ise (2.5.1)

probleminin tek bir ¢6ziimii oldugunu gosterir.

(25.1)’in alt ve iist ¢oziimlerinin kuasilineerizasyon metodunda tamamen

icerildiklerine dikkat edelim. f(t,x) konveks olarak se¢ildiginde ¢oziimii istten

sinirlayan diziyi bulmak genelde kolay degildir. Ciinkii bu metodun direkt uygulamasi
elemanlar1 lineer olmayan problemlerin ¢oziimleri olan {ist diziyi verir. Benzer tartisma

f (t,x) ’in konkav oldugu durum i¢in de gecerlidir. Fakat alt ve iist ¢oziimler ile

kuasilineerizasyon tekniginden faydalanilir ve Newton-Fourier metodu uygulanirsa,
elemanlar1 lineer baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimleri olan sirastyla monoton artan
ve azalan alt ve tist ¢6ziim fonksiyonlarindan miitesekkil dizileri es zamanli bulmak

mumkindiir.

Bununla birlikte ilk bakista konvekslik ya da konkavlik kosulu teorinin
gelismesinde bir engel gibi goriinse de bu sartin yerine daha sonra yapilan ¢alismalarda
daha zayif kosullar alinarak ayn1 sonuglar elde edilmeye ¢alisilmis ve basarili olunmustur

[7, 10, 24, 25]. Boylece bu metod kendine daha genis bir uygulama alani bulmustur.



3. FRAKSIYONEL DIiFERANSIYEL DENKLEMLER
ICIN BASLANGIC ZAMAN FARKLI
KUASILINEERIZASYON TEKNIGIi

3.1. Giris

Kuasilineerizasyon tekniginde dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiine yakinsayan ve her bir elemani lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri olan
monoton dizilerin teskil edilmekte oldugunu biliyoruz. Baslangigta bu teknik igin
olmazsa olmaz goriinen konvekslik ya da konkavlik kosulu daha da zayiflatilarak bu

metodun daha genis bir uygulama alan1 bulmasi saglanmistir [10].

Fraksiyonel analiz ve fraksiyonel dinamik sistemler iizerine yapilan calismalara
bagli olarak bu teknik  lineer olmayan  fraksiyonel baslangic deger problemine
uygulanmistir. Neticede klasik tiirevle verilen ve lineer olmayan bir diferansiyel denklem
icin bu metodun uygulanmasinda elde ettigimiz sonuglara paralel olarak, verilen
fraksiyonel tiirevli ve lineer olmayan baslangi¢c deger probleminin ¢6ziimiine diizgiin

monoton ve kuadratik yakinsayan fonksiyon dizileri teskil edilmistir [11, 20, 21].

Asagidaki lineer olmayan baslangic deger problemini ele alalim
“DIX(t) = f(t,x), x(t,) = %, (3.1.1)
burada f eC([t,, T]xR,R) ve °D" ise g. mertebeden (0<q<1) Caputo manada

fraksiyonel tlirevi gostermektedir.
(3.1.1) problemine karsi gelen Volterra tipli integral denklem ise asagida

verilmistir.

(E)= %y o [t 5) 1 (5,x(5))s (3.12)

r(q);

Bu boliimde (3.1.1) probleminin baslangi¢ zaman farkiyla verilen alt ve st

¢oziimler i¢in kuasilineerizasyon teknigini uygulayacagiz. Denklemin saginda bulunan

f (t, X) fonksiyonuda konveks olma kosulundan daha zayif bir kosulla verilecektir. Ve



goriilecektir ki bu kosullar altinda da (3.1.1) probleminin tek ¢oziime diizgiin monoton ve

kuadratik yakinsayan monoton fonksiyon dizileri mevcuttur.
3.2. Esas Teorem

Asagidaki teoremde yukaridaki probleme iliskin alt ve iist ¢oziimler baslangig

zaman farkiyla verilmis ve bu dogrultuda kuasilineerizasyon teknigi uygulanmastir.

Teorem 3.2.1 Kabul edelim ki;
(i) @eC[tyt,+T].R], £, T >0, BeC[z,,7,+T]R], 7,>0,
feC[[t,ro+T]xR,R] ve

“Dig(t)<f(ta(t)) ty<t<t,+T,

"DIB(t)= f(t,B(t)), 7o <t<7,+T,
burada a(t,)<x(s,)<pB(z,) ve ty<S, <7, dir. Ayrica a(t)<p(t+mn,),
t,<t<t +T;
(i) f(tx)>f(ty)+f(ty)(x—y), x>y ve f (t,X) mevcut ve asagidaki esitsizligi
saglar

| (t.x)— f (ty)|<L|x=y],L>0;

(iii) f(t,x) fonksiyonu her x igin t bilesenine gire azalmayan ve f, (t,x) fonksiyonu

ise her t icin X bilesenine gore azalmayan bir fonksiyon olsun.

Bu takdirde oyle {an} ve {,Bn} fonksiyon dizileri mevcuttur dyle ki

[S:5 +T] iizerinde bu  diziler  diizgiin  ve  monoton olarak
‘D% = f(s,X), X(S,) =X, probleminin tek ¢éziimiine yakinsarlar. Ayrica bu yakinsama
kuadratiktir.

Ispat: Oncelikle B, (t)= B(t+1,) ve ao(t)=a(t), t, <t <t,+T fonksiyonlarini
tanimlayalim, burada 7, =7, —t,.

Buradan



Po(t)=B(7)za(t)=a(t).

Ayrica f (t,x) fonksiyonunun her x i¢in t bilesenine gdre azalmayan olusundan
“DB, (1) =D B(t+m)2 f (t+m, B(t+n))
> f (t+7, 8, (1))
H(YAG)

\%

ve
"Dfao (1) = “Dlegy (1) < (0 (1)) = F (L, exo (1)).
Simdi asagidaki lineer baglangi¢ deger problemlerini ele alalim.

‘Dianu(t)=f (t+772,an)+ f (t+772,an)(an+1 —an), ana (ty) = X (3.2.1)

"D B (1) = T (t47,, 8, )+ £, (t+ 7000 ) (Br = 8o ) Bra (o) = % (32.2)

burada 7, =s,-t,. Dikkat edilirse denklemlerin sag taraflar1 Lipschitz sartini

sagladiklarindan tek ¢oziimler mevcuttur.

Amacimiz agagidaki esitsizligin dogru oldugunu gostermektir.
av<an<-<oan<f << B < P, te[tyty+T] (3.2.3)
Oncelikle
ao<an <P <Py, tefty ty+T] (3.2.4)
esitsizligininin dogru oldugunu gostermeliyiz.
Bu dogrultuda p(t) = o1 — o fonksiyonunu teskil edersek, buradan
‘Dp(t) =D — Do
> f (t+772,0£0)+ f, (t+7]2,a0)(a1 —(Xo)— f (t+772,050)
= f, (t+772,ao)(a1 —ao)
> f, (t+772,a’0) p,
Boylece °Dip(t)> f, (t +772,0!o) pvep(t))=0 bulunur. Sonug¢ 2.3.1 uygulanirsa

p(t)>0 oldugunu yani ao<ai, te[ty,t,+T] sonucunu buluruz. Benzer sekilde



By < Bor t e[ty ty +T] oldugu gosterilebilir.
Simdi o1 < f3;, te(ty,t; +T] oldugunu ispatlayalim. Budefa p(t) fonksiyonunu
p(t)= /3, (t)—au(t) seklinde teskil ediyoruz. Bu takdirde,
“Dip(t)=°D'f, —‘Den
= £ (t+m,, 8, )+ T, (t+7, 0 ) (8.~ o)
—[f (t+n2,ao)+ f, (t+772,ao)(a1—ao)}
=f (t+772,,60)— f (t+772,ao)+ f, (t+772,ao)(ﬁ1—ﬁo —a1+ao)
(ii) de verilen esitsizlik goz Sniine alinirsa
"DUp(t)= 1, (t+7, a0 )( By —ato )+ f (t+ 71,00 )( By = By — e+ o)
“Dp(t)= f, (t+772,050)<,31—0£1)
bulunur. Buradan
‘Dip(t)= fx(t+772,050) p(t) ve p(t,)=0,
oldugunu ve Sonug 2.3.1’ den de p(t)>0 ifadesini elde ederiz. Sonugta a1 <p, ,
te[ty,t, +T] dir. Bdylece (3.2.4) esitsizligi ispatlandi.
Matematiksel tiimevarim ilkesinden hareketle, k >1 igin
aoSaa<ax < B < By < Bor t e[ty ty+T] (3.2.5)

yazilabilir. O halde simdi
ak Saxa < By < B telty ty+T]. (3.2.6)

esitsizligini gergeklemeliyiz. Bunun igin p(t) = aka —oax fonksiyonunu teskil eder,
(3.2.1) ve (3.2.2) ile verilen baslangic deger problemlerini ve (ii) ’de verilen esitsizligi

kullanirsak,

‘Dp(t)= f(t+772,ak)+ fx(t+772,ak)(ak+1—ak)

—[f (t+772,ak71)+ fy (t4”72’0“‘*1>(0[k _akfl)}



> £ (t+m,, 000 ) (@ —ane )+ £, (t+ 7,00 ) (et — ek
—f (t+ 7, 01 ) (o — )
> 1 (b e (s —a ).
boylece
°quﬂ)2fdﬁ+nwak)p0)vep(%):o
bulunur. Yukarida yaptigimizi burada tekrarlarsak Sonu¢ 2.3.1’den

ok <o, t e[to,to +T] gergegine ulasiriz. Benzer bicimde S, = f, ., t e[to,t0 +T]
oldugu kolaylikla gosterilebilir. Son olarak ak«a < S, .5, te[to,to +T] esitsizligini

gosterelim. Bunun igin p(t) fonksiyonunu p(t)= S, —axu bi¢iminde tammlarsak,
buradan

°Dp(t)=° DB, - Darica
= £ (t+7,, B )+ T, (47700 ) (B = B
—[f(t+n2,ak)+ fx(t+n2,ak)(ak+1—ak)]
1 () (B — ) 6, () (B )
£, (t+7, 00 ) (s — e
= 1, (t+m, )| B —ax—acr+ac+ By - B |
"DUp(t) f, (t+7, et )( B — )
Neticede °D"p(t)> f, (t+772,ak)p(t) ve p(t,)=0 bulunur. Sonug 2.3.1 goz Sniine

almirsa akn < S, 4, te [to,t0 +T] elde edilir. Boylece (3.2.6) esitsizliginin dogrulugu da
gosterildi.

Aciktir ki {an} ve {,Bn} fonksiyon dizileri (3.2.5) esitsizligi geregi diizgiin
siirhidir. Bu ise {Cann}Ve {ch ﬂn} dizilerinin de diizgiin smirli olmasim gerektirir.

Ayrica Lemma 2.3.3 geregi bu fonksiyon dizileri es stireklidir. Ascoli-Arzela teoremine



gore bu dizilerin diizgiin yakinsak bir alt dizisi mevcuttur. (3.2.5) esitsizliginden {an} ve
{ ,Bn} dizilerinin tamami n—oo i¢in diizgiin olarak p ve o gibi iki fonksiyona

yakinsarlar. Yani n— oo i¢in an — p Ve S, — o dir. Ayrica an ve f, fonksiyonlari

(3.2.1) ve (3.2.2) de ki linecer fraksiyonel diferansiyel denklemin ¢6ziimleriydi. Bu

denklemlere karsilik gelen Volterra tipli integral denklemler ise asagida verilmistir

an (1) = X +Lj.(t—s)ql[f (S+772,05n—1)+ f (S+7]2,an—l)(an —an—l):| ds

Ba()= X b [(=8) 1 (540 ) 1, (500 o= B |08

Kolaylikla n — oo i¢in p(t) ve G(t) fonksiyonlarinin asil problemin herhangi
iki ¢ozimii oldugu goriilebilir. Ayn1 zamanda f (t, X) fonksiyonu Lipschitz sartini
sagladigindan tek ¢6ziim vardir. Yani p(t) = X(t) = J(t) olur.

Boylece {an}ve {ﬁn} fonksiyon dizileri

"DIK(t) = f (t+77,, (1)), X(t)) = % (3.2.7)
probleminin )?(t) tek ¢oziimiine diizglin ve monoton olarak yakinsarlar.
S =t +n, degisken doniisiimil ile
‘D= f(s,%), X(S;) = Xo- (3.2.8)
elde edilir.

Son olarak yakinsamanin kuadratik olmasini ispatlayalim. Bu amacla asagidaki

fonksiyonu tanimlayalim.
Pra = X— Gy,
agiktirki p,,;(t,)=0 dir. Budurumda
‘D%p,,, =‘D'x-°D,

= f(t+772,x)—[f (t+772,an)+ fx(t+n2,an)(an+1—an)]

=[f (t+772,x)— f (t+772,an)}— fx(t+772,an)(pn - pn+1)



s[fx(t+772,><)— f, (t+772,0¢n)} P+ f, (t+7.0 ) P,y
< L|pn|2+ fx(t+772,an) Pri
"D'p,.; <LIpof +N.p,.,

burada |f,| <N, |p,|, = max

D0¢0+T]

pn(t)L

Bu son esitsizlikten,

t
Pra <LIP.[; [ (t=35)" Eyq (N (t-5)")ds

fo
< N0|pn|(2)

LTA

yazilabilir. Burada N, = ——E, ,(NT?) ve E,, ise Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Bdylece istenilen sonucu elde etmis olduk, yani

X—a o ~ |2
[QE%HX — @ <Ny [tm%ﬂx -a,|".

Benzer sekilde devam edilirse {4 ! dizisinin kuadratik yakinsamasi ise asagidaki gibi
n y

olacaktir.

max
[to.to+T]

Ispat tamamlandi.

Sonug 3.2.1: Eger Teorem 3.2.1 de verilen sartlar S, =1t, kosuluyla birlikte saglanirsa,

teoremin sonuglar: yine degigmeden kalir.
Ispat: Ispat icin ﬁ~0 (t) =p (t + 771), a, (t) = a(t) ve )?(t) = X(t) fonksiyonlarini tanimlar
ve yukarida yaptigimiz gibi devam ederiz

Sonug 3.2.2: Eger Teorem 3.2.1 de verilen sartlar S, = t,, kosuluyla birlikte saglanirsa,

yine teoremin hiikmii aynen gegerlidir

Ispat: Sonug 3.2.1 de yapilanlara benzer olarak bu defa &, (t) = a(t —771), ﬁ~0 (t) =p (t)

ve X(t)=x(t) fonksiyonlar: teskil edilir ve esas teoremde yaptigimiz gibi sonuca gideriz.



Sunu belirtmekte fayda var; sayet f (t, X) tizerine koydugumuz konvekslikten

daha zayif olma kosulu yerine, f (t, X) fonksiyonunun konkavliktan daha zayif olma

kosulu verilseydi Teorem 3.2.1’in sonuglar1 degismeden kalirdi. Bu durum asagidaki

teoremde ifade edilmistir.
Teorem 3.2.2. Kabul edelim ki Teorem 3.2.1 'de ki (I) ve (ii)gartlarl saglansin. Ilaveten
asagidaki sartin da saglandigini kabul edelim

(iii) f(t,X) fonksiyonu her x igin t bilesenine gore azalmayan ve f, (t,X)

fonksiyonu da her t icin X bilesenine gore artmayan olsun.

Bu takdirde oyle {an} ve {,Bn} fonksiyon dizileri bulunabilir ki

[SO,SO +T]L'izerinde bu diziler diizgiin ve monoton olarak (3.2.8) probleminin tek

coziimiine yakinsarlar. Ayrica bu yakinsama kuadratiktir.

Ispat: Esas teoremde yaptiklarimiza benzer olmasi sebebiyle bu teoremin ispatini

atliyoruz.



4. FRAKSIYONEL DIiFERANSIYEL DENKLEMLER
ICIN GENELLESTIRILMIS
KUASILINEERIZASYON METODU

4.1. Giris

Bu boliimde kuasilineerizasyon teknigini yukarida oldugu gibi Caputo anlamda
fraksiyonel tiireviyle verilen lineer olmayan baslangig¢ deger problemine uygulayacagiz.

Asagida verilen baslangi¢ deger problemini ele alalim.

‘DIx(t) = F(t,x), X(t,) = X, (4.1.1)
burada FeC([t,, T]xR,R) ve °D? ise Caputo manada fraksiyonel tiirevi
gostermektedir.

Eger «,,p, €C” ([to T ] , R) fonksiyonlar1 asagidaki (4.1.2) ve (4.1.3) esitsizliklerini
sagliyorsa (4.1.1) baslangi¢ deger problemi igin sirasiyla bir alt ve iist ¢oziimdiir denir

‘Dia, <F(t, ), a(t,) <u,, t>t, (4.1.2)
CDqﬂO 2 F(tlﬂo)1ﬂo(to)2uoa tZto (413)
ted =[t,T].

(4.1.1) problemine kars1 gelen Volterra tipli integral denklem ise asagida ki gibidir.

t

R OISR

Buradaki asil amacimiz F(t,x) fonksiyonunun f(t,x), g(t,x) ve h(t,X)gibi lic

X(t) =X, +

farkli fonksiyonun toplami1 bigiminde verilmesi durumunu incelemektir. f(t,X)
fonksiyonu konveks olma kosullarindan daha zayif ve g(t, x) fonksiyonu konkav olma
kosullarindan daha zayif iki fonksiyon ve h(t, X) fonksiyonu da iki tarafli Lipschitz sartini
saglamaktadir.

4.2. Esas Teorem

Bu kisimda yukarida belirttigimiz kosullar altinda esas teoremi ifade ve ispat

edecegiz. Ve bu teoremin sonucu olarak bazi ¢ikarimlarda bulunacagiz.



Teorem 4.2.1. Kabul edelim ki;
(i) f.g,heC([t, T]xR,R), a8, €C([t,, T].R) ve
‘Do, <F(t,ap), & (ty) < X%,
‘DB =F(1.5), B(ty) =X,
o (ty) < %o < Bo(ty) Ve a(t) < B, (t),t € J olsun.Burada F(t,x)= f(t,x)+g(t, x)+h(t, x)
ve J=[t,,T}
(i) f(t,x) fonksiyonu mevcut ve her t icin X bilesenine gire azalmayan olsun.

Ayrica
f(tx)=f(ty)+f(ty)(x—y)., x>y ve

f.(tx)-f (Ly)<L|x-y], L =0,

esitsizlikleri gerceklensin.

Buna ilaveten kabul edelim ki g,(t,x) mevcut ve her t icin X bilesenine gire

artmayan olsun. Ayrica
g(t,x)=g(t,y)+0,(tx)(x-y), x>y ve
0. (1) =9, (ty)[ < Lo[x-y], L, =0,

esitsizlikleri de saglansin,

(iii) h(t, X) fonksiyonu ise ¢ift tarafli Lipschitz sartimi saglasin, yani
Ih(t,x)—h(t,y)|<K|x-y],
burada K >0 Lipschitz sabitidir.

Bu takdirde oyle {an} ve {ﬂn} dizileri bulunabilir ki bu diziler diizgiin ve monoton

olarak (4.1.1) probleminin tek ¢oziimii X(t) ‘ve yakinsarlar ve ayrica bu yakinsama

vari-kuadratik bir yakinsamadir.

Ispat: Asagida verilen dogrusal fraksiyonel BDP’ni ele alalim.

‘Diey,, = F(t1ak)+[fx(t’ak)+ gx(t’ﬂk)_ K](akﬂ _ak) (4.2.1)
ak+1(t0): Xo -



{CDqﬂkﬂ =Pt A ) 0.0 A)-KNBL-B) 5y

Bealte) =%
Dikkat edilirse denklemlerin sag taraflar1 Lipschitz sartini saglamaktadirlar boylece tek

¢cozlimler mevcuttur. Amacimiz asagidaki esitsizligin dogru oldugunu gostermektir.
o, <o < o <p <SP B, teld. (4.2.3)
Bu dogrultuda ilk olarak asagidaki esitsizligi ispatlayacagiz,
<o <P Lp,tel. (4.2.4)

Oncelikle p(t)= o,(t)-a(t), teJ fonksiyonunu olusturalim. Aciktir ki p(t,)<0.
Buradan
°Dp =°Dq, - ‘D¢,

<F(t o) - Fltap)-[f,(t.a )+ 9,(t. By) - Ko — o)

=[f,(t.a)+9,(t. 8)-K]p.
Sonug 2.3.1 kullanilirsa

o (t)<ey(t), ted,
ifadesi elde edilir.
Bu defa p(t)=a(t)—/p,(t) fonksiyonunu tammlayalim. Teoremde ki (ii)
ve (iii) sartlart kullanilir ve S, >, oldugu gercegi de hatirlanirsa,
°DYp =°Dq, — ‘DS,

+[f(tag)+ 9, (6 5y) - Klw — )~ F(t. )
+[ .t a)+9,(t By ) - Kl ~a,)

<F(ta)
<F(t, )
—f(t o) it 2o B — ) - 9t ) - 9, (8, 5 N By — )
—hi(t, )+ K (5~ )
=[f,(t @)+ 9,(t. B)-Kfew - )
esitsizligini buluruz. Bu ise bizi

"Dip<|f (ta)+0,(t5)-K]pvep(t)<

esitsizligine gotiirir. Sonu¢ 2.3.1 g6z Oniline alinirsa p(t)SO,teJ oldugunu yani



oy < B, t € J olmasi gerektigini buluruz. Benzer sekilde o, < 8, < f3), t€J oldugu da
gosterilebilir. Simdi de o (t) <p (t), teJ esitsizligini ispat etmeliyiz. Bu amagla
p(t) = o, — 3, fonksiyonunu teskil ediyoruz. Dikkat edilirse p (to) =0 dir. Bu takdirde,
‘Dip="De,—°Dp
= f(t,05)+ 9(t, )+ hit, o )+ [, (t, 0 )+ 9, (t, B) - K, — )
— 1(t.4)-9(t 4)-h(t. £,)-[ .t a0 )+ 0.(t. 5)-K)B, - )
yazilabilir. S, >ea, esitsizligi hatirlanir ve f, fonksiyonunun azalmayan, g,

X

fonksiyonunun da artmayan oldugu kullanilirsa,
"Dp < f(t.a Moo = o)+ 9, (L. B Nt = )~ Kty = f3,)
[t ao)+ 9,6 B) - Koo~ = B+ )
=[ft )+ 0,(t.5)-Klew - 4)
esitsizliklerini elde ederiz. Buradan Dp<[ f,(t, e )+, (t, 4 )—K]p oldugunu ve
neticede p(t)<0 yani o (t)<f(t), ted oldugunu goriiriiz. Boylece (4.2.4) iliskisi
ispatlandi.
Matematiksel tiimevarim prensibinden, k >1 igin
<o, <o <L <PL<h tel,
esitsizliginin dogru oldugunu kabul edelim. Bu takdirde agagidaki
o <o, Sp. B, ted,
esitsizliginin  dogrulugunu ispat etmeliyiz. ~ Bunun i¢in p(t)= ¢ -, teld
fonksiyonunu olusturuyoruz. Su halde
‘D'p =D, -°D,,,
= F(t o)+ [t o)+ 9,0 Ao) - Kl — o)
—F(toy )= [t o )+ 9,(t. B) - Klevew —ex)
=[f(t.an)= f(t e )]+ [9(t avs) - 9t o )]+ [t sy ) - it )]
+ [t ac)+ 0.t A) - Kl —en) - [, (L )+ 9,6 ) - Klena — 1)

<f, (t’ ak—l)(ak—l - )"' 0, (t1 B Xak—l -y )"‘ K(O‘k - ak—l)+ f, (t’ 0% )(ak - ak—l)



+0,(t B N — e )+, o )+ 9, (6 B — o)+ Kl — o + e —n )
= [ f(tey)+9,(t5)- K](ak — ).
Burada (ii) ve (iii) ’te verilen esitsizlikler ile x bilesinenine gore f, fonksiyonunun
azalmayan, g, fonksiyonunun da artmayan oldugu gergegini kullandik. Boylece
"DUp<[f,(t.ey)+9,(t.B)-K]p, p(t,)=0.
Yukarida oldugu gibi tekrar Sonug 2.3.1 kullamilirsa, a, <@, teJ esitsizligi elde
edilir. Benzer sekilde de S, < ., t e J oldugu gésterilebilir.
Son olarak ¢, <f.,ted oldugunu ispatlayalim. P(t) = i — B
fonksiyonunu teskil edelim. Buradan
‘Dp=°* De,, — DB,
= F(t o )+[f,(t o)+ 9,(t B)-Kfena )
~Ft A+t a)+ 9, A)-KNAe - A
< (v New = B)+ 9,6 B o — B ) - K(ew — )
1t a)+ 9.t ) - Klens —an = Bea+ B)
<[f,(ta)+ 9.t A)- Kl - Bir)

ve boylece “Dp<[f,(t,a )+, A)-Klp , p(t,)=0 bulunur. Sonug olarak
o, ., < B, ted esitsizligi elde edilir.

Yukaridaki teoremde oldugu gibi standart teknikler kullanilirsa kolaylikla

gosterilebilir ki {an} ve {,Bn} fonksiyon dizileri diizgiin ve monoton olarak (4.1.1)

probleminin tek ¢6zlimiine yakinsarlar.

Yari-kuadratik yakinsamay1 gostermek icin, p,, =X—a,,, Ve I, = 5., —X
fonksiyonlarini tanimliyoruz. Dikkat edilirse p,.(t,)= r,.,(t,)=0 dir.
*D'p,,, =° D" D, ,
=Ft)-F(ta,)-[fta )+ ot 8)-Klan, - a,)
= £t x—a, )+ 9, (L lx -, )+ K(x-a,)



+[f(ta)+ 9, 8,)- Kl ~a,.0)
burada o, <&, <x dir. f, fonksiyonunun azalmayan, g, fonksiyonunun da artmayan
oldugu g6z dniine alinirsa,
"Dp,. < [flt x)+ 0, (t 2, )+ K]p, +[f,(t &)+ 0, (t. 8,) - KKy~ Pn)
=[1,6x)- 1, (e o, + [0t ), 8, o, + 2K,
+[f () + 9.t 8,)-K]p,.,
<L p? +Ly(p, +1,)p, +2Kp, +[f,(t. @, )+ 9,(t. B, )~ K]p.,

S(I‘i_i_gLZJprf—i_%Lzrnz+2Kpn_+_|:fx(t105n)+gx(t’:Bn)_K]pn+l'
Boylece
¢ pa 3 2 1 2 .
P, < L1+§L2 |pn|O+EL2|rn|0+2K|pn|o+K P4
bulunur. Burada |p,], :r?z%x|pn(t)|, |rn|0:rrt16§x|rn(t), |t | <K, [0,(t 8, ) <K, ve

K*=K,+K,-K dir.

Bu durumda

3 2 1 2 t q-1 * q
pn+1S([Ll+§|‘2j|pn|o+§|‘2|rn|o+2K|pn|ojj(t_s) EM(K (t—S) )dS

to

yazilabilir. Burada E,, Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Eger W = ﬁ(T —t,)" Eqq (K* (T —t, )q) alinirsa, buradan

|pn+1|0 SU1| pn|§ +U2 |rn|§ +U3|pn|0

elde edilir ki burada U, = (L1 +§L2)W, u, :%LZW, U, =2KW dir.

Neticede istenilen sonucu buluruz yani

max |X —

2 2
ma |SU1@%|x—an| +U2r[1t;|§>]<|,6n—x| +U3%§r>]<|x—an|

n+1
bu ise yar1 kuadratik yakinsamay1 gosterir.
Benzer sekilde islem yapilirsa, {ﬂn} dizisi i¢in yari-kuadratik yakinsama asagidaki

gibi bulunur.



rE’a:r)](|ﬂn+l - X| SVl r[Eer)](|X_an|2 +V2 r[{!‘?](mn _X|2 +V3 rﬂ!a{_)]qﬁn _X|
burada V1:%L1W, V, = ( L+L, )W , = 2KW dir.

Uyani 4.2.1 Eger f(t,x)+g(t,x)=0 olsaydi, bu durumda monoton metod s6z konusu

olurdu ve yakinsama da lineer bir yakinsama olurdu.

Uyan 4.2.2 Eger g(t,x)+h(t,x)=0 olursa, bu takdirde Teorem 4.2.1 [20]’de verilen

Teorem 3.1°¢ indirgenirdi.

Uyar14.2.3 Eger f(t,x)+h(t,x)=0 ve g(t,x) konkav olursa, bu takdirde Teorem 4.2.1

[20]’de verilen Teorem 4.1’¢ indirgenirdi.

Uyan 4.2.4 Eger h(t,x):o olursa, bu takdirde Teorem 4.2.1, [21] de verilen esas

teoremi 6zel bir durum olarak igerir.

4.3. Ornek

Asagida lineer olmayan Caputo anlamda fraksiyonel tiirevli diferansiyel denklem

icin 0zel olarak q =1/2 ve t, =0 segerek bu metodun bir uygulamasini gésterecegiz.

Ornek 4.3.1: Asagidaki Caputo manada ve =1/2 nci mertebeden fraksiyonel tiirevli

baslangi¢ deger problemini ele alalim

°DY?x( ( —(x+(1+x =0 ve 0<t<10. (4.3.1)

burada f(t,x):\/gxz,g(t,x) 3\/;x h(t,x)= \/;(Hx) ve f,g,heC([0,10]xR,R)

seklinde secilebilir.

Simdi ¢, (t) ve S, (t) fonksiyonlar1 (4.3.1) problemi igin sirasiyla alt ve iist

¢Ozlim olacak sekilde belirleyelim.

ao(t)=%(1—ﬁj (0)=0ve B ()= (l_fj 5,(0)=0, 0<t<10.

Bu durumda ,(t) ve £,(t) fonksiyonlari asagidaki esitsizlikleri saglarlar.



°Dl’2aoS\/Iag—3\/zao+\/I(1+ao),a0(0)30,OStSlO,
7 7 r
CDUZﬂo—(ﬂo (ﬂo (1+ﬂ0) B,(0)=0, 0<t<10.

Diger taraftan f (t,x)=2 lX, g,(t,x)= —3\/7 fonksiyonlart mevcut ve her bir t
7 T

icin X bilesenine gore fx(t,x) azalmayan, gx(t,x) artmayandir. Ayrica f,g ve h

fonksiyonlarinm L, 221/E , L,=0ve K2 ‘IE sabitleriyle birlikte esas teoremdeki
T T

(if) ve (iii) sartlarinda belirtilen esitsizlikleri sagladiklar1 da gosterilebilir.

Boylece elemanlarmin her biri sirasiyla (4.3.2) ve (4.3.3) ile verilen lineer
fraksiyonel diferansiyel denklemlerin bir ¢oziimii olan {¢,} and {4} monoton dizileri

teskil edilebilir;

1
‘D2g,, = \/Iakz —3\/30(k +\/E(1+ atk)+[2\/zak —3\/I— \ /E}(am =)
n n n 7 r \'x
.,(0)=0,K = /E ve0
7

CDzﬂkﬂ \/7ﬂk \/7ﬂk \/71+ﬁk [\/7% \/:_\/7} (B =5)
B1(0)=0, K :\EVEOStﬁlo.
7T

Dikkat edilirse denklemlerin sag tarafi J = [0,10] kiimesi tizerinde Lipschitz sartini

(4.3.2)

IN

t <10.

(4.3.3)

sagladiklarindan her bir k = n igin tek ¢6ziimler mevcuttur,
<oy << S, < By <P << B < B, ted =[0,10].

Standart teknikler uygulamrsa [11], {e,} ve {B,} fonksiyon dizilerinin

°DY’x(t) = F (t,x) \/T 2~ \/7 X+\/7 1+x), =0  probleminin  ¢dzimi



X(t) =1- L ’ye diizgiin ve monoton olarak yakinsadiklar1 gosterilebilir. Burada X (t)

V14t

¢Oziimii tektir ¢iinkii F, siirekli fonksiyonu asagidaki [, £, ] sektorii iizerinde simrlidir

[ao,ﬂo]z{x:%(l— &jsm%l—ﬁﬂ, 0<t<10.

ve dolayisiyla F fonksiyonu da Lipschitz sartini saglar.

Ayrica kolaylikla yari-kuadratik yakinsama da gerceklenebilir.



5. SONUCLAR

Boliim 2.4°te Karsilastirma ve Varlik teoremleri Baslangic Zaman Farkiyla verilen

alt ve tist ¢oziimler igin yeniden ifade ve ispat edilmistir.

Bolim 3’te Caputo manada verilen fraksiyonel tiirevli lineer olmayan diferansiyel
denklem i¢in alt ve ist ¢oziimler baslangi¢ zaman farkiyla verilmesi durumunda

kuasilineerizasyon tekniginin ¢aligabilir olmasi incelenmistir.

Boliim 4’te sag tarafi birbirinden farkl ii¢ fonksiyonun toplami bi¢iminde verilen
lineer olmayan fraksiyonel diferansiyel denklem igin kuasilineerizasyon teknigi
kullanilmistir. Yine problemin tek ¢oziimiine diizgiin ve monoton olarak yakinsayan ve
elemanlarinda her biri lineer fraksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri olan
fonksiyon dizileri teskil edilmistir. Fakat bu kez yakinsamanin kuadratik degil yari

kuadratik oldugu gézlenmistir .
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