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ÖZET 

TEZ BAŞLIĞI: BİR NOKTADA OLASILIK YOĞUNLUK  

FONKSİYONU TAHMİNİNİN ORTALAMA KARE 

SAPMALARININ İKİNCİ TİP SÜREKLİLİK MODÜLÜ 

MAJORANTLARI YARDIMIYLA LOKAL YAKINSAMA ORANI 

YAZAR ADI: ELİF ERÇELİK 

      Bu çalışmada delta dizileri kullanılarak oluşturulmuş tek değişkenli ve çok 

değişkenli yoğunluk fonksiyonu tahmin edicilerinin yakınsama oranı incelendi. Daha 

önce yapılan çalışmaların aksine, yoğunluk fonksiyonu üzerindeki koşullar yüksek 

mertebeden süreklilik modülü cinsinden yazıldı ve bir noktada olasılık yoğunluk 

fonksiyonu tahmin edicilerinin ortalama kare sapmalarının yakınsama oranı elde 

edildi. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Delta Dizileri; Yüksek Mertebeden Süreklilik Modülü; Zygmund 
Operatörü 
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SUMMARY 

THESIS TITLE: THE LOCAL CONVERGENCY RATE OF THE 

MEAN SQUARED ERROR OF THE DENSITY ESTIMATORS AT 

A POINT BY USING THE SECOND ORDER OF  MODULUS OF 

CONTINUITY TYPE MAJORANT 

THESIS AUTHOR: ELİF ERÇELİK 

       In this study, the convergence rate of univariate and multivariate density 

estimators using the delta sequence is investigated. In contrast to former studies, the 

conditions on the density estimators are written in terms of the higher order modulus 

of continuity and the local convergence rate of mean squared error of density estimator 

at a point is obtained. 

 

 

Keywords: Delta Sequences; Higher Order Modulus of Continuity; Zygmund 

Operator 
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1 G·IR·IŞ

X1; X2; :::; Xn rastgele de¼gi̧skenleri için da¼g¬l¬m¬bilinmeyen yo¼gunluk fonksiy-

onu f�in bir noktadaki tahmini için birçok metod mevcuttur. Rosenblatt (1956),

Parzen (1962), Schuster (1969), Singh (1974) ve Susarla Kumar (1975) taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lm¬̧s olan ortagonal seri metodlar¬; Van Ryzin (1973) ve Wahba (1971),

(1975) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s olan interpolasyon metodu; Blum ve Susarla (1976),

Farrell (1972) ve Wahba (1975) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s olan karakteristik fonksiyon

yaklaş¬m¬metodu bu metodlara örnek olarak verilebilir.

Walter ve Blum (1979) çal¬̧smalar¬nda [5] yukar¬da bahsedilen metodlar¬genelleştiren

bir metod olan delta dizileri ile tahmin metodunu kulland¬lar. Ayr¬ca daha genel

delta dizileri ve tahmin edicilerin ortalama kare oranlar¬üzerinde durarak delta

dizileri kullan¬larak haz¬rlanm¬̧s tahmin ediciler için global ve lokal sonuçlar elde

ettiler.

Daha sonra, Susarla ve Walter (1981) çal¬̧smalar¬nda [3] d-de¼gi̧skenli delta

dizilerini baz alarak yo¼gunluk tahmininin genel metodunu çok de¼gi̧skenli duruma

taş¬d¬lar. Delta dizileri kullan¬larak haz¬rlanan tahmin edicilerin ortalama hata

kare sapmalar¬n¬n (MSE) yak¬nsama oranlar¬yla ilgilendiler ve makalelerinde f 2

Lp(Rd) yo¼gunluk fonksiyonu x noktas¬nda 0 < � < 1 için � mertebeden Lipschitz

koşulunu sa¼glad¬¼g¬nda , � = min(�; 1� p�1) için

E
h bfn(x)� f(x)

i2
= O(n�

2�
d+2� ) (1.1)

sonucunu elde ettiler.

Nadar (2011) çal¬̧smas¬nda [2] delta dizileri kullan¬larak oluşturulmuş yo¼gun-

luk fonksiyonu tahmin edicileri için ortalama hata karesinin (MSE) yak¬nsama
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oran¬hakk¬ndaki önceki çal¬̧smalar¬geni̧sletmi̧stir. Yo¼gunluk fonksiyonu hakk¬n-

daki genel metodu süreklilik modülü majorantlar¬ kullanarak çok de¼gi̧skenli ve

tek de¼gi̧skenli duruma taş¬m¬̧st¬r. Ayr¬ca yo¼gunluk fonksiyonu üzerindeki koşullar

Lipschitz koşulu yerine süreklilik modülü cinsinden yaz¬larak ha��etilmi̧s ve orta-

lama hata karesinin yak¬nsakl¬k oran¬hakk¬nda bilinen sonuçlar¬n genellemesi elde

edilmi̧stir.

Süreklilik modülü w1(t) = t�, 0 < � < 1 olarak al¬nd¬¼g¬nda ve m = n
1

d+2� için

MSE
nbf(x)o = O(n

�2�
d+2� ) (1.2)

sonucu elde edilmi̧stir. Farrell (1972) taraf¬ndan bu sonucun mümkün olan en

iyi yak¬nsakl¬k oran¬oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Ayr¬ca , önceki çal¬̧smalardaki 0 < � < 1 k¬s¬tlamas¬n¬kald¬rarak süreklilik

modülü w1(t) = t için f 2 Lp(Rd) yo¼gunluk fonksiyonu � = 1 mertebeden Lip-

schitz koşulunu sa¼glad¬¼g¬nda

MSE
nbf(x)o = O(n

�2
3 (lnn)2) (1.3)

sonucu elde edilmi̧stir ve bu sonuç mümkün olan en iyi yak¬nsakl¬k oran¬d¬r.

Biz bu çal¬̧smam¬zda yo¼gunluk fonksiyonu üzerindeki koşullar¬Lipschitz koşulu

yerine yüksek mertebeden süreklilik modülü cinsinden yazarak yo¼gunluk fonksiy-

onu tahmini metodunu tek de¼gi̧skenli ve çok de¼gi̧skenli durum için inceledik.

w1 : Birinci mertebeden süreklilik modülü ve Z1 : w1 için Zygmund operatörü,

w2 : ikinci mertebeden süreklilik modülü ve Z2: w2 için Zygmund operatörü ve d

pozitif tamsay¬olmak üzere aşa¼g¬daki sonucu ald¬k:

MSE
nbf(0)o = O

"
md

n
+

�
Z1

�
w1;

1

m

�
+ Z2

�
w2;

1

m
)

��2#
: (1.4)
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2 TEMEL TANIMLAR

Öncelikle konu ile ilgili temel tan¬mlar¬verelim.

Tan¬m 1 
 n¬n alt kümelerinden oluşmuş kümeler sistemi olan F aşa¼g¬daki koşullar¬

sa¼gl¬yorsa ��cebir dir denir.

1. ; 2 F

2. E¼ger A 2 F ise Ac 2 F

3. E¼ger fAngn�1 F in elemanlar¬ndan oluşmuş bir dizi ise [An 2 F dir.

Tan¬m 2 f
;Fg ölçülebilir uzay, P : F ! [0; 1] ise aşa¼g¬daki üç özelli¼gi sa¼glayan

set fonksiyonu olsun:

P1. 0 � P (A) � 1; A 2 F

P2. P (
) = 1

P3. A1; A2; ::: 2 F ikişerli ayr¬k kümeler ise, o halde

P

 1[
i=1

Ai

!
=

1X
i=1

P (Ai) : (2.1)

Bu durumda; P set fonksiyonuna F �de olas¬l¬k ölçüsü, P (A) ya A olay¬n¬n olas¬l¬¼g¬,

f
;F ; Pg üçlüsüne olas¬l¬k uzay¬, P1-P3 özelliklerine de olas¬l¬k aksiyomlar¬, denir.

Tan¬m 3 f
;F ; Pg olas¬l¬k uzay¬ ve X : 
 ! R bir fonksiyon olsun. E¼ger, ß

Borel kümesi olmak üzere

f! 2 
 : X(!) 2 Bg 2 F ; 8B 2ß (2.2)

özelli¼gi sa¼glan¬yorsa X fonksiyonuna rastgele de¼gişken ya da f
;F ; Pg üzerinde

F�ölçülebilir fonksiyon, denir.

E¼ger, X rastlant¬de¼gişkeninin alabilece¼gi de¼gerler sonlu ya da say¬labilir son-

suzlukta ise X�e kesikli rastgele de¼gişken, denir.
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E¼ger, X rastlant¬ de¼gişkeni bir aral¬k içinde de¼gerler alabiliyorsa ona sürekli

rastgele de¼gişken, denir.

Tan¬m 4 X rastlant¬ de¼gişkeni sürekli olsun ve bir � aral¬¼g¬nda de¼gerler als¬n.

f(x) olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu (pdf) aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar:

1. f(x) > 0 , x 2 �

2. f(x) = 0; x =2 �

3.
R
�

f(x)dx = 1:

E¼ger, X kesikli rastlant¬de¼gişkeni ise ve � aral¬¼g¬nda de¼gerler al¬yorsa o halde

f(x) olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu

1. f(x) > 0 , x 2 �

2. f(x) = 0; x =2 �

3.
P
x2�

f(x) = 1

koşullar¬n¬sa¼glar.

Tan¬m 5 (
;F ; P ) de X rastgele de¼gişkeninin beklenen de¼geri,

E [X] =

Z
XdP =

Z



X(w)P (dw): (2.3)

d¬r.

X 0 in da¼g¬l¬m¬� olsun. E¼ger g reel de¼gerli bir fonksiyonsa beklenen de¼geri

E [g(X)] =

1Z
�1

g(x)�(dx) (2.4)

d¬r.

Tan¬m 6 X rastlant¬de¼gişkeninin varyans¬

V ar(X) = E [X � E (X)]2 (2.5)

şeklinde gösterilir.
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Tan¬m 7 Yans¬zl¬k (Unbiasedness)

� herhangi bir parametre ve b� da � parametresinin bir tahmin edicisi olsun.
E¼ger

E(b�) = � (2.6)

ise b�; � n¬n yans¬z(unbiadness) tahmin edicisidir, denir.
Tan¬m 8 Yanl¬l¬k (Bias)

Yanl¬l¬k tahmin edicinin beklenen de¼geri ile parametrenin o noktadaki de¼geri

aras¬ndaki fark olarak tan¬mlan¬r.

E(b�)� � (2.7)

Tan¬m 9 � parametresinin bir noktadaki tahmin edicisi olan b� için
MSE�(b�) = E

hb� � �
i2

(2.8)

ifadesine ortalama hata karesi ( mean square error) denir.

Teorem 1 MSE�(b�) = E
hb� � �

i2
= V ar(b�) + bias2�(

b�)
·Ispat.

MSE�(b�) = E
�b� � E(b�) + E(b�)� �

�2
(2.9)

= E(b� � E(b�))2 + 2E h(b� � E(b�))(E(b�)� �)
i
+ E(E(b�)� �)2

= E(b� � E(b�))2 + 2(E(b�)� �)E(b� � E(b�)) + E(E(b�)� �)2

= E(b� � E(b�))2 + E(E(b�)� �)2 = V ar(b�) + bias2�(
b�)
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Tan¬m 10 f(x) ve g(x) reel say¬larda tan¬ml¬iki fonksiyon olsun. E¼ger herhangi

pozitif K reel say¬s¬ve x0 reel say¬s¬için

jf(x)j � K jg(x)j ; 8x � x0 (2.10)

sa¼glan¬yorsa

f(x) = O(g(x)); x!1 (2.11)

denir. Özel olarak f(x) = O(1); jf(x)j � K anlam¬na gelir. Yani f(x) s¬n¬rl¬d¬r.

Aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.

1: O(m) +O(m) = O(m)

2: O(m)O(m) = O(m2)

3: m � n ise O(m) +O(n) = O(m)
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3 YÜKSEKMERTEBEDEN SÜREKL·IL·IKMO-

DÜLÜ T·IP·I MAJORANTLAR VE LOKAL

YAKINSAMA ORANLARI

Walter ve Blum (1979) Fajer tipli delta dizilerini kullanarak tek de¼gi̧skenli

yo¼gunluk fonksiyonu hakk¬nda noktasal sonuçlar elde ettiler. Özel halde yo¼gunluk

fonksiyonu f 2 Lp(R) x noktas¬nda 0 < � < 1 mertebeden Lipschitz koşulunu

sa¼glad¬¼g¬nda yo¼gunluk fonksiyonu tahmin edicisinin ortalama hata karesinin s¬f¬ra

yak¬nsama oran¬n¬elde ettiler.

Bu bölümde, yo¼gunluk fonksiyonu üzerindeki koşullar¬Lipschitz koşulu yer-

ine yüksek mertebeden süreklilik modülü majorantlar¬cinsinden yazarak ortalama

hata karesinin s¬f¬ra yak¬nsama oran¬n¬elde ettik.

Aşa¼g¬daki tan¬mlara ileriki bölümlerde ihtiyaç duyulacakt¬r.

Tan¬m 11 L1(R � R) de tan¬ml¬ f�mg fonksiyonlar dizisi e¼ger her � 2 C0 ve

x 2 R için

lim
m!1

Z
R

�m(x; t)�(t)dt = �(x) (3.1)

koşulunu sa¼glarsa f�mg dizisine delta dizisidir, denir.

Ayn¬da¼g¬l¬mdan gelen yo¼gunluklar¬f(x) olan ba¼g¬ms¬z fXng rastgele de¼gişken-

lerini ele alal¬m. f�in x noktas¬ndaki tahmin edicisini �m(x; t) dizisi yard¬m¬yla

bfn;m(x) = 1

n

nX
k=1

�m(x;Xk) (3.2)

biçiminde yazabiliriz.
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Tan¬m 12 Non-negatif delta dizileriZ
Rd
�m(x; t)dt = 1 (3.3)

ve

�m(x; t) � cmd 1

1 + (m jt� xj)d+2 (3.4)

koşullar¬n¬sa¼glarsa Fajer tipli delta dizisidir, denir.

Delta dizisi �m(x; t) için baz¬örnekler verelim.

Örnek 1 Kernel Tahmin Edici

[0;m�2] aral¬¼g¬n¬n karakteristik fonksiyonu �m�2 ve x; t 2 R olmak üzere

�m(x; t) = m2�m�2(x� t) olsun.

Bunun bir delta dizisi oldu¼gunu gösterelim.

�m�2(x� t) =

�
1 x� t 2 [0; 1

m2 ]

0 x� t =2 [0; 1
m2 ]

(3.5)

Z
J

�m(x; t)dt =

Z
J

m2�m�2(x� t)dt = m2

Z
J

�m�2(x� t)dt = m2

1=m2Z
0

dt = 1 (3.6)

veZ
m2�m�2(x� t)�(t)dt� �(x) =

Z
m2�m�2(x� t)�(t)dt�

Z
m2�m�2(x� t)�(x)dt

=

Z
m2�m�2(x� t)(�(t)� �(x))dt

=

Z
[0; 1

m2
)

m2(�(t)� �(x))dt � C� (3.7)

elde edilir.

Örnek 2 Histogram Tahmin Edici

Delta dizimizi

�m(x; t) = m2

mX
j=1

�j(x)�j(t) x; t 2 (0; 1) (3.8)
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olacak şekilde seçelim. Burada �j ile
�
j�1
m2 ;

j
m2

�
aral¬¼g¬n¬n karakteristik fonksiyonu

gösterilmiştir.�m(x; t)�nin delta dizisi oldu¼gunu gösterelim. Öncelikle

Z
�m(x; t)dt =

Z
J

m2

mX
j=1

�j(x)�j(t)dt = m2

Z
J

mX
j=1

�j(x)�j(t)dt

= m2

Z
[ j�1
m2

; j

m2
]

�j(t)dt = m2

Z
[ j�1
m2

; j

m2
]

dt = 1 (3.9)

Dolay¬s¬yla �(t)� �(x) � � için

Z
J

�m(x; t)�(t)dt� �(x) =

Z
J

�m(x; t)(�(t)� �(x))dt

=

Z
J

m2

mX
j=1

�j(x)�j(t)(�(t)� �(x))dt

� �m2

Z
J

mX
j=1

�j(x)�j(t)dt

= C� (3.10)

Tan¬m 13 w1 : [0; 1] ! [0; 1] fonksiyonu aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼gl¬yor ise ona

süreklilik tipi majorant denir.

(a) w1(0) = 0

(b) w1 monoton artan

(c) w1(�1 + �2) � w1(�1) + w1 (�2) 8�1; �2 2 [0; 1]:

Tan¬m 14 k � 1 olmak üzere wk : [0; 1]! [0; 1] fonksiyonu

(i) wk(0) = 0

(ii) wk monoton artan

(iii) wk(t)
tk

azalan

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa wk fonksiyonuna k mertebeden süreklilik modülü tipi ma-

jorant, denir.

9



Aşa¼g¬daki eşitsizlikler teoremin ispat¬nda kullan¬lacakt¬r.

n � 0 bir tamsay¬olmak üzere

wk(nt) � nkwk(t): (3.11)

Aç¬kça görülebilir ki e¼ger t � 1, � > 0 ise o halde

wk(t�) � (t+ 1)kwk(�) (3.12)

şeklindedir.

Gerçekten n � t � n+ 1 olacak şekilde bir n tamsay¬s¬alal¬m.

wk(t�) � wk((n+ 1)�) � (n+ 1)kwk(�) � (t+ 1)kwk(�) (3.13)

elde edilir.

8t � 1 için

wk(t�) � (t+ 1)kwk(�) � (2t)kwk(�) (3.14)

E¼ger t = 1
�
ve k = 2 ise

w2(1) �
22

�2
w2(�): (3.15)

E¼ger �1 � �2 ise (3:14) kullan¬larak

wk(�2) = wk

�
�2
�1
�1

�
� 2k �

k
2

�k1
wk(�1) (3.16)

) wk(�2)

�k2
� 2kwk(�1)

�k1
; k � 1

elde edilir.

k = 2 için

w2(�2)

�22
� 4

�21
w2(�1): (3.17)

al¬n¬r. t � � için (3:17) yi kullanarak

w2(�) = w2(�)
�2

�2
=
w2(�)

�2
�

�Z
0

dt � �

�Z
0

4w2(t)

t2
dt (3.18)
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elde ederiz.

Özel olarak � = 1
m
için

w2(
1

m
) � 4

m

1
mZ
0

w2(t)

t2
dt (3.19)

w2(1)
1

m2
� 4w2(

1

m
) (3.20)

) 1

m2
� 4

w2(1)
w2(

1

m
) (3.21)

) 1

m2
� 4

w2(1)
w2(

1

m
) � 4

w2(1)

4

m

1
mZ
0

w2(t)

t2
dt

) 1

m2
� c

1

m

1
mZ
0

w2(t)

t2
dt (3.22)

Tan¬m 15 Birinci mertebeden süreklilik modülü w1 için Zygmund operatörü

Z1(w1; �) =

Z �

0

w1(t)

t
dt+ �

Z 1

�

w1(t)

t2
dt (3.23)

dir. Burada 0 < � < 1 dir.

Yüksek mertebeli süreklilik modülü w2 için Zygmund operatörü

Z2(w2; �) = �

Z �

0

w2(t)

t2
dt+ �2

Z 1

�

w2(t)

t3
dt (3.24)

d¬r. Burada 0 < � < 1 dir.

Teorem 2 f 2 Lp(R); 1 � p � 1 ve f�mg Fajer tipli delta dizisi olsun. E¼ger

jf(x) + f(�x)� 2f(0)j � cw2(jxj), jxj � 1 ve jf(x)� f(0)j � cw1(jxj), jxj � 1

koşullar¬sa¼glan¬yorsa, o halde

����Z �m(x)f(x)dx� f(0)

���� = O

�
Z1

�
w1;

1

m

�
+ Z2

�
w2;

1

m

��
(3.25)

d¬r.

11



·Ispat.

Z
�m(x)f(x)dx� f(0) =

Z
�m(x)f(x)dx�

Z
�m(x)f(0)dx

=

Z
�m(x)(f(x)� f(0))dx (3.26)

oldu¼gunu göz önünde bulundurursak������
+1Z
�1

�m(x)(f(x)� f(0))dx

������ =

������
+1Z
�1

�m(x)(f(x) + f(�x)� f(�x) + f(0)� 2f(0))dx

������
�

������
+1Z
�1

�m(x)(f(x) + f(�x)� 2f(0))dx

������
+

������
+1Z
�1

�m(x)(�f(�x) + f(0))dx

������
�

+1Z
�1

j�m(x)j jf(x) + f(�x)� 2f(0)j dx

+

+1Z
�1

j�m(x)j j�f(�x) + f(0)j dx (3.27)

= I1 + I2

şeklinde yazabiliriz.

·Ilk olarak I1 integralini ele alal¬m.

I1 =

+1Z
�1

j�m(x)j jf(x) + f(�x)� 2f(0)j dx (3.28)

=

0B@ �1Z
�1

+

�1=mZ
�1

+

1=mZ
�1=m

+

1Z
1=m

+

+1Z
1

1CA (j�m(x)j jf(x) + f(�x)� 2f(0)j)dx

şeklinde yazabiliriz. Şimdi terimleri teker teker de¼gerlendirelim.

12



·Ilk olarak

+1Z
1

j�m(x)j jf(x) + f(�x)� 2f(0)j dx

�
+1Z
1

j�m(x)j (jf(x)j+ jf(�x)j+ 2 jf(0)j) dx

� sup
jxj�1

j�m(x)j
+1Z
1

f(x)dx+ sup
jxj�1

j�m(x)j
+1Z
1

f(�x)dx+ 2
1Z
1

cm

1 + (m jxj)3 jf(0)j dx

=
c

m2

+1Z
1

jf(x)j dx+ c

m2

+1Z
1

jf(�x)j dx+ 2 jf(0)j
1Z
m

c

1 + u3
du

� c

m2
kfk1 + 2 jf(0)j

1Z
m

c

u3
du = O(

1

m2
) (3.29)

elde ederiz.

·Ikinci olarak m � 1 ve 1
m
� x � 1 için

1Z
1=m

j�m(x)j jf(x) + f(�x)� 2f(0)j dx

� cm

�

1Z
1=m

1

1 + (mx)3
jf(x) + f(�x)� 2f(0)j dx

� cm

�

1Z
1=m

w2(jxj)
(mx)3

dx � 4c

m2

1Z
1=m

w2(jxj)
x3

dx (3.30)

al¬r¬z. Ve son olarak m � 1
x
için

1
mZ

� 1
m

j�m(x)j jf(x) + f(�x)� 2f(0)j dx �

1
mZ

� 1
m

cm

�(1 + (m jxj)3) jf(x) + f(�x)� 2f(0)j dx

�

1
mZ

� 1
m

cm

�(1 + (m jxj)3)w2(jxj)dx (3.31)

� 2cm

1
mZ
0

w2(jxj)dx � 8c
Z 1

m

0

w2(jxj)
x

dx

= 8c

Z 1
m

0

w2(jxj)
x

x

x
dx � c

m

Z 1
m

0

w2(jxj)
x2

dx

13



eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Geri kalan integraller benzer şekilde de¼gerlendirilebilir.

Şimdi I2 integralini ele alal¬m.

I2 =

+1Z
�1

j�m(x)j j�f(�x) + f(0)j dx (3.32)

=

0B@ �1Z
�1

+

�1=mZ
�1

+

1=mZ
�1=m

+

1Z
1=m

+

+1Z
1

1CA (j�m(x)j j�f(�x) + f(0)j) dx

I2 integralinin terimlerini teker teker de¼gerlendirelim.

1Z
1

(j�m(x)j j�f(�x) + f(0)j) dx �
1Z
1

j�m(x)j jf(�x)j dx+
1Z
1

j�m(x)j jf(0)j dx

� sup
jxj�1

j�m(x)j
1Z
1

jf(�x)j dx+ jf(0)j
1Z
1

cm

1 + (mx)3
dx

� c

m2
kfk1 + jf(0)j

1Z
m

c

1 + u3
du

� c

m2
kfk1 + jf(0)j

1Z
m

c

u3
du = O(

1

m2
) (3.33)

·Ikinci olarak 1
m
� x � 1 için

1Z
1=m

(j�m(x)j j�f(�x) + f(0)j) dx �
1Z

1=m

cm

1 +m3x3
j�f(�x) + f(0)j dx

=

1Z
1=m

cm

m3x3
w1(jxj)dx

=
1

m

1Z
1=m

cw1(jxj)
x2

1

mx
dx

� c

m

1Z
1=m

w1(jxj)
x2

dx (3.34)

elde ederiz.
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Son olarak 0 � x � 1
m
için

1=mZ
�1=m

(j�m(x)j j�f(�x) + f(0)j) dx �
1=mZ

�1=m

cm

1 +m3 jxj3
j�f(�x) + f(0)j dx

�
1=mZ

�1=m

cmw1(jxj)dx (3.35)

� 2cm

1=mZ
0

w1(jxj)dx � 2c
1=mZ
0

w1(jxj)
x

dx

elde ederiz. Kalan integraller benzer şekilde de¼gerlendirilebilir.

Neticede (3:22) yi de kullanarak

����Z �m(x)(f(x)� f(0))dx

���� � c

8><>: 1

m2
+
1

m

1
mZ
0

w2(jxj)
x2

dx+
1

m2

1Z
1=m

w2(jxj)
x3

dx

9>=>;
+c

8><>:
1
mZ
0

w1(jxj)
x

dx+
1

m

1Z
1=m

w1(jxj)
x2

dx

9>=>;
= O

�
Z1

�
w1;

1

m

�
+ Z2

�
w2;

1

m

��
(3.36)

elde ederiz.

Teorem 3 Varsayal¬m ki Theorem 2�nin koşullar¬sa¼glans¬n. O halde

MSE
nbf(0)o = O

"
m

n
+

�
Z1

�
w1;

1

m

�
+ Z2

�
w2;

1

m

��2#
(3.37)

dir.

·Ispat. Hatan¬n karesinin ortalamas¬n¬(MSE) şu şekilde yazabiliriz.

E
h bfn(x)� f(0)

i2
=

hR
�2m(x)f(x)dx�

�R
�m(x)f(x)dx

�2i
n

(3.38)

+

�Z
�m(x)f(x)dx� f(0)

�2

15



(3.38) in ilk terimini ele alal¬m.

�m(x; t) � c
m

�

1

1 + (m(t� x))3
� c

m

�
= c1m, k�m(x; t)k1 = O(m) (3.39)

ve

E( bfn(x)) = Z �m(x; t)f(t)dt! f(x) (3.40)

oldu¼gundan

1

n

"Z
�2m(x)f(x)dx�

�Z
�m(x)f(x)dx

�2#
� 1

n

Z
�2m(x)f(x)dx (3.41)

� 1

n
sup
x
�m(x)

Z
�m(x)f(x)dx � c

m

n

elde ederiz. Böylece

MSE
nbf(0)o = V ar

nbf(0)o+Bias2
nbf(0)o (3.42)

= O

 
m

n
+

�
Z1

�
w1;

1

m

�
+ Z2

�
w2;

1

m

��2!

al¬r¬z.

3.1 Çok De¼gi̧skenli Yo¼gunluk Fonksiyonunun Ortalama Hata

Karesinin Lokal Yak¬nsama Oran¬

Susarla ve Walter (1981) makalelerinde x noktas¬nda 0 < � < 1 için �

mertebeden Lipschitz koşulunu sa¼glayan f 2 Lp(Rd) yo¼gunluk fonksiyonu için

d-de¼gi̧skenli delta dizileri kullan¬larak oluşturulan yo¼gunluk fonksiyonu tahmin edi-

cilerinin ortalama hata karesinin s¬f¬ra yak¬nsama oran¬n¬incelediler.

Nadar (2011) makalesinde yo¼gunluk fonksiyonu üzerindeki koşullar¬süreklilik

modülü cinsinden yazarak ortalama hata karesi hakk¬nda bilinen sonuçlar¬n genellemesini

16



elde etti. Ayr¬ca, f 2 Lp(Rd) yo¼gunluk fonksiyonu üzerindeki 0 < � < 1 k¬s¬t-

lamas¬n¬ kald¬rarak yo¼gunluk fonksiyonu � = 1 mertebeden lipschitz koşulunu

sa¼glad¬¼g¬nda ortalama hata karesinin yak¬nsama oran¬n¬elde etti.

Biz, bu bölümde yo¼gunluk fonksiyonu üzerindeki koşullar¬ yüksek mertebe-

den süreklilik modülü cinsinden yazarak f 2 Lp(Rd) yo¼gunluk fonksiyonu için

d-de¼gi̧skenli delta dizileri kullan¬larak oluşturulan yo¼gunluk fonksiyonu tahmin edi-

cilerinin ortalama hata karesinin s¬f¬ra yak¬nsama oran¬n¬elde ettik.

x = (x1; :::; xd) d�boyutlu Öklid uzay¬Rd de bir nokta ve dx =dx1:::dxd olsun

ve C0 da Rd de kompakt supporta sahip sürekli fonksiyonlar¬n bir uzay¬n¬göstersin.

Teorem 4 Varsayal¬m ki f 2 Lp(Rd); 1 � p � 1 ve f�mg Fejer tipli delta dizisi

olsun. Ayr¬ca f(x) fonksiyonu jf(x) + f(�x)� 2f(0)j � cw2(jxj), jxj � � < 1 ve

jf(x)� f(0)j � cw1(jxj), jxj � � < 1 koşullar¬n¬sa¼glas¬n. O halde

����Z �m(x)f(x)dx� f(0)

���� = O

�
Z1

�
w1;

1

m

�
+ Z2

�
w2;

1

m

��
(3.1.1)

·Ispat.������
+1Z
�1

�m(x)(f(x)� f(0))dx

������ =

������
+1Z
�1

�m(x)(f(x) + f(�x)� f(�x) + f(0)� 2f(0))dx

������
�

������
+1Z
�1

�m(x)(f(x) + f(�x)� 2f(0))dx

������ (3.1.2)

+

������
+1Z
�1

�m(x)(f(�x)� f(0))dx

������
= I1 + I2

I1 =

������
+1Z
�1

�m(x)(f(x) + f(�x)� 2f(0))dx

������ �
�������
Z

jxj��

�������+
�������
Z

jxj��

������� = I
0

1 + I
00

1 (3.1.3)
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Kutupsal koordinat dönüşümü yaparak

I
0

1 =

�������
Z

jxj��

�m(x)(f(x) + f(�x)� 2f(0))dx

�������
� c

�Z
0

md

1 + (m jrj)d+2 r
d�1w2(jrj)dr (3.1.4)

= c

8><>:
1
mZ
0

md

1 + (m jrj)d+2 r
d�1w2(jrj)dr +

�Z
1
m

md

1 + (m jrj)d+2 r
d�1w2(jrj)dr

9>=>;
elde ederiz. I

0
1 integralinin ilk terimini ele alal¬m. r � 1

m
için

1
mZ
0

cmd

1 + (mr)d+2
rd�1w2(jrj)dr � cm

1
mZ
0

w2(jrj)dr (3.1.5)

� c

1
mZ
0

w2(jrj)
r

r

r
dr � c

m

1
mZ
0

w2(jrj)
r2

dr

elde ederiz. I
0
1 integralinin ikinci terimi için

�Z
1
m

md

1 + (mr)d+2
rd�1w2(jrj)dr �

�Z
1
m

md

(mr)d+2
rd�1w2(jrj)dr

=
1

m2

�Z
1
m

w2(jrj)
r3

dr (3.1.6)

Şimdi I
00
1 terimini inceleyelim.�������
Z

jxj��

�m(x)(f(x) + f(�x)� 2f(0))dx

�������
=

�������
Z

jxj��

�m(x)f(x)dx+

Z
jxj��

�m(x)f(�x)dx� 2
Z

jxj��

�m(x)f(0)dx

�������
� 2 kfkp



 ��m

q + 2 jf(0)j

 ��m

1 (3.1.7)
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burada  � = �fx2Rd:jxj>�g şeklindedir.



 ��m

q =

�Z �� ��m��q dx� 1q =
264 Z
jxj��

(�m(x))
qdx

375
1
q

� c

24 1Z
�

�
md

(mr)d+2
rd�1

�q
dr

35 1
q

= c

24� 1

m2

�q 1Z
�

�
r�3q

�
dr

35 1
q

= O

�
1

m2

�
(3.1.8)

ve



 ��m

1 =

�Z �� ��m�� dx� � Z
r��

md

(mr)d+2
rd�1dr (3.1.9)

=
1

m2

Z
r��

dr

r3
= O

�
1

m2

�

Şimdi I2 integralini ele alal¬m.

I2 =

������
+1Z
�1

�m(x)(f(�x)� f(0))dx

������ �
0B@
�������
Z

jxj��

�������+
�������
Z

jxj��

�������
1CA = I21 + I22 (3.1.10)

Terimleri teker teker inceleyelim.

I21 =

�������
Z

jxj��

�m(x) (�f(�x) + f(0)) dx

�������
� c

�Z
0

md

1 + (m jrj)d+2 r
d�1w1(jrj)dr (3.1.11)

= c

8><>:
1
mZ
0

md

1 + (m jrj)d+2 r
d�1w1(jrj)dr +

�Z
1
m

md

1 + (m jrj)d+2 r
d�1w1(jrj)dr

9>=>; :

I21 integralinin terimlerini ayr¬ayr¬inceleyelim.
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0 � r � 1
m
için
1
mZ
0

md

1 + (m jrj)d+2 r
d�1w1(jrj)dr � cm

1=mZ
0

w1(jrj)dr

� c

1=mZ
0

w1(jrj)
r

dr (3.1.12)

d¬r. 1
m
� r � � için

�Z
1
m

md

1 + (m jrj)d+2 r
d�1w1(jrj)dr � c

m

�Z
1
m

w1(jrj)
r2

1

rm
dr

� c

m

�Z
1
m

w1(jrj)
r2

dr: (3.1.13)

I22 =

�������
Z

jxj��

�m(x)(�f(�x) + f(0))dx

�������
=

�������
Z

jxj��

�m(x)f(�x)dx+
Z

jxj��

�m(x)f(0)dx

�������
� kfkp



 ��m

q + jf(0)j

 ��m

1 (3.1.14)

d¬r. Burada  � = �fx2Rd:jxj>�g d¬r.

 ��m

q için


 ��m

q =

�Z �� ��m��q dx�1=q =
8><>:
Z

jxj��

(�m(x))
q dx

9>=>;
1
q

� c

8<:
1Z
�

�
mdrd�1

1 + (mr)d+2

�q
dr

9=;
1
q

� c

8<:
�
1

m2

�q 1Z
�

dr

r3q

9=;
1
q

= O

�
1

m2

�
: (3.1.15)



 ��m

1 için

 ��m

1 = Z �� ��m�� dx � 1

m2

1Z
�

dr

r3q
= O

�
1

m2

�
(3.1.16)
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elde ederiz. Sonuç olarak����Z �m(x)(f(x)� f(0))dx

���� � c

8><>: 1

m2
+
1

m

1=mZ
0

w2(r)

r2
dr +

1

m2

�Z
1=m

w2(r)

r3
dr

9>=>;
+c

8><>:
1=mZ
0

w1(r)

r
dr +

1

m

�Z
1
m

w1(r)

r2
dr

9>=>; (3.1.17)

elde ederiz.

Dolay¬s¬yla (3:22) özelli¼gini kullanarak����Z �m(x)f(x)dx� f(0)

���� = O

�
Z1

�
w1;

1

m

�
+ Z2

�
w2;

1

m

��
(3.1.18)

al¬n¬r.

Teorem 5 Varsayal¬m ki Teorem 4�ün koşullar¬sa¼glans¬n. O halde

MSE
nbf(0)o = O

"
md

n
+

�
Z1

�
w1;

1

m

�
+ Z2

�
w2;

1

m

��2#
(3.1.19)

dir.

·Ispat.

MSE
nbf(0)o = V ar

nbf(0)o+Bias2
nbf(0)o : (3.1.20)

Varyans terimini ele alal¬m.

E( bfn(x)) = Z �m(x; t)f(t)dt! f(x) (3.1.21)

ve

�m(x; t) � c
md

�

1

1 + (m(t� x))d+2 � c
md

�
, k�m(x; t)k1 = O(md) (3.1.22)

oldu¼gundan

V ar
nbf(x)o =

1

n

"Z
�2m(x; t)f(t)dt�

�Z
�m(x; t)f(t)dt

�2#
(3.1.23)

� 1

n

Z
�2m(x; t)f(t)dt �

1

n
sup
x
�m(x; t)

Z
�m(x; t)f(t)dt = O

�
md

n

�
:
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dir. Dolay¬s¬yla

MSE
nbf(0)o = V ar

nbf(0)o+Bias2
nbf(0)o (3.1.24)

= O

 
md

n
+

�
Z1

�
w1;

1

m

�
+ Z2

�
w2;

1

m

��2!
:
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4 SONUÇ

Bu çal¬̧smada yo¼gunluk fonksiyonu üzerine yüksek mertebeden süreklilik mod-

ülü majorantlar¬cinsinden koşul yazarak olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiyonu tahmin edi-

cisinin ortalama hata kare sapmas¬n¬n s¬f¬ra yak¬nsama oran¬ elde edilmi̧stir.Bu

oran süreklilik modülü terimlerinde de¼gerlendirilmi̧stir.

Gelecekte yo¼gunluk fonksiyonu üzerine integral süreklilik modülü cinsinden

koşullar yazarak delta dizileri kullan¬larak oluşturulmuş olas¬l¬k yo¼gunluk fonksiy-

onu tahmin edicilerinin ortalama toplanm¬̧s hata karesinin (MISE) yak¬nsakl¬k

oran¬üzerine çal¬̧s¬labilinir.
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