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OZET

TEZ BASLIGI: BiR NOKTADA OLASILIK YOGUNLUK
FONKSIYONU TAHMINININ ORTALAMA KARE
SAPMALARININ IKiNCi TiP SUREKLILIiK MODULU
MAJORANTLARI YARDIMIYLA LOKAL YAKINSAMA ORANI

YAZAR ADI: ELiF ERCELIK

Bu calismada delta dizileri kullanilarak olusturulmus tek degiskenli ve c¢ok
degiskenli yogunluk fonksiyonu tahmin edicilerinin yakinsama orani incelendi. Daha
once yapilan caligmalarin aksine, yogunluk fonksiyonu tizerindeki kosullar yiiksek
mertebeden siireklilik modiilii cinsinden yazildi ve bir noktada olasilik yogunluk

fonksiyonu tahmin edicilerinin ortalama kare sapmalarinin yakimsama orani elde

edildi.

Anahtar Kelimeler: Delta Dizileri; Yiiksek Mertebeden Siireklilik Modiilii;; Zygmund
Operatorii



SUMMARY

THESIS TITLE: THE LOCAL CONVERGENCY RATE OF THE
MEAN SQUARED ERROR OF THE DENSITY ESTIMATORS AT
A POINT BY USING THE SECOND ORDER OF MODULUS OF
CONTINUITY TYPE MAJORANT

THESIS AUTHOR: ELIF ERCELIK

In this study, the convergence rate of univariate and multivariate density
estimators using the delta sequence is investigated. In contrast to former studies, the
conditions on the density estimators are written in terms of the higher order modulus
of continuity and the local convergence rate of mean squared error of density estimator
at a point is obtained.

Keywords: Delta Sequences; Higher Order Modulus of Continuity; Zygmund
Operator
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1 GIRIS

X1, X, ..., X, rastgele degigkenleri i¢cin dagilimi bilinmeyen yogunluk fonksiy-
onu f’ in bir noktadaki tahmini igin bir¢ok metod mevcuttur. Rosenblatt (1956),
Parzen (1962), Schuster (1969), Singh (1974) ve Susarla Kumar (1975) tarafin-
dan caligilmig olan ortagonal seri metodlari; Van Ryzin (1973) ve Wahba (1971),
(1975) tarafindan ¢aligilmig olan interpolasyon metodu; Blum ve Susarla (1976),
Farrell (1972) ve Wahba (1975) tarafindan ¢alisilmig olan karakteristik fonksiyon
yaklagimi metodu bu metodlara ¢rnek olarak verilebilir.

Walter ve Blum (1979) ¢aligmalarinda [5] yukarida bahsedilen metodlar: genellegtiren
bir metod olan delta dizileri ile tahmin metodunu kullandilar. Ayrica daha genel
delta dizileri ve tahmin edicilerin ortalama kare oranlar: tizerinde durarak delta
dizileri kullanilarak hazirlanmig tahmin ediciler icin global ve lokal sonuglar elde
ettiler.

Daha sonra, Susarla ve Walter (1981) galismalarinda [3] d-degiskenli delta
dizilerini baz alarak yogunluk tahmininin genel metodunu cok degiskenli duruma
tagidilar. Delta dizileri kullanilarak hazirlanan tahmin edicilerin ortalama hata
kare sapmalarimnin (MSE) yakinsama oranlariyla ilgilendiler ve makalelerinde f €
LP(R?) yogunluk fonksiyonu x noktasinda 0 < X\ < 1 i¢in A mertebeden Lipschitz

kosulunu sagladiginda , § = min(A, 1 — p~1) igin

B |falx) = f()| = O(n~) (1.1)

sonucunu elde ettiler.
Nadar (2011) ¢alismasinda [2] delta dizileri kullanilarak olugturulmus yogun-
luk fonksiyonu tahmin edicileri igin ortalama hata karesinin (MSE) yakinsama
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orani hakkindaki 6nceki ¢aligmalar: genisletmigtir. Yogunluk fonksiyonu hakkin-
daki genel metodu siireklilik modiilii majorantlar1 kullanarak ok degiskenli ve
tek degigkenli duruma tagimstir. Ayrica yogunluk fonksiyonu iizerindeki kosullar
Lipschitz kosulu yerine siireklilik modiilii cinsinden yazilarak hafifletilmis ve orta-
lama hata karesinin yakinsaklik oran1 hakkinda bilinen sonuclarin genellemesi elde
edilmigtir.

Stireklilik modiilii w; (t) = t*, 0 < X\ < 1 olarak alindiginda ve m = nT% icin
MSE{ J(x)} = O(n) (1.2)

sonucu elde edilmigtir. Farrell (1972) tarafindan bu sonucun miimkiin olan en
iyi yakinsaklik oranmi1 oldugu gosterilmistir.

Ayrica , 6nceki galigmalardaki 0 < A < 1 kisitlamasim kaldirarak siireklilik
modiilii w(t) =t igin f € LP(R?) yogunluk fonksiyonu A = 1 mertebeden Lip-

schitz kosulunu sagladiginda
MSE {f(:c)} — O(n® (Inn)?) (1.3)

sonucu elde edilmigtir ve bu sonug miimkiin olan en iyi yakinsaklik oranidir.

Biz bu calismamizda yogunluk fonksiyonu iizerindeki kogullar1 Lipschitz kosulu
yerine yiiksek mertebeden siireklilik modiilii cinsinden yazarak yogunluk fonksiy-
onu tahmini metodunu tek degiskenli ve ¢cok degiskenli durum icin inceledik.

w;y : Birinci mertebeden siireklilik modiilii ve Z; : w; i¢in Zygmund operatorii,
wy : ikinci mertebeden siireklilik modiilii ve Zs: ws icin Zygmund operatorii ve d
pozitif tamsay1 olmak tiizere agagidaki sonucu aldik:

() a ()] o

MSE {f(())} ~0




2 TEMEL TANIMLAR

Oncelikle konu ile ilgili temel tanimlar1 verelim.

Tanmim 1 € nin alt kiimelerinden olusmus kiimeler sistemi olan F asagidaki kosullar
saglworsa o—cebir dir denir.
1. 0eF

2. Eger A e F ise A°e F

8. Eger {An},>, F in elemanlarindan olusmus bir dizi ise UA, € F  dir.

Tanim 2 {Q, F} él¢iilebilir uzay, P : F — [0,1] ise asagedaki ti¢ 6zelligi saglayan
set fonksiyonu olsun:

P1.OSPA)L1, AeF

P2. P(Q) =1

P3. Ay, Ay, ... € F  ikiserli ayrik kiimeler ise, o halde

P (G AZ-> - i P(A). (2.1)

Bu durumda; P set fonksiyonuna F “de olasilik ol¢iisi, P(A) ya A olayinin olasilige,

{Q, F, P} idglisiine olasilik uzayr, P1-P3 ézelliklerine de olasilik aksiyomlar, denir.

Tanim 3 {Q, F, P} olasiik uzay ve X : Q — R bir fonksiyon olsun. FEger, f3

Borel kiimest olmak “izere

{weN: X(w)eB}eF, VBefs (2.2)
ozelligi saglanwyorsa X fonksiyonuna rastgele degisken ya da {Q,F, P} dzerinde
F—dlgiilebilir fonksiyon, denir.

Eger, X rastlanty degiskeninin alabilecegi degerler sonlu ya da sayilabilir son-

suzlukta 1se X7 e kesikli rastgele degisken, denir.



Eger, X rastlanty degiskeni bir aralik i¢inde degerler alabiliyorsa ona stirekli

rastgele degisken, denir.

Tanim 4 X rastlanty degiskeni siirekli olsun ve bir x araliginda degerler alsin.
f(z) olasilik yogunluk fonksiyonu (pdf) asagidaki kosullar: saglar:

1. f(x)>0,z€x

2. f(x) =0,z ¢x

3. [ flx)de =1.

X

FEger, X kesikli rastlanty degiskeni ise ve x araliginda degerler aliyorsa o halde

f(z) olasilik yogunluk fonksiyonu

1. f(x)>0,z€x

2. flx) =0,z ¢ x
3. ;f(x)zl

kosullariny saglar.

Tanim 5 (2, F, P) de X rastgele degiskeninin beklenen degeri,

BIX] = / XdP = / X (w) Pdw). (2.3)

dur.

X" in dagelvme p olsun. Eger g reel degerli bir fonksiyonsa beklenen degeri

o0

B = [ glo)ntds) (24)
dar.
Tanvm 6 X rastlant: degiskeninin varyans:

Var(X)=E[X — E(X))’ (2.5)

seklinde gosterilir.



Tanim 7 Yansizlik (Unbiasedness)
0 herhangt bir parametre ve 0 da 0 parametresinin bir tahmin edicisi olsun.
Eger

E@®) =0 (2.6)

ise 0, 0 min yansiz(unbiadness) tahmin edicisidir, denir.

Tanim 8 Yanlilik (Bias)
Yanlihk tahmin edicinin beklenen degeri ile parametrenin o noktadaki degert

arasindaki fark olarak tanimlanar.

-~

E@)—0 (2.7)
Tanim 9 0 parametresinin bir noktadaki tahmin edicisi olan [ ¢in
~ N 2
MSE)0) = E [9 - 9] (2.8)

ifadesine ortalama hata karesi ( mean square error) denir.

-~ ~ ~

-~ 2
Teorem 1 MSE,(0) = E [9 - 9] = Var() + bias3(9)
Ispat.

o~

MSE,0) = E (5 — B(0) + E®) - 0)2 (2.9)

o~ -~

= E@-E@)* +2E |0 - E@)(E@) - 0)| + E(ED) - 0)?

~

= E@l— E®)>+2(E@0) —0)E(6 — E0)) + E(E®) — 0)°

~ -~ -~ -~ -~

= El—-E@®)*+ E(E®)—0)*=Var(d) + bias;()



Tanim 10 f(z) ve g(z) reel sayilarda taniml iki fonksiyon olsun. Eger herhangi

pozitif K reel sayist ve xg reel sayist i¢in
|f(2)| < Klg(z)|, V=0 (2.10)

saglaniyorsa
f(x) =0(g(z)), x— o0 (2.11)

denir. Ozel olarak f(z) = O(1), |f(x)| < K anlamna gelir. Yani f(x) smarhdar.
Asagqdaki ozellikler saglanar.
L. O(m) + O(m) = O(m)
2. O(m)O(m) = O(m?)

3. m>mn ise O(m) + O(n) = O(m)



3 YUKSEK MERTEBEDEN SUREKLILIiK MO-
DULU TiPi MAJORANTLAR VE LOKAL

YAKINSAMA ORANLARI

Walter ve Blum (1979) Fajer tipli delta dizilerini kullanarak tek degiskenli
yogunluk fonksiyonu hakkinda noktasal sonuclar elde ettiler. Ozel halde yogunluk
fonksiyonu f € LP(R) x noktasinda 0 < A\ < 1 mertebeden Lipschitz kogulunu
sagladiginda yogunluk fonksiyonu tahmin edicisinin ortalama hata karesinin sifira
yakinsama, oranini elde ettiler.

Bu boliimde, yogunluk fonksiyonu itizerindeki kosullar1 Lipschitz kosulu yer-
ine yiiksek mertebeden siireklilik modiilii majorantlar: cinsinden yazarak ortalama
hata karesinin sifira yakinsama oranini elde ettik.

Agagidaki tanimlara ileriki boliimlerde ihtiyag duyulacaktir.

Tanim 11 L*®(R x R) de tamuml {0,,} fonksiyonlar dizisi eger her ¢ € Cy ve
r € R i¢in

lim [ 6,(z, O)o(t)dt = () (3.1)

m—0o0

R

kosulunu saglarsa {6,,} dizisine delta dizisidir, denir.
Ayna dagilimdan gelen yogunluklar: f(x) olan bagimsiz { X, } rastgele degisken-

lerini ele alalim. f’in x noktasindaki tahmin edicisini 0,,(x,t) dizisi yardimiyla

Fuml) = = 3" bl Xa) (3.2)

bictminde yazabiliriz.



Tanmim 12 Non-negatif delta diziler:

/ Sm(x,t)dt — 1 (3.3)
Rd

ve

1

Om(x,t) < em?
B8 = O e — sy

(3.4)

kosullarini saglarsa Fajer tipli delta dizisidir, denir.

Delta dizisi 0,,(z,t) i¢in baz1 6rnekler verelim.

Ornek 1 Kernel Tahmin Edici
[0,m™2] arabgimin karakteristik fonksiyonu x,,—» ve x,t € R olmak fizere
Om(z,t) = m?x,,—2(x —t) olsun.

Bunun bir delta dizisi oldugunu gdsterelim.

Yoo — 1) = {01 Z‘_ttz [{0(; zz]] (3.5)
1/m?2

Sz, t)dt = | mPx,,—2(x —t)dt =m? | x,,—2(x — t)dt = m? dt =1 (3.6)
[ / /

ve

[ a0yt~ 6(0) / X -2 — D) S()dt — / X s (2 — 1))l

elde edilir.

Ornek 2 Histogram Tahmin Edici

Delta dizimizi

m

Om(z,t) =m* > x;(x)x;(t) z,t e (0,1) (3.8)

j=1



olacak sekilde segelim. Burada x; ile [];21, #) araliginin karakteristik fonksiyonu

gosterilmigtir.d,,(x,t)’ nin delta dizisi oldugunu gésterelim. Oncelikle

Jontatiar = [ 3"y @i =m* [ 37y @

= m2./ Xj(t)dt:mf/ dt =1 (3.9)

= Ce (3.10)

Tanim 13 w; : [0,1] — [0,1] fonksiyonu asagudaki kosullar: saglyor ise ona
stireklilik tipi majorant denir.

(a) wi(0) =0

(b) wy monoton artan

(C) w1(51 + 52) < wl(él) + wq (52) V(51,62 € [O, 1]

Tanim 14 k > 1 olmak iizere wy : [0,1] — [0, 1] fonksiyonu
(1) we(0) =0
(ii) wy monoton artan
(111) w’;—k(t) azalan
kosullarini saglyorsa wy, fonksiyonuna k mertebeden siireklilik modiili tipt ma-

jorant, denir.



Agagidaki egitsizlikler teoremin ispatinda kullanilacaktir.

n > 0 bir tamsay1 olmak {izere
wi(nt) < nFwg(t).
Acgikca goriilebilir ki eger ¢ > 1, 6 > 0 ise o halde
wi(t0) < (t 4 1)*wi(0)

seklindedir.
Gercekten n <t < n-+1 olacak sekilde bir n tamsayis1 alalim.

wi(t0) < wi((n +1)0) < (n 4 1)*wi(6) < (t + 1)*wi(6)
elde edilir.

Vt > 1 igin

wi(t0) < (t 4+ 1)Fwi(8) < (2t)Fw(0)

Egert:%vek:2ise

Eger 0; < 05 ise (3.14) kullanmilarak

01 x5
wk(ég) = W (52— §2 —kwk(él)
01 )

1

wy(02) _ kak(51)

= Jk>1
05 T 68 -
elde edilir.
k =2 igin
’U)Q((52) 4
< —=wy(d7).
2 = 5§w2< 1)

alinir. ¢ < ¢ i¢in (3.17) yi kullanarak

9 1 §
ws(8) = wz(a)g—Q _ wz(f)a / dt < 6 / 4“;22“)@
0 0

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

10



elde ederiz.

Ozel olarak 6§ = % igin

wz(%) < % / wigt)dt (3.19)

(1) < dun() (3.20)
1 4 1

= 02 S o) (3.21)

m2 U)Q(].) wg(l) 12
w
1 1 [ ws(t)
0

Tanim 15 Birinci mertebeden streklilik modiili wy i¢in Zygmund operatori

t2

dir. Burada 0 < 6 <1 dir.

Yiiksek mertebeli stireklilik modiilii wo i¢cin Zygmund operatdri

S wyt Lt

dir. Burada 0 < 6 < 1 dir.

Teorem 2 f € LP(R),1 < p < oo ve {0} Fajer tipli delta dizisi olsun. Eger

[f(2) + f(=2) = 2f(0)] < cwy(|z]), 2] < 1 we |f(z) = FO)] < cwn([z]), [2] <1

kosullar: saglamiyorsa, o halde

‘ / 5on(2) f(x)d — f(())‘ ~0 <21 (wl, %) + 7 <w2, %)) (3.25)

dur.

11



ispat.

/ () () — F(0) = / () f () — / () F(0)d
= [ ot} @) - O (3.20

oldugunu goz oniinde bulundurursak

“+oo

_ / Oun() (@) + f(~2) — f(~x) + £(0) — 2f(0))da

/ 5,u(2) (f(2) + F(—2) — 2£(0))de

+o00
n L / () (— f(—) + F(0))de

L / 5,n(2) (f(z) — £(0))da

o0

IN

IN

/ 6o ()] (@) + F(—2) — 2£(0)| da

+ [ n@) = (-2) + 7O)] do (327

= L+

seklinde yazabiliriz.

Ik olarak I; integralini ele alalim.

I = +/w|5m(x)||f(x)+f(—x)—2f(0)|dx (3.28)
- (/ //m //m / /) (@) (@) + (=) — 2£(0) }da
Joo ~i/m  1jm

seklinde yazabiliriz. Simdi terimleri teker teker degerlendirelim.

12



1k olarak

/ 5 ()] 1 (@) + F(—a) — 2£(0)| da

< /|5 D)+ (=) + 2| £(0)]) da
- —/\f \dw+—/\f Dldr+21f0)] [
< S 210) [ =0 (3.29)

m

elde ederiz.

Ikinci olarak m > 1 ve + < 2 < 1 icin

1
m

/ 5un(@)] £ (2) + (=) — 2£(0)| da

1/m
o / e @)+ () = 2£0)] da
1/m
em [ ws |x] / wa(|x])
220 e (3.30)
1/4 1/4 :
aliriz. Ve son olarak m < % igin
[ @)+ 5a) =25O1dr < [ T @)+ (=) = 2 (0)] o
< _/1 7T<1+(m|x|)3)w2(|x|)dx (3.31)
f  wa(la)
< 2em | wy(|x])dx < 8¢ d
/ / :c




J

esitsizlikleri saglanir. Geri kalan integraller benzer gekilde degerlendirilebilir.

Simdi /5 integralini ele alalim.

L - / 6un(@)] |~ F(—2) + F(0)] da (3.32)

_ //m //m / / (6 (@)] |- f(~2) + F(O)]) do
~i/m  1/m

I, integralinin terimlerini teker teker degerlendirelim.

Dl|-f(=2) 4 SO de < [ oula)||f(-a)|do + / ()] £0)| o

< Om d —d
< sl |/|f o)l dz +17(0) |/1+m .
C C
< —
< S+ [ o
c ooc 1
< SUILHFO) [ Sdu=05 63y

Ikinci olarak + < z <1 icin

1
m
1

[ Gn@l =ty + 1O e < [ T |- f )+ 1O ds
1/m 1/m

1

cm
_ / ()

1/m
1
1 1
_ _/cw1(2|x|)_dx
m 2 mx

. e

1/m

IN

elde ederiz.

14



Son olarak 0 < z < =+ i¢in

1/m 1/m

/ (@) |~ f(—2) + FO)) dz < /

—1/m —1/m

1/m

< / cemws (|x))dx (3.35)

—1/m

cm
H_Tg‘x’g |—=f(=x) + f(0)| dx

1/m

1/m
20m/w1(|x|)dx§26/ wl(ldew
0 0

IN

T

elde ederiz. Kalan integraller benzer sekilde degerlendirilebilir.

Neticede (3.22) yi de kullanarak

[onse) - sopas| < ed Lo L [l L [
0 1/m
o 1
o /w1(|$|)d:c+l wllel) g,
x m x
0 1/m

~ 0 <21 <w1, %) + 7 <w2, %)) (3.36)

elde ederiz. m
Teorem 3 Varsayalim ki Theorem 2’ nin kosullar saglansin. O halde

% + <21 <w1, %) A (wg, %))1 (3.37)

MSE {f(o)} ~0

dir.

Ispat. Hatanmn karesinin ortalamasim (MSE) su sekilde yazabiliriz.

5 [fn(x) - f(())r _ [f 62 (x) f(z)dz — ([ 6m(z) f(z)dx) ] 3.38)

n

; { [ o)ty - f<0>r

15



(3.38) in ilk terimini ele alalim.

m 1
Om(z,t) < - + (m(t —x))3

< c$ —om & ||0m(z,t)||. =O(m)  (3.39)

B(F@) = [ dula.t) (0t — f(a) (3.40)
oldugundan
L [ [ )@ - ( / 5m(x)f(-r)dx) ] < [ B@ i (3.41)
< %sgp Im(T) /5m(m)f(x)d:c < c%
elde ederiz. Boylece
MSE {f(o)} = Var {f(())} + Bias® { A(O)} (3.42)

aliriz. m

3.1 Cok Degiskenli Yogunluk Fonksiyonunun Ortalama Hata
Karesinin Lokal Yakinsama Orani

Susarla ve Walter (1981) makalelerinde x noktasmmda 0 < A < 1 icin A
mertebeden Lipschitz kogulunu saglayan f € LP(R?) yogunluk fonksiyonu igin
d-degiskenli delta dizileri kullanilarak olusturulan yogunluk fonksiyonu tahmin edi-
cilerinin ortalama hata karesinin sifira yakinsama oranini incelediler.

Nadar (2011) makalesinde yogunluk fonksiyonu iizerindeki kogullar1 siireklilik

modiilii cinsinden yazarak ortalama hata karesi hakkinda bilinen sonuclarin genellemesini
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elde etti. Ayrica, f € LP(R?) yogunluk fonksiyonu iizerindeki 0 < A\ < 1 kisit-
lamasini kaldirarak yogunluk fonksiyonu A = 1 mertebeden lipschitz kosulunu
sagladiginda ortalama hata karesinin yakinsama oranim elde etti.

Biz, bu boliimde yogunluk fonksiyonu iizerindeki kosullar1 yiiksek mertebe-
den siireklilik modiilii cinsinden yazarak f € LP(R?) yogunluk fonksiyonu icin
d-degiskenli delta dizileri kullanilarak olusturulan yogunluk fonksiyonu tahmin edi-
cilerinin ortalama hata karesinin sifira yakinsama oranim elde ettik.

x = (x1, ..., xq) d—boyutlu Oklid uzay1 R? de bir nokta ve dx =dx;...dzy olsun

ve Cy da R? de kompakt supporta sahip siirekli fonksiyonlarin bir uzayini gostersin.

Teorem 4 Varsayalim ki f € LP(R?),1 < p < oo ve {§,,} Fejer tipli delta dizisi
olsun. Ayrica f(x) fonksiyonu |f(x) + f(—x) —2f(0)] < cws(|x]), |x| <n <1 ve

|f(x) — f(0)] < cwi(|x]), |x| < n <1 kosullarine saglasin. O halde

‘/5m(x)f(x)dx - f(O)‘ _0 (Z1 (wl, %) + 7 <w2, %)) (3.1.1)

ispat.

705m(><)(f(><) — f(0))dx| = +/°°5m(x)(f(x) + f(=%) = f(=x) + f(0) — 2f(0))dx
< +/oo5m(><)(f (x) + f(=x) = 2f(0))dx (3.1.2)
+ +/Oo&n(X)(f(—X) — f(0))dx
= L —|—0012
L= +/Oo5m(X)(f(X) + f(=%x) = 2f(0))dx| < / + / =L +1; (3.13)
0 xi<n | Jxlzn

17



Kutupsal koordinat doniigiimii yaparak

I = / 5 (F(x) + F(—x) — 2/(0))dx

x|<n
. d
m d—1
S C/WT w2(|r|)dr (314)
1
d—1
/1+ ) d+27" Lwy(|r|)d /1+ ) d+27" wa(|r])dr
0 1
elde ederiz. I, integralinin ilk terimini ele alalim. r < + 1g1n
1 1
m Cmd i d < m
WT’ (|T’ T cm (315)
0 0

1 1
[l e o,
m T
0 0

. /. o e o] . . . )
elde ederiz. I; integralinin ikinci terimi icin

:_L/%ﬂﬁw (3.1.6)

. . " . e .
Simdi /; terimini inceleyelim.

/ 5 () (F(3) + F(—x) — 2 (0))dx

x|>n

= | [ uborax+ [ saGas(-xax—2 [ s.650)ax

x|>n |x|>n |x|>n

< 20 fl, [ndumll, + 21 O] [0l (3.1.7)
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burada ¥, = X(xepd. x>y seklindedir.

[dmll, = {/Izﬁn&mlqur: /(5m(x))qu

[x|>n

Q=

VAN
o
S— g
P
BE
L =%
+
(3%
2
T
~
=}
Q.
3
| — |

ve

d
”%(MHl = [/Wn(5m\dx] < / (mT)dHTd_ldT

Simdi /5 integralini ele alalim.

I = 705m(><)(f(—><)—f(0))dx < / + / = Iy, + I,

x|<n x|>n

Terimleri teker teker inceleyelim.

I, = / 5.n(x) (—f(—) + F(0)) dx

x|<n
n

< / ()
C T w T T
= 1+ (m[r[)d+2 '

f d

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

— d—1 m d—1
— /1+ ) d+2 wl(\r\)dr+/1+(m|r’)d+2r wy(|r])dr
0

1
m

I5, integralinin terimlerini ayr1 ayr1 inceleyelim.
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1/m
wi(]r])
< c/ —d (3.1.12)
0
dir %Srﬁnigm
n n
m d—1 ¢ [w(r]) 1
/1+(m]r|)d+2r willr)dr < 5/ e
h mn
< %/wlgﬂ)dr. (3.1.13)
by = | [ nl0(=1(x0+ F0))ix
x|>n
= /5m(x)f(_x)dx+ / Im(x)f(0)dx
x|>n [x|>n
< NIl [¥nmll, + [FO)] ||22,0m]] (3.1.14)
dir. Burada 1, = X {xeRetjx|>n} dir.
[0 ], igin
1/q i
[s0mll, = {/!wnémlqu} = /(5m(x))qu
Ix|>n
x 1 q a
< C{/<—1—|—(mr)d+2> dr}
n
1\ [d ‘ 1
< c{<ﬁ> /T—;} :O<W> (3.1.15)
n
[%240m], igin
1 [d 1
Jonll, = [ 10mldx < TPZ:O(W) (3.116)
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elde ederiz. Sonug olarak

\ [ 5nG0760) — 0

elde ederiz.

Dolayisiyla (3.22) 6zelligini kullanarak

‘/ x)dx — 0)‘ e, <21 <w1, %) + Z <w2, %)) (3.1.18)

almir. =

Teorem 5 Varsayalim ki Teorem 4’ tin kosullar: saglansin. O halde

use{fo)} =0 ”%d + <21 <w1, %) + 7 <w2, %))1 (3.1.19)
i
Ispat.
MSE {f(())} — Var { A(O)} + Bias® { A(O)} . (3.1.20)
Varyans terimin ele alabin.
x)) = [ 6ulx0)f(0)dt — £ (3.1.21)
saet) <l <™ ik B, =0 (812
oldugundan
var {0} = 1 [ [ s ([ o) ] (3.1.23)

IN

%/%(x,t)f(t) < supd, “/5 0 ( )
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4 SONUC

Bu calismada yogunluk fonksiyonu iizerine yiiksek mertebeden siireklilik mod-
iilit majorantlar: cinsinden kogul yazarak olasilik yogunluk fonksiyonu tahmin edi-
cisinin ortalama hata kare sapmasimin sifira yakinsama orani elde edilmistir.Bu
oran siireklilik modiilii terimlerinde degerlendirilmigtir.

Gelecekte yogunluk fonksiyonu iizerine integral siireklilik modiilii cinsinden
kosullar yazarak delta dizileri kullanilarak olusturulmus olasilik yogunluk fonksiy-
onu tahmin edicilerinin ortalama toplanmig hata karesinin (MISE) yakinsaklik

orani iizerine calisilabilinir.
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