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OZET

Bu tez ti¢ bolimden olusmaktadir. Birinci béliimde konuyla ilgili bazi tanimlar
verilmistir. Ikinci boliimde V. Susarla ve G. Walter'n 1981'de yayimladiklar
makaleden bir teorem detaylar ile ele alinmig ve ispatt yapilmistir. Bu makalede,
dagilimi  bilinmeyen ama aym dagilimdan  geldigi  bilinen, bagimsiz

X, X, een X rasgele vektdrleri i¢in pozitif tip 5’” delta dizisinin tahmin
n L

edicilerinin

. 1
fn (X) :;Z(Sm Xi7x)
=]

Lipschitz kosulu altinda hata kare ortalamasiun sifira yakinsama hizi incelenmistir.

Ugtincti boliimde ise yogunluk fonksiyonlarinm siireklilik modiilii tipi

majorantlar yardimiyla bulunan tahmin edicileri ig¢in hata kare ortalamasinin sifira

yakinsama hizi incelenmistir ve burada da

MSEL] (0] = B[ 1,00 (0] =012 (@)1 ™

m

sonucu bulunmustur.



SUMMARY

This thesis constitutes of three sections. In the first section, some definitions related
with the subject were given. In the second section, a theorem in the article which was
published by V. Susarla ve G. Walter in 1981 was examined in detail and its proof

was given. In this article, under the Lipschitz condition for i.i.d. random variables

. . . ~ . ~ . Jeo
X,y Xy oees X, with common density function f , rate of convergence of

MSE (Mean Square Error) to zero for the estimators of o) , bositive type delta

sequence
A l 10
J.(x) = ;Zd,,(x,»,x)
i=l

was studied.

In the third section, rate of convergence of MSE to zero for the estimators

of density functions which is obtained by continuity module type of majorants was

investigated and the following result

MSELT ()= E[ f,(0 - ()| =017 (.1 + ™

m N

was obtained.
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1 GIRIS

Bu ¢alismada, dagilimi bilinmeyen ama aym dagilimdan geldigi bilinen, bagimsiz
Xy, Xo,..., X, rasgele vektorleri i¢in yogunluk fonksiyonu f’in herbir noktadaki
degerini tahmin etme yontemlerinden biri olan delta dizileri ele almarak yakin-

sama oranlart incelenmigtir.

Rosenblatl; (1956) ve Parzen (1962)’in yogunluk fouksiyonu f’in kernel tah-
min edicileri tizerine onciilitk ettigi caligmalardan beri f’i tahmin etmek icin pek
cok yontem onerilmigtir. Tek degiskenli f’in tahmin yontemlerinden bazilar cok
degigkenli duruma genigletilebilmektedir. Biraz daha genel bir yontem olan delta
dizileri yaklagum bircok yazar tarafindan caligilmistar. Bunlardan bazilan Bleuez
and Bosq (1976a,b), Bosq (1977), Delecroix (1977), Foldes and Révész (1974),
Walter and Blum (1979), Watson and Leadbetter (1965) ve Winter (1975). Bu
yontem kernel yontemini, Cencov (1962)un ortogonal seri yontemini, polinom

yaklagim ve histogramn yontemlerinin bazilarini icermektedir.

V. Susarla and G. Walter, 1981 yilmda yayinlanan makalelerindeki bir teo-
remde Lipschitz kogulunu kullanarak pozitif tipteki delta dizileri icin hata kare
ortalamasini inceleyip sifira yakinsama hizini

m

21 fu (%) = [ = Ol(n ")+ O(=)

n

olarak bulmuglardir.

Bu ¢alismada ise siiveklilik modiili tipi majorantlar kullandarak teorem genel-
lestirilmigtir. Gergekten de,
w : siireklilik modiili tipi majorant ve 7 : Zygmund operatorii olmak iizere
~ 1 md

Blfu (x) = [(x))* = O[Z*(w, —) + —]

m. n

sonucu bulunmustur.



1.1 Temel Tanimlar

Bu boliimde, bu ¢alisima ¢ercevesinde sik sik kullanilacak bazi tanunlar verilmistir.
Bu bilgiler Durrett (1991), Kreyszig (1978), Stein and Weiss (1971), Zygmund
(1959) ve Cerit ve Yiiksel (1993) kaynaklarindan almmugtir.

Tamum 1 o-cebir

'nm alt kinnelerinden olusmus /7 agagidaki kogullar: sagliyor ise bir g-cebir
dir denir.
yoeF
2) Eger A € Fise A€ I
3) Eger { 44,1,}“21 , FUin elemanlarindan oluginug bir dizi ise
UA, € I tir.

Tanim 2 Olasilik Uzay

€ bir kitme; 17, 2'mn alt kibnelerinden olugiiug bir o-cebri ve PP, Kolmogorov
aksiyomlari saglamak iizere, /' tizerinde tanimh olasilik 6lgiisiinden olusan (€2, F, P)

tigliisiine olasihik uzayi denir.
Tanim 3 Rasgele Degisken

X Q- RU{+£oo} fonksiyonu VA € R i¢in {w: X(w) < A} € I kogulunu
saglarsa ona (§2, I, P) olasilik uzayinda rasgele degigken veya (€2, F, P) iizerinde

F-slgiilebilir fonksiyon denir.
Tanim 4 Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

X rasgele degigkeni bir [a, b] araliginda degerler alsin. f(x) fonksiyonu agagi-

daki kogullar1 saghyorsa ona olasihk yogunluk fonksiyonu (pdf) denir.
X siirekli degisken ise,

1) f(x) >0 Va € [a,b]



2) fl@) =0 o ¢ a0

3)/}‘z)d1~—1

X kesikli degigken ise,

1) f(z) >0 Vae€|a,b
2) fl(:lr) =0 x ¢ [a,b]
3) 2 fla) =1

Tanim 5 Beklenen Deger

X, olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) olan bir rasgele degisken ve g(r) de X’in

tek degerli bir fonksiyonu olsun. Bu durumda ¢(2)’in beklenen degeri

[ee]

/ g(2) f(2)dx eger X siirekli rasgele degigken ise
1 [9 (T)} = ;oooo
Soglx)f(x) eger X kesikli rasgele degigken ise

olarak tanumlanir.
Tanim 6 Varyans

X, rasgele bir degigken ve g(z) de X’in tek degerli bir fonksiyonu olsun.
D) [g (x) ], X rasgele degigkeninin 0’a gore ikinci mertebeden momenti olmak

tizere g(x)’in varyansi

Varlg(x)] = o* [g(2)] = B [g («)'] = Elg ()] yada {g(z) - Elg ()]}’
olarak tanmimlanir.

Tanmm 7 Tahmin Edici

X’in her noktasinda f’in tahmini degerine esit olan fonksiyona f’in tahmin

edicisi (estimator) denir ve fn( ) ile gosterilir.
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Tanim 8 Sapma Terimi (Bias Term,)

X rasgele degigkeni icin

ifadesine X’in sapma terimi denir.
Tanum 9 Biydk O
{an} ve {b,} dizileri i¢in

U

by,

<K, n>n(K)

iligkisi saglanacak bigimde I{ > 0 n(K) € N sayilart bulunabiliyorsa a,, = O(b,)
yazihr. Ozel halde, @, = O(1)in anlami pozitif /X ve yeteri kadar biiyiik n’ler
icin |a,| < K’dir. Yani a,, stmirhidir. Agiktar ki,

1) O(m) 4+ O(m) = O(m)

2) O(m).O(m) = O(m?)

Tanim 10 Hata Kare Ortalamas:

f(x)’in, tahmin edicisi olan [, (z) ile farkinin karesinin ortalamasina hata kare

ortalamasi (mean square error) deuir ve

wse{Fin} = B[ @) - f(;z:)r = Var [Ju ()] + Bias® [T, ()]

olarak ilade edilir.



ER

2 LIPSCHITZ KOSULU iLE LOKAL YAKIN-
SAMA ORANLARI |

Bu boliimde, V. Susarla and G. Walter'in (1981) ¢aligmasindaki bir teorem in-
celenmigtir. Teoremde kullanilan bagimsiz Xy, Xy, ..., X, rasgele vektorlerinin
dagilinn bilinmemekle birlikte ayni dagilimdan geldikleri kabul edilmektedir. Lip-
schitz kogulu altinda bu vektorler kullanilarak pozitif tipteki delta dizisinin hata
kare ortalarnasmin sifira. yakinsama hizi incelenmistir. Asagida verilen tanim ise
yine aym makaleden almmig olup tanundaki maddeler teoremin ispatinda kul-

lanilmgtar.

Tamim 11 Pozitif Tip Delta Dizisi

R dizerinde tanimi (0.} delta dizisi cger 6,, > 0 wve R deki her x 2Cin,
asaqrdaks kosullart saglyorsa pozitif tip delta dizisi adin alir:

(i) [ om(x,y)dy =1,

(1) sup,-, T‘{f[x*y}>'r O (x,y)dy} = O(m™),

(1ii) ||0m (%, )|, = O(m?) m — od'a giderken,

ve her 17 > 0 i¢in,

(iv) sup {0,,(%,¥) | x —y| > 0} — 0.

Lemma 1 [ e LP(RY), 1 < p < 0o ve {8,,} pozilif tipte bir della dizisi olsun.
(i) [ om(x,t)f(t)dt — f(x) hemen hemen her yerde Lebesque(x).
(ii) Eger p > 1 ve 0 <y < 1igin |f(x+1t) — f(x)] < c(|t]") oluyorsa,
§=min{g v} veq ' =1 p~' olmak dizere

‘B'zlu,s {/A(X)}’ = | [ G (x, 1) f(t)dt — Jx)| = 0(m=?) olur.

Ispat. Teorem’in (i) maddesinin ispati igin Stein and Weiss (1971) kitabindaki
Teorem 1.25°e bakilabilir.

(ii) 7 > 0 olsun. Bu durumda bias terimi:

o~

|Bias { 70 }| = 18 50 (x, 0)] = £(x)] = ] / 8136, ) f (L)t — F(x)



Tanun 11°deki (i). maddeye gire [ §,,(x, t)dt =1 ozclligi kullamlafa,k”f (X)
1 - S

fonksiyonu integral icine alirsa:

!Bms{f(x)}l = / Om(x, ) f(t)dt — / O (X, 6) f(x)dt
= /(57,1(X t) {f(t) — f(x)}dt

- < / S (3, ) {f(6) — f(x)}dt] + / (X, ) {f(t) — f(x)}dt

lt—x| < It x|y

= L+ 1

Teorem 1’in (ii). maddesi geregi Lipschitz kogulu kullanilir ve ayrica degisken

doniistimii yardimiyla kutupsal koordinatlara cevrilirse:

[l S /Cm (/ Y W(]f
0
1
m 7
. / € d 1 rVdr /Em (X,’l’) L1 rVlr
0

1

m

= € ([1 +]i/)

elde edilmis olur.

n yeterince kiigiik bir sayi, ¢; sabit say1 ve 1 < mn i¢in

€m, (X» 7') = / (Sm,(X, X#‘T’t}/)d(j(t,)

5;([”1

S371, x merkezli birim kiirenin yiizeyini ve dé(t'), S ! iizerindeki yiizey
alaninin elemanini gosteriyor.

Tanim 11'deki (iil). maddeye gore,

[6m(x,)]lo = O(m?) oldugundan ||5,,(x, )], < e;m olur.

SE1 yiizey alamm ifade ettiginden / do(t') sabittir. Yani / do(t') = oy

sy sy
Buna gore,



e (x7) < [6m(x, )l / 4o ()

vd—1
Sx

€m (x,77) < e

elde edilir.

B 1/m 1/m
_ - , -
I = /gm (x,7) rlrvdr < emd / et dy
"0 0
1/m
T LAY
o o (L = +,), oy m
= cm / r dr = cm el
0
. Ity _
g 1 N em
= cm=— | — = -
Aty m d

I = O(m™)

g
= / €m (%,8) 877 s7ds igin kisini integral yontemi kullanlisa,
l./m,
u o= 7, /d’z) = /6,,,,, (X,s)s‘l"lds
. !
du = ~s""'ds, v = / em (x,8) s 'ds
,,.
co n n o0
I = 57/ €m (%,5) s ds - / /6,,1 (x,5) s s | ys7 N ds
r U l' Jm ',].

Yukaridaki ifade 2 kisun olarak diisiiniiliirse,

0o 1 oo o0
1\ 7/
- 11 -
57 / €m (x,5) 67 Nds =9 /em (x,9) s ds — | — / em (x,8) s Mds
m
r i/m 7 L/m



o0

/em (x,8) 5% tds = O(m~'r~ ') 7 > 0’da diizgiin olarak — (*)

oo n )
11 INT 11
~1
s7 [ em (x,8) 77 ds < === =] —7
mmn m) om =
. m
r L/m
1 I
= -y o
m m
I=y
- 1 /1
= w7 - = — |~ -
- m o\ 1
1 <mn = ,—l] < n oldugundan (%)
00 7
Y d--1 ! 1=y - = -y ) -y
3 € (%,8) "7 ds < —n, —m V= =7 = O0m 7)) ol
m
r 1/m
n [oo " G
' () 1 v [
m (%,5) 57 s | v ds < o e 57 %ds
‘ mr m
1/m r 1/m 1/m
N g’yf 1 Vs 1 Ean !
_as e e | (L
moy — 1y - 1) m
: 1—7y .
cry 1 cy 1
m{y—1) \n miy —1)ym" ™
7 o0
‘ _ ** cy , cry
 (%,8) 57 Vs | 57 ds < — mr
m(y —1) m(y - 1)
1/m r
C _ cy _
= m~ 7 m-7
v—1 v —1

Bu yiizden



b

n oo 7 oo ’
[— - -1 7. —1 -
/ /em (x,5) 87 ds | vs7 ' ds = / /Em (x,8) 8" ds | vs7 N ds ="Q(m
T
1/m 7 I/m r
olur.
o0 " 7 oG
I = 57 /Gm (Xw"')sdvldb' — / /c,,, (x,5) s s | v ds
"7‘ 1/m l./m/ "l'

= O(m ")+ 0(m™)
Bu yiizden
I = O(m™7) olur.
I < ¢ (I} + 1Y) oldugundan
Yani
L =00m™)

olur.

B | (- seoya

TES

- / 8o (3, £) f ()t — / S (%, 4) F(x)dt

[t—x|=>7 [t—x|>n

t=x + t/, dt= dt’ doniisiimi yapihirsa,
b

I, < /\f(x+t’);&,,,,(x,x+t’)dt’+ / |/ (x)] 6, (x,x + t")dt’

[t'|2n [t'12n

, =1 {t’ € R |t > 7/} karakteristik fonksiyon olmak iizere

Holder esitsizligi kullanilarak,



L < Ifll, |

wném q + lf(x)’ ‘ (lpyl(sm 1

/ . .. IS 3 R . ‘e
V0m = 1, degisken doniigiini yapilinsa

L 1
’ 49 a ! q—1 a
¥, = P, dt = P, dt
1 ;
, 1a—1 , q o g—1 , 1/q
< qsup |y, P, dty = (i ¥,
oo 1
9=l i
1 7 q
0 1
g1

Holder e@itsi'zligiudeki 1/p+ 1/¢ = 1 kosulundan = Zl, elde edilir. Bu

durumda,

z/)

/,
( )
K q

1/,7]

L
7 llwném ;

¥, O

10l = |

olur.

Lo S 1 [a8ml12. 2,00

{ + lf( )‘”H/ ALY

Tanm 11 (iv). maddesinden dolayi
Hz/) (),,,H = 0(1)

f e LP(RY) oldugu icin | £1I,, sonludur. | f(x)| de sabit bir sayidr.

L
7 3
| Ve

Bu durumda, '(/)7](5,,,,, ’1/17](5,” . ifadelerinin mertebeleri karsilagtunli.

i .
';[— < 1 oldugundan ”’1/),}(57,,, ¢ tfadesi daha baskimdr.

Yani

1

Iy = O(m ™ 7) olur.

‘BM/S {I?(X)H = ‘/ Om (X, ) f(t)dt — [(x)] < 1) + 1, = O(m ™) + ()(nf(ll)



BN

-1

ve ¢~ =1 —p~! olmak iizere § = min{¢ !, v} oldugundan

JB?(ZS J/ O (X, 6) f(£)dt — f(x)| = O(m ™)

Susarla ve Walter(1981)’a gore,
E[f(x)] — f(x) ve §,, > 0 ise nVar {A(X)} = O(|0m(x, )ll,) oldugundan

ve Tanim 11%in (iii). maddesinden dolay:

m?

Varf(x) = O(—)

n

clde edilir.

Boylece
MSE[F(x)] = B[f60 - sx)] = Bias* {70} 1 var {70}
= O(m~ )5)+0(md)
n
olur.

Sapma teriminin karesi ve varyansin mertebeleri csit olacak sekilde 1 = 342
alimirsa,

248

MSE[J (x)] = E(f, (x) = f(x)]? = O(n~75)

sonucu bulunmusg olur. m



3 SUREKLILIK MODULU TIPI MAJORANT-
LAR VE LOKAL YAKINSAMA ORANLARI

Bu boliimde oncelikle siireklilik modiilii tipi majorant, Zygmund operatorii, delta
dizisi ve pozitif tipte delta dizisi kavramlar: tammlanmistir. Daba sonra bu tanimn-
lar yardimyla, onceki boliimde Lipschitz kogulu kullamilarak yapilan ¢ahsmalar
daha genel bir fonksiyonlar simifina tagimmugtir. Bu boliimde ayrica bir teorem
olusturulmustur. Bu teoreme gore, LP(R?) den secilen bir [ fouksiyonu ve On-
erme 1’de tammlanan pozitif tipte bir delta dizisi ahmarak bu {4,,} delta dizisi
icin hata kare ortalamasimn sifira yakimsama oram incelenmistir. Bulunan sonuc

ise yenidir.

Tanim 12 w : [0,1) — [0,1] fonksiyonu asagidaki kosullar saglyor ise ona

stireklilik modiiltd tipr majorant denir.

(a) w(0) =20

(b) w monoton artan

(c) w(by + ) < w(dy) + w(dy) V oy,64 €0, 1]

Asagida elde edilen egitsizlikler Teorem 2’nin ispatinda kullanlacaktir.

Tammdaki (¢) maddesi yardumyla,

w(20) < 2w(9)

elde ederiz.
¢linkit,
(e)
w(26) = w(0+3) < w(d) + w(d) = 2w(0)

bu esitsizlik n i¢in genellenirse;

w(nd) =wl(n —1)6 + 4] 2 w [(n —1)0] + w(0)

< (n—1Dw(d) +w(d) = nw(d) (1)

Vi > 1 icin
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®) (1)

wtd) <w (L] + 1)) < ([tI+DHw(d) <+ Dw (6) < 2tw (0) ‘

w(td) < 2tw (6) Vi1, 6> 0 (2)

Eger

(1) 4. (b) -
51 < (52 1.8¢ w(éz) = W <g?(5 ) < EZ_M(S ) stzw ((51)

1

Sonug olarak -

W ((Sg) < 2(1) ((S1>

5, 5 (3)
(2
{:%iéew(é) 20
) ) y ( .
) (3 :
w(d) = wld) = u,((;(,) /(l!, §»2/-(Q1’1
0 o

§ = L almursa,
m

Tanimm 13 w majorant ise

§ 1
Z(w, ) = / d <l)(l:1: + 5/ d <§;)d.’1: (5)
x X
"0 K
operatorine Zygmund operatdri denir.
Ornek 1 w(t) =1t 0<a<1lwved <4 <1 ise
Z(w,d) = 0(0") (0)

5 i 5
Z(w,0) = /w{( >(ZL+(S/ dz _/ -t (5/#” 2d
0
— 5_+ (S (1 o (S(Y»—l)

o a—1



RS

0<a<lve0<d<1oldugundan, =% < 0 olur.

Bu ytizden

§a 5 6(); (501 (S(Y (5(.‘/
_ 9 B < v — < V:S(V,
Z(w,9) - +&_1 a—1"a a-—1 o —1) =

Boylece Z(w,d) = O(6%) bulunmug olur.
Tamim 14 Delta Dizisi

Eger her ¢ € CSO(Q) ve X € £) i¢in,

/ (X, ¥)0(y)dy — ¢(x) m — oo a giderken
Ja

kosulu saglaniyorsa L™ (S2 x Q) da tanwnly {0,,} fonksiyonlar dizisine 0 dizerinde

delta dizisi denair.
Proposition 2 {6,,} delta dizisi [ 0,,(x,y)dy = 1 esitligine ck olarak
asagidaki esitsizlige saglayan ve negatif olmayan fonksiyonlar dizisi olsun.

em?

<
T {14 mx -y}

Om(X,y)

Bu durumda {6,,} pozitif tipte bir delta dizisidir.

Lemma 3 [ € LP(RY), 1 <p < oo ve {§,,} pozitif tipte bir delta dizisi olsun.
(1) [ 0,(x,t) f(t)dt — f(x) hemen hemen her yerde Lebesgue(x ).
(ii) Eger p > 1igin |f(x +1t) — f(x)| < cw(]t]) oluyorsa,
¢t =1—ptolmak iizere IV [/A” (x) — [(x) T O[Z*(w, =) + %I] elde edilir.

1 5
w(t) =17, 0 <y < 1vey < olmak iizere m = n@% almdiginda,
? q 3

2

MSE {f(x)} =F [ﬁ, (x) - f(X)}Q =0 {ZQ (’w, n- 53777) + 71/”7'%5} = ()(‘nf’ﬂ%?)

olur.



Ispat. (ii) # > 0 olsun. Bu durumda bias terimi:

(B?Icas{f }(~tE O (X, t)] {-—}/(5,”(xt t)dt — f(x) :

[ Om(x, t)dt =1 ozelligi kullamlarak f(x) fonksiyonu integral icine almirsa:

lBias {A(X)}] = /(5,,, (x,t)f(t)dt — /67,,/()(, t)f(x)dt

= /(%,,,(X, t){f(t) — f(x)}dt

< | ] st sl s [ s -
]tf'x|<7/ ]t—‘x\fgn
= ]1+[2

degisken doniigiimii yardinmiyla kutupsal koordinatlara cevrilirse:

" - .
L < ¢ /em (x,7) r" Yy = ¢4 / € (X.77) P = e + / o (x,7) " elr
"0 ‘0 "

i

e (1] 1)

n yeterince kiigiik bir sayi, ¢, sabit sayr ve 1 < mny icin,

€m (X, 1) = / G (X, x4+ )dO(t") yazlabilir

(- 1
Sy

S x merkezli birim kiirenin yiizeyini ve dé(t'), S¢ 1 iizerindeki yiizey

X

alaninm elemannn gosteriyor.

x)}dt



I’ / it Xty 6 Xl = > db =
— - x| b —X| =1 = dt =dr
! {1+ m( )}dH
[t x| <~
L L
oy d m d—1
em mr 1
< /-—-———ﬁ7’dlw(7-)dr = / (mr) T —maw(r)dr
A {14+ mr} A {T+mr} {1+ mr
i
m e d-—1 l 2
= ¢ - ' ma(r)dr
14 mr L +mnr
0
) = e {557 < 1 oldugindan
. .
' w(r
I < (rm/ w(r)dr < c/ [(,>(h‘
. . r
0 0
r<L=n < ,i oldugundan
L
w(r
I < (:/ : <r)d7" elde edilir.
7
0
Ho= a0 - S0yt
It x|k
' cmd
< r ot — x))dt x| =7r = dt =dr
/ T e e e
l‘ X[Z Yf]
7 N
N d -1
cm mr )
S —Oﬁwﬁwd"du’(r)dr - ( ) T 3 L ( )(11
1 {1+ mr} ] {L+ o} L b}
" d-1
my 1
= 0/{ } smaw(r)dr
1+mr {1 +mr}?
L
mr d—1 , 1
m} <1 ve e S { }2 oldugundan



" mo o [w(r)
I < (/74)’[/27‘210@)(/,( vz?/ ] l
1
)
c [ w(r
o< = —~dr
L= m / 72
1
1
h'l,. ( ) 1 ,7. ( ) 1
w(r w(r 5
I < ce(j+1])<c /—d’r A | e @y (uy»«>
Lo J o m r m
0 L

I <cZ(w, ) ve I < ¢ olur ve sonug olarak I, = O(+) elde edilir,

L - / S, 6) Lf(8) = F(x)} et

[t—x|>n

= / O (X, 6) [ ()t — / O (x, 1) f(x)dt

lt;XlZn it*inZ"/

t=x+t', dt= dt’ doniisiimi yapilirsa,

I, < / |f(x +t)]d,,(x, x + t)dt" + / | f(x)] 0 (x, x + t/)dt

t/ >y t >y
ft'[ > >n

i, = [{t' € R Jt| > 1} karakteristik fonksiyon olmak iizere

Holder esitsizligi kullamlaralk,

Iy < |/l

byml], + 1/ (x)] %00

1
J € LP(RY) oldugu icin [ /1], sonludur. | f(x)| de sabit bir sayidu.

] ¥, O

ve H’I/,,’,,(S,,,“ biiyiitk O cinsinden yazinak istenirse:
¢ ,

1



430

1
7 dt} " I 20 / [0 (x, x -+ t)]" dt’

[t/ 27

q = { / [w’n(sm

[r|>n r|>n
; !
d=1 749 o0 q
mfr s Loas gy ]!
— | dr = —1 oh
. {mr}” m
frl>n i
1 1
q OO. g ] 7} o q
1 d-l-dg—q74 , '
= ¢ - [7' ! J dr p =c¢ — phida g g,
m) . m/
n 7
d-1~dq—q<—1oldugnndan integral yakmsaktir.
1\ 7 AR ]
= ¢ - 7(,/,(/(1,,([ ;;o il (:/ o — (fl‘, _ ()(_“)
m m m m
Baylece
1
[yl = O(=)
] m
bulunur.
“'z/,JH(S,,,H' mcelendiginde ise,
< ¢ . N ! /
[dy0nll, = / [ (o6, )]t = / 5o (x5 4 )L
( T
oy . oad 1
o'’ B mr) r
< —_— dﬂ/r" Ydr = ( ~ dr
J A1+ mr}” {1+ mr}L+mr
fr|>n br|zn -

mr d 1 1, . .
: +m‘7.} <1ve; o oldugundan



—1

r | 1/ (I
——dr= —sdr=— | —— | [¥=—— =m 1y
J mr J  mr? m r) T my
11 12
Boylece
1
: (5771 = O(—
bulunur.
| 1 1
H'z/) 57” = ()( ) ve "z/,,J,,,(S,,,,HJ = O(—)'den dolay1 1, == O(—)
m

T
elde edilmig olur.
1 )
- “w(r L[ w(r 1
#Bms { (x)}} < ¢ iHLQ(]’I' + —/ w(; )(l’l‘ + O(—)
r m r m
0 i
O(%) <w(d) / Ldr oldugundan
0
i ) |
—~ olr 1 [ anlr Y
lB/(/S{/(X)H < ¢ /LO—)(M + — / %2(1/' ) / g-(—»Q(h'
, v "m 5 i 7
0 ! 0
)
- / u (1) " w( ) ¢
, m ) r?
0 L
Boylece

(Bms{A( )}f 2y <“’ 7:;) =0 [Z (“iﬂ

elde edilnis olur.

MSE{f(x)} :E[/ (x) — f(x )J = Bias® {A( )}+Vm {“

(x )} oldugun-
dan simdi de varyans kismuna bakihrsa:



Var {A(x)} = Var {-}i i O (X5, t)} = 5571,\/(1,7' {Z”: O (X5, t)} (

i=1 i=1

1
= ;Va,r {0m(x, 1)}

nVar {]/C\(X)} = Var {0,.(x,t)} = / 82 (x, t) f(t)dt — {/ 0o (X, t)f(t)dt} 2

E[f(x)] = [0,(x,t) f(t)dt — f(x) ve [(x) de sabit bir sayi oldugundan
nVar {fA(x) } ’in mertebesi bulunurken dikkate almmaz, sadece [ 57 (x,t) f(t)dt -

nin mertebesine bakilir.

/ 6%, (%, £) [ (L)dt = sup d,,(x, t) / O (X,0) [ (1)dt,

[ O (x, 6) f(4)dt sabit sayiyd.
SUP 0, (%, 6) = H(Sm(X»t)Hoo

Bu dwrumda Onerme Uden yararlanarak [|d,,(x, t)]| _nin mertebesi incelenirse,

em® ,
— ()('m,’i)

dm(x,t) < < em® < 110, (x, 6)]]

T {1+ x — ¢}

[e.@]

Sonuc olarak,

bulunur.

~ . 1 m!
MSE =07 [w,— )+ —
MSE { (X)} @) {/ <u , m) b } (7)

P . - ! — N
w(t) =t", 0<y<lvey< (l] olmalk iizere 1m = n% almdiginda,

2

Mse{fx)} =0 [Z‘Z (w.n75) 4 |

sonucu bulunmus olur. m



Teorem 2’den elde edilen sonuclar:

1) Lipschitz kogulu kullamlarak hata kare ortalamasi S

MSE[f (x ) = E{ﬁ,(x)—f(x)r*]?ms {/A( )}+ Var {[A(x)}

oy €
— O(m™) + o(2)

n

2 s
L n , T ;
m = na2 alindiginda F {f”, (x)— f (X)] = O(n” @7 ) olarak bulunmugtu [Susar-

la and Walter, 1981]. Bu calismada da aynr sonucun bulunmasr beklenmektedir:

5 V (x) — j'(x)r @0 [Zz <w,%> - "”

(6)'yr kullanarak ve ayrca w(t) =t7, 0 < v < 1 ve v < % olmak tizere m = nain

alimdiginda,

o
T (6) 5 m
2[00 - fx)] ~o{{< P {—ﬁ}
m nn
_9 T d — ZTIE ¥ 2y
= Oqm 7+ — =" On @n)
n

Goriildiigii gibi majorantlar kullamlarak aym sonug elde edilimigtir. Ayrica ma-

Jorantlarin kullamlmasi ¢ahsmay1 daha genel bir fonksiyonlar smifima tagimsti

2) w(t) =t olsun ve v < L olmak iizere m = n@% alinds sinca
/ ‘l g )

5 ]

t t . . .

Z(w,t) = / [dt + 0 /rzdt =0+0|Ind| < ¢djin )
"0 o

o~

E [,/T,L (x) — f(x)} i < (:('n/'?% + (6 In 6%

N 2 0
E [,f” (x) — f(x)J = O(n" 2 (Inn)?) sonucu elde edilir.



Susarla and Walter(1981) m ¢alismasinda v = 1 durmnu igin bir sonug
namamist. Bu calismada ise v = 1 i¢in

Elf. (x) — f(X)J = ()(7777%5(]11 n)?) sonucu elde cdilmistir.




4 SONUQ

Susarla and Walter (1981) yaptiklart calismada dagilim bilinmeyen ama aym
dagilimdan geldigi bilinen, bagmmsiz X, X,, ..., X, rasgele vektorleri igin Lip-
schitz kogulu altinda hata kare ortalamasinin sifira yakinsama hizini aragtirmislar

ve

m?

MSE[F ()] = £ [F(x) — 1] = Olm ) + 01"

i

1
m, == nd+29 a,]]HII'SH,

-~ 24 29

]WSE[,]‘A'(X)} = E[f, (x)— [(x)]* =0(n" ,@3) + ()('zfvi%?f) = O(n~d+2%)

sonucunu bulmuslardir.
Bu tezde ise ayni calisma stireklilik modiilii tipi majorantlar yardumyla yvapil-
3 Gally 1 J Y yia yaj
nmustir.
w : stireklilik modiilii tipt majorant ve 7 : Zygmund operatorii ohinak iizere
e v
w(t) =t", 0<y<1lvey< % olmak tizere m = n @2 almdigmda,
N . ‘ ——t 2y 2y
BUa (0) = fO0F = 0122w, n™5) + (0" 7850)] = O 71)
bulunmustur.
e . :
wt) =1, 0<y<lvey< % olmak tzere m = nt> alindigimda ise,

- 2

E[f (x) ~ [P = Oln~ 7 (lun)
sonucu elde edilmigtir.

Fix)- B |7 )]

Bu ¢alsmalar yine majorantlar kullanilarak ifadesinin ya-

kinsama oram icin genellegtirilebilir.
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