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1.GiRis

1.1. Yari Sonsuz Borularda Akustik Dalga Yayilimi

Akustik dalga kilavuzlari üzerine arastirmalarin tarihi Lord Rayleigh'a kadar

uzanir [Rayleigh, 1945]. Rayleigh rijit duvarli sonsuz uzun silindirik ve dikdörtgen

dalga kilavuzlari için öztonksiyonlari belirlemistir. Levine ve Schwinger'in

Wiener-Hopf teknigini kullanarak yari sonsuz rijit dairesel bir boru için yansima

katsayisini analitik olarak bulmustur [Levine & Schwinger, 1948]. Sonralari bu

analiz bir kaç arastirmaci tarafindan yeniden ele alinmistir. [Morse&Feshbach,

1953], [Noble, 1958] [Jones, 1984). Weinstein da dairesel borunun agzindaki

yansima katsayisini yüksek mertebeden modlar için Wiener-Hopf teknigiyle elde

etmistir (Weinstein,1969). .

Bu bölümde bir düzlemsel akustik dalganin yari sonsuz silindirik bir dalga

kilavuzundan isinimi incelenecektir. Bu problem en son 1984 yilinda D. S.

Jones tarafindan ele alinmis ve isinan alanla yansima katsayisinin açik ifadesi

elde edilmistir. Bu çalismada ayni problem farkli bir formülasyonla tekrar ele

alinmistir. Toplam alan dairesel silindirik boru içerisinde normal dalga kilavuzu

modlari araciligi ile, silindirin disinda ise Fourier integralleri ile ifade edilerek,

problem ikinci türden Modifiye Wiener-Hopf denklemine indirgenmistir. Bu

denklemin çözümü sonsuz bilinmeyenli, sonsuz boyutlu bir cebirsellineer

denkleminin çözümünü gerektirecektir. Bu denklem sistemi çok düsük bir hata

ile sayisalolarak hesaplanmis ve silindir yariçapinin isinim olayina etkisi açiga

çikartilmistir. Bu çalismada uygulanan karma yöntem klasik yönteme göre biraz

daha karmasik olmasina karsin [A. Isikyer) in çalismasinda oldugu gibi daha

genel geometrilere de uygulanabilmektedir.
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2.PROBLEMiN FORMÜLASYONU VE ÇÖZÜMÜ

2.1. ModifiyeWiener-Hopf ProblemininKurulmasi

m açisal frekans olmak üzere, zamana bagliligi exp( -imf) seklinde olan

harmonik düzlemsel ses dalgasinin z ekseni boyunca uzanan yarisonsuz

silindirik bir borunun agiz kismindan isimasini göz önüne alalim. Bu dairesel

boru {p = b, t/JE [O,2n), z E (-oo,O)} ile tanimli olup burada (p,t/J,z)alisilmis

silindirik kutupsal koordinatlari göstermektedir (bkz. SekiI.2.1). Gelen dalganin

ve problemin geometrisinin eksenel simetriye sahip olmasi nedeniyle akustik

alan her yerde t/Jden bagimsiz olacaktir.Akustik basinç ve hizi, sirasiyla,

p = im(}ouve v = gradu seklinde tanimlamaya olanak sagliyacak u(p,z) skaler

potansiyelinikullanmakuygundur.Burada(}odis ortamin kütlesel yogunlugunu

göstermektedir.

i

eikz~................................................................
z

Sekil 2.1. Problemin Geometrisi

Bu analizi yüksek mertebeden modlar için de gerçeklestirmek mümkün

oldugu halde kolaylik açisindan analiz, baskin modla kisitlanmis olup gelen

alan, k = mlc boslugun dalga sayisini göstermek üzere,



ui = exp(ikz)

seklinde tanimlanmistir. Analizin kolayligi açisindan uT(p,z) toplam alanini

asagidaki gibi ifade etmek uygun olacaktir:

{
ui(P,z), P > b

uT(p,z) = (uz(p,z) + ui(z)]'H(-z), O< p < b .
U3(p,Z)'H(z), O< p < b

Yukaridaki tanimda görülen 'H(z) fonksiyonu, Heaviside birim basamak

fonksiyonudur. Yarisonsuz silindirik boru disinda heryerde,

[ 1 o ( O ) Oz kz] ( ) _ ._
p op p op + ozz + Uj p,Z - O,J - 1,2,3

ile verilen Helmholtz denklemini saglayan toplam alan, asagidaki sinir ve

süreklilik kosullari ile belirlenecektir:

o
opui (b,z) = O,

z<O

t ui(b,z) = t u3(b,z), z> O

ui (b,z) = u3(b,z), z > O

L ui(O)+ ~ uz(p,O) = ~U3(p,0), P < b
OZ OZ oz

ui(O)+ uz(p,O) - U3(p,0) = O, P < b

t (uz + ui)(b,z) = O, z < O

.,.)

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4a)

(2.4b)

(2.4c)

(2.4d)

(2.4e)

(2.4f)



Ayrica çözümün tekligini ga'rantileyebilmek için p = b, z = Okenarina ait,

U i = 0(1), z ~ O

Ui = O(eik!zl/Izl), z ~ 00

kosullari da gözönüne alinmalidir.

p > b için Ui (p,z) fonksiyonu Helmhotz denklemini z E (-00,00) araliginda

saglar,

(2.6) nin Fourier dönüsümünü alirsak,

[.L...sL(p...sL) +(k2-a2) ]F(p a) = O
P dp dp ,

elde ederiz. BuradaF(p,a)

00

F(p,a) = f Ui(p,z)eiazdz
--00

ile tanimlidir ve a da kompleks Fourier dönüsüm degiskenidir. Fourier

integralinin yakinsamasi için çevredeki ortamin biraz kayipli, yani k nin çok

küçük pozitif sanal bir kisma sahip oldugu varsayilacaktir. Kayipsiz duruma

iliskin sonuçlar ise analiz sonunda Imk ~ Oyapilarak elde edilecektir.

(2.8) ile tanimli olan F(p,a) yi,

F(p,a) = F-(p,a) + P(p,a)

seklinde de yazmak mümkündür. F-(p,a) ve P(p,a) ise sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanmistir:
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(2.5a)

(2.5b)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)



5

o

p(p,a) = J Ui(p,z)eiazdz (2.1Da)

00

F'"(p,a) = J Ui(p,z)eiazdz
o

(2.1Db)

Rea

Sekil 2.2.Kompleksa - düzlemi

F+(p,a) ve p(p,a) sirasiyla Ima> Im(-k) (üst yarim-düzlem) ve Ima < Imk

(alt yarim-düzlem) bölgelerinde a nin regüler fonksiyonlaridir. p ~ 00 daki

Sommerfeld radyasyonkosulunuda gözönünealarak (2.7) diferansiyel

denkleminin çözümü

p(p,a) + F'"(p,a) = A(a)Ho1)(Kp) (2.11)

olarak bulunur. K(a), kesilmis kompleks a-düzleminde K(O) = k olacak sekilde

tanimli karekök fonksiyonunu göstermektedir

(2.12)

(2.11) de A(a) daha sonra belirlenecek spektral katsayi olup, Jo ve Ji ise

sirasiyla sifirinci ve birinci mertebeden birinci tip Bessel fonksiyonlaridir.

.an

c- c+1 1

......
..

..............:.....::a

............

-k
...............

...............
.........

..'

c- c+2 2



Ui (p,z) fonksiyonunun rijit cisimlerin mükemmel yansitici olmasindan dolayi

sagladigi,

t ui(b,z) = O, -00 < z < O

sinir kosulunu gözönüne alalim. Fourier dönüsüm bölgesinde (2.4a) nin aldigi

biçim:

Y(b,a) = O

seklindedir ve burada (.), p ya göre alinan türevi göstermektedir. (2.11) in p ya

göre türetilmesi ile,

~(p,a) + F+(p,a) = -A(a)K(a)Ilil)(Kp)

elde edilir. (2.15) de p = b konulmasi ve (2.14) deki bagintinin gözönüne

alinmasiyla,

A(a) _ F+(b,a)
- K(a)Ilil) (Kb)

bulunur. (2.16) nin (2.11) de yerine konmasiyla da,

P+(b,a) IIoI)(Kp)
P(p,a) + r(p,a) = K(a)IliI)(Kb)

elde edilir.

Simdi isinan alan U3(P,Z)nin Helmholtz denklemini sagladigi p E (O,b) ve

z E (0,00)bölgesini ele alalim. Bu bölgede,

[ ~ t (pt )+ g;2 + k2 ]u3(P,Z) = O, z > O

denklemisaglanir. (2.18) nin z E (0,00)için Fourierdönüsümüalinirsa,

(~ t (p t) +K2(a))G+(p,a) = ftp) - iag(p)

seklindeki sag yanli diferansiyel denklem elde edilir. Buradaki G+(p,a) kompleks

üstyari a-düzleminde regüler bir fonksiyon olup,
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(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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G~(p,a) = J~ U3(p,z)eiazdz

seklinde tanimlidir.j{p) ve g(p) ise,

(2.20)

j{p) = tz U3(P,0) (2.21a)

g(p) = U3(P,0) (2.21b)

olarak tanimlanmistir. Homojen olmayan (2.19) denkleminin bir özel çözümüne

iliskinGreen fonksiyonu,

[~ t (pt )+ J(2(a) ]g(p,t,a) = O, p OFt, p, t E (O,b) (2.22)

denklemini,

G(O,t) - sinirli (2.23a)

g(t+O,t,a) = g(t-O,t,a) (2.23b)

tg(t+o,t,a)- tg(t-o,t,a) = + (2.23c)

t g(b,t,a) = O
(2.23d)

kosullari altinda saglar. (2.22) nin yukarida verilen kosullarla birlikteçözümü,

g(p,t,a) = T }T.TL\Q(p,t,a) (2.24)

olup burada,

ir

{
Jo(kp)[Ji(Kb)Yo(Kt)-Jo(Kt)Yi(Kb)], P < t

}
(2.25)

Q(p,t,a) ="2 Jo(ki) [Ji(Kb)Yo(Kp) - Jo(Kp)Yi (Kb)], p > t

konmustur. Budurumda (2.19) un çözümü,

(2.26a)



seklinde yazllir.Burada B(a), daha sonra belirlenecek olan katsayi, j{t), g(t) ise

(2.21a,b) ile tanimlanmis olan fonksiyonlardir. (2.26a) esitligi p ya göre

türetilirse,

(;+(p,a) = T }T/L, [B(a)Ji(kP) + f: Q(p,t,a)[f{t) - iag(t)]tdt]

elde edilir.

(2.4b) deki süreklilik kosulunun Fourier dönüsümü alinirsa,

(;+(b,a) = F+(b,a)

bulunur. Buradan da

B(a) = F+(b,a)

elde edilir. Böylece(2.26a)denklemi,

G+(p,a) = - i
[ F+(b,a)J~f~) - fb[f{t)- iag(t)]Q(p,t,a) tdt]Ji(Kb) a o

(2.26b) denklemi de,

(;+(p,a) = 1 [F+(b,a)Ji(KP) + fb[f{t) - iag(t)]Q(p,t,a) tdt ]Ji(Kb) o

seklinde yazilir. (2.28b) denkleminin sol tarafindaki (;+(p,a) fonksiyonu üst yari

a -düzleminde regüler olan bir fonksiyon oldugundan, sag yaninin da ayni

bölgede regüler olmasi gerekir. Ancak denklemin sag tarafinda Ji (Kb)

fonksiyonunun üst yari a -düzlemindeki sifirlari olan,

am = Jk2 - cl; )2, ao = k, Im(am) ~ k

noktalarinda bu regülerlik bozulmaktadir. Buradajm,

ile tanimlidir. Regülerligi saglamak için bu am noktalarindaki rezidülerin sifir

8

(2.26b)

(2.27a)

(2.27b)

(2.28a)

(2.28b)

(2.29a)

(2.29b)
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yapilmasi gerekir. Bu ise, .

F+(b,k)= _-L fb[f{t) - ikg(t)]tdt
b o

(2.30a)

F+(b,am) = nKm Yi(Kmb) f b[f{t) - iamg(t)]Jo(Kmt)tdt, m = 1,2, ...
2 o

(2.30b)

yazabilmemizeolanak saglar. Bunlarise,

fo = - ;2 f:f{P)PdP
(2.31a)

(2.31b)

(2.31c)

2 f
b .

gm = b2j~ (jm) Og(p)Joe; p)pdp
(2.31d)

tanimlari yardimiyla,

F+(b,k) = -: [fo- ikgo] (2.32a)

(2.32b)

olarak yazilir.

(2.4c) süreklilik kosulu nedeniyle,

J"+'(b,a)= G+(b,a)

yazilir ve J"+'(b,a)nin (2.17)'deki, G+(b,a) nin da (2.33) deki esitlikleri yerine

konulursa,

(2.33)

.2 P+(b,a) 1 f
b

b K2(a)M(a) - F-(b,a) = bK(a)Ji(Kb) o[f{t)- iag(t)]Jo(Kt)tdt (2.34)
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fonksiyonel denklemi elde edilir. Burada,

Jn+i(Kt)Jt,1) (Kt) - Jn(Kt)1f;Ji(Kt) = -1J.

özdesligi kullanilmis olup,

(2.35)

(2.36)

seklinde tanimlidir.

(2.31a,b,c,d) esitlikleri.f{p) ve g(p) fonksiyonlarinin,

00

.f{p) = ~fm Jo(j;; p)
m=O

(2.37a)

00

g(p) = ~gm Jo(j;; p)
m=O

(2.37b)

seklindeki Dini serisine açilabileceklerini göstermektedir. Bu esitlikler (2.34) de

yerine yazilir ve ortaya çikan ifade terim terime integre edilirse:

- i J:[f{t) - tag(t)]Jo(Kt)tdJ ~ Wi (kb\K(a) J:[ YmJo(j; t) -

ia tgmJo(j;; t) ]
JO(Kt)tdt

m=O

-I [5fm J: Jo(j; p)Jo(K/)tdt

ta 5gm J: Jo(j; P)JO(K/)tdt]

-1

[
~ li {

bK(a)JoVm)Ji(Ka)
}bJi(kb)K(a) L.Jm a~,-a2m=O

. ~ {bK(a)JoVm)Ji (Ka)

} ]ia L.Jgm 2 2ani - am=O
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veya

- 1 J:[f{t) - iag(t)]Jo(Kt)tdt = - t ~oVm),[(m- iagm] (2.38)
m=O

elde edilir.(2.38), (2.34) de yerine konursa Im(-k) < Im(a) < Im(k) bandinda

tanimli olan modifiye Wiener-Hopf denklemi bulunur.

F+(b,a) _lLp b a _ b ~ JoVm) .
K2(a)M(a) 2 (,) - -2" L.J 2 _ 2 [(m - iagm]m=O am a

(2.39)

2.2. Modifiye Wiener-Hopf Denkleminin Yaklasik Çözümü

(2.39) denklemininçözülebilmesiiçin önce M(a) çekirdek fonksiyonunun,

M(a) = M+(a)M-(a)

seklinde ayristirilmasi gerekir. Burada M+(a) ve M-(a), Im(a) > Im(-k) ve

Im(a) < Im(k) yari-düzlemlerinde regüler ve sifirlari olmayan fonksiyonlardir.

(2.40)

M+(a) = M-(-a)

ve kendi regülerlikbölgelerindelal~ 00 iken W(a) - (:!:a)+ seklindedir. M+(a)

fonksiyonunun açik ifadesi [Büyükaksoy&Polat, 1997] asagidaki gibi

tanimlanmistir.

(2.41)

M+(a) = [ni./i (Kb);fi\) (Kb) ] 1/2 exp{ Ü~;b[1 - r + In ~~ + i ~ ] - i if }
00

x exp{ K~)b In a + I;(a) + q(a)} ri (1 + a~ii)exp( ~% ) (2.42)m=\
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Buradar Euler sabiti olup i = 0.57721... ile verilmistir. Ve q(a) da,

q(a) = A P J
OO

[i - ix J2( ) 1TI( ) ]ln(i + ab 1/2)dX (2.43)
o i x + i x [(kb)2 - x2 ]

dir. Buradaki p, x = kb tekilligindeki Cauchy asal degerini tanimlamaktadir.

x = kb deki logaritmik tekillik "zayif tir ve kolayca hesaplanabilir. (2.39)

denkleminin her iki taraf M-(a)(k- a) ile çarpilirsa,

F+(b,a) _lLr(b,a)( k - a)M-(a)
(k+ a)M+(a) 2

00 ~ (j )
= _lLek - a)M-(a) :E ~ m 2 [fm - iagm]

2 m=O(am - a )
(2.44a)

elde edilir. (2.44a) nin sag yani Cauchy Teoremi yardimiyla üst ve alt yari a

düzleminde regüler fonksiyonlarin toplami seklinde yazilip analitik devam ilkesi

uygulanirsa, Liouville teoreminin de yardimiyla,

(2.44b)

bulunur.

2.3. Açilim Katsayilarinin Belirlenmesi

Simdi de p < b, z < O,ile tanimli bölgeyi göz önüne alalim. Burada toplam

alan U2(p,Z)dalga kilavuzu modlari cinsinden,

00

U2(P,Z) = :Ec",Jo(j; p)e-iamZ
m=O

(2.45)

seklinde ifade edilir.

(2.4d) ve (2.4e) süreklilik kosullari gözönüne alinirsa,
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00 00

ik- LamcmJoCl; p) = LimJoCl; p)
m=O m=O

(2.46a)

ve

00 00

1 + LcmJocJ; p) - LgmJoCl; p) = O
m=O m=O

(2.46b)

yazilir. (2.46a) ve (2.46b) nin her ikitarafi JoCJ; p)p ile çarpilir ve Odan b ye

integre edilirse,

io = ik- ikCo (2.47a)

bulunur.Bu integrallerhesaplanirken, wi ve W2 birersabit olmak üzere,

J: JoCwp)pdp = ~ {POCWb)]2+ Jô(wb) }
(2.48a)

(2.48b)

seklindeki Lommel integral formülleri kullanilmistir.

(2.47a,b,c,d) kullanilarak,

m=O
(2.49)

m = 1,2,...

oldugu hemen görülür. Bu durumda (2.44b) ifadesi

(2.50)

im = -iamcm (2.47b)

go = Co+ 1 (2.47c)

ve

gm = Cm (2.47d)
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biçimine indirgenir.

(2.47a,b,c,d) denklem sistemleri/m, gmve Cmkatsayilarinin bulunmasina

olanak verir. (2.47a,b,c,d) denklemleri (2.50)'de yerine konursa, sadece Cm

katsayilarini içeren

JO(jr)(fr-iargr) = M+(k) 2ik, r=0,1,2,...
+ar)M+(ar) (k+ar)

yazilir. (2.46a,b) ve (2.47a,b) denklem sistemlerifm, gmveCmkatsayilarinin

bulunmasina olanak verir.

(2.51)

(2.46a,b), (2.47a,b) ifadeleri (2.51) de yerine konursa,

M+(k)M+(ar)
Cr = -k a,..!O(jr) , r = 0,1,2,...

bulunur. Buna bagli olarakfm ve gmdegerleri (2.46a,b), (2.47a,b)

denklemlerinden bulunarak u;, i = 1,2,3 alanlari elde edilir.

(2.52)

3.SAÇlLAN ALANiN ANALizi

3.1. IsmanAlan

p > b bölgesindeki toplam alan F(p,a) nin ters Fourier dönüsümü yardimiyla

bulunur. (2.8)'den

ml)(K )
ul(P,z) = _i- J o p fr+(b,a)e-;azda

2ir L K(a)II./>CKb)

yazilir. Burada .c, reel eksene paralel ve Im(-k) < Im(a) < Im(k) bandinda

uzanandüz bir çizgidir.IIoI)(Kp) nun kp --+ CX) iken geçerli asimptotik ifadesi

(3.1)



(3.1) denkleminin semer noktasi teknigi ile asimptotik ifadesijm ve gm

katsayilarina bagli olarak

Ui (r,O) = P(O) eikrkr

P(O) = -ikb Ji (kb sinO) M+(k)
M+(kcosO)

bulunur. Bu ifadedekir ve Odegiskenleriküreselkoordinatlarolup, p = rsinO,

z = rcosO ve u = kcost dir.

3.2. Yansiyan Alan

(2.45) ve (2.42) ifadeleri kullanilarak O< P < a, z < Obölgesindeki yansiyan

alanin ifadesinin,

U2(p,Z) = -kM+(k)i: M+(ur:i) Jo(jm p)e-iamZ
m=O U~O(jm) b

oldugu kolayca görülür. Yansima katsayisi ise sonsuz toplamda m = Oa karsi

gelen exp(-ikz) teriminin katsayisindan ibarettir:

Bu sonuç, D. S. Jones'un [4] da verdigi sonucun aynidir.
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(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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4.SAYISAL SONUÇLAR

4.1. Uygulama

Bir önceki bölümde (3.3) ile verilmis bulunan isinan alanin MATLAB ile

yapilmis nümerik analizi bulunmaktadir. Bu hesaplar yapilirken gelen dalganin

frekansi yaklasik olarak 47,75 olarak kabul edilmistir. Asagidaki sekil, isinan

alanin silindirik dalga kilavuzunun yariçapi olan b parametresine göre degisimini

göstermektedir. Sekilde 4.1 de de görüldügü gibi b arttikça isinan alanin genligi

de artmaktadir.

5

o

kb=1.0
kb=0.5

-kb=1.5

~-.--~--~- -~---~ ---~ ~~ ~--------

-15

i' i ,.........-20 i i i i i i i

O 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Observation Angle (in degree)

Sekil 4.1 Uygulama
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