T.C.
GEBZE TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

NEUMANN VE VENTTSEL SINIR KOSULLARINA SAHIP ISI
DENKLEMI ICIN KAYNAK BULMA TERS PROBLEMI

MURAT TASDEMIR
YUKSEK LIiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILIiM DALI

GEBZE
2017



T.C.
GEBZE TEKNIiK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

NEUMANN VE VENTTSEL SINIR
KOSULLARINA SAHIP ISI DENKLEMI
ICIN KAYNAK BULMA TERS PROBLEMI

MURAT TASDEMIR
YUKSEK LiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMANI
PROF. DR. MANSUR ISGENDEROGLU

GEBZE
2017



T.C.
GEBZE TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

INVERSE SOURCE PROBLEM FOR HEAT
EQUATION WITH NEUMANN AND
VENTTSEL BOUNDARY CONDITIONS

MURAT TASDEMIR
A THESIS SUBMITTED FOR THE DEGREE OF
MASTER OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

THESIS SUPERVISOR
PROF. DR. MANSUR iISGENDEROGLU

GEBZE
2017



GEBZ E\\ YUKSEK LiSANS JURi ONAY FORMU

TEKNIK UNIVERSITESI

GTU Fen Bilimleri Enstitiisti Yénetim Kurulu’nun 15/ 06 / 2017 tarih ve 31
sayil karariyla olusturulan jiiri tarafindan 14 / 09 / 2017 tarihinde tez savunma sinavi
yapilan Murat TASDEMIR’1n tez ¢alismas1 Matematik Anabilim Dalinda YUKSEK
LISANS tezi olarak kabul edilmistir.

UYE |

(TEZ DANISMANI) : Prof. Dr. Mansur ISGENDEROGLU L~ S ]

| [/ e
UYE : Prof. Dr. Emil NOVRUZ //r&v/é//3

UYE : Yrd. Dog. Dr. Biilent Nafi ORNEK /\/(an/i

ONAY
Gebze Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yénetim Kurulu’nun

...... lecood......... tarih ve ......./........ sayili karar1.
IMZA/MUHUR

Dog. Dr. Arif Cagdas AYDINOGLU
Gebze Teknik Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisti Muidiirii




OZET

Bu tez c¢alismasinda, Neumann ve Venttsel sinir kosullari ve integral ek
kosuluna sahip 1s1 denklemi i¢in zamana bagli 1s1 kaynaginin bulunmasi ters
problemi ele alinmistir. Baslangic veri ve kaynak teriminin bilinen kismi bazi
diizenlilik, uyumluluk ve diklik kosullarini sagladiginda, klasik ¢6ziimiin varligi,
tekligi ve problemin verilerine siirekli bagliligi genellestirilmis Fourier yontemi

uygulanarak gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Is1 Denklemi, Ters Kaynak Problem, Neumann Sinir
Kosulu, Venttsel Sinir Kosulu, Integral Ek Kosulu.



SUMMARY

In this thesis, the inverse problem of finding time-dependent source term in
heat equation with Neumann and Venttsel boundary and integral over determination
conditions is considered. Under some regularity, consistency and orthogonality
conditions on the initial data and known part of source term, the existence,
uniqueness and continuous dependence upon the data of the classical solution of the

inverse problem is shown by using Fourier method.

Key Words: Heat Equation, Inverse Source Problem, Neumann Boundary
Condition, Venttsel Boundary Condition, Integral Over-determination

Condition.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi

Simaeler ve

Aciklamalar

Kisaltmalar
C[0, T]
ck10,T]
XXY
ck™(D)

L,[0,1]

[0, T] araliginda siirekli fonksiyonlar sinifi

[0, T] araliginda k. mertebeye kadar surekli tiirevleri mevcut olan
fonksiyonlar sinifi
X ve Y kiimelerinin kartezyen ¢arpimi

(x,t) € D c R? bolgesi icin bu bolgede strekli ve x e gore k, t ye
gore m mertebeye kadar siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar sinifi
(0,1) araliginda tanimli reel degerli dl¢tilebilir ve karesi Lebesque

anlaminda integrallenebilen fonksiyonlar uzay1



1. GIRIS

Fizikte ve miihendislikte ortaya ¢ikan belli problemler klasik olmayan
parabolik baslangi¢ sinir deger problemleriyle modellenir. Zamana gore tiirev igeren
dinamik kosullu klasik olmayan problemler matematik literatiiriinde ¢ok yaygin
degildir. Bu kategorideki problemler, akiskanlar dinamigi problemleri, kimyasal
difiizyon ve hareketli s1v1 ile temasta olan kati1 cisimdeki 1s1 transferini i¢eren birgok
matematiksel modelde ortaya ¢ikar ([6]-[7], [10], [16], [23]-[24]). Son yillarda bu tiir
problemlerin ¢6ziimiine ilgi artmustir ([7], [17]).

oDy ={(x,t):0<x <1, 0<t<T}Dbolgesinde
U = Uy + f(x, D)7 (D), (x,t) € Dy, (1.1)

1s1 denklemi,
u(x,0) = p(x), x € (0,1), (1.2)
baslangi¢c kosulu ve

u,(0,t) =0, t € (0,T], (1.3)

au,,(1,t) + du,(1,t) + bu(l,t) =0, t € (0,T], (1.4)

siir kosullart ile g6z Oniine alinsin. f(x,t) ve ¢@(x) verilmis fonksiyonlardir, a, b,
d reel sayilardir, 6yle ki a #0. r(t),0 <t <T katsay1 verildigi zaman (1.1)
denklemi, (1.2) baslangi¢ kosulu ve (1.3), (1.4) smir kosullarindan u(x, t)’yi bulma
problemi direkt (veya ileri) problem olarak isimlendirilir. @(x), 0<x <1
fonksiyonu ¢ubugun t = 0 baslangi¢ zamanindaki sicakligidir, oysa u(x, t), t aninda
cubuktaki 1s1 dagilimidir. (1.3) smir kosulu ¢ubugun sol ucunda x = 0, 1s1 akisini
ifade eder. (1.4) sinir kosulunun mertebesi (1.1) denkleminin mertebesine esit

oldugundan (1.1)-(1.4) baslangig-sinir deger problemi (BSDP) klasik baslangi¢ sinir



deger problemlerinden farklidir. Sacilma teorisinde bdyle problemler Laplace
denklemi icin [2-3]’te distinilmistiir. Akustik sagiliminda ikinci sinir kosulu (1.4)
genellesmis empedans smir kosulu olarak adlandirilir. Bu problem kaynak
parametrelerinin mevcut oldugu 1s1 transfer ve difiizyon siireglerinde kullanilabilir.
Eger a # 0 durumunda (1.1) denklemi x = 1 i¢in goz Oniine alinirsa, ikinci sinir

kosulu (1.5) dinamik tipli sinir kosulu olur.
aus(1,t) + du,(1,t) + bu(l,t) = ar(t)f(1,t), t €[0,7T] (1.5)

(1.5) sinir kosulu bir ucu sivi ile baglantili olan ince kat1 ¢ubuktaki soguma
streclerinde gozlemlenir [16]. Bu tarz smir kosullarinin diger muhtemel bir
uygulamasi, du,(1,t) teriminin materyalin sinira difiizyon taginimi ifade ettigi
siirda kimyasal difiizyon reaksiyonu modellemesinde oldugu gibi [4] ’te bahsedilir.
r(t), 0 <t < T katsayis1 bilinmedigi zaman, ters problem, (1.1) denklemi, (1.2)

baslangi¢ kosulu, (1.3), (1.4) sinir kosulu ve
1
J u(x, t)dx = E(t), 0<t<T (1.6)
0

integral ek kosulunu saglayan {r(t),u(x,t)} fonksiyon ciftinin bulunmasi
problemleri olarak formiile edilir. Eger u(x,t) sicaklik dagilimi ifade ederse, bu
taktirde yukarida ifade edilen ters problem diflizyon kontrollii kontrol problemi
olarak diislintilebilir. Is1 iletim siireclerinde, (1.6) integral kosuluna tiirbiilansh
plazmadaki partikil difizyonuyla ilgili problemlerde ve ayrica ¢ubuktaki toplam 1s1
miktarinin degisim kuralinin, E(t) verildigi ince c¢ubuktaki 1s1 yayiliminda
karsilagilir [17]. (1.6) integral kosulunun [5] ’te verilen gesitli frekanslardaki 1s1k
emici kimyasallarda anlami vardir. Oyle ki, eger u(x, t) x ekseni boyunca dl¢iilmiis
diiz cam tiip icinde yayilan bir kimyasalin konsantrasyonunu ifade ediyorsa bu

taktirde x = 0ve x =1 noktalar1 arasinda dik agiyla tiipten gegen 1s1k 1511
tarafindan iiretilen elektrik sinyali [ 01 u(x, t)dx ile orantili olur. Bu integral ¢ aninda

[0,1] araliginda kimyasalin total kiitlesini belirler. Kontak modeli belirlenmis bir ters



problem olarak formule edilen termoelastikte periyodik kontak dizayni problemi
enerjisi belirlenmis 1s1 iletim problemlerine indirgenir. Bu problem [19]’da
disiiniilmistiir. a, b, d sabit ve smir kosullar1 lineer ve homojen oldugundan,
degiskenlerine ayirma yontemi incelenmekte olan problemi c¢aligmak i¢in uygundur.
Cok iyi bilindigi gibi Fourier yonteminin uygulanmasindaki esas zorluk onun baz

olmakligidir. Yani,

y'(x)+Ay(x) =0, 0<x<1, 1.7)
y'(0)=0 (1.8)
(ad+ b)y(1) =dy'(1) (1.9)

yardimci spektral probleminin 6z fonksiyonlarina gore ayrigimidir. Klasik Sturm-
Liouville probleminin aksine, bu problem ayni zamanda sinirda spektral parametreye
sahiptir. Bu durum 6z fonksiyonlar cinsinden ayrisimin klasik sonuglarinin
uygulanmasini imkansiz kilar [18]-[21]. Bu tarz problemlerinin spektral analizi [8],
[25] tarafindan baslatilmistir. Onemli gelismeler [1], [12], [14]-[15] ‘te
bahsedilmistir.



2. HILBERT UZAYINDA BAZLAR VE BAZI BAZ
OLMA KOSULLARI

Bu bélimde o6ncelikle ileride kullanilacak olan bazi yardimci tanim ve teoremler

yani sira bazi fonksiyon dizilerinin bazlik 6zelliklerinden bahsedilecektir.

e H bir Hilbert uzayr olsun. Once bu uzayda vektor dizilerinin tamlig1 ve bir
vektor dizisine biortogonal dizinin mevcutlugu hakkinda bilgiler verelim.

o v, k=1,2,.. vektor dizisi i¢in eger her k € N icin (y,,y) =0dan y =0
alinirsa, o halde y,, k =1, 2, ... vektor dizisi tamdir diyecegiz.

e Ormegin, Ly[a,b] uzaymda t", n=0,1,2,... dizisi tamdir. Gercekten keyfi
y(t) € L,[a, b] fonksiyonu igin f:y(t)t”dt =0, n=0,1,2,... esitliklerinin

saglandigini varsayarsak ve n = 1, 2, ... i¢in kismi integrasyon uygularsak

b b

b
[y@erae = [erag@) = roeriz - | foden

a a

b
— n-1 —
= n!f(t)t dt =0 2.1)

b
= Jf(t)tmdt =0, m=0,1,..
a

aliriz, burada f(t) = faty(s) ds dir.

f(t) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli oldugundan Weierstrass 1. Yaklagim
Teoremi’ne gore, Ve > 0, 3 p(t),t € [a, b] polinomu mevcuttur ki |f(t) —p(t)| <
g, Vt € [a, b] saglanir.

Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak kolayca gosteririz ki,

b

b b
[ rwa=[(r© -p@)r@ar<e [ Foa

a

(2.3)

<e(fP1a))” (Pir@ra)” = eto - V20 o



olur. Yani ||f||fz[0’1]Se(b—a)l/zllflle[o,l]. Buradan, & keyfi oldugu icin

1£1l1017 = O yani f = 0 aliriz. [, y(s)ds = 0 olursa y(t) = 0'dr.

e vy, k=1,2,..dizisiigin

1,k=m,

(ykfzm) = 6k,m = (2-4)
0,k+m

saglayacak sekilde z,, k = 1,2, ...dizisi bulunuyorsa, z,, k = 1,2,... dizisi y;'nin
biortogonalidir (veya y,, k = 1,2, ... dizisi z;'nin biortogonalidir) diyecegiz. Burada
Ox.m sembolune Kronecker sembolii denir. Eger z, =y, k = 1,2, ... olursa o halde
Yk, k =1,2,...dizisi igin ortonormal dizidir diyecegiz.

Her dizinin biortogonali olmayabilir.

e Ornegin, L,[a,b] uzaymda t", n=0,1,2,... dizisinin biortogonali mevcut

degil. Aksini diistinelim, z,, k = 0, 1,2, ... bu dizinin biortogonali olsun:

b 1,k =n,

(z, t") = Jzk(t) thdt = { ) (2.5)
2 0,k+n

[ (2o £ )t™dt = 0, m=0,12,... oldugundan  dolays, t™,m =0,12,..
dizisinin tam oldugunu gdzoniinde bulundurursak, z,(t) t"*'=0,n=10,1,2,..
olur. Buradan z,(t) = 0,n = 1,2, ... elde edilir ve bu geliski olusturur.

Bir dizinin biortogonalinin olmasi bazlik teorisi igin 6nemli bir bilgidir.

Teorem 2.1: (Biortogonal mevcutlugu, [27) H Hilbert uzayinda bir y,, k = 1,2, ...
dizisi verilmis olsun. Bu dizinin ortogonalinin mevcut olmasi icin gerek ve yeter
kosul ¥V k € N igin y, vektorinln y; ..., Vik_1, Vk+1, --- Vektorlerini geren kiimenin

kapanisina dahil olmamasidir. Yani V k € N igin

span {y,, k = 1,2, ...} # span{yy ..., Y1, Vi1, - } (2.6)



saglanmasi biortogonalin mevcutlugu icin gerek ve yeter kosuldur.

e H Hilbert uzayinda y;, k = 1,2, ..., dizisi verilmis olsun. Eger

[ee) n
VyeHigciny = chyk = lim chyk
n—-oo

= = (2.7)

ayrisimi mevcut ise ve bu ayrisimi tek ise yg, k = 1,2,... dizisi H' da bir bazdir
(Schauder Baz1).
Eger yi, k =1,2,.., dizisi bir z,k = 1,2, .., biortogonal dizisine sahip ise o

halde (2.7) ayrisim1 tektir ve ¢, = (y, z)'dir. Gergekten,

(0]

y= Z Ve = (1, 2,) = z CkVi» Zn) = Cp (2.8)
k=1

k=1

olacagindan bagka bir ayrisim miimkiin degildir ve, ¢,, = (¥, z,).
Kolayca gostermek mimkiindiir ki eger v,k =1,2,... baz ise tamdir.
Gergekten, (y,yx) =0,k =1,2... olursa, bu y vektori icin y =7, ki

ayrigimini g6z 6nlnde bulundurursak

oo

W, y) =ch(y,yk) =0=|ylI*’=0=>y=0 (2.9)
k=1

elde edilir.
Her tam ortonormal dizi (ortonormal baz) bir Shauder bazidir. Gergekten,
Y, k = 1,2, ... tam ortonormal dizisi i¢in Parseval esitligini saglayacagindan her y €

H i¢in Fourier serisi ve ayrigim mevcuttur.

y = Z kY vey = Z Ak Yk (2.10)
k=1 k=1

seklinde iki ayrisim diisiiniirsek, bu esitliklerin farklarindan



[0e]

Z(Ck—“k ik =0 2.11)

k=1

elde edilir. Sabitlenmis her m € N igin esitligin her iki tarafin1 y,, skaleri ile

carpilirsa
Cm—Am = Vm0) =0= ¢ = apy, (2.12)

elde edilir ki bu da ayrisim tekligi demektir; yani Shauder bazidir.
Fakat her tam dizi baz olmayabilir. Ornegin, t*,n = 0,1, ..., dizisinin L,[a, b]'de
tam oldugunu biliyoruz. Fakat bu dizi baz degil. Gergekten, baz oldugunu

distiniirsek

Vy € L,[a,b], y(t) = z Cpt™ (2.13)
n=1

ayrigimi dogru olur. V s € (a, b), icin bu fonksiyonu

1 ,a<t<s
z(t) = { (2.14)
0, s<t<b
ile skaleri carparsak

S 0o

Jy(t)dt = Z C—ns"+1
—n+1 (2.15)

a n=1

elde ederiz. Bu ise fOS y(t)dt fonksiyonun analitik oldugu sonucunu verir. Buradan

da y(t) fonksiyonunun analitik oldugunu anlariz. Bu ise ¢eligkidir, L,[a, b] uzayinda

her fonksiyon analitik olmayabilir.



e H Hilbert uzayinda bir y, k = 0,1, ... ortonormal baz verilmis olsun.
A:H — H ise bir lineer, smirli ve terslenebilir operator olsun. Her y € H igin
Y = Y1 Ck Yk ayrisimi dogru oldugu biliniyor ve ayrica ¢, = (y, yi)'dir. z;, =
Ay, k =1,2,... olsun. Gosterelim ki, Ay,,k=1,2,.. H 'da bir bazdir.

Ayrisima A operatoriind uygularsak

z=Ay = Z Ay = Z()’: Vi) Zk
P e (2.16)
aliriz. Buradan
2= ) Uzyn=z= ) (xdz.  x= Ay (217)
k=1 n=1

elde edilir. Kolayca goralur ki,

(2, X)) = (Ayi, (A Dy = (A7 Ay, ) = Ok V) = Siem (2.18)

oldugundan x,, z,'nin biortogonalidir. Boylece z, = Ay, k = 1,2, ... dizisi H

Hilbert uzayimnda bir bazdir. Bu baza Riesz Baz1 denir.

Teorem 2.2: (Riesz Bazinin Mevcutlugu, [26]) z, k = 1,2, ... dizisinin H Hilbert
uzaymnda Riesz bazi olmast i¢in bu dizinin tam olmasi, x, k = 1,2, ... biortogonalinin

mevcut olmasi ve V' y € H igin

( co
D107 <o
k=1
! (2.19)

D13 < oo
(=

Fourier kazsayilart ile diizenlenmis serilerin yakinsak olmasi gerek ve yeterlidir.



3. YARDIMCI SPEKTRAL PROBLEM

Bu boliimde

—y" +q(x)y = Ay, 0<x<1, (3.1)
boy(0) = doy'(0), (3.2)
(a4 + by))y(1) = dqy' (D), (3.3)

spektral problemi goz Oniine alinacaktir ve bu problemin 6z fonksiyonlar sisteminin
L,[0,1]’de bazlik 6zellikleri incelenecektir. Burada A spektral parametre, q(x),[0,1]
araliginda siirekli gergek degerli fonksiyon ve aq, by, by, d, ve d; reel sabitlerdir.

Burada (3.1)-(3.3) sinir deger probleminin 6z fonksiyonlar sisteminin temel
ozellikleri gosterilmistir. Sinir kosullarinda bulunan spektral parametre ile adi
diferansiyel operatorler icin sinir deger problemlerinin ¢esitli durumlart [1]-[12]
makalelerde incelenmistir. Ayrica [9]-[12]’de sinir deger probleminin 6z

fonksiyonlar sistemi igin L,[0,1]’de baz 6zellikleri gosterilmistir.

—y"+qx)y=21, 0<x<1,
(3.9)
y(0)=0, (a—A)y'(1)—biy(1) =0,

Burada ave b pozitif sabitler ve q(x), [0,1]’de negatif olmayan sirekli bir

fonksiyondur. Bu ylzden q(x) reel degerli siirekli fonksiyon [0,1]’de ve

|b0| + |d0| * O, o = a1d1 - b1C1 > O. (35)

(3.1)-(3.3) sinir deger probleminin 6z fonksiyonlarinin baz 6zelliklerini L,[0,1]’de
gosterebilmek icin problemin salinim &zelliklerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayrica

(3.1)-(3.3) smur deger probleminde,



=y"+q(x)y = 1y, (3.6)
boy(0) = dyy’'(0), (3.7)
y(1) =0. (3.8)

oldugu varsayilmistir. [1]°de (3.6)-(3.8) sinir deger probleminin 6z degerleri

AP (n =0,1,...) olarak gosterilmistir. ¢; # 0 durumunda,

d
B < —C—l < b (3.9)
1

seklinde bir N sayil1 esitsizlik tanimlanmistir ( burada A2, = —o0).

Teorem 3.1: [1], Teorem 3.1 ve Sonu¢ 5.2 (3.1)-(3.3) stmr deger probleminin oz
degerleri { Ay pmeo: Ao < A1 < Ay .. < Ay, <. suurlt olmayan artan dizilerdir.

1) eger ¢, #0 ise A, 0z degerlerini saglayan y,(x) 0z fonksiyonu (0,1)
araliginda n < N i¢in n basit sifirlarina sahipken, n > N igin de n — 1 basit
sifirlara sahiptir.

i) eger c; =0 ise A, 6z degerlerini saglayan y,(x) 0z fonksiyonu (0,1)

araliginda n basit sifirlart mevcuttur.

[1], Lemma 2.2°den biliniyor ki eger n >0 ve A € (A2_,, A2] ise (3.6)-(3.7)

probleminin her asikar olmayan ¢oziimii (0,1) aralifinda n basit sifirlara sahiptir.

Buradan su sonug ¢ikarilabilir, eger ¢; # 0 ise A, = Ayyq = AR = —?, baz1 n ’ler
1

icin A, = — 4

C1

Teorem 3.2: k, negatif olmayan keyfi bir sabit olsun. y, (x) sistemi (n = 0,1, ...;n #

ko) L,[0,1] uzayinda minimaldir.

10



Ispat 3.2: {u,(x)}(n=0,1,..;n # k) sisteminin varligini géstermek icin bu
sistemin {y,(x)} (n=0,1,...;n # ko) sisteminin biortogonal eslenigi oldugunu

ispatlamak yeterlidir.

Not edelim ki

d
2 On(ym(6) = ym ()yn () = (A = Am)yn () ym (), (3.10)
esitligi 0 < x < 1 i¢in saglanmaktadir. Bu ifade x’e gére 0 dan 1’e integrallenirse,

An = An) Oy Ym) = [yn(x)yrln(x) - ym(x)lez(x)]lé' (3.11)

esitligi elde edilir. Burada (,),L,[0,1]'de i¢ ¢arpimdir. y,(x) (k =0,1,...)

fonksiyonlart

boy(0) = doy; (0), (3.12)

(a1 + b)Yy (1) = (c1Ag + dp)yr (D). (3.13)

kosullarimi saglar.

|by + do| # 0 oldugundan dolayr (3.12) den her n,m = 0,1, ... igin

Yn(0)ym(0) = ym (0)yn (0) = 0. (3.14)

esitligi saglanr.

Buradan c, icin iki farkl durum soz konusudur. Oncelikle ¢, # 0 durumunu
inceleyelim. Kabul edelim ki 4,, # —%ve Am # —% olsun. (3.13) asagidaki gibi
1 1

olur:
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O_(An - Am)yn(l)ym (1)

Yn(ymD) = ymWyn(D) = =5 =7 55—

(3.15)

Varsayalim Ay, = —% olsun. O halde yy,+1(1) =0 esitligi (3.7) ifadesini
1

saglar. Bundan dolayim # N + 1, (m = 0,1, ...) igin

YN+1(DYm (D) = ¥ (Dyn+1 (D) = =Yy (Dym (D (3.16)

elde edilir. (3.11) *deki ifade (3.14)-(3.16) esitlikleri ile kiyaslanirsa m #+ n igin,

( oY (D ym (1) . dy dy
— eger A, = ——, A, #——
| " cidn ¥ d) (e ¥ dp) BT T T T (3.17)
o ym) = 4
| c1Yn+1(Dym (1) dq
eger n=N+1, A = ——
\ C1Am + dy & N+l 1
elde edilir.

Varsayalim ki Ayyq # — ? olsun. Bu durumda kolayca gérmek mimkin ki n =
1

0,1,.. icin A, # —% esitsizligi saglanr. n # k, olmak Uzere n = 0,1, ... igin
1

{u,, (x)} sistem elemanlarin asagidaki sekilde tanimlayalim:

(c1ko +d1)yn(1)

Yn(x) — Yieo (X)
(c1An+d1)yg (1) 7 ™0
u, (x) = 12 1@";’(1) (3.18)
i +m
Burada ||f|1? = (f, f) dir. (3.17) kullanilarak,
(Un, Ym) = Sm,n' (3.19)

oldugu kolayca goriiliir. Burada n,m = 0,1, ...;n,m # k, 'dir.
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Varsayalim ki Ay, = —d1ye ko =N+ 1 olsun. n # N + 1 olmak (zere n =

C1

0,1, ... icin {u, (x)} sistem elemanlar: tanimlanirsa,

oyn(1)

Yn(x) + ) 7 Yn+1(X)
1y (x) = s (3.20)
Iyl +m
(3.17) kullanilarak (3.19) ifadesi de kolayca dogrulanabilir.
Ang1 = —% ve ky # N +1 olsun. Bu durumda, n # k, olmak Ulzere n =
1

0,1, ... igin {u,(x)} sistem elemaniar: su sekilde tamimlayalim: Eger n + N + 1 ise
bu sistem elemanlar: (3.19) daki gibidir. Eger n = N + 1 ise sistem elemanlart

asagidaki gibidir:

c1(c12ky+d1)YN+1 (D)
Yy (1)

2
C%y'N_'_l(l)
o

Y1 () + Vi (%)

(3.21)

U () = uyyq1(x) =
lyn+all® +

Simdi de c; = 0 durumunu inceleyelim. (3.11) , (3.13) ve (3.14) kullanilirsa

m # nigin

a;

(ynf ym) = - d,

Yu(Dym (1) (3.22)

esitliginin  saglandigi goriliir. n # ky, olmak Ulzere n=0,1,.. icin {u,(x)}

sisteminin elemanlari

_ Yn(1)
yTl (x) yko (1) yko (x)

u,(x) = (3.23)

a;y;(1)

2
Iynlz + 4228

seklinde tammlansin. (3.22) tekrar kullamilarak, (Uy, Vi) = Opm saglandigi kolayca

gorailir. m
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Teorem 3.3: k, negatif olmayan keyfi bir sabit olsun. n # k, olmak Uzere n = 0,1, ...

icin {y,,(x)} sistemi L,[0,1] 'de kosulsuz bazdr.

Ispat 3.3: [1], Sonuc 3.6 ve Sonu¢ 5.4°t¢ A, = (m(n+v))?+ 0(1/n) oldugu

gosterilmistir. Burada

( Oegerc; =0, dyo =0;

1
—3 egercy # 0, dy = 0;

V= —legerc; # 0, dy # 0; (3.24)
L
L\~ 3 egerc; = 0, dy # 0.
O halde yeteri kadar buytk n igin
2 =n(n+v) + 0(1/n) (3.25)
oldugu kolayca elde edilir. Yeteri kadar biiyiik n i¢in y, (x) ézfonksiyonlarin
01,/ 2n) ICNE
yn(x) = B, ) (3.26)
U@ (uV1)  U(@2(0y20)
formunda arayalim. Burada dy =0 i¢in B, = ﬁ , do#0igin B, =— V2 \
zlbo 20 Ando

@i, p) = exp(,ua)jx) 1+01/w), G=12), w;=-w,=i ve U(y(x))=
boy(0) — dyy'(0) ’dir ([18, sayfa 59]). (3.24) ve (3.25) kullanilarak yeteri kadar

blyik n icin

Yn(x) =4

(\V2sinnmx + 0 (%) egercy =0, dy = 0;

\/Ecos(n—%)nx+0(%) egerc, =0, dy # 0;

V2 sin (n — %) nmx + 0 (%) eger c; # 0, dy = 0; (3.27)

L \/Ecos(n —Dnax+0 (%) eger c; # 0, dy # 0,

14



elde edilir.
Varsayalim ki ¢, # 0 ve dy # 0 olsun. {y,(x)} (n = 0,1, ...; n # k) sistemini,
L,[0,1] ’de ortonormal baz olan {\/ECOS (n—%) nx} (n=1,2,..) sistemi ile

mukayese edelim. (3.27) kullanilarak yeteri kadar biiyiik n igin

1
yn () —V2cos (n — E) nx” < const.n™1, (3.28)

esitsizliginin dogru oldugu goriiliir. Buradan

ko ) 5
z Vo1 (x) —V2cos (n — E) X
n=1

(3.29)
2

)

n=k0+1

Y (x) —V2cos (n - %) X

serilerinin yakinsakligi elde edilir. Boylece {y,(x)} (n = 0,1, ...; n # k) sisteminin
{\/fcos (n - %) nx} (n = 1,2, ...) sistemine kuadratik olarak yakinsadigi alinir.

{y.(0)} (n=0,1, ...; n # k) sistemi minimal oldugundan teoremin dogruluguna

ulasilir.m
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4. DIRICHLET-VENTTSEL SINIR KOSULLU
TERS PROBLEM

Bilindigi tizere 3. boliimde (3.1)-(3.3) spektral problemi g6z 6niine alinmis, bu
problemin 6z fonksiyonlar sisteminin L,[0,1]’de bazlik 6zellikleri incelenmistir ve
sistemin nasil yakinsadig1 gosterilmistir. Bu bolimde Dirichlet-Venttsel sinir kosullu
1s1 denklemi igin ters kaynak problemi incelenecektir [9]. T > 0, bir sabit say1 olmak
Uzere Dy ={(x,t):0<x <1, 0<t<T} bolgesinde olsun. Is1 denklemi igin

asagidaki baslangi¢ sinir deger problemini goz oniine alalim.

U = Uy + f(x, D)7 (L), (x,t) € Dy, 4.1)
1s1 denklemi,
u(x,0) = p(x), x € (0,1), (4.2)
baslangi¢ kosulu ve
u(0,t) =0, t € (0,T], (4.3)
au,,(1,t) + du,(1,t) + bu(l,t) =0, t € (0,T], (4.4)

sinir kosullar1 ve
1
J u(x, t)dx = E(t), 0<t<T, (4.5)
0

ek kosulu ile gbz 6niine alinsin. Burada a, b, d, (a # 0) olmak Uzere f(x,t), E(t)

ve @(x) fonksiyonlari verilmis fonksiyonlardir.

16



Bu probleme uygun spektral problem

y'(x) +Ay(x) =0, 0<x<1, (4.6)
y(0)=0 (4.7)
(al+ b)y(1) =dy'(1) (4.8)

seklindedir. Kolayca goriildiigii tizere 3. boliimdeki yardimer spektral problemde
b,=1,dy, =0, a; = a, by = —b ve d; = d olmakla bu problemin 6zdegerleri ve

ozfonksiyonlarmin yeteri kadar biylk n igin

2 = +0(1/n), (4.9)

yn(x) = V2sinnnx + 0 (%) (4.10)
asimptotik formiillerini sagladig1 kolayca goriliir. Ayrica, n, sabitlenmis negatif

olmayan sabit olmak uzere {u,(x)} (n = 0,1, ...;n # ny) sistemi {y,(x)} (n =

0,1, ...; n # ngy) sistemine biortogonaldir ve

Yn(1)
Yno (1)

Yny (X)

ayz(1)
d

yn(x) -
(4.11)

un(x) =

Iy ”1242 o1 T
formundadir.

O halde {u,(x)} ve {y,(x)} (n =0,1,...; n # ng) sistemleri igin asagidaki

Bessel tipli esitsizlikler dogrudur.
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e Lemma 4.1: Bessel tipli esitsizlikler, [9], Y € L,[0,1] i¢in

( o
DIyl < erlll, o
n=0
4 (4.12)

D 1wl < el o
\n=0

esitsizlikleri dogrudur. Burada c, ve c, pozitif sabitlerdir. Ayrica, (Y,y,) =

fol Y(x) y,(0)dx, (Y,u,) = fol Y(x) u,(x)dx, L,[0,1] 'de i¢ ¢carpimlardir.

o Lemma4.2: [9], ¢ € ¢y, [0,1] icin,

By = (@m), B = (@), n=0, (413)
D 1@yl < csllllesony ) 1An(] < callblleaoy (4.14)
n=0 n=0

D10 < cslllesion, ) 10wl < collplesgon, (4.15)

n=0 n=0

esitsizlikleri dogrudur. Burada c3, c4, c5 ve cg pozitif sabitlerdir.

Teorem 4.1: Varlik ve Teklik, [9], Asagidaki kosullar saglansin:

( (A1) (x) € ¢ [0,1].

1

(4) E() € C[0,T]; E(0) = f o(O)dx.

) (4.16)

(43) f(x,t) € C(Dr); f(x,8) € 9(x) € ¢, [0,1], vt €[0,T];

ff(x,t)dx #0,vte|[0,T].
0

18



O halde (4.1)-(4.3), (4.5) ters probleminin (r(t),u(x, t)) € C[0,T] % (C**(Dy)

NC?°(Dy)) klasik cozimil meveuttur ve tektir. Ayrica u(x,t) € C**(Dy) ‘dir.

Teorem 4.2: [9], 3, Teorem 4.1'in A; — A3 kosullarini ve N; ,i = 0,3 pozitif sabitleri

omak  tzere  [Ifllcrocoyy < No Ipllceon < Nov IEllcijoy < Noy0 < Ny <
|f01f(x, t)dx| esitsizliklerini saglayan {f, @, E} ii¢li suifi olsun. O halde (4.1)-

(4.3), (4.5), (4.6) ters probleminin ¢6zimi olan (r(t), u(x,t)) ¢ifti J'da verilerine

stirekli baghdir.
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5. NEUMANN-VENTTSEL SINIR KOSULLU
TERS PROBLEM

Bu bdélimde 4. Boliimden farkli olarak Neumann-Venttsel sinir kosullu 1s1
denklemi icin ters kaynak problemi incelenecektir. T > 0, bir sabit say1 olmak tlizere
Dr ={(x,t):0<x <1, 0<t<T} bolgesinde olsun. Is1 denklemi i¢in asagidaki

baslangi¢ sinir deger problemini goz oniine alalim.

U = Uyy + f(x, )T (D), (x,t) € Dy, (5.1)
1s1 denklemi,
u(x,0) = p(x), x € (0,1), (5.2)
baslangi¢ kosulu ve
u,(0,t) =0, te (0,T] (5.3)
au,,(1,t) + du,(1,t) + bu(l,t) =0, te (0,T] (5.4)

sinir kosullar1 ve
1
J u(x, t)dx = E(t), 0<t<T (5.5)
0

ek kosulu ile géz 6niine alinsin. Burada a, b, d, (a # 0) olmak Uzere f(x,t), E(t)

ve ¢(x) fonksiyonlari verilmis fonksiyonlardir.
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Bu probleme uygun spektral problem

(5.6)

y"(x) + Ay(x) =0, 0<x<1,
(5.7)

y'(0) =0
(5.8)

(a2 +Db)y(1) =dy'(1)

seklindedir. Kolayca goriildiigii iizere 3. boliimdeki yardimer spektral problemde
b, =0,dy =1, a; =a, by = —b ve d; = d olmakla bu problemin 6zdegerleri ve

0zfonksiyonlarinin yeteri kadar biiyiik n i¢in
1
Vi =n (n _ E) +0(1/n), (5.9)
1
V(%) = VZcos (n - E) x + 0(1/n) (5.10)

asimptotik formiillerini sagladig1 kolayca goriiliir. Ayrica, ny sabitlenmis negatif

olmayan bir say1 olmak tzere {u,(x)} (n = 0,1, ...; n # ny) sistemi {y,(x)} (n =

0,1, ...; n # ny) sistemine biortogonaldir ve

n(1)
yn(x) - ;/n 1) Yno (x)
u,(x) = . D (5.11)
lynll? + ==

formundadir.
; M # ng) sistemleri igin 4.

O halde {u,(x)} ve {y,(x)}(n=0,1,

boliimdeki Bessel tipli esitsizlikler dogrudur
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e Lemmab.1: (Bessel tipli esitsizlikler) P € L,[0,1] icin

( o
DIyl < erlll, o
n=0
4 (5.12)

D 1wl < el o
\n=0

esitsizlikleri dogrudur. Burada c, ve c, pozitif sabitlerdir. Ayrica, (Y,y,) =

fol Y(x) y,(0)dx, (Y,u,) = fol Y(x) u,(x)dx, L,[0,1] 'de i¢ ¢carpimlardir.

Ispat 5.1: z,(x) € L,[0,1] ortonormal sistemi ve A operatrii terslenebilir, simirls bir

operator olsun.
Az, =y, (5.13)

Bu durumda vV y(x) € L,[0,1] icin,

ilw,yn)lz = iuw.Azn)P,
n=0 n=0

\(W, ) = (P, Az,) = (A", 2,,).

(5.14)

Yani,

|,y 1?2 = 1A, z)1? < APl

* (5.15)
< A IPNIE 001 = callYlZ o7

P(x) € C*[0,1]; ¥(0) =" (0) =0,
¢n,[0,1] = YO =y' (1) =9" (1) =9"" (1) =0,} isaretleyelim.
J3 W) yn, (0)dx = 0
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e Lemma5.2: € ¢p [0,1]icin,

RW,y) =@W,m), Z@w) =@Pu,), n=0, (5.16)
> 1201 < callbllceton D 1Anlh )] < calldlceroa (547)
n=0 n=0
= = (5.18)
3 103 < cslbllcsony Y 1] < collbllcepoa
n=0 n=0
esitsizlikleri dogrudur. Burada c3, c4, c5 ve cg pozitif sabitlerdir.
Ispat 5.2: (5.6-5.8) 'dan y"' + A,;y = 0 esitligi goz oniine alinirsa
1 ) 1
() = [0 Gdx == [eom codx (519)
n
0 0

ifadesi elde edilir.

Sonuncu egitlikteki follp(x)yn(x)dx integraline dort defa kismi integrasyon

uygulanirsa ve | 01 Y () y,(x)dx = ;—1 fol Y(x)yy (x)dx oldugu kullanilirsa
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1
-1
W 3) = T [ ACOTS - f ¥ QYA

>"|r—k

1
f Oyh()dx
0

>“|r—x

1p () yn ()32 J P (X)Yn (x)dx]

- f W GOy () dx

) 1 (5.20)
= W ORI f P Oyn () dx
0
—_ _1 144
-7 f P (O yn(X)dx
0
1
_ -1 " x=1 (4)
[ e - [woem@a
0
1 1
-7 [ w60y ax
0
elde edilir. Yani
5.21
()] = |5 @@, 3| o2
sonhuncudan
o0 o0 1
D Pyl =) —1®,5)] (5:22)
n=0 n=0 n

vazilabilir. (5.16) dan Cauchy-Schwarz esitsizIligi kullanilarak
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1

(|¢(4)’yn|2)2

1
o8] (o8] 2

> Py =Z% [CRESED) (%)

n=0 n=0

N5

(5.23)

S
Il
o

< cc1||¢(4)||cz[0’1] < c3||¢(4)||c[0’1] < c3ll¥llcepoq

oldugu kolayca alimir. Béylece (5.18)de birinci esitsizligin saglandigr gosterilmis

oldu. Diger esitsizliklerin saglandigi da benzer sekilde gosterilebilir. m

Teorem 5.1: Varlik ve Teklik, asagidaki kosullar saglansin:

( (A1) ¢(x) € ¢y, [0,1].

1

Mﬁﬂﬂeﬂmfhﬂm=]¢wwm

0
< _ (5.24)
(43) f(x,t) € C(Dp); f(x, 1) € @(x) € ¢y, [0,1],V € [0,T];

1
jf(x,t)dx +0,vte(0T].
0

O halde (5.1)-(5.3), (5.5) ters probleminin (r(¢t), u(x, t)) € C[0,T] x (C**(Dy)
N C?9(Dy)) klasik ¢ozuimi meveuttur ve tektir. Ayrica u(x,t) € C**(Dy) dir.
Ispat 5.1: Verilmis r(t) € C[0,T] icin (5.1)-(5.3), (5.5) diiz probleminin u(x,t)
formal ¢oziimiinii elde etmek icin genellesmis Fourier metodu kullanilacaktir. Bu

metot u(x,t) ¢dzimi (5.6)-(5.8) spektral probleminin {y,(x)}(n=0,1,2,..;n #

ny) 0z fonksiyonlar cinsinden Fourier serisi seklinde aramayr baz alir. Yani,

uG ) = ) WO, O = W) (5.25)

n=0

Denkleme dahil tirevler,
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e = D Va OWCO, = ) A (O() (526)

n=0

seklindedir. Elde edilen tiirevier ve f,(t) = (f,un), ¢n = (@ uU,) oldugu @bz

ontine alimirsa V,(t),n = 0,1,2,...,n # n,

Va (8) + AV () = r(©) £ (),

(5.27)
V,(0) = ¢,
Cauchy problemlerini saglar. Bu problemleri ¢ozersek,
t

Vo (©) = e + [ 1@ (e D dr (5.28)

0

elde edilir. Sonuncu ifade (5.25)’de goz dniine alimirsa formal olarak,

00 t

uGod) = ) {gne 0 + [ r@f@e e 5,00 (5.29)
n=0 0

¢cozumdii elde edilir.

(A1) ve (43) kosullart altinda (5.29) serisi ve bu serinin x’e gére kismi tiirevi
(5.17) ve (5.18) esitsizliklerinden goriildiigii gibi majorant serileri mutlak yakinsak
oldugundan Dy de diizgiin yakinsak olur. O halde u(x,t) ve u,(x,t) toplamlari
Dy’de siireklidir. Ayni zamanda bu serinin t’ye gére kismi tiirevi ve xx-ikinci
mertebeden kismi tiirevieri Dy’ de diizgiin yakinsaktir.

Demek ki u(x,t) € C**(Dy) ve Vr(t) € C[0,T] icin (5.1)-(5.5) kosullarim
saglar. (5.29) ifadesi (5.5)’te yerine yazilirsa,

j 2 et + f r(0) f,(1)e = Ddr |y, (x) dx = E(t) (5.30)
0

n=0 0
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elde edilir. u(x, t)’nin diizgiin yakinsak oldugu ve

o

F(t) = z fyn(x)dx (5.31)
K(t,7) = i ne‘ln(t‘f)fyn(x)dx] (5.32)

oldugu goz ontine alimirsa r(t)’ye gore,

t

f K(t,o)r(t)dt + F(t) = E(t) (5.33)
0

birinci tip Voltera integral denklemi elde edilir.

(Ay) ve (A3) varsayimlart altinda (5.17) kullanmirsa F(t) teriminin ve K(t, 1)
¢ekirdeginin  sirasiyla [0, T]ve [0,T] X [0,T]’de surekli diferansiyellenebilir
Sfonksiyonlar oldugu goriiliir. (5.31)-(5.32)’den,

F(0) =Z f ya()dx | = f () dx (5.34)
n= 0
1) 1 1

KED = Y 7@ | meodx| = [ £ouods (5.35)
n=0 0 0

oldugu kolayca elde edilir.
Ayrica (A,) varsayimi altinda, (5.33) ifadesi diferansiyellenirse

t

K(t, O)r(t) + f K (t,D)r(D)dt + F'(t) = E'(t) (5.36)
0
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ikinci tip Voltera integral denklemi alinir.

Not edelim ki, (A5)te V' ¢ € [0, T]igin [ f(x,t)dx # 0 oldugundan K (t,t)

fonksiyonu hi¢bir zaman sifir olmaz. Buna ek olarak F'(t),E'(t) fonksiyonlari
K. (t, 7) ¢ekirdegi sirasiyla [0,T] ve [0, T] X [0, T] de siirekli fonksiyonlardir. Demek
ki [0,T]de surekli r(t) tek ¢Ozimi ile beraber (5.1)-(5.5) probleminin (5.29)

Fourier serisi seklinde verilmis ¢0ziml elde edildi ki bunlar da (5.1)-(5.6) ters

probleminin tek ¢ozimin teskil eder. m

e (5.36) integral denklemi ¢ozimu

r(t) = Z(K"B) t
n=0
serisi seklindedir. Burada
E'(t) —F'(t K. (t,
By =W O o = KD

K(t,t) K@)

olmakla (KB)(t) = [, Q(t,7)B(t)dr’dur.

Buradan kolayca,

n
(t”Q ”C[O,T]XC[O,T])
n!

|(K™"B)()| < lIBllcpo,r

elde edilir. Gergekten,

t
I((KB)(D)] < le(t,T)llB(T)IdT < l@llcjoryxcromlIBllcrort
0

,t€[0,T],n=0,1,..

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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(K2B) ()] < fIQ(t,T)I
0

f Q(t,s)B(s)ds|dt
0

, (5.41)
<|B ”C[O,T] lQ ”z‘[(),T]xC[O,T] E

islemi n defa tekrar edersek,

n

t
K" BY@)] < 1B llcpo 1120 rixcor — (5.42)

elde edilir. O halde

Irllcor) < 1Bllcporpe™@letomixciom (5.43)

yaklasimi dogrudur. Son olarak yukaridaki esitlik kullanilarak (5.1)-(5.6) ters

probleminin baslangi¢ ve sinir verilenlerine surekli bagliligini ispatlayabiliriz.

Teorem 5.2: 3, Teorem 5.1'in (4;) — (43) kosullarint saglayan {f, @, E} ti¢li sinifi
olsun, dyle ki,

1
||f||c4'°(5T) < Ny, ||<P||c4[0,1] <N ”E”C1[O,T] SN, 0= N3 < |f0 f(x, t)dx|
esitsizlikleri saglansin. Burada N;,i = 0,3 pozitif sabitlerdir. Bu durumda (5.1)-

(5.3), (5.5), (5.6) ters probleminin ¢6zimi olan r(t),u(x,t) I swmifindan verilere

stirekli baghdir.

Ispat 5.2: {f,,E} ve {f, @, E} 3 *de iki kiime olsun. r(t),u(x,t) ve 7(t),(x,t)
ters probleminin bu verileri saglayan ¢oziimleri olsun.

(5.35)°deki esitlik goz oOniine almirsa r(t) = fOtQ(t, r(t)dt + B(t), 7(t) =

t = . ~ . E'(O)-F'(t) Ke(tT) = _E'(®-F'(t)
Jy Q67 @dr + B(®) ile B(®) = 752, Q(6,1) = =555 BO) = =
Q(t,7) = Kt((t:)) elde edilir.

(5.30)-(5.31)’deki ifade diferansiyellenerek,
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n=0

1
Anq)ne_lnt .l- Yn (x)dx],
0

0

K.(t,7) = _Z Anfn(r)e_ln(t_r)fyn(x)dx‘

elde edilir.
e (5.17)’ye gore

1

B <1k@ o

(E'"@®[+ |[F'(®D
1

= N_(”E”cl[o,r] + C4M||<P||c4[o,1])
3

1
+ e (NZ + C4,MN1)
WE

elde edilir. Burada M = |y, (x)|, vn € N, Vx € [0,1] sabittir.

Benzer olarak,

c4MN
N3

N cu M =
|0t )| < ;1—3max||f(.,t)||c4[o_1] =

gosterilebilir.

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

r(t) — #(t) farkini gz éniine alalim. Bu fark ifadesinde ¥Q (¢, )r(7) eklenirse

r© -0 = [ Q@Or® - 7wde
0

t

+ f r(0[Q(t, 1) — Q(t,)]dr + B(t) — B(t)

0

(5.48)
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elde edilir. Buradan her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

Ir(6) - F()] < f 13t 0)|Ir@) - 7()ldr
0

t (5.49)
+[lon - G@olir@ldr + 18 - B)|
0
esitsizligine ulasihr. R(t) = |r(t) =7 ()| ve Hy=|B- E”c[o nt T||Q -
0 ||C[0,T]><C[0,T] 7 |lcjo,ry isaretlenirse (5.48) den
t ~
R(t) <H + f |0(¢, D|R(v)dz (5.50)
0
alimir. O halde [21] 'deki Gronwall tipli esitsizlik kullanilarak
t
R(t) < Hiexp j sup |Q(t,D|dr |, te[0,T] (5.51)
o € [T,t]
elde edilir. (5.46) kullamilarak
”T' - f'”C[O'T] = MO (”B - B”C[O,T] + T”Q - Q”c[o[’]‘]c[ol'r]”r”C[O:T]) (552)

elde edilir. Burada M, = exp (T 220 iy, 7| < 52 (N, + ¢, MNy) oldugundan
3 3

r’nin B ve Q ya stirekli baglh oldugu goriiliir.

|F'(t) — F'(0)] =

Z An (P — (ﬁn)e_lntf Yn(x)dx
n=0 0 (553)

< caMllon — Pullcrpoq
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|Kt(t; 7) — K, (¢, T)l
1
- 0

> (0 = Fu@) e | 3 (o)
n=0

S C4M||f - f||C4,0(5T)

|K(t,0) —K(t,0)| = <|If _f”cmr)

[ o -faoa
0

esitsizliklerine basit mantpilasyonlar uygulanirsa

B = B®)] < My[|E = E|| 1o 1y + Malle = Bllcago,

+M3||f - f||C4,0(5T)’

0t 7) = Q6 )| S My||E = E| 1 1 + Msllo = Bllcapon

+M6||f - f||C4,0(5T)’

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

vaklagimlar: elde edilir. Burada M,k = R,Q},M ve Ny, k = 0,3 tarafindan belirli

sabitlerdir. Bu esitsizlikler kullanilarak (5.51) 'den M pozitif sabit olmak Uzere

Il — 7~'”C[O,T] = M7(“E - Ellcl[O,T] +llo - ‘.5||c4[0,1]
+||f _f||C4-,0(5T))’

(5.58)

vaklasimi elde edilir. Demek ki r, baslangi¢ ve sumir verilenlerine siirekli baghdir.

Benzer olarak u’nun da baslangi¢c ve simir verilenlerine siirekli bagh oldugu

gosterilebilir.m
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6. SONUC ve YORUMLAR

Bu tez calismasinda, Neumann ve Venttsel smir kosullar1 ve integral ek
kosuluna sahip 1s1 denklemi i¢in zamana bagli 1s1 kaynaginin bulunmasi ters
problemi ele alinmistir. Baslangi¢c veri ve kaynak teriminin bilinen kismi bazi
diizenlilik, uyumluluk ve diklik kosullarini sagladiginda, klasik ¢6ziimiin varligi,
tekligi ve problemin verilerine stirekli bagliligi genellestirilmis Fourier yontemi
uygulanarak gosterilmistir. Ayrisim fonksiyonlar1 olarak smir kosulu spektral
parametre igeren Sturm-Lioville denklemi igin bir spektral problemin 6z
fonksiyonlart kullanilir. Bu spektral problem, incelenen baslangi¢ smir deger
problemine kars1 gelen ek spektral problem olarak isimlenir. Problemin 6zelliginden
kaynaklaniyor ki belli sayidan 6z fonksiyonlar1 attiktan sonra geride kalan 6z
fonksiyonlar sistemi L,[0,1]’de baz olusturur. Bu da Fourier yonteminin esasini
teskil eden 6z fonksiyonlar cinsinden ayrisim ilkesini gergeklestirir. Yontemin efektif
uygulanmasi i¢in 6z fonksiyonlar sisteminin biortogonalinin bulunmasi gerekir.
Ayrica baslangig-sinir deger problemlerinin klasik ¢oziimii (ayrisimda denkleme
dahil olan tiirevler kadar diizgiinliigiin istenmesi) aranacagindan baslangi¢ verilerin
Fourier katsayillarindan ve bu katsayilarin katsayr indisinin belli derecelerine
carpilisindan olusturulmus serilerin yakinsamasi gerekmektedir. Bunu reellestirmek
icin baz olusturacak 6z fonksiyonlar sistemi ic¢in Bessel esitsizligine benzer
esitsizliklerin bulunmasi lazimdir. Ayrica katsayr bulunmasinda kullanilacak integral
seklindeki ek kosul, 6z fonksiyonlar cinsinden ayrigimi terim terime integrallemenin

uygulanabilirligini gerektirecek kosullar ister. Bunun sonucunda aranan katsayi i¢in,
r=P(r) (6.1)

seklinde lineer olmayan denklem ortaya ¢ikar. Burada P operatorii C[0,1] uzayinda
taniml1 bir lineer olmayan bir operatdrdiir. Bu operator ifadesinin hangi sabit nokta
prensibine yatkinlig1 tespit edilerek bu sabit nokta prensibi bilinmeyen r = r(t)
katsayisinin bulunmasinda uygulanir. Ayrica bu bulamin tekligi ve problem
verilerine siirekli bagliligi Gronwall tipli esitsizlikler kullanilarak gésterilir. Tiim bu
islemler problemin verilenleri iizerine bazi regiilerlik, uyumluluk ve ortogonallik
kosullar1 gergeklestirilir. Verilenler lizerine minimal kosullar altinda tez de incelenen

problem sonlu farklar yontemi (agik metot, kapali metot, Crank-Nikolson metodu)
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uygulayarak sayisal olarak ¢oziilebilir. Daha sonra ek kosula rastgele hata eklemekle
yontemin kararlilig1 incelenebilir. Ihtiyag duyulmas: halinde yénteme regularizasyon

teknikleri uygulanabilir.
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