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ÖZET 

TEZİN BAŞLIĞI: Jordan Homomorfizmaları 

YAZAR ADI      : Işıl ÖNER 

 

Bu çalışmada Jordan homomorfizmalarının temel özellikleri irdelendi ve farklı 

cebirsel yapılar üzerinde kurulmuş Jordan homomofizmalarının hangi koşullar 

altında homomorfizma hangi koşullar altında anti-homomorfizma olduğu 

incelenmiştir. 

     

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



SUMMARY 

THESIS TOPIC     : Jordan Homomorphism 

AUTHOR NAME :  Işıl ÖNER     

   

    In this academic work, fundamental properties of Jordan Homomorphisms are 

scrutinized. Here it is examined in which circumstances Jordan Homomorphisms set 

on different algebraic structures are Homomorphisms ,and in which circumstances 

they are anti-homomorphisms 
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1 G·IR·IŞ

Bu çal¬̧smada ki amaç Jordan izomor�zmalar¬n¬tan¬mlamakt¬r. Bu problem uzun

bir tarihe sahip olup bu konuda ki ilk sonuçlar 1940-1950 li y¬llarda elde edildi.

Herstein�in [2] klasik teoremi gösterdi ki karakteristi¼gi 2 ve 3 ten farkl¬olan asal

halkalar aras¬nda tan¬mlanan her Jordan homomor�zmas¬ya homomor�zmad¬r

ya da anti-homomor�zmad¬r. Daha sonra Smiley�in [6] çal¬̧smas¬nda karakteris-

ti¼gin 3 ten farkl¬olmas¬gerekmedi¼gi gösterildi. Tr (R), R halkas¬üzerinde tan¬ml¬

tüm r � r üst üçgen matrislerin halkas¬olarak tan¬mlans¬n. 1998 de Moln¼ar ve

Śemrl sadece F en az 3 eleman içeren bir cisim oldu¼gunda Tr (F) in Jordan

otomor�zmalar¬n¬n otomor�zma ve anti-otomor�zma oldu¼gunu ispat ettiler. Bei-

dar, Bre�ar ve Chebotar [5] bu sonuçlar¬genelleştirdiler. Yani C idempotentleri

sadece 0 ve 1 olan birimli, 2-torsion free de¼gi̧smeli halka olmak üzere C üzerindeki

herhangi bir cebir Tr (C) nin her Jordan izomor�zmas¬n¬n ya izomor�zma ya da

anti-izomor�zma oldu¼gunu gösterdiler. Ay¬ca Lu, [4] Nest cebirler aras¬ndaki

her Jordan izomor�zmas¬n¬n ya izomor�zma ya da anti-izomor�zma oldu¼gunu

ispatlad¬. 2005 de Tsai-Lien Wong [7] bu sonuçlar¬genelleştirerek üçgen matris-

lerin Jordan homomor�zmalar¬n¬inceledi. Yine 2005 te üçgen matrislerin Jordan

homomor�zmalar¬üzerine di¼ger bir çal¬̧smada Dominik Benkoviµc [1] taraf¬ndan

yap¬ld¬. Bu tezde Jordan homomor�zmalar¬n¬n genel özellikleri verilip, üçgen

matrisler üzerinde tan¬mlanan Jordan homomor�zmalar¬incelenmi̧stir.
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2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 1 Boş olmayan bir R kümesi üzerinde "+" ve " � " ikili işlemleri tan¬m-

lans¬n. (R;+) de¼gişmeli grup ve (R; �) yar¬grup olmak üzere, " �" işleminin "+"

işlemi üzerine sa¼gdan ve soldan da¼g¬lma özelli¼gi varsa, (R;+; �) cebirsel yap¬s¬na

bir halka denir. Halkan¬n " � " işlemine göre birim eleman¬ varsa halkaya bir-

imli halka denir. E¼ger halkan¬n " � " işlemine göre de¼gişme özelli¼gi varsa halkaya

de¼gişmeli halka denir.

Tan¬m 2 Birimli bir halkan¬n, s¬f¬rdan farkl¬her eleman¬n¬n tersi varsa bu halkaya

bölümlü halka denir.

Tan¬m 3 R halkas¬nda 0R 6= a 2 R eleman¬için ab = 0R (veya ba = 0R) olacak

şekilde 90R 6= b 2 R bulunabiliyorsa a ya b nin s¬f¬r böleni veya k¬saca a; b ye R

halkas¬n¬n s¬f¬r bölen çifti denir.

Tan¬m 4 Birden fazla elemanl¬, birimli ve s¬f¬r bölensiz halkaya bölge, de¼gişmeli

bölgeye de taml¬k bölgesi denir.

Tan¬m 5 R bir taml¬k bölgesi olsun. n1R = 0 olacak şekilde bir n 2 Z+ varsa

böyle n lerin en küçü¼güne R nin karakteristi¼gi denir. E¼ger bu özellikte hiçbir

n say¬s¬ bulunam¬yorsa R nin karakteristi¼gi s¬f¬rd¬r denir. Örne¼gin R cisminin

karakteristi¼gi s¬f¬rd¬r. Di¼ger bir örnek verilirse; p asal say¬olmak üzere Zp taml¬k

bölgesinin karateristi¼gi p dir.

Tan¬m 6 R bir halka olmak üzere, e¼ger 2x = 0 iken x = 0 ise R, 2-torsion

free�dir. Bundan dolay¬R�nin 2-torsion free olmas¬R nin karakteristi¼ginin 2

olmad¬¼g¬n¬gösterir.

Tan¬m 7 8a; b 2 R için aRb = (0) iken a = 0 veya b = 0 ise R halkas¬na asal

halka denir. Ya da eşde¼ger olarak şu tan¬mlama yap¬bilir: I ve J , R halkas¬n¬n

idealleri olsunlar. E¼ger I veJ s¬f¬rdan farkl¬ ideallerken IJ ideali de s¬f¬rdan

farkl¬ise, R halkas¬na asal halka denir. 2� 2 tamsay¬matrislerinin halkas¬asal

halkaya örnek olarak verilebilir.

Tan¬m 8 Herhangi bir a 2 R için, a2 = a koşulu sa¼glan¬yorsa a ya idempotent

eleman denir.
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Tan¬m 9 A 6= ? bir küme ve F bir cisim olmak üzere A kümesi üzerinde tan¬ml¬

iki ikili işlem ve cisimden al¬nan elemanlarla skalerle çarpma işlemi tan¬mlans¬n.

1. A; F cismi üzerinde iki ikili işlem ve skalerle çarpma işlemine göre vektör

uzay¬,

2. A iki ikili işlemlere göre bir halka (birleşimli),

3. u; v 2 A; r 2 F için (ru) v = u (rv) = r (uv) koşullar¬gerçekleniyorsa,

A ya bir F-cebir denir.

Önerme 1 B; A n¬n boş olmayan bir alt kümesi olsun. B nin, A n¬n bir alt

cebiri olmas¬ için gerek ve yeter şart, 8x; y 2 B ve 8� 2 F için, x + y 2 B;

xy 2 B ve �x 2 B olmas¬d¬r.

Tan¬m 10 S bir halka, I, S nin boş olmayan bir alt halkas¬olsun. a 2 I; r 2 S

için, ar 2 I (sa¼g ideali); ra 2 I(sol ideali) koşullar¬ sa¼glan¬yorsa I, S nin bir

idealidir.

Tan¬m 11 Kendisi ve s¬f¬r ideali d¬̧s¬nda başka iki tara�¬ideali olmayan halkaya

basit halka denir.

Tan¬m 12 8a; b 2 R için

' (a+ b) = ' (a) + ' (b) ; ' (ab) = ' (a)' (b)

koşullar¬n¬sa¼glayan, R halkas¬ndan R0 halkas¬na tan¬ml¬' dönüşümüne homo-

mor�zma,

8a; b 2 R için

' (a+ b) = ' (a) + ' (b) ; ' (ab) = ' (b)' (a)

koşullar¬n¬sa¼glayan, R halkas¬ndan R0 halkas¬na tan¬ml¬' dönüşümüne de anti-

homomor�zma denir.
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Tan¬m 13 R ve R0 birer halka olmak üzere, � : R ! R0 dönüşümü 8a; b 2 R

için aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glad¬¼g¬nda � ye Jordan homomor�zmas¬denir:

� (a+ b) = � (a) + � (b) (2:1)

� (ab+ ba) = � (a)� (b) + � (b)� (a) (2:2)

R0 halkas¬n¬n karakteristi¼gi 2 den farkl¬oldu¼gunda (2:2) koşulu aşa¼g¬daki koşula

denktir:

�
�
a2
�
= �2 (a) (2:3)

Bu denklik aşa¼g¬daki gibi gösterilir :

(2:2)) (2:3) :

� (ab+ ba) = � (a)� (b) + � (b)� (a)

olsun. Buradan kolayca görülür ki 8a; b 2 R için koşullar sa¼glad¬¼g¬ndan b = a

için

�
�
a2 + a2

�
= � (a)� (a) + � (a)� (a)

) �
�
a2
�
+ �

�
a2
�
= �2 (a) + �2 (a)) 2�

�
a2
�
= 2�2 (a)

dir. R0 nün karakteristi¼gi 2 den farkl¬oldu¼gundan � (a2) = �2 (a) elde edilir.

(2:3) ) (2:2) :

�
�
a2
�
= �2 (a)

olsun. a = b+ c seçilirse

�
�
a2
�
= �2 (a)) �

�
(b+ c)2

�
= �2 (b+ c)

) �
�
b2 + bc+ cb+ c2

�
= [� (b) + � (c)] [� (b) + � (c)]

) �
�
b2
�
+ � (bc+ cb) + �

�
c2
�

= �2 (b) + � (b)� (c) + � (c)� (b) + �2 (c)

) � (bc+ cb) = � (b)� (c) + � (c)� (b)

elde edilir.
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Ayr¬ca her homomor�zma ve her anti-homomor�zman¬n Jordan homomor�z-

mas¬oldu¼gu da gösterilebilir.

' homomor�zma olsun. O halde ' (a+ b) = ' (a)+' (b) ; ' (ab) = ' (a)' (b)

dir. Bu tan¬mdan görülüyor ki ' (a+ b) = ' (a) + ' (b) oldu¼gundan jordan ho-

momor�zmas¬n¬n (1) koşulu sa¼glan¬yor. Homomor�zman¬n tan¬m¬ndan

' (ab+ ba) = ' (ab) + ' (ba)

= ' (a)' (b) + ' (b)' (a)

dir. O halde (2) koşulu da sa¼glanm¬̧s olur. Yani her homomor�zma Jordan homo-

mor�zmas¬d¬r. Benzer olarak her anti-homomor�zman¬n Jordan homomor�zmas¬

oldu¼gu da gösterilebilir.

Bu tez boyunca aksi belirtilmedikçe � dönüşümünü R den R0 ne tan¬ml¬Jor-

dan homomor�zmas¬ve R0 halkas¬n¬n karakteristi¼gini de 2 den farkl¬varsay¬la-

cakt¬r. Şimdi Jordan homomor�zmalar¬ile ilgili Herstein�in [2] Teoremini ve bu

teoremin ispat¬için gerekli baz¬yard¬mc¬önermeler verilecektir. ·Ispatlarda kul-

lan¬lacak baz¬notasyonlar gösterim kolayl¬¼g¬olmas¬bak¬m¬ndan aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlanm¬̧st¬r:

8a; b 2 R için

ab = � (ab)� � (a)� (b) ; ab = � (ab)� � (b)� (a) :

Teorem 2 (Herstein �n¬n Teoremi): R halkas¬ndan karakteristi¼gi 2 ve 3 ten

farkl¬ olan R0 asal halkas¬na tan¬ml¬ � dönüşümü ya homomor�zmad¬r ya da

anti-homomor�zmad¬r.

Lemma 3 8a; b 2 R için � (bab) = � (b)� (a)� (b) d¬r.

·Ispat. [Ek-1]

Yukar¬daki yard¬mc¬önermede b yerine b+ c yaz¬p lineerize edilirse aşa¼g¬daki

lemma elde edilir

Lemma 4 8a; b; c 2 R için � (abc+ cba) = � (a)� (b)� (c) + � (c)� (b)� (a) dir.

Lemma 5 8a; b; c 2 R için
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(i) ab+c = ab + ac, ab+c = ab + ac ,

(ii) (a+ b)c = ac + bc, (a+ b)c = ac + bc ,

(iii) ab = �ba ,ab = �ba ,

(iv) a2b = 2ab ; a2b = 2ab; a�b = �ab; a�b = �ab:

·Ispat. [Ek-1]

Lemma 6 8a; b 2 R için

(1) abab = 0

(2) aba
b = 0:

·Ispat. [Ek-1]

Lemma 7 8a; b; r 2 R için ab� (r) ab = ab� f(ab� ba) rg dir.

·Ispat.

� (r) ab = � (r) [� (ab)� � (a)� (b)]

= � (r)� (ab)� � (r)� (a)� (b)� � (bar) + � (b)� (a)� (r)

= � (r)� (ab) + � (b)� (a)� (r)� � (rab+ bar) lemma 4-ten

= � (r)� (ab) + � (b)� (a)� (r)� �[rab+ bar + (ab) r � (ab) r]

= [� (b)� (a)� � (ab)]� (r) + � f(ab� ba) rg

) � (r) ab = �ab� (r) + � f(ab� ba) rg (2:4)

dir. ·Ifade soldan ab ile çarp¬l¬r ve bir önceki lemma kullan¬l¬rsa

ab� (r) ab = ab� f(ab� ba) rg

elde edilir. (2:4) ifadesi düzenlenirse

� (r) ab + ab� (r) = � f(ab� ba) rg (2:5)
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elde edilir. Benzer şekilde 8a; b; r 2 R için

ab� (r) + � (r) ab = � fr (ab� ba)g (2:6)

dir. abab = 0 oldu¼gundan (2:5) eşitli¼gi soldan ab ile çarp¬ld¬¼g¬nda (2:7) eşitli¼gi

elde edilir. (2:5) eşitli¼gi sa¼gdan ab ile ve (2:6) eşitli¼gi de soldan ab ile çarp¬l¬rsa

(2:12) eşitli¼gi elde edilir:

ab� (r) ab = ab� f(ab� ba) rg (2:7)

ab� (r) ab = � f(ab� ba) rg ab = ab� fr (ab� ba)g (2:8)

(2:6) ifadesi 8a; b; r 2 R için geçerli oldu¼gundan r yerine (ab� ba) r yaz¬l¬p bulu-

nan eşitlikte (2:7) ve (2:8) eşitlikleri yerine yaz¬l¬rsa

ab� (r) + � (r) ab = � fr (ab� ba)g

ab� ((ab� ba) r) + � ((ab� ba) r) ab = � f(ab� ba) r (ab� ba)g

) ab� (r) ab + ab� (r) ab = � (ab� ba)� (r)� (ab� ba) (2:9)

elde edilir. � (ab� ba) hesaplan¬rsa

� (ab� ba) = � (ab� ba+ ab� ab) = 2� (ab)� � (ab+ ba)

= 2� (ab)� [� (a)� (b) + � (b)� (a)]

= [� (ab)� � (a)� (b)] + [� (ab)� � (b)� (a)]

� (ab� ba) = ab + ab

dir. Son eşitlik (2:9) te gözönüne al¬n¬rsa,

ab� (r) ab + ab� (r) ab =
�
ab + ab

�
� (r)

�
ab + ab

�
ab� (r) + � (r) ab = ab� (r) ab + ab� (r) ab + ab� (r) a

b + ab� (r) ab

) ab� (r) ab + ab� (r) a
b = 0 (2:10)
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bulunur. R de ki baz¬c ve d elemanlar¬için
�
cd
�2 6= 0 oldu¼gunu kabul edelim.

(2:10) eşitli¼gi 8a; b 2 R için geçerli oldu¼gundan c ve d için tekrar yaz¬l¬p bulunan

ifade cd ile soldan çarp¬l¬rsa,

�
cd
�2
� (r) cd + cdcd� (r) c

d = 0

)
�
cd
�2
� (r) cd = 0

d¬r.
�
cd
�2 6= 0 ve R0 asal halka oldu¼gundan cd = 0 d¬r. (2:10) eşitli¼ginde b yerine

b+ x al¬p lineerize edilirse ve lemma 5 kullan¬l¬rsa

) ab+x� (r) ab+x + ab+x� (r) a
b+x = 0

)

0 = ab� (r) ab + ab� (r) ax + ax� (r) ab + ax� (r) ax

+ab� (r) a
b + ab� (r) a

x + ax� (r) a
b + ax� (r) a

x

(2:10) eşitli¼ginden biliniyor ki,

ab� (r) ab + ab� (r) ab = 0

ve

ax� (r) ax + ax� (r) a
x = 0:

d¬r. O halde buradan

ab� (r) ax + ax� (r) ab + ab� (r) a
x + ax� (r) a

b = 0 (2:11)

Benzer şekilde daha önce ispatlanan abab = 0 ifadesinde yine b yerine b + x

yaz¬l¬p lineerize edilirse

abax + axab = 0 (2:12)
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8a; b; x; r için (2:11) ve (2:12) ifadeleri elde edilir. (2:11) ve (2:12) ifadeleri 8

a; b; x; r için sa¼gland¬¼g¬ndan a = c ve b = d için de sa¼glan¬r. Yani

cd� (r) cx + cx� (r) cd + cd� (r) c
x + cx� (r) c

d = 0

cdcx + cxcd = 0

olur. cd = 0 oldu¼gundan 8 x; r 2 R için

cd� (r) cx + cx� (r) c
d = 0 (2:13)

cdcx = 0 (2:14)

elde edilir. (2:13) ifadesi soldan cd ile çarp¬l¬r ve (2:14) ifadesi gözönüne al¬n¬rsa

0 =
�
cd
�2
� (r) cx + cdcx� (r) c

d

) 0 =
�
cd
�2
� (r) cx

elde edilir.
�
cd
�2 6= 0 ve R0 asal halka oldu¼gundan

cx = �xc = 0) cx = xc = 0

bulunur.
�
cd
�2
= (dc)2 6= 0 oldu¼gundan 8x 2 R için dx = xd = 0 oldu¼gu biliniyor.

Şimdi (2:10) te tekrar b yerine b + x ve a yerine a + y yaz¬l¬p lineerize edilirse

8a; b; r; x; y 2 R için

0 = ab� (r) ax + ab� (r) yx + yb� (r) ax + yb� (r) yx +

ax� (r) ab + ax� (r) yb + yx� (r) ab + yx� (r) yb

+ab� (r) a
x + ab� (r) y

x + yb� (r) a
x + yb� (r) y

x

+ax� (r) a
b + ax� (r) y

b + yx� (r) a
b + yx� (r) y

b

(2:15) ifadesi de gözönünde bulundurulursa

0 = ab� (r) yx + yb� (r) ax + ax� (r) yb + yx� (r) ab + (2:15)

ab� (r) y
x + yb� (r) a

x + ax� (r) y
b + yx� (r) a

b
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elde ederiz. Burada a = c ve b = d yaz¬ld¬¼g¬nda,

0 = cd� (r) yx + yd� (r) cx + cx� (r) yd + yx� (r) cd + cd� (r) y
x

+yd� (r) c
x + cx� (r) y

d + yx� (r) c
d

�
cd
�2 6= 0 oldu¼gunda cx = 0, cd = 0 ve 8x 2 R için dx = xd = 0 oldu¼gundan

yd = 0 eşitli¼gi de gözönünde bulundurulursa

cd� (r) yx + yx� (r) c
d = 0: (2:16)

Benzer şekilde abab = 0 ifadesinde b yerine b+ x ve a yerine a+ y yaz¬p lineerize

edilirse

0 = axab + axyb + yxab + yxyb + abax

+abyx + ybax + ybyx

(2:12) ifadesi de gözönünde bulundurulursa 8a; b; x; y 2 R için

axyb + yxab + abyx + ybax = 0 (2:17)

elde edilir. (2:17) de a = c ve b = d al¬n¬rsa 8 x; y 2 R için

cxyd + yxcd + cdyx + ydcx = 0 ) cdyx = 0

elde edilir. (2:16) ifadesi soldan cd ile çarp¬l¬p bulunan sonuncu eşitlik de

gözönünde bulundurulursa,

�
cd
�2
� (r) yx + cdyx� (r) c

d = 0)
�
cd
�2
� (r) yx = 0

elde edilir. R0 asal halka ve
�
cd
�2 6= 0 oldu¼gundan yx = 0 d¬r. Bu ise
� (xy) = � (y)� (x)
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oldu¼gunu gösterir. Yani �, anti-homomor�zmad¬r. Benzer şekilde baz¬ c ve d

say¬lar¬ için (cd)
2 6= 0 ise 8x; y 2 R için yx = 0 gösterilebilir. Bu ise � nin

homomor�zma olmas¬demektir.

3 ÜÇGEN MATR·ISLER·IN JORDAN

HOMOMORF·IZMALARI

Birinci bölümde tan¬mland¬¼g¬gibi Tn (C), birimli ve de¼gi̧smeli C halkas¬üzerinde

tan¬ml¬tüm n � n üst üçgen matrislerin halkas¬olsun. Mn (C) ise C üzerinde

tan¬ml¬tüm n� n matrislerin cebiri olsun (n � 2). Ancak burada ilk bölümden

farkl¬olarak Jordan homomor�zmas¬cebir yap¬lar¬üzerinde tan¬mlanacak. Bu

bölümde ki tüm cebirler 2-torsion free kabul edilecektir.

Tan¬m 14 A ve B, C halkas¬üzerinde tan¬ml¬bir cebir olmak üzere ' : A ! B

lineer dönüşümü 8 a; b 2 A için

' (ab+ ba) = ' (a)' (b) + ' (b)' (a)

koşulunu sa¼glarsa '-ye Jordan homomor�zmas¬denir.

Lemma 8  : A ! B bir homomor�zma ve � : A ! B bir anti-homomor�zma

ise onlar¬n toplam¬' =  + �, a 2 A için aşa¼g¬daki koşulu sa¼glad¬¼g¬nda ' bir

Jordan homomor�zmas¬d¬r:

 (a) � (a) + � (a) (a) = 0

·Ispat.  : A ! B bir homomor�zma ve � : A ! B bir anti-homomor�zma

olsun. ' nin Jordan homomor�zmas¬oldu¼gu aşa¼g¬daki şekilde gösterilir. Homo-

mor�zma ve anti-homomor�zma tan¬m¬ndan '-nin Jordan homor�zmas¬olmas¬

için gerekli 1: koşulun sa¼glad¬¼g¬aç¬kt¬r. 2:koşulun da sa¼gland¬¼g¬aşa¼g¬daki şekilde

gösterilir:  : A ! B bir homomor�zma ve � : A ! B bir anti-homomor�zma
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ise aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yorlar.

 (a+ b) =  (a) +  (b) ;  (ab) =  (a) (b)

� (a+ b) = � (a) + � (b) ; � (ab) = � (b) � (a)

O halde,

'
�
a2
�
= ( + �)

�
a2
�
=  

�
a2
�
+ �

�
a2
�

(3:1)

=  (aa) + � (aa)

=  (a) (a) + � (a) � (a)

elde edilir. Di¼ger taraftan

'2 (a) = ( + �)2 (a) (3:2)

= [ (a) + � (a)] [ (a) + � (a)]

=  (a) (a) +  (a) � (a) + � (a) (a) + � (a) � (a) :

Biliniyor ki '-nin jordan homor�zmas¬olmas¬için

'
�
a2
�
= '2 (a)

koşulu sa¼glanmal¬d¬r. O halde (3:1) ve (3:2) eşitliklerinin sonuçlar¬karş¬laşt¬r¬l¬rsa

 (a) (a) + � (a) � (a) =  (a) (a) +  (a) � (a) + � (a) (a) + � (a) � (a)

Buradan

 (a) � (a) + � (a) (a) = 0

elde edilir. O halde yukar¬daki koşul sa¼gland¬¼g¬nda '; Jordan homor�zmas¬d¬r.

 ve � n¬n görüntüleri, B nin arakesitleri 0 olan iki idealinin içindeyse, yani

I \ J = f0g için  (A) � I ve � (A) � J oldu¼gunda

 (a) � (a) + � (a) (a) = 0
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koşulu sa¼glan¬r.

Örnek 1 a ve b ayn¬köşegen elemanlar¬na sahip ve a üst üçgen, b alt üçgen ma-

tris olmak üzere (a; b) formundaki tüm elemanlar¬n oluşturdu¼guMn (C)�Mn (C),

n � 2 cebirinin B alt cebiri al¬ns¬n. at; a n¬n transpozunu göstersin. ' (a) =

(a; at) şeklinde ' : Tn (C)! B dönüşümünü tan¬mlans¬n. Burada ' ne homomor-

�zma ne de anti-homomor�zma olmayan bir Jordan homomor�zmas¬d¬r. Üstelik

biliniyor ki;

Uyar¬9 ' bir homomor�zma ile anti-homomor�zman¬n toplam¬de¼gildir.

·Ispat. Varsayal¬m ki  : Tn (C)! B bir homomor�zma ve � : Tn (C)! B bir

anti-homomor�zma olacak şekilde ' =  + � vard¬r. 1 ile birim matris ve 10 =

(1; 1) ile B cebirinin birim eleman¬tan¬mlans¬n ve ' (1) = 10: Ayr¬ca e =  (1),

f = � (1). Burada e ve f , B de idempotenttir ve e+ f = 10: 8a 2 Tn (C) için

' (a) = 10' (a) = (e+ f) ( (a) + � (a))

= e (a) + f (a) + e� (a) + f� (a)

=  (a) + f (a) + e� (a) + � (a)

' (a) =  (a) + � (a) oldu¼gundan

f (a) + e� (a) = 0 (3:3)

elde edilir. (3:3) ifadesi sa¼gdan e ile çarp¬l¬rsa

ef (a) + e2� (a) = 0:

e ve f idempotent e+ f = 10 oldu¼gundan

ef = (10 � f) f = f � f 2 = 0

d¬r. O halde buradan e� (a) = 0 elde edilir. Son ifade (3:3) de yerine yaz¬l¬rsa

f (a) = 0 olur. Benzer şekilde

 (a) f = � (a) e = 0
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oldu¼gu da gösterilebilir. Bu da  (a)+� (a) = (a; at) formundaki elemanlarla e ve

f nin de¼gişmeli oldu¼gunu gösterir. Kolayca kontrol edilebilir ki a 2 Tn (C) olmak

üzere, (a; at) formundaki elemanlardan, sadece B deki elemanlarla de¼gişmeli olan

elemanlar � 2 C için �10 formundad¬r. Bundan dolay¬" 2 C idempotent eleman¬

vard¬r öyle ki e = "10 ve f = (1� ") 10: Buradan

 (a) = e (a) = e (' (a)� � (a)) = e' (a)� e� (a)

e� (a) = 0 ve e = "10 oldu¼gundan 8a 2 Tn (C) için

 (a) = "' (a)

olur. Bundan dolay¬

"' (e12) = " (e12; e21) =  (e11e12)

=  (e11) (e12) ,  homomor�zma oldu¼gundan

= " (e11; e11) " (e12; e21) = "2 (e11e12; e11e21) = " (e12; 0)

" (e12; e21) = " (e12; 0) (3:4)

(3:4) eşitli¼ginin sa¼glanmas¬için " = 0 olmal¬d¬r. Bu takdirde  = 0 olur. Yani '

anti-homomor�zmad¬r. Bu da bir çelişkidir.

Bununla birlikte ' toplam olarak de¼gil, farkl¬bir şekilde Tn (C) den B ye bir

(anti) homomor�zma olarak ifade edilebilir. Bunu göstermek için öncelikle baz¬

notasyonlar tan¬mlayal¬m:

Dn (C) ile tüm köşegen matrislerin kümesi, Sn (C) ile de kesin üst üçgen ma-

trislerin kümesi tan¬mlans¬n. Burada Dn (C), Tn (C) nin alt cebiri ve Sn (C) de

Tn (C) nin bir idealidir ve Tn (C) = Dn (C) � Sn (C) dir. Yani 8a 2 Tn (C) için

d 2 Dn (C) ve s 2 Sn (C) için a = d + s; olacak şekilde tek türlü gösterilebilir.

� (a) = d ile

� : Tn (C)! Dn (C)

projeksiyonu tan¬mlanabilir.
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8a1; a2 2 Tn (C) için d1; d2 2 Dn (C) ve s1; s2 2 Sn (C) için a1 = d1 + s1ve

a2 = d2 + s2 tan¬mlan¬rsa,

� (a1 + a2) = d1 + d2 = � (a1) + � (a2)

� (a1a2) = � (d1d2 + d1s2 + s1d2 + s1s2)

= d1d2 = d2d1

= � (a1)� (a2) = � (a2)� (a1)

olur. Bu ise, � nin ayn¬anda hem homomor�zma hem de anti-homomor�zma

oldu¼gunu gösterir.

Uyar¬10 Tn (C)! B bir  homomor�zmas¬ve Tn (C)! B bir � anti-homomor�zmas¬

vard¬r öyle ki

 jDn(C)= � jDn(C)

ve

 (Sn (C)) � (Sn (C)) = � (Sn (C)) (Sn (C)) = f0g

' =  + � � �

Burada � =  � = ��:

·Ispat.

 (a) = (a; � (a)) ; � (a) =
�
� (a) ; at

�
ile  ; � : Tn (C) ! B dönüşümleri tan¬mlans¬n. Burada  homomor�zma ve �

anti-homomor�zmad¬r. Tan¬mlanan bu dönüşümlerin istenilen özellikleri sa¼glad¬¼g¬n¬

gösterelim: d 2 Dn (C) olsun.  (d) = (d; � (d)) = (d; d) ve � (d) = (� (d) ; dt) =

(d; d) oldu¼gundan

 jDn(C)= � jDn(C)
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dir. Şimdi s 2 Sn (C) alal¬m.

 (s) � (s) = (s; � (s))
�
� (s) ; st

�
= s� (s)� � (s) st = 0

ve benzer şekilde � (s) (s) = 0 d¬r. Böylece

 (Sn (C)) � (Sn (C)) = � (Sn (C)) (Sn (C)) = f0g

oldu¼gu gösterilmiş oldu.

( + � � �) (a) =  (a) + � (a)� � (a)

= (a; � (a)) +
�
� (a) ; at

�
�  � (a)

= (a; d) +
�
d; at

�
�  (d)

= (a; d) +
�
d; at

�
� (d; d)

=
�
a; at

�
= '(a)

Uyar¬11
�
 : Tn (C) !

�
B bir homomor�zma ve

�
� : Tn (C) !

�
B bir anti-

homomor�zma olmak üzere B �
�
B vard¬r öyle ki

�
' =

�
 +

�
�

d¬r.

·Ispat. a üst üçgen, b alt üçgen matris olmak üzere (a; b) formundaki tüm

elemanlar¬n oluşturdu¼gu Mn (C) �Mn (C) cebirinin
�
B alt cebirini alal¬m. B �

�
B ve

�
 = (a; 0) ve

�
� (a) = (0; at) her ikisinin de görüntü kümesi

�
B olan bir

homomor�zma ve bir anti-homomor�zma tan¬mlam¬̧s oluruz öyle ki
�
' =

�
 +

�
�

d¬r. Gerçekten

�
 (a+ b) = (a+ b; 0) = (a; 0) + (b; 0) =

�
 (a) +

�
 (b)

�
 (ab) = (ab; 0) = (a; 0) (b; 0) =

�
 (a)

�
 (b)
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dir, yani
�
 bir homomor�zmad¬r. Ayn¬zamanda

�
� (a+ b) =

�
0; at + bt

�
=
�
0; at

�
+
�
0; bt

�
=

�
� (a) +

�
� (b)

�
� (ab) =

�
0; (ab)t

�
=
�
0; btat

�
=
�
0; bt

� �
0; at

�
=

�
� (b)

�
� (a)

oldu¼gundan
�
� da bir anti-homomor�zmad¬r ve

�
' (a) =

�
a; at

�
= (a; 0) +

�
0; at

�
=

�
 (a) +

�
� (a)

d¬r.

3.1 Yak¬n Toplam(Near-Sum):

Bu bölümde kabul edece¼giz ki A, C üzerinde bir cebirdir öyleki A1; A n¬n bir

ideali ve A0; A n¬n bir alt cebiri olmak üzere

A = A0 �A1

şeklinde direkt toplam olarak yaz¬labiliyor. �, A dan A0 a bir projeksiyon

yani � (a0 + a1) = a0 olsun. Aç¬kt¬r ki � bir homomor�zmad¬r. A = T n (C) ;

A0 = Dn (C) ; A1 = Sn (C) oldu¼gu durum önemlidir. Bu bölümde ayr¬ca A,

A0 �A1 şeklinde dekompoze edilebilen herhangi bir cebirdir. Genel olarak B ile

herhagi bir C-cebiri tan¬mlanacakt¬r. Şimdi uyar¬11 deki notasyonlar gözönünde

bulundurularak aşa¼g¬daki tan¬mlama yap¬labilir:

Tan¬m 15  : A ! B bir homomor�zma ve � : A ! B bir anti-homomor�zma

olmak üzere

 jA0= � jA0

ve

 (A1) � (A1) = � (A1) (A1) = f0g ;

olsun. Bu takdirde

' =  + � � �
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 ve � n¬n yak¬n toplam¬olarak adland¬r¬l¬r. Burada

� =  � = ��

dir.

Bundan dolay¬bu bölümün baş¬nda tan¬mlanan ', � anti-homomor�zmas¬ve

 homomor�zmas¬n¬n s¬ras¬yla Dn (C) ve Sn (C) ye göre yak¬n toplam¬d¬r. Eger

 ve � n¬n yak¬n toplam¬' ise o zaman 8 a = a0 + a1 2 A için

' (a0) =  (a0) = � (a0) = � (a0)

oldu¼gunu gösterelim: a n¬n tan¬m¬ndan � (a0) =  � (a0) =  (a0) d¬r ve

 jA0= � jA0

oldu¼gundan  (a0) = � (a0) d¬r. ' nin tan¬m¬ndan da

' (a0) =  (a0) + � (a0)� � (a0) =  (a0)

elde edilir. O halde

' (a0) =  (a0) = � (a0) = � (a0) (3:1:1)

d¬r.

' (a) =  (a) + � (a)� � (a)

Burada � (a) =  � (a) =  (a0) d¬r. O halde son eşitlikten

' (a) =  (a) + � (a)�  (a0)

' (a) =  (a� a0) + � (a) =  (a1) + � (a0 + a1)

=  (a1) + � (a0) + � (a1)

' (a0) = � (a0) oldu¼gundan

' (a) = ' (a0) +  (a1) + � (a1) (3:1:2)
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elde edilir.

Özellikle ' nin A0 a k¬s¬tlan¬̧s¬ayn¬anda hem homomor�zmad¬r hem de anti-

homomor�zmad¬r. A0 = 0 oldu¼gu durumda yak¬n toplam bildi¼gimiz toplamla

çak¬̧s¬r.

Lemma 12 Bir homomor�zma ve anti-homomor�zman¬n yak¬n toplam¬Jordan

homomor�zmas¬d¬r.

·Ispat. ', bir  homomor�zmas¬ile � anti-homomor�zmas¬n¬n yak¬n toplam¬

olsun. Bu durumda 8 a = a0 + a1 2 A için

( � �) (a) (� � �) (a) = ( � �) (a0 + a1) (� � �) (a0 + a1)

= [ (a0 + a1)� � (a0 + a1)] [� (a0 + a1)� � (a0 + a1)]

= [ (a0 + a1)�  (a0)] [� (a0 + a1)� � (a0)]

=  (a1) � (a1)

ve  (A1) � (A1) = � (A1) (A1) = f0g oldu¼gundan

( � �) (A) (� � �) (A) = (� � �) (A) ( � �) (A) = f0g

d¬r. Bu nedenle 8 a 2 A için

'2 (a) = [( � �) (a) + (� � �) (a) + � (a)]2

= ( � �)2 (a) + (� � �)2 (a) + �2 (a)

+ ( � �) (a) (� � �) (a) + (� � �) (a) ( � �) (a)

+ � (a) ( � �) (a) + ( � �) (a)� (a)

+ � (a) (� � �) (a) + (� � �) (a)� (a)

=  2 (a) + �2 (a)� �2 (a)

 homomor�zma ve � anti-homomor�zma oldu¼gundan

'2 (a) =  
�
a2
�
+ �

�
a2
�
� �2 (a) = '

�
a2
�
:
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Lemma 13 Farzedelim ki A n¬n her I ideali için � (I) � I olsun. E¼ger 
 :

A ! B; bir homomor�zma veya anti-homomor�zma ise bu takdirde 
 (A) ; 
 (A)

n¬n bir 
 (A1) ideali ile bir 
 (A0) alt cebirinin C-modül direkt toplam¬d¬r. Yani


 (A) = 
 (A0)� 
 (A1) dir.

·Ispat. 
 (A0)\ 
 (A1) = f0g oldu¼gunu göstermemiz yeterli olacakt¬r. Varsay-

al¬m ki baz¬a0 2 A0 ve a1 2 A1 için 
 (a0) = 
 (a1) olsun. O zaman a0�a1 2 ker 


dir. ker 
; A n¬n bir ideali oldu¼gundan � (I) � I varsay¬m¬m¬zdan � (a0 � a1) =

a0 2 ker 
: Buradan a0; a1 2 ker 
. 0 = 
 (a0) = 
 (a1) ) a1 2 ker 
:

Tan¬m 16 R ve S taml¬k bölgeleri verildi¼ginde, R den S ye 1:1 bir homor�zma

bulunabiliyorsa R; S içine gömülebilir denir.

Lemma 14 ' : A ! B;  homomor�zmas¬ile � anti-homomor�zmas¬n¬n yak¬n

toplam¬olsun. Farzedelim ki aşa¼g¬daki koşullar sa¼glans¬n:

i. A n¬n her I ideali için � (I) � I;

ii.  (A)\ � (A1) = f0g (veya  (A1) \ � (A) = f0g) ;

iii. B cebiri ' (A) taraf¬ndan üretilir.

Bu takdirde
�
B cebiri ve gömülebilir i : B !

�
B dönüşümü vard¬r öyle ki �' = i';

�
' =

�
 +

�
� şeklindedir. Burada

�
 : A !

�
B bir homomor�zma ve

�
� : A !

�
B bir

anti-homomor�zmad¬r.

·Ispat.

 (A1) � (A1) = � (A1) (A1) = f0g

ve

' jA0=  jA0= � jA0

eşitlikleri kullan¬l¬rsa kolayca gösterebilir ki ' (A0) +  (A1) + � (A1), B nin alt

cebiridir. (3:1:1) ve (3:1:2) eşitli¼ginden ' (A) n¬n bu alt cebirin her eleman¬

içerdi¼gi görülür ve buradan iii:gözönünde bulundurulursa kolayca görülür ki,

B =' (A0) +  (A1) + � (A1) :
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·Iddia ediyoruz ki bu toplam direkt toplamd¬r. Gerçekten baz¬a0 2 A0; a1; a01 2 A

için

' (a0) +  (a1) + � (a01) = 0

oldu¼gunu varsayaca¼g¬z. ' (a0) =  (a0) eşitli¼gi ve ii ş¬kk¬ kullan¬l¬rsa üstteki

eşitlikten

 (a0 + a1) = � (a01) = 0

elde edilir. Buradan  (a0) =  (�a1) dir ve bir önceki lemma kullan¬l¬rsa ' (a0) =

 (a0) = 0 ve  (a1) = 0. Bu nedenle

B =' (A0)�  (A1)� � (A1) :

�
B =  (A)� � (A)

ve i : B !
�
B dönüşümünü 8a0 2 A0; a1; a01 2 A için

i (' (a0) +  (a1) + � (a01)) = ( (a0 + a1) ; � (a0 + a01))

tan¬mlayal¬m. Yukar¬da belirtildi¼gi gibi ' (a0) +  (a1) + � (a01) = 0. Buradan

' (a0) =  (a0) = � (a0) = 0;  (a1) = 0 ve � (a01) = 0

d¬r. Bu ise özel olarak i nin iyi tan¬ml¬oldu¼gunu gösterir. Üstelik  (a0 + a1) =

� (a0 + a01) = 0 ise bu takdirde bir önceki lemmadan  (a0) =  (a1) = 0 ve

� (a0) = � (a01) = 0 d¬r. Bu ise i nin bire-bir oldu¼gunu gösterir. Basit bir

hesaplama ile i nin cebir homomor�zmas¬oldu¼gu gösterilebilir. Son olarak
�
 :

A !
�
B bir homomor�zma ve

�
� : A !

�
B bir anti-homomor�zma olacak şekilde

�
 (a) = ( (a) ; 0) ;

�
� (a) = (0; � (a))
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tan¬mlayal¬m.

�
 (a) +

�
� (a) = ( (� (a) + (1� �) (a)); �(� (a) + (1� �) (a)))

= i ('� (a) +  (1� �) (a) + � (1� �) (a))

= i' (a) =
�
' (a)

elde ederiz.

3.2 Tn (C) üzerindeki Jordan Homomor�zmalar¬:

A dan B ye tan¬ml¬her ' Jordan homomor�zmas¬, A daki idempotent elemanlar¬

B deki idempotent elemanlara dönüştürür. Yani e;A da bir idempotent eleman ise

' (e) de B de idempotenttir. Jordan homomor�zmas¬n¬n 2: koşulunun aşa¼g¬daki

eşitli¼ge denk oldu¼gu gösterilmi̧sti.

'
�
a2
�
= '2 (a) :

Buradan

'2 (e) = '
�
e2
�
= ' (e)

olur ki bu da ' (e) nin idempotent oldu¼gunu gösterir. e idempotent eleman.olmak

üzere e; a 2 A alal¬m. Bu takdirde

ae = ea = 0

gösterir ki

' (a)' (e) = 0 = ' (e)' (a)

Yani e¼ger

ae = ea = 0) ae+ ea = 0 = eae

d¬r. Buradan

' (ae+ ea) = ' (a)' (e) + ' (e)' (a) = 0 = ' (e)' (a)' (e) : (3:2:1)
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(3:2:1) ifadesi soldan ' (e) ile çarp¬l¬rsa

' (e)' (a)' (e) + '2 (e)' (a) = '2 (e)' (a)' (e)

' (e)' (a)' (e) = 0 ve ' (e) oldu¼gundan

' (e)' (a)' (e) + ' (e)' (a) = ' (e)' (a)' (e)

' (e)' (a) = 0:

Benzer şekilde ' (a)' (e) = 0 oldu¼gu da gösterilebilir. O halde

' (e)' (a) = ' (a)' (e) = 0 (3:2:2)

dir.

Teorem 15 Her ' : Tn (C)! B; n � 2 Jordan homomor�zmas¬, bir  : Tn (C)!

B homomor�zmas¬ ve bir � : Tn (C) ! B anti-homomor�zmas¬n¬n (s¬ras¬yla

Dn (C) ve Sn (C) ile ) yaklaş¬k toplam¬d¬r.

·Ispat. feij j 1 � i � j � ng ; Tn (C) nin matris birimlerinin kümesi olsun.

(i; j). pozisyondaki eleman¬1, di¼ger elemanlar¬0 olan matrisler eij ile gösteriliyor

ve genel olarak matris birim (matrix unit) olarak adland¬r¬l¬yor). 8 1 � i � j � n

için

fij = ' (eii)' (eij)' (ejj) ve gji = ' (ejj)' (eij)' (eii) (3:2:3)

tan¬mlayal¬m. Her eii idempotent oldu¼gundan

' (eii) = fii = gii (3:2:4)

de idempotenttir. Di¼ger yandan,

eij = eiieijejj + ejjeijeii; e¼ger i < j ise

' (eij) = ' (eii)' (eij)' (ejj) + ' (ejj)' (eij)' (eii)
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dir. Buradan

' (eij) = fij + gji, e¼ger i < j ise (3:2:5)

Şimdi

fijfkl = �jkfil, i � j ve k � l (3:2:6)

gjiglk = �ilgjk, i � j ve k � l (3:2:7)

fijglk = 0 = glkfij; i < j ve k < l (3:2:8)

bu eşitlikleri ispatlayal¬m: (3:2:3) ve (3:2:4) den 8 i < j için

fij = ' (eii) fij = fij' (ejj) ; fij' (eii) = 0 = ' (ejj) fij

ve

gji = ' (ejj) gji = gji' (eii) ; gji' (ejj) = 0 = ' (eii) gji

Bundan dolay¬ (3:2:5) eşitli¼gi önce sa¼gdan ' (ejj) ve sonra soldan ' (eii) ile ve

daha sonra sa¼gdan ' (eii) ve soldan ' (ejj) ile çarp¬l¬p üste elde edilen sonuçlar

kullan¬l¬rsa aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir:

fij = ' (eii)' (eij) = ' (eij)' (ejj) ve (3:2:9)

gji = ' (ejj)' (eij) = ' (eij)' (eii)

i � j ve k � l alal¬m. E¼ger j 6= k ise (3:2:9) ve (3:2:2) den

fijfkl = ' (eij)' (ejj)' (ekk)' (ekl) = 0 = �jkfil

elde edilir.

Şimdi de kabul edelim ki j = k: E¼ger i = j = l ise bu takdirde fiifii = fii:

i � j < l oldu¼gunu varsayal¬m. (3:2:9),

' (eii)' (ell) = 0
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eşitli¼gi ve Jordan homomor�zmas¬n¬n 2. özelli¼gi kullan¬l¬rsa,

fijfjl = ' (eii)' (eij)' (ejl)' (ell)

= ' (eiieijejl + ejleijeii)' (ell)

= ' (eil)' (ell) = fil

Benzer şekilde i < j � l oldu¼gunda da (3:2:6) eşitli¼gi sa¼glan¬r. (3:2:7) eşitli¼gi

de benzer olarak ispatlan¬r. (3:2:8) i ispatlamak için i < j ve k < l kabul edece¼giz.

j 6= l oldu¼gunda

fijglk = ' (eij)' (ejj)' (ell)' (ekl) = 0:

j = l oldu¼gunu varsayal¬m. E¼ger i = k ise o zaman

fijgji = ' (eii)'
2 (eij)' (eii)

= ' (eii)'
�
e2ij
�
' (eii) = 0

i 6= k ise (3:2:3) ü kullan¬rsak ' (eii)' (ekj) = 0 ve bundan dolay¬

fijgjk = ' (eii)' (eij)' (ejj)' (ekj) = fij' (ekj)

= ' (eii)' (eij)' (ekj)

= ' (eii)' (eijekj + ekjeij) = 0:

Buradan herhangi bir durumda fijglk = 0 elde ederiz. Benzer olarak glkfij = 0

d¬r.

Şimdi  ; � : Tn (C)! B

 

 X
i�j

�ijeij

!
=
X
i�j

�ijfij and �

 X
i�j

�ijeij

!
=
X
i�j

�ijgji

tan¬mlayal¬m. (3:2:6) ve (3:2:7) den  homomor�zma ve � da anti homomor�z-

mad¬r. (3:2:4) ifadesini gözönünde bulundurursak( burada �, Dn (C) üzerinde bir

projeksiyon)  � = �� oldu¼gunu biliyoruz. (3:2:8) eşitli¼gi gösterir ki

 (Sn (C)) � (Sn (C)) = � (Sn (C)) (Sn (C)) = f0g :
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Son olarak (3:2:5) eşitli¼gini kullan¬rsak ' =  +��� olur. Burada � =  � = ��:

Bu nedenle ',  ve � n¬n yak¬n toplam¬d¬r.

Teorem 16 Her ' : Tn (C) ! B, n � 2 dönüşümünün Jordan homomor�zmas¬

olmas¬ için gerek ve yeter koşul bir  : Tn (C) ! B homomor�zmas¬ ve bir � :

Tn (C)! B anti-homomor�zmas¬n¬n (s¬ras¬yla Dn (C) ve Sn (C) ile ) yak¬n toplam¬

olmas¬d¬r.

·Ispat. Gereklilik bir önceki teoremde gösterildi. Şimdi biz yeterlili¼gi göstere-

lim:

' : Tn (C) ! B, bir  : Tn (C) ! B homomor�zmas¬ile � : Tn (C) ! B anti-

homomor�zmas¬n¬n yak¬n toplam¬olsun. Bu durumda 8
P
i�j
�ijeij =

P
i=j

�ijeij +P
i<j

�ijeij 2 Tn (C) için

( � �)

 X
i�j

�ijeij

!
(� � �)

 X
i�j

�ijeij

!

= ( � �)

 X
i=j

�ijeij +
X
i<j

�ijeij

!
(� � �)

 X
i=j

�ijeij +
X
i<j

�ijeij

!

=  

 X
i<j

�ijeij

!
�

 X
i<j

�ijeij

!

ve  (Sn (C)) � (Sn (C)) = � (Sn (C)) (Sn (C)) = f0g oldu¼gundan

( � �) (Tn (C)) (� � �) (Tn (C)) = (� � �) (Tn (C)) ( � �) (Tn (C)) = f0g
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d¬r. Bu nedenle 8
P
i�j
�ijeij 2 Tn (C) için

'2

 X
i�j

�ijeij

!

=

"
( � �)

 X
i�j

�ijeij

!
+ (� � �)

 X
i�j

�ijeij

!
+ �

 X
i�j

�ijeij

!#2

= ( � �)2
 X
i�j

�ijeij

!
+ (� � �)2

 X
i�j

�ijeij

!
+ �2

 X
i�j

�ijeij

!

+( � �)

 X
i�j

�ijeij

!
(� � �)

 X
i�j

�ijeij

!

+(� � �)

 X
i�j

�ijeij

!
( � �)

 X
i�j

�ijeij

!

+ �

 X
i�j

�ijeij

!
( � �)

 X
i�j

�ijeij

!
+ ( � �)

 X
i�j

�ijeij

!
�

 X
i�j

�ijeij

!

+ �

 X
i�j

�ijeij

!
(� � �)

 X
i�j

�ijeij

!
+ (� � �)

 X
i�j

�ijeij

!
�

 X
i�j

�ijeij

!

=  2

 X
i�j

�ijeij

!
+ �2

 X
i�j

�ijeij

!
� �2

 X
i�j

�ijeij

!

 homomor�zma ve � anti-homomor�zma oldu¼gundan

'2

 P
i�j
�ijeij

!
=  

0@ P
i�j
�ijeij

!21A+�
0@ P

i�j
�ijeij

!21A��
0@ P

i�j
�ijeij

!21A
= '

0@ P
i�j
�ijeij

!21A
Örnek 2 T3 (C) = D3 (C)� S3 (C) olacak şekilde düzenlersek

264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375 =
264a11 0 0

0 a22 0

0 0 a33

375+
2640 a12 a13

0 0 a23

0 0 0

375 olur.
� : T3 (C) ! D3 (C) projeksiyonunu,  : T3 (C) ! B homomor�zmas¬n¬ve

� : T3 (C)! B anti-homomor�zmas¬n¬tan¬mlayal¬m:
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�

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA =

264a11 0 0

0 a22 0

0 0 a33

375

 

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA =

264a11 0 0

0 a22 a23

0 0 a33

375

�

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA =

264a11 0 0

a12 a22 0

0 0 a33

375
 jD3(C)= � jD3(C) bu özellik sa¼glan¬yor.

 (S3 (C)) � (S3 (C)) = � (S3 (C)) (S3 (C)) = f0g oldu¼gunu gösterelim:

 

0B@
2640 a12 a13

0 0 a23

0 0 0

375
1CA �

0B@
2640 a12 a13

0 0 a23

0 0 0

375
1CA =

2640 0 0

0 0 a23

0 0 0

375
264 0 0 0

a12 0 0

0 0 0

375
=

2640 0 0

0 0 0

0 0 0

375

�

0B@
2640 a12 a13

0 0 a23

0 0 0

375
1CA 

0B@
2640 a12 a13

0 0 a23

0 0 0

375
1CA =

264 0 0 0

a12 0 0

0 0 0

375
2640 0 0

0 0 a23

0 0 0

375
=

2640 0 0

0 0 0

0 0 0

375
ve son olarak � =  � =�� olacak şekilde � y¬seçelim.

 (� (a)) =  

0B@
264a11 0 0

0 a22 0

0 0 a33

375
1CA =

264a11 0 0

0 a22 0

0 0 a33

375 = � (a)

� (� (a)) = �

0B@
264a11 0 0

0 a22 0

0 0 a33

375
1CA =

264a11 0 0

0 a22 0

0 0 a33

375 = � (a)

' =  + � � � yak¬n toplamd¬r.
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'

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA =  

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA+ �

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA

��

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA

'

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA =

264a11 0 0

0 a22 a23

0 0 a33

375+
264a11 0 0

a12 a22 0

0 0 a33

375�
264a11 0 0

0 a22 0

0 0 a33

375
'

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA =

264a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

375
:

şimdi tan¬mlad¬¼g¬m¬z bu ' yak¬n toplam¬n Jordan homomor�zmas¬oldu¼gunu

gösterelim:

'(a+ b) = '

0B@
264a11 + b11 a12 + b12 a13 + b13

0 a22 + b22 a23 + b23

0 0 a33 + b33

375
1CA

=

264a11 + b11 0 0

a12 + b12 a22 + b22 a23 + b23

0 0 a33 + b33

375

'(a) + '(b) = '

0B@
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
1CA+ '

0B@
264b11 b12 b13

0 b22 b23

0 0 b33

375
1CA

=

264a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

375+
264b11 0 0

b12 b22 b23

0 0 b33

375
=

264a11 + b11 0 0

a12 + b12 a22 + b22 a23 + b23

0 0 a33 + b33

375
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O halde '(a+ b) = '(a) + '(b) olur.

ab =

264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
264b11 b12 b13

0 b22 b23

0 0 b33

375
=

264a11b11 a11b12 + a12b22 a11b13 + a12b23 + a13b33

0 a22b22 a22b23 + a23b33

0 0 a33b33

375

ba =

264b11 b12 b13

0 b22 b23

0 0 b33

375
264a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

375
=

264a11b11 a12b11 + a22b12 b11a13 + b12a23 + b13a33

0 a22b22 a23b22 + a33b23

0 0 a33b33

375

' (ab+ ba)

=

264 2a11b11 0 0

a12b11 + a22b12 + a11b12 + a12b22 2a22b22 a22b23 + a23b22 + a23b33 + a33b23

0 0 2a33b33

375

(a)' (b) + ' (b)' (a) =

264a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

375
264b11 0 0

b12 b22 b23

0 0 b33

375
+

264b11 0 0

b12 b22 b23

0 0 b33

375
264a11 0 0

a12 a22 a23

0 0 a33

375

' (a)' (b) + ' (b)' (a)

=

264 2a11b11 0 0

a12b11 + a22b12 + a11b12 + a12b22 2a22b22 a22b23 + a23b22 + a23b33 + a33b23

0 0 2a33b33

375
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' (ab+ ba) = ' (a)' (b) + ' (b)' (a) oldu¼gundan '; Jordan homomor�zmas¬d¬r.

Teorem 17 ' : Tn (C)! B; n � 2 Jordan homomor�zmas¬tan¬mlayal¬m öyle ki

B cebiri ' (Tn (C)) taraf¬ndan üretilsin. Bu takdirde öyle
�
B cebiri ve gömülebilir

i : B !
�
B dönüşümü vard¬r ki �' = i';

�
' =

�
 +

�
� şeklindedir. Burada

�
 : A !

�
B

bir homomor�zma ve
�
� : A !

�
B bir anti-homomor�zmad¬r.

·Ispat. Teorem 15 i göz önünde bulundurursak bu teoremi ispatlamak için

lemma 14 ün i:; ii:; iii., koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬göstermemiz yeterlidir.

� (a) = e11ae11 + e22ae22 + : : :+ ennaenn

al¬rsak i. koşulunun sa¼gland¬¼g¬n¬görürüz. Buna ek olarak baz¬�ij,�lk 2 C için

X
1�i�j�n

�ijfij =
X

1�k�l�n

�lkglk

oldu¼gunu varsayaca¼g¬z. Bu ifadeyi soldan fii ile ve sa¼gdan fjj ile çarparsak (i � j)

ve (3:2:4); (3:2:6) ; (3:2:7) ve (3:2:8) i kullan¬rsak herbir �ijfij = 0 oldu¼gunu

görürüz. Bu da ii. koşulunun sa¼gland¬¼g¬n¬gösterir.teoremde ki kabulumüzden

iii: koşulu da sa¼glan¬r. Bundan dolay¬ispat tamamlanm¬̧st¬r.

SONUÇLAR VE ÖRNEKLER

Örnek 3 ' : Tr (R)! Tr (R) olmak üzere ' (A) = UAtrU�1 şeklinde tan¬mlan-

s¬n. Burada U = E1r +E2(r�1)+ :::+Er1 dir. O halde gösterelim ki ' dönüşümü

hem Jordan homomor�zmas¬d¬r hem de anti-homomor�zmad¬r.

i ' (A+B) = ' (A) + ' (B)

ii ' (AB +BA) = ' (A)' (B) + ' (B)' (A)

' (A+B) = U (A+B)tr U�1

= U (A)tr U�1 + U (B)tr U�1

= ' (A) + ' (B)
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Buradan i koşulunun sa¼gland¬¼g¬n¬görüyoruz. Şimdi ii koşulunun sa¼gland¬¼g¬n¬

gösterelim:

' (AB +BA) = U (AB +BA)tr U�1

= U
�
BtrAtr + AtrBtr

�
U�1

= U
�
BtrAtr)U�1 + U(AtrBtr

�
U�1

= [U
�
Btr)U�1][U(Atr

�
U�1] +

�
U(Atr)U�1

�
[U(Btr)U�1]

= ' (B)' (A) + ' (A)' (B)

:Görüyoruz ki ' bir Jordan homomor�zmas¬d¬r. ' Jordan homomor�zmas¬,

homomor�zma de¼gildir ancak anti-homomor�zmad¬r. Şimdi bunu gösterelim:

' (AB) = U
�
(AB)tr

�
U�1

' (AB) = U
�
BtrAtr

�
U�1

= U
�
Btr)U�1U(Atr

�
U�1

= ' (B)' (A)

Sonuc 18 Her homomor�zma ve anti-homomor�zma bir Jordan homomor�z-

mas¬d¬r.

Herstein [2]R halkas¬ndan karakteristi¼gi 2 ve 3 ten farkl¬olanR0asal halkas¬na

tan¬ml¬Jordan homomor�zmas¬n¬n ya homomor�zma ya da anti-homomor�zma

oldu¼gunu ispatlad¬. Bu teoremin sonucu olarak her basit halka asal halka oldu¼gun-

dan teoremin basit halkalar içinde geçerli oldu¼gunu ve ayn¬zamanda R halka-

s¬ndan karakteristi¼gi 2 ve 3 ten farkl¬, R0 ilkel halkas¬na tan¬ml¬Jordan otomor-

�zmas¬n¬n ya otomor�zma ya da anti-otomor�zma oldu¼gu sonucunu verdi. M.F.

Smiley [6] ise karakteristi¼gin 2 den farkl¬olmas¬n¬n yeterli oldu¼gunu gösterdi. O

halde bu iki çal¬̧smadan aşa¼g¬daki sonuç elde edilmi̧stir:

Sonuc 19 R halkas¬ndan karakteristi¼gi 2 den farkl¬ olan R0 asal halkas¬ndan

tan¬ml¬Jordan homomor�zmas¬ya homomor�zmad¬r ya da anti-homomor�zmad¬r.
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Örnek 4 ' :M2 (Z)!M2 (Z3) olmak üzere ' (A) = [A]3 şeklinde tan¬mlans¬n.

A =

"
3 5

2 1

#
; B =

"
0 7

1 4

#
olsun.

' (A+B) = '

 "
3 5

2 1

#
+

"
0 7

1 4

#!
= '

 "
3 12

3 5

#!
=

"
0 0

0 2

#

' (A) + ' (B) =

"
0 2

2 1

#
+

"
0 1

1 1

#
=

"
0 3

3 2

#
=

"
0 0

0 2

#

' (AB +BA) = '

 "
3 5

2 1

#"
0 7

1 4

#
+

"
0 7

1 4

#"
3 5

2 1

#!

'

 "
19 48

12 27

#!
=

"
1 0

0 0

#

' (A)' (B) + ' (B)' (A) =

"
0 2

2 1

#"
0 1

1 1

#
+

"
0 1

1 1

#"
0 2

2 1

#

=

"
4 3

3 6

#
=

"
1 0

0 0

#

Buradan görüyoruz ki ' jordan homomor�zmas¬d¬r. Burada karakteristik 2 den

farkl¬d¬r. Asal halka üzerinde tan¬ml¬olan bu Jordan homomor�zmas¬n¬n homo-

mor�zma veya anti-homomor�zma oldu¼gunu gösterelim:

' (AB) = '

 "
3 5

2 1

#"
0 7

1 4

#!
= '

 "
5 41

1 18

#!
=

"
2 2

1 0

#

' (A)' (B) =

"
0 2

2 1

#"
0 1

1 1

#
=

"
2 2

1 3

#
=

"
2 2

1 0

#

' (B)' (A) =

"
0 1

1 1

#"
0 2

2 1

#
=

"
2 1

2 3

#
=

"
2 1

2 0

#

O halde buradan ' hem homomor�zmad¬r hem de anti-homomor�zmad¬r.
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Ek-1
Temel Lemmalar :
Lemma 3 8a; b 2 R için � (bab) = � (b)� (a)� (b) d¬r.

·Ispat. � Jordan homomor�zmas¬oldu¼gundan

� f(ab+ ba) b+ b (ab+ ba)g = � (ab+ ba)� (b) + � (b)� (ab+ ba)

= [� (a)� (b) + � (b)� (a)]� (b)

+ � (b) [� (a)� (b) + � (b)� (a)]

� f(ab+ ba) b+ b (ab+ ba)g = � (a)�2 (b) + � (b)� (a)� (b) (1:1)

+ � (b)� (a)� (b) + �2 (b)� (a)

Bununla birlikte

� f(ab+ ba) b+ b (ab+ ba)g = �
�
ab2 + 2bab+ b2a

�
(1:2)

= �
�
ab2 + b2a

�
+ 2� (bab)

� (b2) = �2 (b) ifadesini (1:1) te gözönünde bulundurulup, (1:1) ve (1:2) eşitlik-

lerinin sonuçlar¬eşitlenirse

� (a)�
�
b2
�
+ 2� (b)� (a)� (b) + �

�
b2
�
� (a) = �

�
ab2 + b2a

�
+ 2� (bab)

2� (b)� (a)� (b) = 2� (bab)

elde edilir. R0 halkas¬n¬n karakteristi¼gi 2 den farkl¬oldu¼gundan

� (b)� (a)� (b) = � (bab)

dir.

Yukar¬daki yard¬mc¬önermede b yerine b+ c yaz¬p lineerize edilirse aşa¼g¬daki

lemma elde edilir.

Lemma 5 8a; b; c 2 R için

(i) ab+c = ab + ac, ab+c = ab + ac ,
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(ii) (a+ b)c = ac + bc, (a+ b)c = ac + bc ,

(iii) ab = �ba ,ab = �ba ,

(iv) a2b = 2ab ; a2b = 2ab; a
�b = �ab; a�b = �ab:

·Ispat. (i) Tan¬mdan

ab+c = � (a (b+ c))� � (a)� (b+ c)

= � (ab) + � (ac)� � (a) [� (b) + � (c)]

= � (ab) + � (ac)� � (a)� (b)� � (a)� (c)

= [� (ab)� � (a)� (b)] + [� (ac)� � (a)� (c)]

= ab + ac

ab+c = ab + ac eşitli¼gi de benzer şekilde gösterilir.

(ii) Tan¬m¬ndan,

(a+ b)c = � [(a+ b) c]� � (a+ b)� (c)

= � (ac+ bc)� [� (a) + � (b)]� (c)

= � (ac) + � (bc)� � (a)� (c)� � (b)� (c)

= [� (ac)� � (a)� (c)] + [� (bc)� � (b)� (c)]

= ac + bc

(a+ b)c = ac + bc, özelli¼gi de benzer şekilde gösterilir.

(iii) ab = �ba oldu¼gunu ispatlamak için ab + ba = 0 oldu¼gunu göstermek

yeterlidir:

ab + ba = � (ab)� � (a)� (b) + � (ba)� � (b)� (a) (1:3)

Jordan homomor�zmas¬n¬n tan¬m¬ndan

� (ab) + � (ba) = � (ab+ ba)

ve

� [� (a)� (b) + � (b)� (a)] = �� (ab+ ba)
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oldu¼gunu bilinmektedir. Bu ifade (1:3) de yerine yaz¬ld¬¼g¬nda ab + ba = 0 )

ab = �ba olur. ab = �ba eşitli¼gi de benzer şekilde gösterilebilir.

(iv) a2b = 2ab, a2b = 2ab ifadelerinin ispat¬için (i) de c yerine b almak yeter-

lidir.

a�b = �ab oldu¼gunu göstermek için a�b + ab = 0 oldu¼gunu göstermek yeter-

lidir. Yani

a�b + ab = � (�ab)� � (a)� (�b) + � (ab)� � (a)� (b) (1:4)

Jordan homomor�zmas¬n¬n tan¬m¬ndan

� (�ab) + � (ba) = � (�ab+ ba) = � (0) = 0

ve

[� (a)� (�b) + � (a)� (b)] = � (�ab+ ab) = � (0) = 0

d¬r. Son eşitlik (1:4) de yerine konulursa a�b + ab = 0 ) a�b = �ab elde edilir.

a�b = �ab eşitli¼gi de benzer şekilde ispatlan¬r.

Lemma 6 8a; b 2 R için

(1) abab = 0

(2) aba
b = 0:

·Ispat. (1) eşitli¼gi aşa¼g¬daki gibi gösterilir:

abab = [� (ab)� � (a)� (b)] [� (ab)� � (b)� (a)]

= �2 (ab) + � (a)� (b)� (b)� (a)� � (ab)� (b)� (a)� � (a)� (b)� (ab)

= �
�
(ab)2

�
+ �

�
ab2a

�
� �

�
ab2a

�
� � (ab (ab)) lemma 3 ve 4 ten

= �
�
abab+ ab2a� ab2a� abab

�
) � (0) = 0
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Benzer şekilde (2) gösterilirse:

aba
b = [� (ab)� � (b)� (a)] [� (ab)� � (a)� (b)]

= �2 (ab) + � (b)� (a)� (a)� (b)� � (b)� (a)� (ab)� � (ab)� (a)� (b)

= �
�
(ab)2

�
+ �

�
ba2b

�
� �

�
ba2b

�
� � ((ab) ab) lemma 3 ve 4 ten

= �
�
abab+ ba2b� ba2b� abab

�
) � (0) = 0

elde edilir.


