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OZET

TEZiN BASLIGI: Jordan Homomorfizmalar
YAZAR ADI :Isil ONER

Bu calismada Jordan homomorfizmalarinin temel 6zellikleri irdelendi ve farkli
cebirsel yapilar iizerinde kurulmus Jordan homomofizmalarinin hangi kosullar
alinda homomorfizma hangi kosullar altinda anti-homomorfizma oldugu

incelenmistir.



SUMMARY

THESIS TOPIC : Jordan Homomorphism
AUTHOR NAME : Isil ONER

In this academic work, fundamental properties of Jordan Homomorphisms are
scrutinized. Here it is examined in which circumstances Jordan Homomorphisms set
on different algebraic structures are Homomorphisms ,and in which circumstances

they are anti-homomorphisms
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1 GIRIS

Bu calismada ki amag¢ Jordan izomorfizmalarini tanimlamaktir. Bu problem uzun
bir tarihe sahip olup bu konuda ki ilk sonuglar 1940-1950 li yillarda elde edildi.
Herstein’in [2] klasik teoremi gosterdi ki karakteristigi 2 ve 3 ten farkh olan asal
halkalar arasinda tanimlanan her Jordan homomorfizmas1 ya homomorfizmadir
ya da anti-homomorfizmadir. Daha sonra Smiley’in [6] ¢alismasinda karakteris-
tigin 3 ten farkli olmas: gerekmedigi gosterildi. 7, (R), R halkas iizerinde taniml
tim r X r ist ticgen matrislerin halkas1 olarak tanmimlansin. 1998 de Molnar ve
Semrl sadece F en az 3 eleman iceren bir cisim oldugunda 7, (F) in Jordan
otomorfizmalarinin otomorfizma ve anti-otomorfizma oldugunu ispat ettiler. Bei-
dar, Bresar ve Chebotar [5] bu sonuglar1 genellegtirdiler. Yani C idempotentleri
sadece 0 ve 1 olan birimli, 2-torsion free degismeli halka olmak tizere C iizerindeki
herhangi bir cebir 7, (C) nin her Jordan izomorfizmasinin ya izomorfizma ya da
anti-izomorfizma oldugunu gosterdiler. Ayica Lu, [4] Nest cebirler arasindaki
her Jordan izomorfizmasinin ya izomorfizma ya da anti-izomorfizma oldugunu
ispatladi. 2005 de Tsai-Lien Wong [7] bu sonuglar1 genellestirerek iiggen matris-
lerin Jordan homomorfizmalarini inceledi. Yine 2005 te iiggen matrislerin Jordan
homomorfizmalar1 iizerine diger bir ¢aligmada Dominik Benkovié¢ [1] tarafindan
yapildi. Bu tezde Jordan homomorfizmalarinin genel ozellikleri verilip, ticgen

matrisler tizerinde tanimlanan Jordan homomorfizmalar: incelenmigtir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2 ”» N

Tanim 1 Bog olmayan bir R kiimesi tizerinde ” +7 wve tkili wslemleri tanwm-

lansin. (R,+) degismeli grup ve (R,-) yari grup olmak tzere, ” -7 igleminin ” +”
iglemi tzerine sagdan ve soldan dagilma ozelligi varsa, (R, 4+, ) cebirsel yapisina
bir halka denir. Halkanin 7 -7 iglemine gore birim elemani varsa halkaya bir-

2

mli halka denir. Eger halkanin ” -7 1slemine gore degisme 6zelligi varsa halkaya

degismeli halka denir.

Tanim 2 Birimli bir halkanin, sifirdan farkl her elemaninin tersi varsa bu halkaya

bolimli halka denir.

Tanim 3 R halkasinda Og # a € R eleman i¢in ab = Og (veya ba = Og) olacak
gekilde 30z # b € R bulunabiliyorsa a ya b nin sifir boleni veya kisaca a,b ye R

halkasiman sifir bolen ¢ifti denir.

Tanmim 4 Birden fazla elemanl, birimli ve sifir bolensiz halkaya bélge, degismeli

bolgeye de tamhik bolgest denir.

Tamim 5 R bir tamhk bélgesi olsun. nlg = 0 olacak sekilde bir n € Z* varsa
boyle n lerin en kii¢iigiine R nin karakteristigi denir. Eger bu ézellikte higcbir
n sayist bulunamiyorsa R nin karakteristigi sufirdir denir. Ornegin R cisminin
karakteristigi sufirder. Diger bir érnek verilirse; p asal say: olmak tizere Z,, tamlik

bolgesinin karateristigi p dir.

Tanim 6 R bir halka olmak dizere, eger 2o = 0 iken x = 0 ise R, 2-torsion
free’dir. Bundan dolayr R nin 2-torsion free olmast R nin karakteristiginin 2

olmadiginy gosterir.

Tanmim 7 Va,b € R i¢in aRb = (0) tken a = 0 veya b = 0 ise R halkasina asal
halka denir. Ya da egdeger olarak su tanimlama yapibilir: 7 ve J, R halkasinin
idealleri olsunlar. Eger I veJ sifirdan farkl ideallerken Z.J ideali de sifirdan
farkly ise, R halkasina asal halka denir. 2 x 2 tamsayr matrislerinin halkast asal

halkaya ornek olarak verilebilir.

Tamim 8 Herhangi bir a € R ig¢in, a®> = a kosulu saglaniyorsa a ya idempotent

eleman denir.



Tanim 9 A # & bir kiime ve F bir cisim olmak tizere A kiimesi tizerinde taniml

ki tkili 15lem ve cistmden alinan elemanlarla skalerle ¢carpma islem: tanmimlansin.

1. A, F cismi tizerinde iki ikili islem ve skalerle ¢carpma iglemine gore vektor

uzay,
2. A iki ikili islemlere gore bir halka (birlesimli),
3. u,v € A;r € Foigin (ru)v = u(rv) = r (uwv) kosullar gergekleniyorsa,

A ya bir F-cebir denir.

Onerme 1 B, A mn bos olmayan bir alt kiimesi olsun. B nin, A nan bir alt
cebiri olmast i¢in gerek ve yeter sart, Vx,y € B ve Va € F i¢in, v +y € B,

xy € B ve ax € B olmasidar.

Tanim 10 S bir halka, Z, S nin bos olmayan bir alt halkas: olsun. a € Z,r € S
icin, ar € I (sag ideali), ra € Z(sol ideali) kosullary saglanwyorsa I, S nin bir

idealidir.

Tanim 11 Kendisi ve sifir ideali disinda baska iki tarafle ideali olmayan halkaya

basit halka denir.

Tanim 12 Va,b € R i¢cin

platb)=wp(a)+eb),p(ab) =y (a)p(b)

kosullarina saglayan, R halkasindan R’ halkasina tanimly @ doniigimine homo-
morfizma,

VYa,b € R i¢cin

pla+b)=p(a)+¢),p(ab) =¢b)p(a)

kosullarine saglayan, R halkasindan R’ halkasina tanimle ¢ doniigimiine de anti-

homomorfizma denir.



Tanim 13 R ve R’ birer halka olmak iizere, ¢ : R — R’ doniisiimi Ya,b € R

1¢in asaqdaki kosullary sagladiginda ¢ ye Jordan homomorfizmast denir:
¢(a+b)=¢(a)+¢(b) (2.1)

¢ (ab+ba) = ¢ (a) ¢ (b) + ¢ (b) ¢ (a) (2.2)

R’ halkasinin karakteristigi 2 den farkly oldugunda (2.2) kosulu asagidaki kosula
denktir:

¢ (a®) = ¢*(a) (2.3)
Bu denklik agagidaki gibi gosterilir :
(2.2) = (2.3):

¢ (ab+ba) = ¢ (a) ¢ (b) + ¢ (b) ¢ (a)

olsun. Buradan kolayca goriiliir ki Va,b € R i¢in kosullar sagladigindan b = a

icin

¢(a*+a®) = ¢(a)¢(a)+ ¢(a)¢(a)
= ¢ (a®) + ¢ (a*) = ¢ (a) + 6" (a) = 26 (a) = 26" (a)

dir. R’ niin karakteristigi 2 den farkl oldugundan ¢ (a?) = ¢* (a) elde edilir.
(2.3) = (2.2):

olsun. a = b + ¢ segilirse

¢(a®) = (@) =>¢(b+c)") = (b+0)
= (0P +bctcb+c?)=[o(b)+¢(0)][o(b) + ()]
= ¢ (b%) + & (bc+ cb) + ¢ (P)
= (D) +6(b)(c) +¢(c)d(b) + ¢ (c)
= ¢(betcb) = (b)¢(c)+¢(c)d(b)

elde edilir.



Ayrica her homomorfizma ve her anti-homomorfizmanin Jordan homomorfiz-
mas1 oldugu da gosterilebilir.

¢ homomorfizma olsun. O halde ¢ (a +b) = ¢ (a)+¢ (b), ¢ (ab) = ¢ (a) ¢ ()
dir. Bu tammdan goriiliiyor ki ¢ (a + b) = ¢ (a) + ¢ (b) oldugundan jordan ho-

momorfizmasimin (1) kogulu saglaniyor. Homomorfizmanin tanimidan

p(ab+ba) = ¢(ab)+ ¢ (ba)

= w(a)p(d)+¢(b)¢(a)

dir. O halde (2) kosulu da saglanmig olur. Yani her homomorfizma Jordan homo-
morfizmasidir. Benzer olarak her anti-homomorfizmanin Jordan homomorfizmasi
oldugu da gosterilebilir.

Bu tez boyunca aksi belirtilmedikge ¢ doniigiimiinii R den R’ ne tanimlh Jor-
dan homomorfizmasi ve R’ halkasinin karakteristigini de 2 den farkli varsayila-
caktir. Simdi Jordan homomorfizmalar ile ilgili Herstein’in [2] Teoremini ve bu
teoremin ispati icin gerekli bazi yardimci énermeler verilecektir. Ispatlarda kul-
lanilacak bazi notasyonlar gosterim kolayligi olmasi bakimindan asagidaki gibi

tanimlanmigtar:

Va,b € R igin

" =¢(ab) — ¢ (a)$(b) , ap=(ab) — & (b)¢(a).

Teorem 2 (Herstein 'nin Teoremi): R halkasindan karakteristigi 2 ve 3 ten
farkly olan R’ asal halkasina tamwmly ¢ doniigiimii ya homomorfizmadir ya da

anti-homomorfizmadar.
Lemma 3 Va,b € R igin ¢ (bab) = ¢ (b) ¢ (a) ¢ (b) dor-

Ispat. [Ek-1] m
Yukaridaki yardimci 6nermede b yerine b + ¢ yazip lineerize edilirse agsagidaki

lemma elde edilir
Lemma 4 Va,b,c € R i¢in ¢ (abc+ cba) = ¢ (a) ¢ (b) ¢ (¢) + ¢ (c) ¢ (b) ¢ (a) dir.

Lemma 5 Va,b,c € R i¢cin



(1) a"*¢=a"+a°, appe=ay+ac ,

(it) (a+b)=a®+b° (a+b),=ac+b.,

(iii) a® = —b* ,ap = —b, ,

(iv) a® =2ab ,ag =2ay, a®=—a’ a_,=—a.
Ispat. [Ek-1] m

Lemma 6 Va,b € R icin

(1) aba, =0

(2) apa® = 0.

Ispat. [Ek-1] m

Lemma 7 Ya,b,r € R i¢in a’¢ (r) a® = a*¢ {(ab — ba) r} dir.

ispat.

¢(r)a” = ¢(r)[¢(ab) — ¢ (a) d ()]
= ¢(r)¢(ab) — ¢ (r) ¢ (a) ¢ (b) — ¢ (bar) + ¢ (b) ¢ (a) ¢ (1)
= ¢(r)p(ab) + 6 (b) b (a) (r) — ¢ (rab+bar) lemma 4-ten
= ¢(r)o(ab) + ¢ (b) ¢ (a) ¢ (r) — ¢[rab+ bar + (ab) r — (ab) 7]
= [¢(b)d(a) — ¢ (ab)] ¢ (r) + ¢ {(ab—ba)r}

= ¢ (r)a’ = —ayp (r) + ¢ {(ab — ba) 1} (2.4)

dir. Ifade soldan a® ile carpilir ve bir énceki lemma kullanilirsa
b b__ b
a’¢(r)a’ =a’¢p{(ab—ba)r}
elde edilir. (2.4) ifadesi diizenlenirse

¢ (r)a’ + ayp (r) = ¢{(ab — ba) r} (2.5)



elde edilir. Benzer sekilde Va, b, r € R icin

"¢ (r) + ¢ (r)ay = ¢ {r (ab— ba)} (2.6)

dir. a’a, = 0 oldugundan (2.5) esitligi soldan a® ile ¢arpildiginda (2.7) esitligi
elde edilir. (2.5) esitligi sagdan a; ile ve (2.6) esitligi de soldan a, ile garpilirsa
(2.12) esitligi elde edilir:

a’¢ (r)a® = a’¢ {(ab — ba) r} (2.7)

apd (r) ay = ¢ {(ab —ba) r} ap = apd {r (ab — ba)} (2.8)

(2.6) ifadesi Va, b,r € R igin gegerli oldugundan r yerine (ab — ba) r yazilip bulu-
nan egitlikte (2.7) ve (2.8) egitlikleri yerine yazihirsa

a’¢(r)+ o (r)ay, = ¢{r(ab—ba)}
a’p ((ab—ba)r) + ¢ ((ab—ba)r)a, = ¢{(ab— ba)r (ab— ba)}

= a’¢ (r)a’ + ayp (r) a = ¢ (ab — ba) ¢ (r) ¢ (ab — ba) (2.9)

elde edilir. ¢ (ab — ba) hesaplanirsa

¢(ab—ba) = ¢ (ab—ba+ ab— ab) = 2¢ (ab) — ¢ (ab+ ba)
= 2¢(ab) — [¢(a) ¢ (b) + ¢ (b) ¢ (a)]
= [¢(ab) — ¢ (a) ¢ (b)] + [¢ (ab) — ¢ (b) ¢ (a)]
¢(ab—ba) = a* +ap

dir. Son esitlik (2.9) te gozoniine alinirsa,

a’¢(r)a’ +a’d(rya, = (a"+a) o (r)(a®+ ap)

o (r)+¢(r)ay = a’¢(r)a’+a'¢(r)ay+ apd (r)a” + ad (r) ay

= a’¢ (r)ay + app (r) a® = 0 (2.10)



bulunur. R de ki baz1 ¢ ve d elemanlar: igin (cd)2 # 0 oldugunu kabul edelim.
(2.10) esitligi Va, b € R igin gegerli oldugundan c ve d igin tekrar yazilip bulunan

ifade ¢? ile soldan carpilirsa,

(cd)2 ¢ (1) cg+ cleqp (r) et =

0
= (cd)2¢(r) cg =0

dir. (cd)2 # 0 ve R’ asal halka oldugundan c¢; = 0 dir. (2.10) esitliginde b yerine

b + x alip lineerize edilirse ve lemma 5 kullanilirsa

= a"¢ (1) apie + apipd (1) @ =0

0 = ab¢ (r) ap+ a’¢ (1) ay + a®¢ (r)ay +a®¢ (r) a,

+apd (1) a’ + ayd (1) a” + a,¢ (1) a® + a,¢ (r) a*
(2.10) esitliginden biliniyor ki,
ap (r) ap+ a’¢(r) ay =0

ve

a®¢ (r)a; + az¢ (r)a® = 0.

dir. O halde buradan
a’o (r)a, + a®¢ (r) ap + apd (1) a® + a,¢ (r) a® =0 (2.11)

Benzer sekilde daha once ispatlanan a’a, = 0 ifadesinde yine b yerine b + x
yazilip lineerize edilirse

aba, + aa, = 0 (2.12)



Va,b,x,r igin (2.11) ve (2.12) ifadeleri elde edilir. (2.11) ve (2.12) ifadeleri V

a, b, x,r icin saglandigindan a = ¢ ve b = d i¢in de saglanir. Yani

o (r)ce + " (r) cqa+ cap (1) ¢ + 0 (1) =0

e, + ey =0

olur. ¢; = 0 oldugundan V x,r € R icin
Ao (r) ey + et (r) et =0 (2.13)
d. _
e, =0 (2.14)

elde edilir. (2.13) ifadesi soldan ¢? ile garpilir ve (2.14) ifadesi gozoniine alimirsa

0 = (cd)2 ¢ (1) ¢y + e (1)
0= (cd)2 o (r)cy

elde edilir. (cd)2 # 0 ve R’ asal halka oldugundan
Co=—T.=0=>c,=2.=0

bulunur. (cd)2 = (d°)* # 0 oldugundan Vz € R i¢in d, = 24 = 0 oldugu biliniyor.
Simdi (2.10) te tekrar b yerine b 4+ x ve a yerine a + y yazilip lineerize edilirse

Ya,b,r,x,y € R igin

0 °) (1) ay + a’$ (r) yo + y°¢ (1) ax + y°0 (1) ya +
o (r)ay+a o (r)yy +y o (r) ay +y o (1) v
+apd (1) a® + apd (r) y* + ypd (1) a® + ypo (1) y©

+a,¢ (r) a’ + azd ()Y’ + yad (r) @ + 5,6 (r) y*

(2.15) ifadesi de gozoniinde bulundurulursa

0 = a’¢(r)ye +y°¢(r) as +ad (r)yp +y ¢ (r) ap + (2.15)

ayd (1) Y™ + pd (r) a” + azé (r) y° + yad (r) a
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elde ederiz. Burada a = ¢ ve b = d yazildiginda,

0 = o)y +y'd(r)co+ o (r)ya+y o (r) ca+ cad (1) y”*

+9ad (r) ¢ + cod (1) y* + Y2 (r)

(cd)2 # 0 oldugunda ¢, = 0, ¢g = 0 ve Vo € R i¢in d, = x4 = 0 oldugundan

yqa = 0 esitligi de gozoniinde bulundurulursa

o () Yo + yu (1) ¢l =0. (2.16)

Benzer sekilde a’a, = 0 ifadesinde b yerine b+ x ve a yerine a + y yazip lineerize

edilirse

0 = a*ap+a”yy +y“ay+ y y, + ala,

+a"y, +y’a. + Yy,
(2.12) ifadesi de gozoniinde bulundurulursa Va, b, z,y € R igin
ay, + y ap + a’y, +y'a, = 0 (2.17)
elde edilir. (2.17) de a = ¢ ve b = d almirsa V x,y € R igin
g+ y¥cq + yp +yle, =0 =y, =0

elde edilir. (2.16) ifadesi soldan ¢? ile carpilip bulunan sonuncu esitlik de

gozoniinde bulundurulursa,
2 2
(N () ye + yud (r)c* =0= (") ¢ (r)y, =0
elde edilir. R’ asal halka ve (cd)2 # 0 oldugundan y, = 0 dir. Bu ise

¢ (zy) = ¢ (y) o (x)
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oldugunu gosterir. Yani ¢, anti-homomorfizmadir. Benzer sekilde baz1 ¢ ve d
sayilar icin (cg)® # 0 ise Vz,y € R icin y* = 0 gosterilebilir. Bu ise ¢ nin

homomorfizma olmasi demektir. =

3 UCGEN MATRISLERIN JORDAN

HOMOMORFIZMALARI

Birinci bsliimde tanmimlandigr gibi 7,, (C), birimli ve degismeli C halkas: iizerinde
tanimli tiim 7 X n {ist {iggen matrislerin halkasi olsun. M,, (C) ise C iizerinde
tanuml tiim n X n matrislerin cebiri olsun (n > 2). Ancak burada ilk béliimden
farkli olarak Jordan homomorfizmasi cebir yapilar: iizerinde tanimlanacak. Bu

boliimde ki tiim cebirler 2-torsion free kabul edilecektir.

Tanim 14 A ve B, C halkas: dizerinde tanimly bir cebir olmak tizere ¢ : A — B

lineer doniisiimii ¥V a,b € A i¢in

p (ab+ba) = ¢ (a) ¢ (b) + ¢ (b) ¢ (a)
kosulunu saglarsa p-ye Jordan homomorfizmast denir.

Lemma 8 ¢ : A — B bir homomorfizma ve 0 : A — B bir anti-homomorfizma
ise onlarin toplami o = Y + 0, a € A i¢in asaqrdaki kosulu sagladiginda o bir

Jordan homomorfizmasidir:

¥ (a)b(a) +0(a)y(a) =0

Ispat. ¢ : A — B bir homomorfizma ve 0 : A — B bir anti-homomorfizma
olsun. ¢ nin Jordan homomorfizmas: oldugu asagidaki sekilde gésterilir. Homo-
morfizma ve anti-homomorfizma tanimindan @-nin Jordan homorfizmas: olmas:
1¢in gerekli 1. kosulun sagladigy agiktir. 2.kosulun da saglandigr asagidaki sekilde

gosterilir: 1 : A — B bir homomorfizma ve 0 : A — B bir anti-homomorfizma



12

1se asaqrdaki kosullary saglhyorlar.

Y(a+b) = ¢(a)+4(b), ¢ (ab) = (a)y(b)
0(a+b) = 0(a)+0(b), 0(ad)=0(b)0(a)

O halde,

¢(a®) = (W+0)(a®) =v (a®) +6(a?) (3.1)
= ¢ (aa)+ 6 (aa)
= ¥(a)¥(a)+0(a)l(a)

elde edilir. Diger taraftan

P’ (@) = (¥ +6) (a) (3:2)
= [¥(a) +0(a)] ¢ (a) + 6 (a)]
= Y(a)y(a) +¢(a)f(a) +0(a)¢(a) +6(a)f(a).

Biliniyor ki o-nin jordan homorfizmast olmasy i¢in

kosulu saglanmalidur. O halde (3.1) ve (3.2) egitliklerinin sonu¢lar: karsilagtirilirsa

¥ (a)y(a) +0(a)f(a) = (a) ¥ (a) + ¢ (a)0(a) + 0 (a) ¢ (a) + 0 (a) 0 (a)

Buradan

¥ (a)f(a)+0(a)y(a) =0

elde edilir. O halde yukaridaki kosul saglandiginda o, Jordan homorfizmasidur.

1 ve 6 nin goriintiileri, B nin arakesitleri 0 olan iki idealinin i¢indeyse, yani

INJ ={0} igin ¢ (A) CZ ve 0 (A) C J oldugunda

¥ (a)f(a) +0(a)y(a) =0
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kosulu saglanir.

Ornek 1 a ve b ayni kisegen elemanlarma sahip ve a st ticgen, b alt icgen ma-
tris olmak tizere (a,b) formundaki tiim elemanlarin olusturdugu M,, (C)x M, (C),
n > 2 cebirinin B alt cebiri alinsin. a', a mn transpozunu gostersin. ¢ (a) =
(a,a’) seklinde ¢ : T, (C) — B dondigiimiinii tansmlansin. Burada ¢ ne homomor-
fizma ne de anti-homomorfizma olmayan bir Jordan homomorfizmasidur. Ustelik

biliniyor ki;
Uyart 9 ¢ bir homomorfizma ile anti-homomorfizmanan toplama degildir.

Ispat. Varsayalvm ki : T, (C) — B bir homomorfizma ve 0 : T, (C) — B bir
anti-homomorfizma olacak sekilde ¢ = 1 + 0 vardwr. 1 ile birim matris ve 1/ =
(1,1) ile B cebirinin birim elemans tanvmlansin ve ¢ (1) = 1. Ayrica e = ¢ (1),

f=0(1). Burada e ve f, B de idempotenttir ve e + f = 1. Ya € T, (C) i¢in

pla) = To(a)=(e+f) (¥ (a)+0(a))
= ey (a)+ fy(a) +eb (a) + [0 (a)
= ¢ (a)+ fo(a) + el (a) +0(a)

v (a) =1 (a) +0(a) oldugundan
fo (@) + €0 (a) = 0 (3.3)
elde edilir. (3.3) ifadesi sagdan e ile ¢arpilirsa
efi (a) +€*0 (a) = 0.
e ve f idempotent e + f = 1" oldugundan
ef=(U=ff=f-f=0

dir. O halde buradan e (a) = 0 elde edilir. Son ifade (3.3) de yerine yazlirsa
f1v (a) =0 olur. Benzer sekilde
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oldugu da gésterilebilir. Bu da 1 (a)+0 (a) = (a,a') formundaki elemanlarla e ve
f min degigmeli oldugunu gosterir. Kolayca kontrol edilebilir ki a € T, (C) olmak
tizere, (a,a’) formundaki elemanlardan, sadece B deki elemanlarla degismeli olan
elemanlar \ € C i¢in \1" formundadir. Bundan dolay: € € C idempotent eleman

vardir oyle ki e =1’ ve f = (1 —¢)1'. Buradan

¥ () = ev (a) = e (i (a) — 0 (a)) = e (a) — b (a)

ed (a) =0 ve e = el’ oldugundan Ya € T, (C) i¢in

¥ (a) = ep(a)

olur. Bundan dolay

cp(er2) = e(e12,e21) =1 (en1e12)

= 1 (e11) v (e12), ¥ homomorfizma oldugundan

= £ (611, 611) € (612, 621) =¢? (6116127 611621) =& (6127 O)

£ (612, 621) =& (612, 0) (34)

(3.4) esitliginin saglanmasi i¢in € = 0 olmalidir. Bu takdirde 1 = 0 olur. Yani ¢

anti-homomorfizmadir. Bu da bir ¢celiskidir. m

Bununla birlikte ¢ toplam olarak degil, farkl bir sekilde 7,, (C) den B ye bir
(anti) homomorfizma olarak ifade edilebilir. Bunu gostermek igin 6ncelikle baz
notasyonlar tanimlayalim:

D,, (C) ile tiim kogegen matrislerin kiimesi, S,, (C) ile de kesin iist liggen ma-
trislerin kiimesi tanmimlansin. Burada D, (C), 7, (C) nin alt cebiri ve S,, (C) de
7, (C) nin bir idealidir ve 7, (C') = D, (C) & S, (C) dir. Yani Va € 7, (C) icin
deD,(C)veseS,(C)igin a =d+ s, olacak sekilde tek tiirlii gosterilebilir.
7 (a) =dile

7 i T, (C) — Dy (€)

projeksiyonu tanimlanabilir.
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Vay,ay € 7, (C) icin dy,dy € D, (C) ve s1,82 € S, (C) igin a; = dy + syve

as = dy + s tamimlanirsa,

7r(a1+a2):d1+d2:7r(a1)+7r(a2)

™ (alag) = T (d1d2 + d182 + 81d2 + 8182)
= didy = dod;

= 7(a1) 7 (az) = 7 (az) 7 (a1)

olur. Bu ise, 7 nin ayni anda hem homomorfizma hem de anti-homomorfizma

oldugunu gosterir.

Uyar1 10 7, (C) — B birvy homomorfizmasi ve 7, (C) — B bir § anti-homomorfizmast

vardwr oyle ki

Y D)= 0 |pacc)

ve

¥ (85,(C)0(S.(C)) = (S5, (C)) ¥ (S (C)) ={0}
p = Vv+0—a

Burada o = 9 = 0.

I spat.

ile ,0 : T, (C) — B doniisimleri tanimlansin. Burada b homomorfizma ve 0
anti-homomorfizmadir. Taniymlanan bu doniisimlerin istenilen ozellikleri sagladigina
gosterelim: d € D, (C) olsun. 1 (d) = (d, 7 (d)) = (d,d) ve 0(d) = (xw (d),d") =
(d,d) oldugundan

Y |pa)= 0 D)
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dir. §imdi s € S, (C) alalum.

U(s)0(s) = (s,7(s)) (7 (s),5)

= sm(s)—m(s)s'=0

ve benzer sekilde 0 (s) 1 (s) = 0 dur. Boylece

oldugu gosterilmis oldu.

(p+0—-a)(a) = ¢¥(a)+0(a)—ala)
(a

Uyar1 11 Qz : 1, (C) — B bir homomorfizma ve 0 - 7, (C) — B bir anti-

homomorfizma olmak tizere B C lg’ vardwr oyle ki
o=+

dar.

Ispat. a ist dicgen, b alt ticgen matris olmak tzere (a,b) formundaki tim
elemanlarin olusturdugu M, (C) x M,, (C) cebirinin B it cebirini alalim. B C
B ve 171 = (a,0) ve 5(@) = (0,a") her ikisinin de gorinti kiimesi B olan bir
homomorfizma ve bir anti-homomorfizma tanimlamis oluruz éyle ki o = 171 —1—5

dwr. Gergekten

V(a+b) = (a+b0)=(a,0)+(b0) =

¥ (ab) = (ab,0) = (a,0)(b,0) = ¢ (a)
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dir, yani v bir homomorfizmadir. Ayni zamanda

0(a+b) = (0,a'+b) = (0,a") + (0,6%) = 6 (a) + 0 (b)

~

0(ab) = (0,(ab)") = (0,b'a’) = (0,') (0,a") = 6 (b) 6 (a)

oldugundan 6 da bir anti-homomorfizmadir ve

~ ~

%) (a) = (a, at) = (a,0) + (0, at) =1 (a)+ 6 (a)

dir. m

3.1 Yakin Toplam(Near-Sum):

Bu boliimde kabul edecegiz ki A, C iizerinde bir cebirdir 6yleki A;, A nin bir

ideali ve Ag, A nin bir alt cebiri olmak iizere
A=A A

seklinde direkt toplam olarak yazlabiliyor. w, A dan Ay a bir projeksiyon
yani 7 (ag + a1) = ag olsun. Agiktir ki 7 bir homomorfizmadir. A =7, (C),
Ay = D, (C), Ay = S,(C) oldugu durum 6nemlidir. Bu béliimde ayrica A,
Ay @ A; seklinde dekompoze edilebilen herhangi bir cebirdir. Genel olarak B ile
herhagi bir C-cebiri tanimlanacaktir. Simdi uyar1 11 deki notasyonlar goézoniinde

bulundurularak asagidaki tanimlama yapilabilir:

Tanim 15 ¢ : A — B bir homomorfizma ve 6 : A — B bir anti-homomorfizma

olmak “izere

w ’Ao: 0 ’Ao

ve

(0 («41) 0 <A1> =0 (Al) (G (-/41) = {0}7

olsun. Bu takdirde
e=1v+0—-«
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¥ ve 0 mn yakin toplama olarak adlandvrilir. Burada

a=yYm =0

dir.

Bundan dolay1 bu béliimiin baginda tanimlanan ¢, 6 anti-homomorfizmasi ve
1 homomorfizmasimin sirasiyla D,, (C) ve S, (C) ye gore yakin toplamuidir. Eger

1 ve 6 min yakin toplami ¢ ise o zaman V a = ag + a; € A icin

¢ (ao) = ¥ (ag) = 0 (ag) = a (ao)

oldugunu gosterelim: ¢ nin tammindan « (ag) = 7 (ag) = 1 (ag) dir ve

77Z) |A0: 0 |A0

oldugundan v (ag) = 0 (ag) dir. ¢ nin tamimindan da

¢ (ao) = v (ag) + 0 (ag) — a(ao) = ¥ (ao)
elde edilir. O halde
¢ (ao) = (ag) = 0 (ag) = a (ap) (3.1.1)

dir.
p(a) =9 (a)+0(a) —afa)

Burada a (a) = 97 (a) = ¥ (ap) dir. O halde son esitlikten

p(a) = (a)+0(a)—1(a)
p(a) = (a—ap)+0(a)=1(ar)+0(ao+ a)
= ¢ (a1) + 0 (ag) + 0 (a1)

¢ (ag) = 0 (ap) oldugundan

p(a) = ¢ (ao) + ¢ (a1) + 0 (ar) (3.1.2)
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elde edilir.
Ozellikle ¢ nin Ay a kisitlanisi ayni anda hem homomorfizmadir hem de anti-
homomorfizmadir. Ay = 0 oldugu durumda yakin toplam bildigimiz toplamla

cakigir.

Lemma 12 Bir homomorfizma ve anti-homomorfizmanin yakin toplams Jordan

homomorfizmasidar.

Ispat. ¢, bir ) homomorfizmasi ile # anti-homomorfizmasimm yakimn toplam

olsun. Bu durumda V a = ag + a1 € A igin

(v —a)(a) (@ —a)(a) = (¥ —a)(a+a)(l—a)la+a)
= [¢Y(ap+a1) —alag+a1)] [0 (ap + a1) — a(ap + a1)]
= [¢ (a0 + a1) — v (ao)] [0 (a0 + a1) — 6 (ao)]
= ¥ (a1)0(ar)

ve ¢ (A1) 0 (Ay) =60 (A1) 9 (Ar) = {0} oldugundan
(¥ —a)(A) (0 —a) (A) = (0 — ) (A) (¢ — o) (A) = {0}

dir. Bu nedenle V a € A i¢in

P’ (a) = [(¥—a)(a)+ (0~ a)(a)+a(a)’
= (¥ —a)’(a) + (0 — ) (a) + a” (a)
+ W =a)(@)(0-a)(a)+(—-a)a) (¥ -a)a)
+ afa) (¥ —a)(a) + ¥ —a)(a)a(a)
+ afa) (0 —a)(a) + (0 —a)(a)afa)
= ¥*(a) + 6 (a) — a* (a)

1) homomorfizma ve ¢ anti-homomorfizma oldugundan

¢ (a) = v (a®) + 6 (a®) — o (a) = ¢ (a®) .
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Lemma 13 Farzedelim ki A nan her T ideali i¢in 7 (Z) C I olsun. Eger v :
A — B, bir homomorfizma veya anti-homomorfizma ise bu takdirde vy (A), v (A)
nan bir v (A1) ideali ile bir v (Ap) alt cebirinin C-modil direkt toplamudur. Yani
v (A) =7 (Ao) @7 (A) dir.

Ispat. v (A4g) Ny (A1) = {0} oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Varsay-
alim ki bazi ag € Ag ve a1 € A; icin 7y (ag) = v (a1) olsun. O zaman ag—ay € kery
dir. ker, A nin bir ideali oldugundan 7 (Z) C Z varsayimimizdan 7 (ag — ay1) =

ap € ker~. Buradan ag,a; € kery. 0 = (ag) =y (a1) = a; € kery. ®

Tanim 16 R ve S tamiik bolgeleri verildiginde, R den S ye 1:1 bir homorfizma

bulunabiliyorsa R, S i¢ine gomiilebilir denir.

Lemma 14 ¢ : A — B, 1» homomorfizmas: ile 8 anti-homomorfizmasinin yakin

toplama olsun. Farzedelim ki asaqudaki kosullar saglansin:
i. A nwn her T ideali i¢in 7 (Z) C Z,;
ii. ¢ (A)N 0 (A1) = {0} (veya v (A1) NO(A) ={0});

iii. B cebiri ¢ (A) tarafindan tretilir.

Bu takdirde B cebiri ve gomdilebilir 1 : B B dondigiimii vardur oyle ki o = i,
0= :ﬁ + 9 seklindedir. Burada fp A — B bir homomorfizma ve 9 A— B bir

anti-homomorfizmadar.
ispat.
¥ (A1) 0 (A1) =0 (A1) ¥ (Ar) = {0}

ve

2 ’-AO: (0 ‘Ao: 0 ‘Ao

esitlikleri kullanmilirsa kolayca gosterebilir ki ¢ (Ag) + 9 (A1) + 6 (A1), B nin alt
cebiridir. (3.1.1) ve (3.1.2) esitliginden ¢ (A) nin bu alt cebirin her eleman:

igerdigi goriiliir ve buradan 7i¢.g6zo6niinde bulundurulursa kolayca goriiliir ki,

B=p(Ay) +v(A)+0(A).
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Iddia ediyoruz ki bu toplam direkt toplamdir. Gercekten baz1 ag € Ay, a1,a; € A
icin

¢ (ag) + ¥ (a1)+60(a)) =0

oldugunu varsayacagiz. ¢ (ag) = v (ag) esitligi ve i sikki kullanilirsa iistteki
esitlikten
¥ (ap+a1) =0 (ay) =0

elde edilir. Buradan ¢ (ag) = v (—ay) dir ve bir énceki lemma kullanilirsa ¢ (ag) =

¥ (ap) = 0 ve ¥ (a;) = 0. Bu nedenle

B=p(A) @Y (A) ®0O(A).

~

B=1y(A)x0(A)
vei:B B doniigiimiinii Vag € Ay, a1, a) € A igin
i (¢ (ao0) + ¢ (1) +0(a1)) = (¢ (a0 + a1) ,0 (a0 + a}))

tanmimlayalim. Yukarida belirtildigi gibi ¢ (ag) + % (a1) + 0 (a}) = 0. Buradan

¢ (ao) = 1 (ag) = 0 (ag) =0, ¥ (a1) =0 ve (a}) =0

dir. Bu ise 6zel olarak 7 nin iyi tanimh oldugunu gosterir. Ustelik 1 (ag + a1) =
0 (ap + a}) = 0 ise bu takdirde bir 6nceki lemmadan 1 (ag) = ¥ (a1) = 0 ve
0(ag) = 0(a}) = 0 dir. Bu ise ¢ nin bire-bir oldugunu gosterir. Basit bir
hesaplama ile 7 nin cebir homomorfizmasi oldugu gosterilebilir. Son olarak :ﬁ :

A— E)’ bir homomorfizma ve 5 A — g’ bir anti-homomorfizma olacak gekilde

¥ (a) = (¥ (a),0), 6(a) = (0,6 (a))
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tanimlayalim.

Gla)+0(a) = (@ (a)+ (1) (a),0(r(a) + (1 - 7) (a)))
= i(pm(a) +¢ (1 —m)(a) +0(1—7)(a))

= ip(a) =(a)

elde ederiz. =

3.2 T,(C) lizerindeki Jordan Homomorfizmalari:

A dan B ye tamiml her ¢ Jordan homomorfizmasi, 4 daki idempotent elemanlar:
B deki idempotent elemanlara doniistiiriir. Yani e, A da bir idempotent eleman ise
¢ (e) de B de idempotenttir. Jordan homomorfizmasinin 2. kogulunun agagidaki

esitlige denk oldugu gosterilmisti.

Buradan

olur ki bu da ¢ (e) nin idempotent oldugunu gosterir. e idempotent eleman.olmak

iizere e, a € A alalim. Bu takdirde
ae =ea =0

gosterir ki

pla)ple) =0=p(e)p(a)

Yani eger

ae =ea=0=ae+ea=0=cae

dir. Buradan

p(ae +ea) =g (a)p(e) +w(e)pa) =0=w(e)p(a)p(e). (3.2.1)
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(3.2.1) ifadesi soldan ¢ (e) ile ¢arpilirsa

p(e)p(a)p(e)+ ¢ (e) p(a) = *(e)p(a)p(e)

v (e)p(a)p(e) =0 ve ¢(e) oldugundan

ple)p(a)=p(a)p(e)=0 (3.2.2)
dir.

Teorem 15 Hery : 7, (C) — B, n > 2 Jordan homomorfizmasi, bir : T, (C) —
B homomorfizmas: ve bir 0 : T, (C) — B anti-homomorfizmasiman (siraswyla

D, (C) ve S, (C) ile ) yaklasik toplamadar.

Ispat. {e;|1<i<j<n}, 7,(C) nin matris birimlerinin kiimesi olsun.
(i, 7). pozisyondaki eleman: 1, diger elemanlar1 0 olan matrisler e;; ile gosteriliyor
ve genel olarak matris birim (matrix unit) olarak adlandirihyor). V1 <i<j<n
i¢in

fis = ¢ (i) o (eij) p (e55) ve gji = ¢ (e55) @ (ei5) ¢ (ei) (3.2.3)

tanimlayalim. Her e;; idempotent oldugundan
o (€i) = fii = gui (3.2.4)
de idempotenttir. Diger yandan,
€ij = €4i€ij€j; + €5j€;5€y, eger 1 < j ise

¥ (eij) = ¢ (ei) ¥ (ez’j) 4 (ejj) +¢ (ejj) 'Z (%’) @ (€)



dir. Buradan
¢ (ei;) = fij + gji, eger © < j ise

Simdi

fiifu=0fu, i <jvek<lI
GjiGue = Ougjr, 1 < jvek <l
fisg =0 =g fij, 1 <jvek<lI

bu esitlikleri ispatlayalim: (3.2.3) ve (3.2.4) den V i < j igin

fiz = (ei) fij = [ (ej5), fisp (ei) = 0= w(ej;) fi

ve
gji = @ (%‘j) gji = g5 (em') y G5 (ejj) =0=9 (eii) Gji

Bundan dolay: (3.2.5) esitligi 6nce sagdan ¢ (e;;) ve sonra soldan ¢ (e;;)
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(3.2.5)

(3.2.6)
(3.2.7)

(3.2.8)

ile ve

daha sonra sagdan ¢ (e;;) ve soldan ¢ (e;;) ile garpihip iiste elde edilen sonuglar

kullanilirsa asagidaki esitlikler elde edilir:

fii = wlew)pley) =pl(ey)p(ej) ve

gii = (i) e (eij) = ¢ (e) ¢ (i)

i <jvek <lalahm. Eger j # k ise (3.2.9) ve (3.2.2) den

fizf = ¢ (eij) ¢ (ej5) @ (exr) v (ex) = 0= &1 fu

elde edilir.
Simdi de kabul edelim ki j = k. Eger ¢« = j = [ ise bu takdirde f;; f;

i < j <l oldugunu varsayalim. (3.2.9),

¢ (eir) o (en) =0

(3.2.9)

= fu
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esitligi ve Jordan homomorfizmasinin 2. ozelligi kullanilirsa,

Tiifii = w(ew) e (eij) ¢ (en) e (en)
= ¢ (eueijeq + ejeizei)  (en)

= p(ea)p(en) = fu

Benzer gekilde i < j < oldugunda da (3.2.6) egitligi saglanir. (3.2.7) esitligi
de benzer olarak ispatlanir. (3.2.8) iispatlamak i¢in i < j ve k < [ kabul edecegiz.
j # [ oldugunda

fizgne = @ (ei5) ¢ (ej5) v (en) ¢ (er) = 0.

j = [ oldugunu varsayalim. Eger ¢ = k ise o zaman

fijg5e = v (eu) 902 (eij) ¢ (i)

= p(ew) e (€) e (ei) =0
i # k ise (3.2.3) i kullaniwrsak ¢ (e;;) ¢ (ex;) = 0 ve bundan dolay:

fizgie = ¢ (en) p(ei) @ (e5) ¢ (ens) = fijp (exj)
= 90(611)90(%')@(%3‘)

= @ (ei) p(een; + exjey;) = 0.

Buradan herhangi bir durumda f;;g;; = 0 elde ederiz. Benzer olarak g fi; = 0
dir.
Simdi ¥, 0 : 7, (C) — B

Qﬂ <Z)\ij€ij> = Z)\”f” and 6 (Z)\mﬁﬁ) = Z)\Ugﬂ
i<j i<j i<j 1<j

tamimlayalim. (3.2.6) ve (3.2.7) den ¢ homomorfizma ve 6 da anti homomorfiz-
madir. (3.2.4) ifadesini gozoniinde bulundurursak( burada m, D,, (C) tizerinde bir

projeksiyon) ¢ = fr oldugunu biliyoruz. (3.2.8) esitligi gosterir ki

¥ (85(€)) (S5 (C)) = 0(Sn (C)) (S (C)) = {0} .
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Son olarak (3.2.5) esitligini kullanirsak ¢ = ¢ 46 — « olur. Burada o = ¢¥m = 0.

Bu nedenle ¢, v ve § nin yakin toplamidir. =

Teorem 16 Her ¢ : 7, (C) — B, n > 2 déndigimiinin Jordan homomorfizmast
olmas i¢in gerek ve yeter kosul bir ¢ : 7, (C) — B homomorfizmas: ve bir 6 :
7. (C) — B anti-homomorfizmasimn (siraswyla D, (C) ve S, (C) ile ) yakin toplama

olmasidar.

Ispat. Gereklilik bir 6nceki teoremde gosterildi. Simdi biz yeterliligi gostere-
lim:
¢ :7,(C) — B, bir ¢ : 7, (C) — B homomorfizmasi ile 0 : 7, (C) — B anti-
homomorfizmasinin yakin toplami olsun. Bu durumda V > \;je;; = Z)\ijeij +
i=]

1<y
> Nijeij € T, (C) igin

1<J

(¢ —a) (ZM%‘) (0 —«a) (ZM’%’)

i<j i<j
= (¥ —a) (Z)\ijez’j + ZM‘%) (0 — ) (ZAU% + Z)\z‘jeza)
i=4 i<j i=4 i<j
= w (Z)\ijeij> 0 (Z)\m@ﬁ)
i<j 1<j

ve ¥ (S, (C))0(S,(C)) =6(S,(C)) (S, (C)) ={0} oldugundan

(¥ =) (7. (C) (0 = a) (T (C) = (0 — @) (7. (C)) (¢ — @) (7., (C)) = {0}
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dir. Bu nedenle V) \; e;; € 7, (C) icin

i<j

= [w —a) (;Mjeij) + (0 — @) <;Azjezj> +a (;Aij%” 2
= (¥ —a) (;Aijeij> +(0—a) (;Aijeij) +a’ (;Aij%)
+ (¢ —a) (;AU%> (6 — a) (;Aw%)
+(0— ) (;Aijeij> (Y — ) (;AU%)

+ a (ZAijei]‘) (¢ —a) (Z/\z‘j%) + (¥ —a) (Z/\ij%) o (Z&je@)

1<j 1<j 1] 1<y

+ « (Z)\Zjei]) (9 — Oé) (Z)\m’@q’) + (0 — Oé) (Z)\mﬁw’) (07 (Z)\ijei])
i<j i<j i<y 1<j

— ¢2 (Z)\ijeij) + 92 (Z)\mﬁm‘) — 042 <Z)\ij€ij>
1<j 1<j 1<J

1) homomorfizma ve ¢ anti-homomorfizma oldugundan

()02 (Z)\ZJQ]) = 'QZ) ((Z)‘er> ) +0 ((Z)\”ew) ) — ((Z)‘er> )
= ((;)\Z]e”) ) |

Ornek 2 75 (C) = D5 (C) @ S5 (C) olacak sekilde diizenlersek

ailz a2 Aais a0 0 0 a2 a3
0 Qo2 Q93| — 0 929 0 + (0 0 a9o3 olur.
0 0 ass 0 0 ass 0 0 0

7 T3(C) — D;3(C) projeksiyonunu, ¢ : 73 (C) — B homomorfizmasini ve

0 : 73 (C) — B anti-homomorfizmasim tanmimlayalim:



11 a1z 413 a0 0

™ 0 Q92 Q93 == 0 929 0
0 0 as3 0 0 ass

11 QAaiz2 A3 aj;r 0 0
(0 0 ax a =10 azp ax
0 0 as33 0 0 ass

air a1z 13 ap; 0 0

0 0 ax a = a2 azp 0
0 0 ass 0 0 ass

Y |pye)= 0 |py(c) bu 6zellik saglaniyor.

Y (S3(C))0(S3(C)) =0(S3(C)) v (S3(C)) = {0} oldugunu gosterelim:

0 12 Q13 0 Q12 Q13 0 0 0 0 0
w 0 0 923 0 0 0 923 = 00 23 a12 0
0 0 O 0 0 O 00 0 0 0
[0 0 0
= (0 0 0
00 0
0 19 Q13 0 19 Q13 -0 0 0 0 0 0
0 0 0 as3 2/1 0 0 ass = a12 00 00 a93
0 0 0 0 0 O 0 0 0f (00 O
[0 0 0
= (0 0 0
00 0

ve son olarak o = ¢ =607 olacak sekilde o y1 secelim.

aii 0 0 a1 0 0
Y (m(a)) = 0 axp O =10 axp 0|=al)
0 0 ass 0 0 oass
app 0 0 a;; O 0
0 (ﬂ- (CL)) =0 0 axp 0 =10 axp 0|=«a (&)
0 0 ass 0 0 as3

¢ =1 + 0 — a yakin toplamdir.



a11

0

12

22

a2

Q22

Q12

22

0

a13
23

a33

13

23

ass |

aii

0

11

Q12

aix Qi Qi3
0 ax ax
0 ass
11 a2 ais
0 az as
0 0 ass
0 0 ai
Qg2 Q23| + |12
0 ass 0
0 0
Q22 Q23
0 ass
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a1 a2 a13
+6 0 a aog

0 0 as3
0 O aip; 0 O
azr 0| —10 ax O
0 as3 0 0 ass

simdi tamimladigimiz bu ¢ yakin toplamin Jordan homomorfizmasi oldugunu

gosterelim:

aj1 + b1 aig +biz aiz+ b3
pla+b) = o 0 g2 + bag  ag3 + bas
0 0 asz + bss
a1 -+ b11 0 0
= |ai2+bia ag + by a3+ bos
0 0 ass + b33
ailz a2 Aais b1 bia bis
pla) +ob) = ¢ 0 ax as + e 0 by bas
0 0 ass 0 0 b33
_all 0 0 b11 0 0
= a2 a2 ag| + [biz by bas
0 0 ass 0 0 b33
_an —+ b11 0 O
= |ai2+bia ag + by agsg + bos
L 0 0 ass + b33




O halde ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) olur.

aix aiz Az bi1 bz bis
ab = 0 Q92 (A923 0 b22 bQ3
0 0 as3 0 0 b33

-anbn a11012 + a12baa  a11b13 + ajabas + a13bss
= 0 a22b22 a29ba3 + a23bs3
0 0 a33b33

_bn bia b1 aix aiz2 Aais
ba = 0 b22 b23 0 A2o Q23
0 0 b33 0 0 ass

a11011  a12b11 4 axebia  biiais + bizass + bisass

= 0 a22b22 a23baa + as3bas
i 0 0 as3bss
v (ab+ ba)
2a11b11 0 0

30

= |a12b11 + ag2bia + a11b12 + a1obay  2a90b22  ag2bas + agsbae + azbss + assbas

0 0 2&33b33

a1 0 0 b11 0 0
(@)p®)+ed)e(a) = |aiz ax axs| [biz ba by
0 O as33 O 0 b33

bll 0 0 aiq 0 0
+ b1z baa bog| |a12 a2 a3

0 O 633 O 0 ass

p(a)p(b) +¢(b) ¢ (a)
2(111b11 0 0

= |a12b11 + ag2bia + a11b1a + a19bay  2a90b30  ag2bas + aasbas + a3bss + assbas

0 0 2@33[)33
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¢ (ab+ba) = ¢ (a) ¢ (b) + ¢ (b) ¢ (a) oldugundan ¢, Jordan homomorfizmasidir.

Teorem 17 ¢ : 7, (C) — B, n > 2 Jordan homomorfizmasi tanamlayalim oyle ki
B cebiri ¢ (7, (C)) tarafindan dretilsin. Bu takdirde oyle B cebiri ve gomiilebilir
i: B —>ZNS dontisiimii vardir ki o = ip, p = fl + 5 seklindedir. Burada 271 A — ZN3

bir homomorfizma ve 0 : A — B bir anti-homomorfizmadur.

Ispat. Teorem 15 i gtz oniinde bulundurursak bu teoremi ispatlamak icin

lemma 14 tin 4., 24., 297., kogullarinin saglandigini gostermemiz yeterlidir.
m(a) = ej1aer + exnaey + ... + eppaen,

alirsak 7. kogulunun saglandigim goriirtiz. Buna ek olarak baz \;;, A, € C igin

Z Nijfij = Z Aik9ik

1<i<j<n 1<k<I<n

oldugunu varsayacagiz. Bu ifadeyi soldan f;; ile ve sagdan f;; ile carparsak (i < j)
ve (3.2.4), (3.2.6), (3.2.7) ve (3.2.8) i kullamirsak herbir \;;f;; = 0 oldugunu
goriiriiz. Bu da 2. kosulunun saglandigini gosterir.teoremde ki kabulumiizden

12¢. kosulu da saglanir. Bundan dolayi1 ispat tamamlanmigtir. m

SONUCLAR VE ORNEKLER

Ornek 3 ¢ : 7, (R) — T, (R) olmak iizere ¢ (A) = UA"U~' seklinde tanamlan-
sin. Burada U = Ey, + Eyp—1) + ...+ Epq dir. O halde gdsterelim ki o doniisimii

hem Jordan homomorfizmasidir hem de anti-homomorfizmadar.
ip(A+B)=¢(A)+¢(B)

ii p(AB+BA)=9¢(A)p(B)+¢(B)p(A)

9(A+B) = UA+B)"U!
= U U +U(B) U

= ¢(A) +¢(B)
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Buradan v kosulunun saglandigine goriyoruz. imdi it kosulunun saglandigina

gosterelim:

¢(AB+ BA) = U(AB+ BA)"U™!

— U (BtrAtr + AtrBtr) U—l
= U (BtrAtr)U—l + U(AtrBtr) U—l
= [ (BMUUAT) U+ [UAM 0] (BT

= ¢(B)p(A) +v(A)p(B)

.Gortiyoruz ki ¢ bir Jordan homomorfizmasidir. ¢ Jordan homomorfizmast,

homomorfizma degildir ancak anti-homomorfizmadir. Simdi bunu gésterelim:

p(AB) = U((AB)")U™
¢(AB) = U (B"A") U
U(

Btr lU Atr) U*

Sonuc 18 Her homomorfizma ve anti-homomorfizma bir Jordan homomorfiz-

masidar.

Herstein [2] R halkasindan karakteristigi 2 ve 3 ten farkli olan R’asal halkasina
tanimli Jordan homomorfizmasinin ya homomorfizma ya da anti-homomorfizma
oldugunu ispatladi. Bu teoremin sonucu olarak her basit halka asal halka oldugun-
dan teoremin basit halkalar i¢inde gecerli oldugunu ve ayni zamanda R halka-
sindan karakteristigi 2 ve 3 ten farkl, R’ ilkel halkasina tanmiml Jordan otomor-
fizmasinin ya otomorfizma ya da anti-otomorfizma oldugu sonucunu verdi. M.F.
Smiley [6] ise karakteristigin 2 den farkli olmasimin yeterli oldugunu gosterdi. O
halde bu iki ¢alismadan agagidaki sonug elde edilmistir:

Sonuc 19 R halkasindan karakteristigi 2 den farkl olan R’ asal halkasindan

tamamly Jordan homomorfizmasi ya homomorfizmadir ya da anti-homomorfizmadar.
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Ornek 4 ¢ : My (Z) — My (Z3) olmak iizere ¢ (A) = [Al, seklinde tansmlansin.

A= 00 B = 0 7] olsun.
2 1 1 4
aen=o ()= (R )L
cW+em)=) [‘1) 1]_[2 2]‘[3 g]
coan (L1 )
19 48 _Jro
7|2 o7 “lo o
P (B)+eBlol) = |02 [(1) 1] [(1) 1] [(2) i]

0

2
Cfa3] [ro
|3 6] |00
Buradan goriyoruz ki ¢ jordan homomorfizmasidir. Burada karakteristik 2 den

farkhdur. Asal halka tzerinde tanimly olan bu Jordan homomorfizmasinin homo-

morfizma veya anti-homomorfizma oldugunu gosterelim:

e (B IR D( 8-

0 2] Jo 1] [2 2] [2 2
AB: = =
o (4)¢(B) 2 1] {1 1 13 10
o 11 [o 2] [2 1] [2 1]
BA: = =
#(B) e (4) 1 1|2 1 2 3 2 0

O halde buradan ¢ hem homomorfizmadir hem de anti-homomorfizmadar.
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Ek-1
Temel Lemmalar :
Lemma 3 Va,b € R i¢in ¢ (bab) = ¢ (b) ¢ (a) ¢ (b) dir.

Ispat. ¢ Jordan homomorfizmas: oldugundan

d{(ab+ba)b+b(ab+ba)} = ¢ (ab+ ba)d(b)+ ¢ (b) P (ab+ ba)
= [0(a) 9 (b) + ¢ (b) ¢ (a)] & (b)
+ ¢(b)[¢(a)@(b)+¢(b) ¢ (a)]

¢ {(ab+ba)b+0(ab+ba)} = ¢ (a)d” (b) + ¢ () ¢ (a) & () (1.1)
+0(0) ¢ (a)d(b) + 0" (0) ¢ (a)

Bununla birlikte

¢{(ab+ba)b+b(ab+ba)} = ¢ (ab®+ 2bab+ ba) (1.2)
= ¢ (ab® + b%a) + 2¢ (bab)

¢ (b?) = ¢* (b) ifadesini (1.1) te gozoniinde bulundurulup, (1.1) ve (1.2) esitlik-

lerinin sonuglar: egitlenirse

¢ (a) ¢ () + 20 (b) ¢ (a)d (b) + ¢ (°) p(a) = ¢ (ab®+b%a) +2¢ (bad)
20 (b) ¢ (a) ¢ (b) = 20 (bab)

elde edilir. R’ halkasinin karakteristigi 2 den farklh oldugundan

¢ (b) ¢ (a) ¢ (b) = ¢ (bab)

dir. m
Yukaridaki yardimci 6nermede b yerine b + ¢ yazip lineerize edilirse agagidaki
lemma elde edilir.

Lemma 5 Va, b,c € R i¢in

(i) a**¢ =ab +ac, ayr. = ap+ac,
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(it) (a+b)°=a®+0° (a+b),=ac.+b.,
(iii) a® = —b* a4y = —b, ,

(iv) a® =2ab |aw =2ay,, a®=—a’ a_,=—ay.

Ispat. (i) Tanimdan

a"™ = ¢lab+c))—d(a)o(b+c)
= ¢(ab) + ¢ (ac) = ¢ (a)[¢ (b) + ¢ (c)]
= ¢(ab) + ¢ (ac) = ¢ (a) ¢ (b) — ¢ (a) ¢ (c)
= [¢(ab) — ¢ (a) ¢ ()] + [¢ (ac) — & (a) ¢ (c)]

= a’+a°

apre = ap + a. esitligi de benzer sekilde gosterilir.

(74) Tanmimindan,

(@a+b)° = ¢llat+b)d—¢(a+b)d(c)
= ¢(ac+bc) —[d(a) + & (b)]o(c)
= ¢(ac)+ ¢ (bc) — p(a)d(c) — & (b) ¢ (c)
= [¢(ac) — ¢ (a) ¢ (0)] + [¢ (bc) — & (b) ¢ (c)]
= b

(a+0), = ac+ b, ozelligi de benzer sekilde gosterilir.
(iii) a® = —b* oldugunu ispatlamak igin a® + b* = 0 oldugunu gostermek
yeterlidir:
a”+b" = ¢ (ab) — ¢ (a) ¢ (b) + & (ba) — ¢ (b) & (a) (1.3)

Jordan homomorfizmasinin tanmimindan

¢ (ab) + ¢ (ba) = ¢ (ab + ba)

ve

—[¢(a) ¢ (b) + ¢ (b) ¢ (a)] = —¢ (ab + ba)
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oldugunu bilinmektedir. Bu ifade (1.3) de yerine yazildiginda a® + b* = 0 =

a’ = —b® olur. a, = —b, esitligi de benzer sekilde gosterilebilir.

2 = 2ab, ag, = 2ay ifadelerinin ispat1 igin (i) de c yerine b almak yeter-

() a
lidir.
a~® = —a® oldugunu gostermek icin a=® + a® = 0 oldugunu gostermek yeter-

lidir. Yani

a" +a" = ¢ (—ab) — ¢ (a)d (~b) + ¢ (ab) — ¢ (a) § (D) (1.4)

Jordan homomorfizmasinin tanimindan

¢ (—ab) + ¢ (ba) = ¢ (—ab+ba) = ¢ (0) =0

ve
[0 (a) ¢ (=b) + ¢ (a) & ()] = ¢ (—ab+ab) = ¢(0) = 0
dir. Son esitlik (1.4) de yerine konulursa a™® + a®* = 0 = a=* = —a® elde edilir.
a_, = —ay egitligi de benzer gekilde ispatlanir. m
Lemma 6 Va,b € R icin
(1) a’a, =0
(2) apa® = 0.

Ispat. (1) esitligi asagidaki gibi gosterilir:

d'ay = [¢(ab) = (a) b (b)) [¢(ab) — ¢ (b) ¢ (a)
= 0" (ab) + ¢ (a) ¢ (b) & (b) ¢ (a) — ¢ (ad) ¢ (b) & (a) — ¢ (a) ¢ (b) ¢ (ab)
= ¢ ((ab)?) + ¢ (ab®a) — ¢ (ab®a) — ¢ (ab(ab)) lemma 3 ve 4 ten
= ¢ (abab + ab*a — ab*a — abab)
= ¢(0)=0



Benzer gekilde (2) gosterilirse:

aa’ = [¢(ab) — ¢ (b) ¢ (a)] [¢ (ab) — ¢ (a) ¢ ()]
= ¢ (ab) + ¢ (b) ¢ (a) ¢ (a) ¢ (b) — ¢ (b) & (a) 6 (ab) — ¢ (ab) ¢ (a) ¢ ()
= ¢ ((ab)?) + ¢ (ba®b) — ¢ (ba®b) — ¢ ((ab) ab) lemma 3 ve 4 ten
= ¢ (abab + ba*b — ba*b — abab)

= ¢(0)=0

elde edilir. =
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