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OZET

TEZIN BASLIGI: NON-LOCAL SINIR KOSULLU PARABOLIK
DENKLEMLER ICIN TERS PROBLEMLER

YAZAR ADI: FATMA KANCA

Bu ¢alismada non-local smir kosullu ve integral ek kosullu parabolik problem
icin iki farkli katsay:1 belirleme ters problemi ele alinmistir. Birinci problemde 1s1
denkleminin ¢6ziimii ile beraber yalnizca zamana bagli 1s1 kapasitesi katsayisinin
belirlenmesi, ikinci problemde ise 1s1 denkleminin ¢ozliimii ile beraber yalnizca
zamana baglh sicaklik iletim katsayisinin belirlenmesi ele alinmistir. Her iki ters
problemin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi sabit nokta teoremlerinden yararlanilarak
gosterilmigtir. Ayrica ¢oziimlerin giris verilerine stirekli bagimliliklart incelenmistir.
Son olarak da bu ters problemler sonlu fark yonteminden yararlanilarak niimerik

olarak ¢Oziilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Parabolik Denklem, Ters Problem, Ortogonal Olmayan
Fonksiyon Sistemleri, Nonlocal Sinir Kosullari, integral Ek Kosulu, Sonlu Fark

Y Ontemi.



SUMMARY

TITLE: THE INVERSE PROBLEMS FOR THE PARABOLIC EQUATIONS
WITH NON-LOCAL BOUNDARY CONDITIONS

AUTHOR: FATMA KANCA

In this study, two different inverse problems of determination of coefficients in
the parabolic problems with nonlocal boundary and integral overdetermination
conditions are considered. In the first problem, the simultaneously determination of
the solution of heat equation and the time-dependent coefficient of heat capacity, in
the second problem, the simultaneously determination of the solution of heat
equation and the time-dependent coefficient of tempature conductivity are
considered. The existence and uniqueness of solutions of the both problems are
proved by using the fixed point theorems. However, continuous dependence upon the
data of solutions are studied. Finally, these inverse problems are solved numerically

by using finite difference method.

Keywords: Parabolic Equation, Inverse Problem, Nonorthogonal Systems of
Functions, Nonlocal Boundary Conditions, Integral Overdetermination Condition,
Finite Difference Method.
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1. GIRIS

Dogada pek cok fiziksel olay kismi tlirevli diferansiyel denklemlerden olusan
problemler ile ifade edilir. Gézenekli ortamin hidrolik 6zelliklerinin bulunmasi, 1s1
transferinde kaynak kontrollerinin bulunmasi, uzaydan diinyanin atmosferine giris
yapan flizenin 1s1 ge¢misinin belirlenmesi, radyoaktif bozulmaya maruz kalan bir
ortamda 1s1 iletim olayinda sicaklik iletiminin durumunun belirlenmesi vs. gibi
problemler parabolik tipli denklemler i¢in ters problemlere getirilir [Beck ve
ark.,1985], [Alifanov,1994], [Jones,1962]. Parabolik denklemler i¢in ters problemleri

asagidaki tiirlere gore siniflandirmak miimkiindiir:

1) Denklemin katsayilarinin bilinmemesi problemi (Katsay1 Problemi)

2) Zaman ters yonlii problemler (Geriye Yo6nelik Problemler)

3) Smnir kosullarinda bilinmeyen parametrelerin belirlenmesi ile ilgili problemler
(Sinir Problemleri)

4) Bilinmeyen smir veya bdolgenin belirlenmesi problemi (Geometriksel

Problemler).

Bu ¢aligmada katsay1 belirleme ters problemi incelenecek. Bilindigi gibi lineer

1s1 transferi denklemi
Uy = alx, uy, + b(x, u, + plx, u + f(x,t) 1.2

seklindedir. Burada a(x,t) baskatsayr veya sicaklik iletim katsayisi, p(x,t) 1s1
kaynaklari igin kontrol fonksiyonu veya 1s1 kapasitesi katsayisi, f(x,t) non-homojen
terim veya kaynak fonksiyonu olarak isimlendirilir. Baglangic ve smir kosullari
altinda (1.2) denkleminde katsayilarin tiimiiniin verilmesi ile u(x,t) sicaklik
fonksiyonunun tek olarak belirlenmesi i¢in yeterli teori mevcuttur [ Ladyzenskaya ve
ark.,1968], [Friedman,1964]. Boyle problem diiz problem olarak adlandirilir ve

genelde iyi tanimlhdir.
Bir problem asagidaki kosullar sagladiginda bu probleme iyi tanimlidir denir.

(@) Problemin en az bir ¢6ziimii vardir (varlik);



(b) Problemin ¢6ziimii tektir (teklik);
(c) Problemin ¢oziimii problemin verilenlerine siirekli baglidir. Problemin
verilenleri derken baslangic ve simir verilenleri, ek verilenler (ters

problemlerde), denklemin katsayilari, sag tarafi vs. anlagilmaktadir.

Baslangi¢ ve sinir kosullar altinda (1.2) denkleminde katsayilardan en az birinin
ve u(x, t) fonksiyonunun bulunmasi problemi ise ters problemdir. Bu ters problemin
iyi tamimli olmasi i¢in ek kosul gerekir. Bu ek kosullar genelde Slgiilmiis deneysel

verilerden elde edilir.

Ters problemlerin sadece farkli tiirden olanlar1 degil ayn1 zamanda aym tiirdeki
problemler de aranan parametrelerin tiirii ve sekillerine gore, ¢oziim yontemlerine
gore, verilen ek kosullara gore, sinir kosullarina gore esasl olarak farklanir. Isi
denklemi i¢in lineer katsayr problemlerinde baskatsay1 yani 1s1 iletim katsayisinin
bulunmasi, 1s1 kapasitesi katsayis1 veya 1s1 kaynaklari i¢in kontrol fonksiyonunun
bulunmasi, non-homojen terimin bulunmasi yani kaynak fonksiyonunun bulunmasi
durumlart ile, bunun yaninda bu fonksiyonlarin hem uzay degiskenine hem zamana
bagli olmasi, yalniz uzay degiskenine veya yalniz zamana bagli olmast durumlar ile
karsilasilabilir. Ornegin hem uzay degiskenine, hem zamana bagli baskatsaymnin
belirlenmesi  problemi  [Beznoshchenco,1975] makalelesinde, sadece uzay
degiskenine bagli baskatsayinin belirlenmesi problemi [Ramm,2002] makalesinde,
sadece zamana bagli baskatsayinin belirlenmesi problemi [Jones,1962],
[Ilvanchov,2003], [Ivanchov,1998], [Ivanchov ve Saldina,2005], [lvanchov,1993],
[Shamsi ve Dehghan,2007], [Liao ve ark.,2009] makalelerinde incelenmistir. Sadece
uzay degiskenine bagli 1s1 kaynaklari i¢in kontrol fonksiyonunun belirlenmesi
problemi [Rundell,1983], [Suzuki ve Murayama,1980], [Ramm,2002] makalelerinde,
sadece zamana bagli 1s1 kaynaklari i¢in kontrol fonksiyonunun belirlenmesi problemi
[Namazov,1999], [Wang ve Lin,1989], [Cannon ve ark.,1992], [Cannon ve
ark.,1991], [Dehghan ve Tatari,2008] makalelerinde incelenmistir. Sadece uzay
degiskenine bagli kaynak fonksiyonunun belirlenmesi problemi [Cannon,1968],
[Dou ve ark.,2009], [Farcas ve Lesnic,2006] makalelerinde, sadece zamana bagl
kaynak fonksiyonunun belirlenmesi problemi [Farcas ve Lesnic,2006],
[Ilvanchov,1998], [Liu ve ark.,2010], [Shidfar ve ark.,2005], [Wang ve Zheng,2006]



makalelerinde incelenmistir. Aynm1 anda birkag tane katsayr fonksiyonunun
belirlenmesi  problemi ise [lvanchov ve Pabyrivska,2001], [lIvanchov ve
Pabyrivska,2002], [Fatullayev ve ark.,2008], [Ramm,2007], [Pierce,1979]

makalelerinde incelenmistir.

Parabolik sinir deger problemleri genel halde sinir kosullari olarak, lokal sinir
kosullu problemler ve nonlocal sinir kosullu problemler olarak iki gruba ayrilir.
Birgok fiziksel olay nonlocal smir kosullu parabolik sinir deger problemi ile
modellenir. Ornegin 1s1 iletiminde ([lonkin,1977], [Cannon,1963]), plasma fiziginde
([Samarskii,1980]) ortaya ¢ikan problemler integral kosullu nonlocal problemlere
indirgenebilir.  [Yurchuk,1986], [Kamynin,1962], [Choi ve Chan,1992],
[Bougoffa,2007], [Ivanchov,2004], [Ashyralyev ve ark.2001] ¢alismalar1 da
nonlocal smir kosullu parabolik diiz smir deger problemlere Orneklerdir.
[lvanchov,1993], [Namazov,1999], [Cannon ve ark.1991], [lvanchov ve
Pabyrivska,2001] calismalar1 da nonlocal smir kosullu parabolik ters sinir deger

problemlere 6rneklerdir

Ters katsay1 problemlerinde ek kosullar bélgenin i¢ noktalarinda veya sinir
noktalarinda verilebilir. Bu ek kosullar da siir kosullar1 gibi lokal o6zellikli ve
nonlocal dzellikli olarak ikiye ayrilir. Cogu zaman lokal 6zellikli ek kosullar tek bir
noktada 1smin  veya akimin verilmesinden olusur. Ornegin [Jones,1962],
[Ramm,2002], [lvanchov,1998], [Ivanchov ve Saldina,2005], [Shamsi ve
Dehghan,2007], [Liao ve ark.,2009], [Rundell,1983], [Suzuki ve Murayama,1980],
[Ramm,2002], [Farcas ve Lesnic,2006], [Liu ve ark.,2010], [Shidfar ve ark.,2005],
[Wang ve Zheng,2006], [Ivanchov ve Pabyrivska,2002], [Pierce,1979]
calismalarinda lokal 6zellikli ek kosullar verilmistir. Nonlocal 6zellikli ek kosullar
ise spektrumun Olgiimiiyle, sistemin toplam enerjisinin Olgiimiiyle, periyodik
verilerle veya zaman {izerinden integrali alinmig verilerle verilebilir.
[Ilvanchov,2003], [lvanchov,1993], [Namazov,1999], [Wang ve Lin,1989], [Cannon
ve ark.,1992], [Cannon ve ark.,1991], [Dehghan ve Tatari,2008], [Ivanchov,1998],
[Ilvanchov ve Pabyrivska,2001], [Fatullayev,2008], [Ramm,2007], [Ivanchov,1998]

calismalarinda nonlocal 6zellikli ek kosullar verilmistir.

Parabolik problem i¢in katsayr belirleme problemi niimerik olarak [Wang ve

Lin,1989], [Cannon ve ark.1992], [Fatullayev,2008], [Demirdag,2010],



[Erdogan,2010], [Ashyralyev ve Erdogan,2011] calismalarinda incelenmistir. Genel

olarak bu ¢alismalarda sonlu fark yontemi kullanilmistir.

Bu calismada nonlocal sinir kosullu ve integral ek kosullu parabolik problemler

icin katsayi belirleme problemleri incelenmistir.

Birinci béliim giris boliimiidiir. ikinci béliim ortogonal olmayan fonksiyon
sistemleri {izerine bazi yardimeci kavramlar igerir. Uciincii boliimde nonlocal sinir
kosullu ve integral ek kosullu parabolik problemler i¢in sadece zamana bagli 1s1
kapasitesi katsayisinin ve 1s1 denkleminin ¢oziimiiniin belirlenmesi problemi
incelenmistir. Bu boliim 4 kisimdan olusur: Problemin ¢6ziimiiniin varligi, problemin
¢cOzlimiiniin tekligi, problemin ¢éziimiiniin giris verilerine gore siirekli bagimlilig ve
problemin niimerik ¢6ziimii seklindedir. Ddrdiincii bdliimde ise nonlocal smir
kosullu ve integral ek kosullu parabolik problemler igin sadece zamana bagh
baskatsayr fonksiyonunun ve 1s1 denkleminin ¢&ziimiinlin belirlenmesi problemi
incelenmistir. Bu boliim 3 kisimdan olusur: Problemin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi,
problemin ¢dziimiiniin giris verilerine gore siirekli bagimlilig1 ve problemin niimerik

¢Ozimii seklindedir.
Tez ¢alismasinda 2. ve 3. Boliimlerinde elde edilmis sonuglar

‘Mansur I. Ismailov, Fatma Kanca, An inverse coefficient problem for a parabolic
equation in the case of nonlocal boundary and overdetermination conditions,
Mathematical Methods in the Applied Sciences, doi:10.1002/mma.1396°

makalesinde yayinlanmak {izere kabul edilmistir.
4. Boliimde elde edilen sonuglar ise

‘Mansur I. Ismailov, Fatma Kanca, Inverse problem of finding the time-dependent
coefficient of the heat equation from the integral overdetermination condition data’
olarak Inverse Problems in Science & Engineering dergisinde diizeltme
agsamasindadir.

Ayrica bu tezde s0zii gecen ters problemlerin niimerik ¢éziimleri
"1 th International Symposium on Computing in Science & Engineering, June 3-5,

2010, Kusadasi, Turkey’ sempozyumunda sunulmustur.


http://iscse2010.gediz.edu.tr/

2. ORTOGONAL OLMAYAN BAZI FONKSIYON
DIZILERININ BAZLIK OZELLIKLERI

Bu boliimde ileride kullanilacak olan bazi fonksiyon dizilerinin bazlik

ozelliklerinden bahsedilecektir.
H, bir Hilbert uzay, f3, f5, ... € H bir vektorler dizisi olsun.
Eger her h € H eleman, tek sekilde H uzayinda yakinsayan
h = Yk=1Ckfie (2.1)

serisine agilabiliyorsa, o zaman fj, f5, ..., vektorler dizisine H uzaymin bir tabani

denir.
fi, f2, .- € H, g1, g2, ... € H vektorler sistemi olsun. Eger

1, i=j
(ﬂ’gf)=6if={0, iij"

esitlikleri saglaniyorsa o zaman g4, g,, ..., vektorler sistemine, f, f,, ..., vektorler

sistemine biortogonal olan sistem denir.

91,92, --- € H vektorler sistemi f3, f5, ... € H tabanina biortogonal olsun. Agiktir
ki (2.1) esitliginin her iki tarafi g4, g,, ... € H ile garpilirsa

Ck = (h,gk), k= 1,2, (22)

(2.1) ve (2.2) esitliklerinden anlasilir ki g4, g,, ... € H vektorlerine ortogonal olan
herhangi bir h vektorii 0’a esittir, yani bir tabana biortogonal olan vektorler sistemi

tamdir.

Lemma 2.1 [Gohberg and Krein, 1969, s. 307]: H Hilbert uzayinda f, f5, ..., tabanina

biortoganal olan g4, g5, ... € H vektorler sistemi de H uzayinin bir tabanidir.



fi, f2, -+ H uzayinda bir ortonormal taban ve A sinirli ve tersinir bir lineer

operator olsun. O zaman her h € H elemant i¢in
AT h = 3R (A7, fid fie = Eii=a (B (A fid fies
buradan da
h = Yi=1(h Yr) @y,
yazilabilir, burada,
P = Afie Y = (A) i k=12, ...
Agiktir ki
(o) =65, (L,j =12,..).
O zaman
h = Yk=1CkPr
olmak iizere
cr = (h i),
elde edilir ve bu acilim tektir.

Her sinirli lineer operatdr, H uzayimin herhangi bir ortonormal tabanini baska bir

tabana doniistiiriir.

Tanim 2.1 [Gohberg and Krein, 1969, s. 309]: Yukaridaki doniisiim (sinirli lineer
operatdr) ile ortonormal bir tabandan elde edilen tabana ortonormal tabana denk

taban veya Riesz taban1 denir.

Sonug 2.1 [Gohberg and Krein, 1969, s. 310]: Riesz tabanina biortogonal olan taban

da Riesz tabamdir.

Lemma 2.2: (Bari teoremi) [Gohberg and Krein, 1969, s. 310]



Asagidaki ifadeler denktir:

1. H Hilbert uzaymin bir tabanini olusturan { f]} L dizisi Riesz tabanidir.

j=
2. {f]}jo=1 dizisi, (u,v) i¢ ¢arpimina denk olan yeni (u,v); normu ile H uzayinin
ortonormal tabani olabilir.
3.{ fj};O:l dizisi H uzayinda tamdir ve a4, a, pozitif sabitleri vardir dyle ki n pozitif
tamsayisi ve ¥4, V2, ..., ¥n Kompleks sayilar1 i¢in
I’ I’

a, Xialyi]” < |Z7J'1=1ijj|2 < a Xy

4. {f]}jozl dizisi H uzayinda tamdir ve onun ”fj’fk”:j:l Gram matrisi [, uzayinda

bir sinirli tersinir operator {iretir.
e ... . © « .
5. { fj}j:l dizisi H uzayinda tamdir ve ona biortogonal olan {g f}j=1 dizisi de tamdir

ve her h € H igin

2 2
3O=1|(h’f})| <°O,Z?=1|(h,gj)| < o0,

Simdi [0,1] araliginda asagidaki iki fonksiyon dizisi ele alinsin.
Xo(x) = 2, X55-1(x) = 4 cos 2mkx, X, (x) = 4(1 — x) sin 2mkx,(2.3)

Yo(x) = x, Yo, (x) = x cos 2mkx, Y, (x) = sin2mkx, k = 1,2, ...,(2.4)

Sonraki boliimlerde kullanilacak olan bu sistemlerin L,(0,1) uzayindaki bazi

ozellikleri, yukaridaki kavramlardan yararlanilarak asagida sekilde ifade edilebilir.

Lemma 2.3: (2.3) ve (2.4) dizileri L,(0,1) uzayinda biortogonal fonksiyonlar sistemi

olusturur, yani tiim pozitif i, j tamsayilari i¢in



(x.Y) = folXi(x)Yj(x)dx = byj.

Bu lemmanin ispat1 direkt yoklamakla kolayca elde edilir.

Lemma 2.4: (2.3) ve (2.4) sistemleri L,(0,1) uzayinda tamdir.
Ispat: f(x) € L,(0,1) fonksiyonu (2.3) fonksiyonlar sistemine ortogonal olsun.
f (x) fonksiyonu asagidaki seri agilimi seklinde gosterilebilir:

f(x) = Xy-1 By sin 2mnx.
f (x) fonksiyonu (2.3) sistemine ortogonal oldugundan

0= f, fFOXe(x)dx,k =012, ...,

0=Y"_.B, f014(1 — x) sin 2mnx sin 2rkx dx = By, k = 1,2, ...,
buradan

B, =0,k=12,..,f(x) =0,

elde edilir. Boylece (2.3) sisteminin tamlig1 elde edilir. (2.4) sisteminin tamlig1 da

acgiktir.

Lemma 2.5: f(x) € L,(0,1) icin
T||f||1%2(0,1) < Yk=ofi < R||f||1%2(0,1),
4 1
burada R = -, r = —, saglanur.
3 20

Ispat: X5, (x), k = 0,1, ..., L,(0,1) de bir taban olusturdugu icin, her f(x) € L,(0,1)

asagidaki biortogonal gosterime sahiptir:

f(x) = foXo(x) + Zf=1(f2kX2k(x) + f2k—1X2k—1(x))y (2.5)

burada



fo =) FOQOYo(x)dx, for = [ FOYar(R)dX, for—r = f; f(X)Yar1(x)dx (2.6)
seklindedir.
S0 f2 < RIFIZ, 01,

oldugunu ispatlamak igin, (2.6)’deki katsayillara Cauchy-Schwarz ve Bessel

esitsizliklerini uygulayarak degerlendirme yapilir:
1
12 = (F, 0% < IF 12, 0 12,01 = SIFIZ, 00,

Yo fh = Yo (f(x),sin 2mkx)? = %Z}f:l(f(x),\/isin 27rkx)2 <

£ 112, (0,19
Y1 o1 = 271 (f(x), xcos 2mkx)? = %Z}f:l(xf(x),\/f cos 21Tkx)2 <
112, 01y <5 1112, 0.1y
bdylece
Sk fé = &+ Tk + fhee) <5UFIIZ, o)
elde edilir.
Y (x), k =0,1,2, ..., sistemi L,(0,1)’de tabandir ve
GO = FoXo() + Bieca (Far Yok () + Far-1Yarer (),
burada
fo= Iy FEIXo()dx, forc = [y fQOXpi(x)dx, oy = f f(X)Xgpees ()l

Yicr [Fi = a1 (F (1), 4(1 — x) sin 2mkx)? =

2
8 i=1((1 = x)f (%), V2 sin 2mkx)” < 8II(1 = 2)fIF, 01y < 8IFI1F,0.1):

fo + et fm1 = 4(F, D + TR (f (x), 4 cos 2mkx)? < 4[| 1F 01y +

2
8 Yie—1 (f (x), V2 cos 2mkx)” < 12|If 112, 0.1):

buradan
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f& + Zitea (Fie + Fhiem1)=Li=a & < 200 1E 0. @27
elde edilir.

NI, 01y < Ti=o fit
oldugunu ispatlamak i¢in

f () = Xi=o(f, Yie) Xpe (),

ifadesi f(x)’le skaler carpilip, Cauchy-Schwarz esitsizligi ve (2.7) esitsizligi

kullanilirsa

A1 = () = ZicolF2 50 O ) = o fii < [ Tico S Bico 7 <
V20If IV o 2,
Mo < S fE

elde edilir. Teoremin ispat1 tamamlanir.

Lemma 2.6: (2.3) ve (2.4) sistemlerinin her birisi L,(0,1)’de Riesz tabanlaridir.

Ispat: Lemma 2.3 ve Lemma 2.4.den (2.1) ve (2.2) sistemleri L,(0,1)’de biortogonal

ve tamdir. Lemma 2.5’e gore

Vf(x) € L,(0,1) icin

rlIfIZ,01) < Zk=o fi& < RIFIZ,0.1):
saglanir, 0 zaman

Yie=o(f, Xi)? < oo,

Yie=o(f, Yi)? < o0,

Yani Lemma 2.2°deki 5.kosul saglanir, o zaman 1. kosuldan (2.3) ve (2.4) sistemleri

L,(0,1)’de Riesz tabanlaridir.
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3. NONLOCAL SINIR VE INTEGRAL EK
KOSULLU PARABOLIK DENKLEM ICIN ISI
KAPASITESI KATSAYISININ BELIRLENMESI
PROBLEMIi

3.1. Problemin Coziimiiniin Varhgi

Dy ={(x,t):0<x<1,0<t<T}

bolgesinde asagidaki sinir deger problemi

Uy = Uy — p(u + F(x,t), (x,t) € Dy, (3.1.1)

ux,0) =), 0 <x <1, (3.1.2)

u(0,t) =u(l,t), u,(1,t) =0,0<t <T, (3.1.3)
ve

[ uCe,t)dx =E(®),0<t<T, (3.1.4)

ek kosulu goz oniine alinsin, burada F, ¢, E verilmis fonksiyonlardir.

(3.1.1)-(3.1.4) probleminde {p(t),u(x,t)} fonksiyon ¢iftinin bulunmasi

problemi ters problem olarak ifade edilecektir.

TANIM 3.1.1: (3.1.1)-(3.1.4) problemini ve p(t) =0, Vt€[0,T] kosulunu
saglayan, C[0,T] x [C**(D;) N CY°(D;)] smfindan {p(t),u(x,t)} fonksiyon
ciftine (3.1.1)-(3.1.4) ters probleminin klasik ¢6ziimii denir.
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(3.1.4) integral kosullu ve farkli nonlocal sinir kosullu (3.1.1) 1s1 denklemi igin
{p(t),u(x,t)} ¢ozim giftinin bulunmasi problemi [Cannon ve ark.,1991] ve
[Ilvanchov ve Pabyrivska,2001] makalelerinde galisilmistir. Ayrica 1s1 denklemi igin
farkli nonlocal sinir ve ek kosullu problemler [Ivanchov,2003] ve [Namazov,1999]

calismalarinda incelenmistir.

(3.1.4) tiirtindeki integral kosulu, 1s1 transferi, termoelastisi, kontrol teorisi, doga
bilimleri vs. gibi birgok énemli uygulamalarda ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, ince bir
cubuktaki toplam 1s1 miktar1 E(t) ile verilen 1s1 yayilim problemi [lonkin,1977]

calismasinda incelenmistir.

[Kozhanov,2004], [Muravei ve Filinovskii,1993] ve [Nakhushev,1995, s. 263-
279] calismalarinda nonlocal sinir kosullu 1s1 denklemi i¢in diiz problem ele
alimmustir. [Nakhushev,1995] kitabinda (3.1.3) siir kosullarmin fiziksel anlami

verilir. Bu tip sinir kosullart matematiksel biyolojide ortaya ¢ikar.

(3.1.1)-(3.1.4) problemine karsilik gelen spektral problem asagidaki sekildedir.

X" +2X(x) =0,0<x<1,
(3.1.5)

X(0)=X(),X'(1) =0. (3.1.6)

Bu problem 6zeslenik degildir. Bu probleme karsilik gelen eslenik problem

Y'+A¥(x)=0,0<x <1, (3.12.7)
Y(0)=0,Y'(0) =Y'(1), (3.1.8)
seklindedir.

(3.1.5)-(3.1.6) problemi
A = 2nk)%, k=012, ..., (3.1.9)
0zdegerlerine ve

Xo(x) = ¢y, Xj(x) = ¢, cos 2mkx, k = 1,2, ...,
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ozfonksiyonlarina sahiptir, burada ¢, #0, k =0,1,2,..., keyfi sabitlerdir ve
biortonormal sistem elde etmek igin, ¢y =2, ¢, =4, k = 1,2, ..., yazilir. X;(x)
Ozfonksiyonlar1 tam sistem olusturmazlar ve L,(0,1) uzaymin bir tabani1 degildir.
X.(x), k=0,1,2,.. Ozfonksiyonlar1 (3.1.5)-(3.1.6) probleminin iligkili
fonksiyonlari ile tamamlanir. A;’ya karsilik gelen X (x) 6zfonksiyonu igin iligkili

X () fonksiyonu asagidaki problemin ¢dziimii olarak tanimlanir [Naimark,1969]:
X~;{’(X) + Aka(X) = Pka(X), X~k(0) = Xk(l), X]’c(l) =0, k = 01,.., (3110)

burada P, # 0 keyfi sabittir. k =0 igin (3.1.10) probleminin ¢dziimii yoktur,
Pk =-=2./1 , k= 1,2, ..., 1(;11'1

X (x) = 4(1 — x) sin 2mkx,

olarak bulunur. (3.1.5)-(3.1.6) probleminin 6zfonksiyonlar1 ve iligkili fonksiyonlari

asagidaki sekilde doniistiirtliir.
Xo(x) = 2, X55—1(x) = 4 cos 2mkx, X, (x) = 4(1 — x) sin 2wkx, (2.3)

k>0 igin A, Ozdegerine X,;_1(x) Ozfonksiyonu ve X, (x) iliskili fonksiyonu

karsilik gelir.

(3.1.7)-(3.1.8) problemi ¢oziiliirse asagidaki 6zfonksiyonlar elde edilir:
Yo(x) = x, Y (x) = x cos 2mkx, k = 1,2, ...,
burada S, = 0 keyfi sabitlerdir ve
e =, = 2rk)%, k =0,1,2, ....

(3.1.7)-(3.1.8) eslenik problemin iliskili fonksiyonlari asagidaki problemin ¢éziimleri

olarak elde edilir:
Yk”(x) + AkYk(x) = PkYk(X), Yk(o) = 0! Yk’(O) = Yk’(l)y k = 0111 r(3111)
k = 0i¢in (3.1.11) probleminin ¢6ziimii yoktur, k # 0 i¢in ¢oziimler

Y (x) = sin2mkx, k = 1,2, ...,
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seklinde elde edilir. Eslenik probleminin 6zfonksiyonlar1 ve iliskili fonksiyonlari

asagidaki sekilde doniistiirtiliir.
Yo(x) = x, Yo, (x) = x cos 2mkx, Y, (x) = sin2mkx, k = 1,2, ....(2.4)

k > 0 igin, her bir A, = (2wk)? 6zdegerine karsilik gelen dzfonksiyonlar Yy _q(x)
ve iliskili fonksiyonlar Y5 (x) seklindedir.

Elde edilen bu (2.3),(2.4) sistemlerinin bazi1 6zellikleri 2. Boliimde verilmistir.
TEOREM 3.1.1: Asagidaki kosullar saglansin:
(A1) p(x) € C'[0,1];

(1) (0) = (1), 9'(1) = 0,9"(0) = " (1),
(2) Pok < O, k = 1,2, veny

(4,) E(t) € CY[0,T], E(t) > 0,E'(t) < 0,Vt € [0, T], f, ¢(x)dx = E(0),
(A43) F(x,t) € C(Dy),Vt € [0,T] icin F(x,.) € C'V[0,1];

(1) F(0,.) = F(1,.),F(1,t) = 0,F(0,.) = F(1,.),
(2) Fo(t) = 0, Far(t) = 0,
minte[o,ﬂ FZk(t) + [e—(an)zT - 1] maXtE[O,T] FZk(t) >0 , k= 1,2, .

burada
1
o = [, 9()Y, ()dx, Fe(t) = [ F(x, )Y, (x)dx,
seklindedir, Yy (x), (2.4) ile tanimlanmustir.

O zaman (3.1.1)-(3.1.4) probleminin yeterince kii¢iik T’ler i¢in tek ¢Oziimii vardir.

Ispat: (2.3) sistemi L,(0,1)’de taban olusturdugu i¢in u(x,t) fonksiyonu formal
olarak asagidaki gibi yazilabilir:

u(x, t) = Y=o uk (X (1), 3.1.12)

we(®) = [, ulx, Y (x)dx, k= 0,1, ... (3.1.13)
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(3.1.1) denkleminin her iki tarafi Y, (x), k = 0,1, ..., ile ¢arpilip, bu ¢arpim 0’dan 1’e
X’e gore integrallenirse, u(t), k = 0,1, ..., fonksiyonuna gore asagidaki denklem

sistemi elde edilir:
Uy () + p(Duy(t) = Fy(t), (3.1.14)
uék_l(t) + [(an)z + p(t)]qu_l(t) + 4‘T[kqu(t) = FZk—l(t)’ (3115)
Uy () + [(27k)? + p()Jugk (t) = Far(t), k = 1,2, .... (3.1.16)
(3.1.14), (3.1.15), (3.1.16) denklem sisteminin ¢oziimii asagidaki sekilde elde edilir:
~fyp(s)ds ot - [{p(s)ds
uy(t) = Age™ o + [, Fo(D) e dr, (3.1.17)
Upp—1(t) = [Ag—1 — 47TktA2k]e_(znk)zt_fotp(s)ds

+ [y (oo (1) = Arek(t = T) Py ()]e "M ED=Lp0I 47, (3.1.18)

'U,Zk(t) — AZke—(an)Zt—fotp(s)ds + f(f sz(_’:)e—(an)z(t—r)—f_:p(s)ds dT,(3119)

k=1,2,.. burada Ag, k=0,1,.., keyfi sabitlerdir. (3.1.12) gosteriminden ve
(3.1.2) baslangi¢ kosulundan

u(x,0) = Xy—our ()X, (x) = Yo 0iXi (x) = @(x),
seklindedir. Buradan u;, (0) = ¢4, k = 0,1, ..., yani A, = @y, k =0,1, ...

(3.1.12), (3.1.17), (3.1.18) ve (3.1.19)°dan

¢ t
u(x, t) =2 [(poe_fo p(s)ds + fot FO(T)e—fT p(S)deT]

t
+4(1 — x) Y=, Sin 2mwkx (kae—(an)zt—fo p(s)ds
t
+4(1 — x) X5, sin 2mkx fot Fyp (7)™ Gmh)* (=D~ [ p(s)ds g (3.1.20)
t
+4 3% €08 2mkx [Qo)—1 — 4TTkt@,)] e~ m)?t=[;p(s)ds

+4 5572 €08 27k | [ (Fyjeoq (7) — 4Tk Foype (1) (¢ — ))e~CTRRED-f] PO,
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u(x, t) fonksiyonunun (3.1.1)-(3.1.4) probleminin klasik ¢6ziimii olmasi igin
tanimdan C%*Y(D;) N CY°(D;) smifindan olmas1 gerekir. u(x,t) € C¥°(Dy)
oldugunu gostermek igin, u(x, t) ve u, (x, t) fonksiyonlarinin ifadelerindeki serilerin
D7 bolgesinde diizgiin yakisak oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Gergekten serinin

terimleri tek tek incelenirse:

<

t
Dirheq |(1 — x) sin 2mkx (kae‘(Z”k)zf—fo p(s)ds

i al@zel = Sy [y @ (o) sin 2mkx d,

1

fol @ (x) sin 2wkx dx = [ﬁ (p(0) — (1) + ﬁfol @' (x) cos 2mkx dx],

@(0) = ¢ (1) oldugu goz 6ntine alinip
a, = fol @' (x) cos 2mkx dx,
denirse, Bessel esitsizligine gore ¢ € C1[0,1] oldugundan

Zloco=1 al% < ”(p,”g[o,ﬂ < 400,

2
1 1 o< 2
- — | = ——2—Jx£>
(k | kl) k2 2 w T %k 0,

buradan
|0(k| 1 ( 1 2)
< (= +x

k=7 e Tk )
yakinsak olur, o zaman

o<
< —
|¢2k| - k 1

yakinsak olur. Weierstrass dlgiitline gore sinirlayan seri yakinsak oldugundan

sinirlanan

t
S (1 = ) sin 2k gy~ PO,
serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Benzer sekilde
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t
o, |(1 — X) sin 2mkx fot Fyp(7)e " Gm* ==L p(9)ds g7 <
D=1 MaX¢epo 11| For (DT,
|For ()| = |f01 F(x,t)sin 2mkx dx|,
ve F(0,t) = F(1,t) ve F(x,.) € C[0,1], Vt oldugundan,

t
> |k cos 2mkx @, e~ T =i p(s)ds| < D=1 kloakl,

Qo = fol @ (x) sin 2wkx dx = [ﬁ (p(0) — (D) + ﬁfol @' (x) cos 2mkx dx] =

1 1 " .
T emo? Jo @ (x) sin 2mkx dx,

ve ¢(0) = ¢(1) ve p(x) € €?[0,1], oldugundan,

P |k(1 — x) sin 2mwkx fot Fo (T (t — T)e_(znk)z(t_f)_frtp(s)ds dr| <
k=1 ktfer%g%ﬂsz(tNTz,

|For (D) = |f01 F(x,t)sin 2mkx dx|,

ve F(0,t) = F(1,t) ve F(x,.) € C?[0,1], Vt oldugundan,

_ 24_(t .
e T PO | < B 19k,

|Z,‘§°=1 coS 21kX Qop_1
Qo1 = f01<p(x) cos2mkx dx = —ﬁfol @' (x) sin 2mkx dx,
¢(x) € C1[0,1], oldugundan,
) t - 2(t—1)— " o
|Zk=1 cos 2mkx [ Fpp—q(1)e (2nk)*(t-0)=[; p(s)dsd‘r| < Yy maxeefo,r)| Fak—1 (OIT,
1 1 1 .
For_1(t) = fo F(x,t) cos 2mkx dx = _Efo E.(x,t) sin 2mkx dx,

F(x,.) € C[0,1], ¥t oldugundan,

bu serilerde mutlak ve diizgiin yakimsaktir. Boylece u(x, t) € C(Dy) elde edilir.
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u(x,t) = —4 )7, sin 2mwkx <p2ke_(2”k)2t‘fotp(s)ds+

8m(1 — x) Y=y k cos2mkx (kae‘(Z"k)zf—f(fP(S)ds+

8m(1 — x) Y=y k cos2mkx fot FZk(T)e—(zmc)z(t—r)—ffp(s)dsdT _

435, sin 2k [ Fy (1)~ @mOM0=LpO)s gz _ g 3o e sin 2k [y —

t
Atkt,] e~ @m*t=[;p(s)ds _ gr Yooy k sin 2mkx [fot Fyp_1(1)—4mkF,;, (T)(t —

r)e~CmR (=D~ p(s)ds dT]
Bu serinin de diizgiin ve mutlak yakinsaklig1 yine benzer sekilde elde edilebilir:

© : - 2¢ [t ©
Y% sin 2mkx g e~ GOl pS)ds| < v g |

t
(1—x) T2, k cos 2mkx pge” @Ol p®)ds| < 320 kg, |,

1—x) Y%, k cos 2mkx [ F. (‘[)e_(an)z(f—‘f)—f.:p(s)dsdl_ <
k=1 o 12k

Zi=1 ke max [Fope (DT,
© . t — 2(p—r)— (¢ co
Yreq Sin 2mwkx fo Fyp(1)e” 307 (t=D) I p(s)dsdr| < Ypey maxeepo,r) | Far (OIT,

t
Z](;oz]_ k Sln an.x (ka_l e_(znk)zt_fo p(s)ds

< Y=t Kl@ak-1l,

—(2mk)? t—f(f p(s)ds

¥ k?sin2mkx @, e < Yri k2ol

) . t - 2(t—1)—[F 0
Yozt ke sin 2mkx [ Fap—q (e @rk)*(t-) frp(s)dsd‘r| <¥r. kt‘gl[g’é]'FZk-l(t)'T'

t
Y% k?sin 2mkx fot Fop(7)(t — 7)e~@*t-0-[; p(s)dsd‘r| <

o 2 2
Yie1k tg}g)Tiﬂsz(tNT ,

Sinirlayan serilerin yakinsakligi, yine yukaridaki gibi teoremin kosullari altinda

gosterilebilir. Boylece u(x, t) € C*°(Dy) elde edilir.

Simdi de Dy agik bolgesinde u,, (x, t) fonksiyonunun siirekliligi incelensin:
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t
Upr(x, t) = =167 X5, k cos 2kx <p2ke_(2”k)2t‘fo p(s)ds

—16m%(1 — x) Xeq k?sin 2mkx (kae"(Z"")zt‘fotP(s)dS

—16m Y%, k cos 2mkx fot Fy (T) (T2 (t=D)= [ p(S)ds g
—16m?(1 — x) X7, k?sin 2mkx fot For (T)e_(Z”k)z(t‘T)‘frtp(s)dsdr
—16m2 Y5, k? cos 2wkx (pzk_le‘(Z"k)zf—fotp(S)ds

t
+8t Y p1(2mk)3 cos 2mkx <p2ke‘(2”k)2t—f0 p(s)ds

t
—16m% Y5 k? cos 2mkx fot Fyp_q (1) e~ @m0 =D~ p(s)ds g

+8 5, (2k)? cos 2mkx [} Fyy () (t — T)e” @ E-D=fep()ds gy,
seklindedir.
¢ (x) fonksiyonu [0,1] kapal1 araliginda siirekli oldugunda sinirlidir. 3M > 0 var ki,
lp()| < M,

F(x,t) fonksiyonu D; kapali bdlgesinde siirekli oldugunda sinirlidir. 3N > 0 var ki,
IF(x,t)| <N,

O zaman

lp2r] < M, |@a—1| < M,

|Fokl < N, |Fop-1] < N.

Simdi yukaridaki serileri tek tek inceleyelim:

Dy’det > 0 alalimoylekit <t < T,

|Z;;.o=1 k cos 2mkx (kae_(Z”k)zt_fotp(s)ds <M 210(0=1 k e—(an)ZE,

|25, k2sin 2mkx Pae~ TIPS < g3 o2 o=(@TE
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t -
_1kcos2mkx | Fr(T)e ’ T 7| < > ke~ ’t
Y . k cos 2mk Otp ~@r? (0= p)ds 4| < NT Y& | o= @m0
t _
Yo, k?sin 2mkx fot Fy (r)e—@”k)z(f-f)—fr P(S)deT| < NT Y2, k2 e—(2m?E

Y k? cos 2mkx <p2k_1e-(2ﬂk)2t—f§p(s)ds <MY k? e~ (@mk)2E

t —_
T2, (21k)? cos 2k @ype” @K POIS| < 3 (2)3 eI,

t _
*_k? cos 2mkx fot Fyp_q () e~ @* - P(S)dsdT| < NT Y, k2 e~ @mo*E

t
Yo .(2mk)? cos 2mkx fot Fpp (1) (t — )~ @* D=, p(s)dsdr| <
NT? ¥, (2mk)3 e~ G0,
Sinirlayan  serinin  genel terimi  aq; = ke~ @Rt ay = k2e~(2mk)’T a, =
k3e—(27rk)zf

seklindedir. Dalambert Olgiitiine gére bu seriler

. a
hmk_)oo k+1 0,
ag

yakinsaktir. Sinirlayan seri yakinsak oldugundan sinirlanan seri diizgiin ve mutlak

yakinsaktir. Yani uy, (x,t) € C (D7) elde edilir.

Simdi de u;(x, t) € C(Dy) oldugunu gosterelim:
u(x, t) = —210(15)(,009_ff>t1"(s)dS —2p(t) fot FO(T)e_frtp(S)dsdr + 2F,(¢t)
—4(1 — x) X1 [(2mk)? + p(t)] sin 2mkx (p2ke_(2”k)2t_f<)tp(s)ds
—4(1 — x) X2.1[(2rk)? + p(t)] sin 2mkx fot For (T)e_(Z”k)z(t_T)_frtp(s)dsdr
+4(1 — x) Yi7o1 For (t) sin 2mkx
—4¥% [(2nk)? + p(t)] cos 2mkx <p2k_1e_(2”k)2t_ft>tp(s)ds

t
+(167tp(t) — 16m) X%, k cos 2mkx e~ @O tlop()ds 4

t
8t Y-, (2mk)3 cos 2mkx <p2ke_(2”k)2t_fo PSS 4 432 | Fyp_1(t) cos 2mkx —
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t
4 ¥poq[2mk)? + p(t)] cos 2mwkx fot Fyp_q(7) " GmO* D= p(S)ds gp 4
t
t
—16m Y5, k cos 2mkx fot Fpp (7) o~ @R (t-1)= [ p()ds g,

Benzer sekilde u;(x,t) fonksiyonunun ifadesindeki seriler asagidaki sekilde

sinirlandirilabilir;

S k2 sin 2mkx @y~ CmOMlpOds| <y 2 om0’

Y=y Sin 2mkx <p2ke‘(2”k)2f—f(fp(5)ds < MYZ, e~CmR’E

t -
Yre1 k? sin 2mkx f; For (‘[)e_(znk)z(t_f)—ff P(S)dsd.[| <NTYZ, k2 e—(an)Zt’

t -_
ZZO=1 sin Zﬂkx fot FZk (T)e_(znk)z(t_r)_ff p(S)deT| S NT Z]O(ozl e—(znk)zt’
X521 For () sin 2mkx| < X724 |For (O],

Yic=1 k* cos 2mkx <P2k—19_(2nk)2t_j°tp(s)ds < M Y% k? e~ @Rt

Y%, sin 2mkx (p2k_1e—(2nk)2t—f(fp(s)ds < MYE, o-Cu%T

t —
ZI;.O=1 k CcOS anx (pzke_(ZTL'k)Zt—fo p(S)dS S M Z]io=1 ke_(zn-k)Zt,

Xi=1 k® cos 2mkx <P2k9_(2”k)2t_f;p(s)ds <MY, k3 e~ T

| Y= Far—1(t) cos 2mkx| < X3 | Fop—1 (B,

t -
S5 k2 cos 2k [ Fyyq (z) e @D fep s qr| < NTE 2o (Emo,

t —_
ZZO=1 cos 2mkx fot Fyr_1(7) e—(2nk)2(t—r)—f_r p(s)dsd,[| < NT Z?{O:l e—(2nk)2t’

t
Z?:l k3 cos 2mkx fot FZk(T)(t —1) e—(Zn'k)z(t—T)—fT p(s)dsdT| <

NT? ¥, kse—(zmc)ZE’
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t _
Y%, k cos 2mkx fot Fop (1) e”FHO*t-D-L 05 gr| < NT 3120 ke~ @mi0*E

Sinirlayan serilerin yakinsakligi benzer sekilde elde edilir, o zaman bu seriler mutlak

ve diizgiin yakinsaktir. Béylece u;(x, t) € C(Dr) elde edilir. Yani
u(x, t) € C**(Dr) N €*+°(Dy),
elde edilir.
p(t) fonksiyonunu bulmak i¢in (3.1.4) kosulundan yararlanilacaktir, bunun igin
(3.1.4) kosulunun her iki tarafindan t’ye gore tiirev alinacaktir. Parametreye gore

tirev i¢in de u.(x,t) € C(Dy) kosulunun saglanmasi gerekir. Simdi bunu

gosterelim:

—(an)zt—fotp(s)ds

Yo k?sin2mkx @, e < Y1 k% ool

t
Yo, sin 2mkx gDZke‘(Z”k)zf—fo p(s)ds

S Zlocozll(kala

t
Yo, k? sin 2mkx fot Fy (v)e~@m* (=D~ Z"(S)dsalr| <

T Yy k* maxeepo 1| For (01,

0 . t — 20p_)— (¢ o
Y=y Sin 2mwkx fo Fyp (7)e~GmR7 (D) I p(s)dsdr| < T Y=y maxeepo | For ()1,
|Xoy Fop(t) sin 2mkx| < Ypeq|For ()],

t
Y k2 cos 2mkx @ay_qe” GO =l p(s)ds

< Vi1 k2 l@ap-1l,

—(an)zt—fotp(s)ds

Yireq Sin 2kx @y _q€ < Ykealo2i-1l,

t
Y k cos 2kx @y e GOt p(s)ds

< Yre1 kloakl,

t
Yo, k3 cos 2mkx Pqpe” BT t=Jyp(s)ds

< Y1 k2 ool

| Xi=1 Fok—1 cos 2mhkx| < Y0 g | Fop—1 (DI,
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t
|Z,}‘°=1 k? cos 2mkx fot Fyp_q (1) e" @m0 E-D=f; p(s)dsd‘r| <
T Yie=1 k? max,efo 11| Fax—1 (t)1,
t
¥, cos 2mkx [ Fyy_q (1) " @ C-D=Lp)ds gr| <
k=1 0
T Y-y maXee[o,r) | Far—1 (O],

t
|21;.o=1 k3 cos 2mkx fot Fop (T)(t — 7) e~ QMR (t-1)—[; p(s)dsdl’| <

T? Yo k3 maxe[o,r] | Far ()],

t
|Z,;'°=1 k cos 2mkx fot Fpp (1) e > (-0, p(s)dsdr| <
T Yr=1 k maxee[o )| Far ().

Sinirlayan serilerin yakinsakligi, teoremin kosullar1 altinda yukaridakilere benzer
sekilde gosterilebilir. Yine simirlayan serilerin yakinsakligindan sinirlanan serilerin

mutlak ve diizgiin yakinsaklig1 elde edilir boylece u,(x,t) € C(Dr) elde edilir.

(3.1.4) esitliginin her iki tarafinda t’ye gore tiirev alinirsa
Jue(x, )dx = E'(£),0 <t < T.
Buradan
p(t) = K[p(®)], (3.1.21)
Klp(®)] =

: ! 0 2 1) _ 2.t
%{—E (t) + 2F,(t) + Zk:lEFZk(t) — Dheq 8Tk [(kae @mk)2t=fy p(s)ds 4

IN Fzzc(T)e_(Z”k)z(t_f)_fftp(s)dsdr]} , (3.1.22)
elde edilir.
C*[0,T] = {p(t) € C[0,T]: p(t) = 0},

seklinde tanimlansin. O zaman teoremin (A;)’in (2). kosulu, (4,) ve (A3)’ln (2).

kosulu altinda
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K:Cc*[0,T] -» C*[0,T],

operatoriiniin yeterince kiiciik T’ler icin sikilastiran tasvir oldugu gosterilebilir.

Gergekten

vp(t),q(t) € C*[0,T] i¢in

1 - _qt ot
IKIp(0)] = KIa(O]] < iy Zier Bklgpzi] [~ P4 — e=hoa(9] 4

t t
TS 8 rklRy () K oKt

dr,

elde edilir.

Yie1 87kl @ax| = 1, fOTZI?=1 8rk|Far(T)dT| = ¢, maXOStsTﬁ = (3,
seklinde gosterilsin.

t t
|e_ Jop()ds _ o= Jy 45| farkina ortalama deger teoremi uygulanirsa

|e—f0tp(s)ds — e—fotq(s)ds _ oZ

fotp(s)ds - fOtQ(S)dS|, — fotp(s)ds <z<

t
= Jy a(s)ds,
p(t),q(t) € C*[0,T] oldugundan z < 0 olur, buradan e* < 1,

|e—f§p(s)ds _ e~ hasas

< Tmaxog<rlp(t) — q (O,
yazilabilir. Benzer sekilde

|e—ffp(s)ds _ e~ lasas

< T maxog<r|p(t) — q(t)],
elde edilir. O zaman

maxg<e<r|[K[p(t)] — K[q(@)]] < @ maxo<e<r|p(t) — q (@),

burada @ = c3(c; + ¢,)T, oldugu yazilabilir. @ < 1 oldugu durumda Banach Sabit
Nokta Teoremine gore (3.1.21) denkleminin tek p(t) € C*T[0,T] ¢oziimii vardir.
(3.1.20)’de p(t) fonksiyonu yerine yazilirsa u(x, t) fonksiyonu elde edilir.
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3.2. Problemin Coziimiiniin Tekligi

(3.1.1)-(3.1.4) ters probleminin ¢éziimiiniin tekligini gostermek i¢in baska bir
(q,v) ¢oziim ¢ifti oldugu varsayilir. O zaman (3.1.20) ¢Oziimiin gosteriminin

tekliginden

u(x, t) —v(x,t) = [(po (e‘fotp(s)ds — e"fotq(s)ds)] Xo(x)

+ [fot Fy(7) (e‘frtp(s)ds - e_frtq(s)ds) dr] Xo(x)

+3F o O (7P _ o= ia0) ()

+8ims [fy Fore(@e ™GO (7 hrOs — ok a08 ) ar () (3.2)
051 (@aror — ATkt yy) e~ @R (e_f“tp(s)ds - e_f"tq(s)ds) Xok-1(x) +

+ k=1 [fot(FZk—1(T) — 41k Fy (1) (t — 7)) e~ @m)* (1) (e_ fip(s)as _

e thQ(s)ds)dT] Xor-1(x),

yazilabilir.
p(t) — q(t) = % Z 81k | e~ @Ot (e_fotQ(s)dS _ e—fotp(s)ds)
k=1
t
* f Fyre(z)e~ (" (=) (e‘frtq“)ds — e‘ffp(S)ds) dr
0
seklindedir.

Cozlimiin varliginda gosterildigi gibi benzer degerlendirmeler yapilirsa

lp — qllciory < allp — qllcror

elde edilir, « < 1 oldugu durumda p = q saglanir. p = q esitligi (3.2.1) farkinda g6z

Ontine alinirsa u = v oldugu goriiliir.
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3.3 Problemin Coéziimiiniin Giris Verilerine Gore Siirekli

Bagimhihg

Bilindigi gibi bir problemin iyi tanimli problem olmasi i¢in ¢ézlimiin varligi ve
tekligi yaninda ¢Oziimiin giris verilerine gore siirekli bagimli olmasi1 gerekir. Bu
boliimde (3.1.1)-(3.1.4) probleminin ¢oziimiiniin giris verilerine gore siirekli

bagimlilig1 gosterilecektir.

TEOREM 3.3.1 : (A1)-(A3) kosullar1 altinda (3.1.1)-(3.1.4) problemi igin elde edilen

(p, u) ¢oziim ¢ifti giris verilerine gore siirekli bagimlidir.
Ispat: @ = (¢, F,E)ve ® = (¢, F, E), (A;)-( A3) kosullarim saglayan, 3M; > 0,
i =1,2,3,4 sabitleri i¢in

1
”QO”CZ[O,l] <M, ”F”czjo(ﬁ) < M,, ”E”cl[o,T] <SM;, — <M, <o,

[E] —
— = = 1
”§0”C2[0,1] < My, ”F”(;ZJO@) < My, ”E”cl[o,T] < M31 ﬁ < M, <o,

esitsizliklerini saglayan giris verilerinin kiimeleri olsun.
21l = {IFllczomy + Nl@llc2ron) + IEN cpor ),

11l = {IFll 2oz + 1@l c2jo,1) + NEllcrpor )

ile gosterilsin. (3.1.1)-(3.1.4) probleminin @ kiimesine karsilik gelen ¢oziimii (p, u),

@ kiimesine karsilik gelen ¢oziimii (p, ) olsun.

u(x, ) = 4, 6) = [poe ™ PO% = Goe™hPO] xy ()

+ [fot (Fo (T)e_frtp(s)ds — Fy(D)e” frtﬁ(s)ds) dr] Xo(x)

¥y ((kae—(an)Zt—f(fp(s)ds _ (pzke—(m)zt—f(fﬁ(s)as) Xy ()

t _ t _
+50 [Jf (Far()e™CrP D[ _F, (1)o@ -0 [p045) 4r] x, (x)
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" _ 2, (t _ _ 2, (-
+Xk=1 (¢2k—1e @rk)*t=J, p(s)ds _ P2k-1€ (amk)t fop(s)ds) Xop-1(x)
— k=1 (47Tkt<l’2k9_(ZRR)Zt_f"tp(s)dS - 47Tkt<ﬁ2ke_(an)Zt_I"tﬁ(s)ds) Xok-1(%)
- t _ t _ _ t _ _ _
+ k=1 [fo (FZk—1(T)e frp@)ds _ For_1(7)e e p(s)ds) e~ (2mR*(t T)dT] Xzk-1(x)

— i |4k f (Farc@e PO

_ t _
For(m)e” L p(s)ds)(t—T)e_(znk)z(t_T)dT] Xzr-1(%),

p—p=

E®  E@®) F(t)  Fy(t) Far(t)  Far(®)Y

E(0) E(t)) t+2 (E(t) E(t)) Li= 1n ( E(t) E(0) )

—fepds - - [ip()ds
—(2mk)%t | P2ke __ Pake _
<Z" 1 8ke l E© E© D
t_
t(Fu@e PO p ek POA e o

<Zk . 8m k[f < 50 70 e dr| |.

Once p — p farkindaki terimler degerlendirilsin:

= -5l < = (|EIE - E| + EI|E — E))

< My(MyM;3 + DIIE — Ellc1po.7y,

Fo 1‘:0

= —=(FollE —E| + |E||Fy — Fo])

= IEIIEI

< MZM,||E — Ellcijor + MyllF — F||Cz,o(5T),

w 2 |F _
k=17 %k < D= 1ﬂk |E”E|(|F2k||E E|l+ |E||Fzr — Forl)
f iML|IE = Ell e or 1t 7= M4||F Fllczo5,y,

—eri?t-fipds - -GrZe-[tae)ds
0 P2ke€ _ Pae

¢ t_
IEIIEI (lEl Yi=1 81kl 2| |e — e p(s)ds _ o= [y p(s)ds| 4



t _ t _
|E|€_ff p(s)ds Yk=181k|@a — Dol + e~ frp(®)ds D=1 8mk|@k||E — E|) <

2 _ 2 _ 2 -
\/_EM4M1T||P —Pllcjo,r + \/_EM4”(p = @llczpoq) + \/_ngMf”E = Ellcio,m,

|ZC,’<°=1 8nk( f Fop (1)e~@m)*(t=1)= [;p(s)ds g _

E(t) -0

= fy Fpe(0)eCmOMen-lipOsgr )| <

_1 0 t _t ot

|E||E|(|E|Zk=18nkf0|F2k(T)||e ffp(s)ds—e ffp(s)ds dt +
0 t — _(t

|E|Zk=1 8mk folFZk(T) —sz(T)le f-r p(S)deT+ |E _

Z M,T|IF -

=1 woo t _(t 2 _
El Y1 8k fo |Fo (T)]e I p(s)dsdT) < ﬁMzLMsz“P - p”C[O,T] + NG

2 —_
\/—ETMZMZIIE — Ellciporys

Fllczogy) +

burada Bessel ve Cauchy esitsizlikleri ve (A;) ve(43)’tin (1). kosullar1 yardimiyla
1

|Fo(O)| = |f0 xF (x, t)dx| < maxye[o,1]|F (%, £)| < maxyepg 1) maxeepo,r1|F (%, £)| =

IFllcop) < IFllczo,,

1
() < 2(Zierz) el P2 < ZNF G, lliyon <

2
ZNIF G Mleor) < = WFlleoy) < = IFllgas sy,

S 87k il = Ty —1(@") il <2 (klkz) (Bl (@il 2 <

2 n
ﬁ”‘l) L, 01) < ﬁ”(P Nl o1 ||<P||CZ[01
|For ()] = an k)zl(Fxx)Zk(t)l

0 t 0
D=1 81k fo |For (D)ldt < T Y%-, 81k maXee[o,1] |[For (D) =

o 2
T Yk=1 — MaXee[o,7] |(Fex) 2 ()] <

1/ 1
2 (%1 5) " (Shos maxeepoml B)ai(D12) 72 <

2 2 2
7 Imaxcejo.ry | Fux (x, t)|||L2(0,1) < ZBax (6 Oller) < ZlIFllc20mp,s

degerlendirmeleri g6z 6niine alinmistir.



Buna gore

_ 2 _ 2 2
(1= Ms)llp = Pllcior) < \/_EM4||<P = @llczpo1) + (1 Tt \/_gT) M,||F —

Fllczo sy + Ma (1 4+ MyMs + (2 + ) TMyM, + = MMy ) |E = Ellcapo,

2

burada Mg = 7

M,T(M; + M,T) seklindedir ve yeterince kiigiik T degerleri igin

M; < 1 saglanir. My = max [% =+ j—gT) My, M, (1+ MyM; +

(2 + %) MM, + %M‘}Ml)] olarak secilirse,

M, (1+

llp — 25||C[0,T] < M,||® - 2|,
yazilabilir, burada M, = ¢~ seklindedir.
— M5

Simdi u — u farkindaki terimler degerlendirilsin:

Poe ™l PO _ 5 o=y p()as

< lgol |€_f0tp(s)ds — e hp®as| e—f(fp(s)dslq)o ]

< TMllp — Pllcory + l — @llc2[o,17,

t
f (Fo(0)e™ P45 — Fy(1)e™ e P945)
0

t
= f'Fo(TN |e_frtp(s)ds — e—ffﬁ(S)ds dr
0

t
+ f|F0(T) — FO(T)|e—ffp(s)dsdT
0

< T?M,|lp — Pllciory + TIIF — F”CZ"’(I_)T)’

Z |(p2ke_(2”k)2t—f;p(5)ds - (kae_(znk)zt_f(fﬁ(S)ds
k=1

< |e—f0tp(5)ds _ e—fotﬁ(s)ds

t
Z l@2r| + e~ hp(®)s 2|<P2k—¢2k|
k=1 k=1

1 1
< —=TM,|lp — pll +—=llo = @llc2p01,
26 111P — Plic[o,1 G @ — Pllicz1o,1]

29



t

Z f (Far (@)™ 0=k p©)ds _ Fy, (1)~ @b (D=L p(9)ds) g7

0
k=1 |9

t t_
= JlFZk(T)l |e_fT p(s)ds _ e_f-r p(s)ds dt

= t
+ leZk(r) — Fyp ()]~ fe p&)as gy

1 1 _
< —T*M,|lp — pll +——=TIIF = Fllc205,
NG 21l — Plicro,m G c%%(Dr)

0

z |§02k—19_(2nk)2t_f°tp(s)ds - ¢2k_1e_(2nk)2t_f0tﬁ(s)ds

k=1
o0
> 1ozl
k=1

t
+ e Jop()ds Z |@2k—1—P2k-1l

k=1

< |e_ fyp(s)ds _ e~ [y B(s)ds

1
—TM —lo—@ )
2\/— 1llp = llcro, 2\/gllw ollczpo1]

o]

Z |47Tkt</’2ke_(znk)zt_fgp(s)ds - 4nkt@2ke_(Z"R)Zt_fcfﬁ(s)ds

k=1
> kloud

k=1

< 4nT |e‘fotp(5)d5 — e—fotﬁ(S)ds

+ 4nTe” fp(s)dszkkﬂzk — @kl < \/—T *Myllp = Bllcpom

1
+—=Tll¢ — &ll¢c2[01);
J6 @ — @liczo,1]
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0 t
¢ = t_
Z _]- (sz—1(T)e_(znk)z(t_r)_ff p(s)ds _ sz—1(T)€_(2”k)2(t_T)_fT p(s)ds) dt
k=1 |0

t
t t_
< [1Faca (@)1 e K702 — k7205 g
0

t
= t
+ f|F2k—1(T) - Fz;c_l(r)le"fr p(s)ds .
0

1 1 _
< —T*M,|lp — pll +——=TIF = Fll¢c20(5,
G 2P — Pliclo,n "G c%%(Dr)

NgE

t
t — t_
47Tkj (FZR(T)e‘fr p(s)ds _ FZk(T)e_fT p(s)ds) (t_T)e—(an)Z(t—‘r)dT
0

&
I

1

dt

t
< 4nkJ|F2k(T)| |e—ffp(s)ds _ e—f:ﬁ(s)ds
0

t
+ 4‘T[k leZk(T) — FZk(T)le_thp(S)deT
0

1 1 _
<—T3M llp = pll +—T2||F—F|| 2,05,
J6 2P — Plic[o,] NG c29(Dy)

) My +72M) | Ip = Bllor
7)llg = @llcaron
T)TIIF = Fllgas s,
elde edilir. Buradan
llu — ﬁ”c(ET) < Mgll® — 2|,

yazilabilir.

Burada ayrica Bessel ve Cauchy esitsizlikleri ve (A4;) ve(4s)’in (1). kosullart

yardimiyla

1
lpol = |f0 xw(x)dx| < maxye[o1]|@ ()| < ll@llcio1) < ll@llczpo47



o0 00 1 1 ’
Yi=1loakl = Zkzlﬁwo ¢ (x) cos 2mkx dxl <

1, " 1, 2\ /2
L (Sta) (S (g o @y cos2mhndx) ) < 2 l9 sy <

1 , 1
ﬁlkp llcro,a) < ﬁg”q’llcz[O,ll’
- o 1 1 ’ .
Y% @ak_il = Zk=1ﬁ |f0 (p(x) + x¢ (x)) sin 21rkx| dx <

Y
i (Z‘,’S:l%)l/z (Z‘,le (fol((p(x) + x¢'(x)) sin 2rkx dx)2> f < ﬁg llo +

xXQ ||L2(01) = ||<P+<P||c [01] = 2\/—||<P||c2 [0,1]’

[o0] t e 0]
k=1 fo |For(D]dt < T Y=y maXte[O,T]lFZk(t)l =
w 1 1
TZk=1Emaxte[o,ﬂ |f0 E,(x,t) cos 2mkx dxl <

/2 o 1 2 1/2
(Zk 1k2) (Zk=1 maXee(o,r] |f0 E,(x,t) cos 2mkx dx| ) <

1 1 :
7z Imaxeenl @O, < 52 1EC Ol < 57 1Fllczomy,

[o0] t e 0]
k=1 fo |Fok—1(DNdt < T Y- maXte[O,T]lFZk—l(t)l =
© 1 1 .
T Zk:lﬁmaxte[o,ﬂ |f0 (F(x,t) + xF.(x,t)) sin 2mkx dx| <

1
or (T - <Z<’)‘O=1maxf€[0ﬂ | o (FCx, ) + xE,(x, ) sin 2k dx|2) " e

|max; 71| F(x, £) + xF (x, t) || IF(x, ©) + xF (x, )l ¢,y <

1

2 L(01) = 2\/”
1

Ve IFllc2.0 5.,

degerlendirmelerinden yararlanilmastir.

3.4. Problemin Niimerik Co6ziimii

3.4.1 Numerik Prosediir

Bu boliimde (3.1.1)-(3.1.4) problemi niimerik olarak ¢oziilecektir. Teorem

3.1.1’in kosullar1 altinda, bu probleme asagidaki doniisiim uygulanabilir:
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r(t) = exp (f, p(x)dr), (3.4.)
v(x, t) = r(tu(x,t). (3.4.2)

Bu doniisiim altinda yeni problem

Vi = Upy + 7(O)F (x, t), (x,t) € Dy, (3.4.3)

v(x,0) = p(x), 0 <x <1, (3.4.4)

v(0,t) =v(1,t), 0<t<T, (3.4.5)

v, (1,1) =0, 0<t<T, (3.4.6)

r(DE®) = [ v(x,t)dx, 0<t <T, (3.4.7)
seklindedir.

T

Ik olarak [0,1] araligt M tane h = % esit uzunluklu, [0, T] araligi N tane T = S

esit uzunluklu alt araliga boliiniir ve ikinci siir kosulu igin gerekeceginden x =
(M + 1)h dogrusu hayali olarak eklenir. Bu problemin difiizyon denkleminden
olustugu gdz Online alinirsa, problemin niimerik yaklasimi i¢in mutlak kararli olan ve
h ve t’ya gore ikinci mertebeden kesinlige sahip olan Crank Nicolson semasi tercih
edilebilir. (3.4.3)-(3.4.6) problemi i¢in Crank Nicolson semast

1 11 11
;(v}”l —vf) =1 [ﬁ (v — 20 +vf4) + (rF)}l] +2 [ﬁ vt =20/t

o) + R, (34:8)
v =1, (3.4.9)
- (3.4.10)
VM1 = U (3.4.11)

burada v/' = v(x;,t,), ¥; = @(x), @F)} =1t )F(x;t), xj =jh, ty =nt

1<j<M,1<n<N -1 seklindedir.

Simdi (3.4.7) goz oniine alinirsa,



34

r(t) = — [

7o do v(x,t)dx. (3.4.12)

'y x,t)dx integralini yaklasik olarak hesaplamak i¢in trapezoidal formiili
0

uygulanirsa

Jy vt O)dx = h (24 vy + -+ vyy_y + ) (3.4.13)
0 ) - 2 2 M-1 2 ) B
buradav; = v(x;,t), 1 <j < M,

(3.4.13), (3.4.12)’de gbz Oniine almip (3.4.8)’de yerine yazilirsa ve elde edilen

ifadeler matris formunda yazilirsa M X M’lik asagidaki formda denklem sistemi elde

edilir:

2 2 _
(A+—mA)vm+t = (B - B)vn, (3.4.14)
burada

1<n<N-1, V*= (] v}.., v} )T, E" = E(t,), vjf = ;oldugundan V' =

(Y1, ¥u),

—2(1+%2 1 0.. 0 1
1 —2(1+2 1.. ; 0
0
A= ,
1 —2(1+% 1
0 2 —2(1+1%)]




35

2(1-% -1 0.. 0 -1
-1 2(1-% ~1.. 0 0
0 .. : :
B = ,
-1 2(1-% -1
0 -2 2(1-1))
1
o4 4. T4y }
1
A — az az a2 Eaz I’
L
aM aM . aM EaM
1 1
Ebl b1 . b1 Ebl -I
1 1
g — Ebz bz . bz Ebz I’
5 I
1 1

aj = hF* j=1,.,M,

b =hFj=1,..,M.

(3.4.14) denklem sistemi Gauss eliminasyon yontemi ile ¢oziiliir. vj"“, j=

1,2, ..., M elde edildikten sonra (3.4.12) ve (3.4.13) denklemlerinden r™*1 hesaplanur.
Son olarak (3.4.1), (3.4.2) doniisiimlerinin agagidaki sekilde tersi alinarak

_v(xt)
uC,t) =55 (3.4.15)
_rm
p() =77, (3.4.16)

(u,p) ¢6ziim ¢ifti elde edilir. p(t) degerlerini hesaplamak i¢in niimerik

diferansiyelleme yontemi kullanilir:
‘. 1 i—1\
r(it) = ;(r”l —ri 1), i=23,..,N -1,

r'(t) = 2—1T(—3r1 + 4r? —1r3),
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r'(N7) = 2—1T(3rN — 4 N=1 4 pN=2),

3.4.2 Niimerik Coziimiin Yakinsamasi

Once asagidaki bolgiiler tanimlansin:
wy, = {xj = jh,j = 0,1, ...,M}, w, ={t, =nt,n=0,1,..,N}
O zaman Dy bélgesi i¢in asagidaki bolgii tanimlanabilir:
Whe = Wy X Wy,
whe = {(x),¢2),/ =0,1,..,M,n=0,1,..,N}.

(3.4.3)-(3.4.7) problemi igin Crank-Nicolson semasi

n+1_yn
W= Lyt — 2y 4y 4y - 29" 4y} + BF, (3.4.16)

T 2h2
yP = ;= o), (3.4.17)
Yo=Y (3.4.18)
YM+1 = Y (3.4.19)

seklindedir, burada @7, r(t)F (x,t) sag taraf fonksiyonunun uygun bolgi yaklagim

fonksiyonudur.

(3.4.16)-(3.4.19) semasmin kesinligini degerlendirmek i¢in (3.4.16)-(3.4.19)
probleminin y* ¢oziimiinii (3.4.3)-(3.4.7) probleminin v(x,t) ¢ozimi ile
karsilastirmak gerekir. v(x, t) fonksiyonu (3.4.3)-(3.4.7) probleminin siirekli ¢oziimii

oldugundan ayrik noktalarda v;* = v(xj, tn) fonksiyonu olusturulabilir ve boylece

farkindan bahsedilebilir. Ayrik noktalardaki norm ic¢in asagida tanimlanan

normlardan biri kullamlabilir:
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_ 1/2
Izll = llzll, = maxosjeu|z], Izl = (E¥5122R) "

Islemleri kolaylastirmak i¢in asagidaki notasyonlar tanimlansin:

n n n
Ny vl =5 oy = OV an _ Yim1T2Y Y
Vi =V V=V ye=" Ny =T

O zaman (3.4.16)-(3.4.19) problemini asagidaki sekilde yazilabilir:

Ve =3 NG +y) + &, (x,1) € wyy,

y(x,0) = @(x),x € wp,

y(0,t) =y(1,t), y,(1,t) =0, t € w,.

O zaman z = y — v i¢in asagidaki problem elde edilir

2o =5 AE+2) +, (x,1) € W,

z(x,0) =0, x € wy,

z(0,t) = z(1,t), z,(1,t) =0, t € wy,

burada

Y =-A®+v) - v+, (3.4.20)

(3.4.3)-(3.4.7) probleminin v = v(x, t) ¢6ziimii tizerinde (3.4.16)-(3.4.19) semasi

icin yaklagim hatasidir.

Tanim 3.4.1: Eger asagidaki esitsizlik saglanirsa (3.4.16)-(3.4.19) semas1 (3.4.3)-
(3.4.7) problemine (m,n) mertebesi ile yaklasir veya (3.4.3)-(3.4.7) problemi

(3.4.3)-(3.4.7) probleminin v = v(x, t) ¢6ziimii lizerinden
O(h™ + ™) hata yaklasimi ile (3.4.16)-(3.4.19) semasi ile yaklastirilir denir:
Iy (x, t)”(z) = O(h™ + t™) veya ”l/)”(z) < K(h™+ "),

burada K, h ve 7°dan bagimsiz sabit ve ||. || 2, wy, bolgiisii lizerinde se¢ilmis uygun
normdur [Samarskii,2001].
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Burada yaklasim mertebesi degerlendirilirken v = v(x,t) fonksiyonunun gerekli

mertebeden tiirevlere sahip oldugu kabul edilir.

Taylor formiiliinden yararlanarak

v, = v(x,t+17)—v(x,t) n O(T),

T

T T 6v(x,t+§) 72 62v(x,t+%) 3
v, t+71) = v(x,t+5) +5 ” +§ o0 + 0(7°),

T 6v(x,t+§)

T T
v(x,t) —v(x,t+z)—z Py ey

2 621;(x,t+Z

= 2)+0(T3),

av(x t+s
v = y +0(1?), (3.4.21)

_9%v | h?o%v 4
AU = 9xZ + 12 9t + 0(h%),

T T
9%v(xt) 62v(x,t+5) _ E6317(x,t+5)
0x? dx2 2 9x?%ot

+0(1?),

T T
O2v(xt+r) azv(x,t+5) T 63v(x,t+5
dx? ox? 2 0x?0t

)+ 0(’[2),

1 . 62v(x,t+£)

5/\(17 + 17) = TZ + O(hz + Tz), (3422)
elde edilir.

(3.4.21) ve (3.4.22) esitlikleri (3.4.20)’de yazilirsa

Y=—F(x;ta +2) + @+ 0(h? +17),

elde edilir, burada F(x,t) = r(t)F(x,t) ve @’nin uygun yaklagimi ile O(h? + 72)

hata yaklasimina ulasilir. Ornegin yine Taylor agilimindan faydalanilirsa
~ T 1 ~ ~

F (xj, t, + 5) = E(F(xf" ta +7) + F(x;, tn)) + 0(z?),

oldugundan

O = %(F(xj, tn +7) + F(xj, tn)) veya® = F (tn + g) alinabilir, dolayisiyla

yaklasim hatas1 degismez.
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(3.4.3)-(3.4.7) ters probleminde (3.4.12) formiiliinde folv(x, t)dx integralini

yaklasik olarak hesaplamak i¢in trapezoidal formiiliinii kullanilir:

Jy v O)dx = h (P2 4+ vy (£) + v,(6) + -+ 225) + 0(h?),

bu formiil F(x,t)=7r(t)F (x,t) esitliginde gdz oniine alinirsa

=~ F(xt t t
F,6) = R (P24 v (6) + 0p(0) + -+ 20) + F(x, 00 (h),

seklindedir, bdylece O (h? + 72) yaklasim hatas1 degismez.

3.4.3 Niimerik Ornekler

Ornek 3.4.1

Up = Uy, — p(Ou + (21)2 cos 2mkx e~ @M’ 4 2¢(1 + cos 2mwkx)e~ @M t+10t%

0<x<1,0<t<T,

u(x,0) =1+ cos2mkx, 0 <x <1,
u(0,t) =u(1,t),0<t<T,
u,(1,) =0,0<t <T,

fol u(x, t)dx = e=@™* 0 < ¢ <T.
Bu problemin ¢6ziimii

u(x, t) = (1 + cos 2mkx)e~ @0t
ve

p(t) = (2m)? + 2tel0’,

seklindedir. Buna gore

(3.4.23)
(3.4.24)
(3.4.25)

(3.4.26)

(3.4.27)

(3.4.28)

(3.4.29)
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2., 1( 10t%_
T(t) — e<(27t) t+10(e 1)>’ (3430)
(3.4.1), (3.4.2) doniistimii ile (3.4.23)-(3.4.27) problemi asagidaki forma doniisir.

v = vy + () ((271)? cos 2mkx e~ 4 2t(1 + cos 2mkx)e @D t+107)

0<x<1,0<t<T, (3.4.31)
v(x,0) =1+ cos2mkx,0 < x <1, (3.4.32)
v(0,t) =v(1,t),0<t<T, (3.4.33)
v (1,)=0,0<t<T, (3.4.34)
J, v(x,t)dx = r(t)e @ 0 <t <T. (3.4.35)

(3.4.31)-(3.4.35) problemini ¢ozmek i¢in yukarida belirtilen Crank-Nicolson semasi
kullanilabilir. (t)’yi bulmak i¢in (3.4.12),(3.4.13) formiillerinden yararlanilir.

hZ
Ent1

Burada (3.4.14) ifadesindeki A +

A katsayr matrisi duyarl1 bir matristir. h, T

sebeke adimlarina bagl olarak c¢esitli T kritik degerlerinde bu matrisin duyarlilik
katsayis1 (condition number) ani bir sekilde biiyiir. Bu nedenle de bu T degerlerinde

yaklasim bozulur, hatalar biiyilir. Bu problem i¢in bu kritik deger asagidaki Cizelge

ve Sekillerden de agikca goriilebilecegi gibi T = %’dlr.

Burada p(t) ve u(x, t) fonksiyonlarinin h = 0.005 ve 7 = g sebeke adimlarinda

kesin ve yaklagik ¢oziimleri icin elde edilen degerleri, hata ve bagil hatalar1 T = %
icin Cizelge 3.1., Cizelge 3.2., Sekil 3.1.ve Sekil 3.2.°de, T = z—; icin Cizelge 3.3.,

Cizelge 3.4., Sekil 3.3 ve Sekil 3.4.’de verilmistir. Burada verilen hata gercek ¢6ziim
ile yaklagik ¢oziimiin farki, bagil hata ise gercek ¢oziim ile yaklasik ¢oziimiin

farkinin, gercek ¢6zlime oranidir.
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Kesin Yaklasik Hata Bagil Hata
39.5236 39.5887 0.0650 0.0016
39.5390 39.6037 0.647 0.0016
40.4125 40.4732 0.0606 0.0015
40.9542 41.0130 0.0588 0.0014
41.3475 41.4051 0.0576 0.0014
41.8613 41.9175 0.0561 0.0013
42.5389 42.5933 0.0544 0.0013
43.4408 43.4932 0.0524 0.0012
44.6529 44,7031 0.0503 0.0011
46.2969 46.3454 0.0485 0.0010
Cizelge 3.1. T =% icin p(t) fonksiyonunun kesin ve yaklasik ¢oziimlerinin bazi
degerleri.

Kesin Yaklasik Hata Bagil Hata ‘
2.0700 2.0621 0.0079 0
1.7673 1.7616 0.0057 0
1.5053 1.5019 0.0034 0
1.3552 1.3532 0.0020 0
0.9703 0.9717 0.0014 0
0.5365 0.5418 0.0053 0
0.4268 0.4330 0.0062 0
1.0353 1.0361 0.0004 0
2.0199 2.0119 0.0080 0
2.0700 2.0616 0.0084 0

Cizelge 3.2. T = % icin u(x, t) fonksiyonunun t’nin 70. sebeke noktasindaki kesin

ve yaklasik ¢oziimlerinin bazi degerleri.
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Kesin Yaklasik Hata Bagil Hata
40.9542 41.013 0.0588 0.0014
46.2969 46.3454 0.0485 0.0010
83.3963 83.8099 0.4136 0.005
101.6186 102.5894 0.9707 0.0096
128.3653 130.7749 2.4096 0.0188
168.0331 174.3586 6.3255 0.0376
227.4841 245.2822 17.7981 0.0782
317.5319 372.8756 55.3437 0.1743
455.3868 662.0168 206.63 0.4537
668.7135 511.2322 157.4813 0.2355

Cizelge 33. T = Z—(l) icin p(t) fonksiyonunun kesin ve yaklasik ¢oziimlerinin bazi

degerleri.

Kesin Yaklasik Hata Bagil Hata
7.5994x10° 1.1657x10° 4.0578x10° 2.3825x1078
7.0830x10° 1.0809%10° 3.7264x10° 2.5562x1078
6.2527x10° 9.4888x10° 3.2361x10° 2.8956x1078
5.1899x10° 7.8248x10° 2.6349x10° 3.4886x1078
3.9984x10° 5.9802x10° 1.9817x10° 4.5281x1078
2.7951x10° 4.1356x10° 1.3405x10° 6.4775%x1078
1.6977x10° 2.4716x10° 7.7391x10* 1.0665x1077
4.9582x10° 2.8248x10° 2.8665x10° 3.6516x1078
7.5242x10° 1.1657x10° 4.1331x10° 2.4063x1078
7.7514x10° 1.1949x10° 4.1979x10° 2.3357x1078

Cizelge3.4. T = % icin u(x, t) fonksiyonunun t’nin 280. sebeke noktasindaki kesin

ve yaklasik ¢ozlimlerinin bazi degerleri.
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4. NONLOCAL SINIR VE INTEGRAL EK
KOSULLU PARABOLIK DENKLEM ICIN
SICAKLIK ILETIM KATSAYISININ
BELIRLENMESI PROBLEMI

4.1. Problemin Coziimiiniin Varhgi ve Tekligi

D; ={(xt):0<x<L0<t<T},

bolgesinde asagidaki sinir deger problemi

Uy = a(tu,, + F(x,t), (x,t) € Dy, (4.1.1)

u(x,0) =¢(x),0<x <1, (4.1.2)

u(0,t) =u(l,t), u,(1,t) =0,0<t <T, (4.1.3)
ve

Jl.u(x,t)dx =E(t), 0<t<T (4.1.4)

ek kosulu g6z 6niine alinsin, burada F, ¢, E verilmis fonksiyonlardir.

(4.1.1)-(4.1.4) probleminde {a(t),u(x,t)} fonksiyon ¢iftinin bulunmasi

problemi ters problem olarak ifade edilecektir..

Tanim 4.1.1: (4.1.1)-(4.1.4) problemini ve a(t) > 0, Vt € [0, T] kosulunu saglayan,
C[0,T] x [C?>*(Dy) n CY°(Dy)] siufindan {a(t),u(x,t)} fonksiyon ciftine (4.1.1)-

(4.1.4) ters probleminin klasik ¢6zliimii denir.
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Bir boyutlu 1s1 denkleminde sicaklik iletim katsayisinin belirlenmesi {izerine
gesiti  ters  problemler  [Ramm,2002], [Jones,1962], [lvanchov,2003],
[Ilvanchov,1998], [lvanchov ve Saldina,2005], [lvanchov,1993], [Shamsi ve
Dehghan,2007], [Liao ve ark.,2009] makalelerinde calisilmigtir. [Ivanchov,2003],
[Ilvanchov,1993], [Ivanchov ve Pabyrivska,2001] makalelerinde zamana bagh

sicaklik iletim katsayis1 nonlocal ek kosuldan elde edilir.

Bu bolimde (4.1.1)-(4.1.4) probleminin klasik ¢oziimiiniin varlik ve tekligi

Fourier yonteminin uygulanmasi ile sabit nokta prensiplerine indirgenir.

TEOREM 4.1.1: Asagidaki kosullar saglansin:
(Al) E(t) € C0,T], E'(t) <0,vt €[0,TI;

(A2)  o(x) € C*[01];
(1) 9(0) = p(1), 9'(1) = 0, 9" (0) = 9" (1), f, p(x)dx = E(0),
@ @ =0, k=12,..,
(A3) F(x,t) € C(Dy), Vt € [0,T] igin F(x,.) € C*[0,1];
(1) F(0,.) =F(,.), E(1,t) =0, E.(0,t) = Fx(1,0),
@) Fp(® 20, k=012, ....
(3) E(T) — 2 g0 — 2 f| Fo(t)dt > 0,
burada ¢y, = [ p()Yi(X)dx, F () = [, F(x, )Y, (x)dx, k = 0,12, ...
seklindedir, Y, (x), (2.4) ile tanimlanmstir.

O zaman asagidaki durumlar dogrudur.

(1) (4.1.1)-(4.1.4) probleminin D;’de ¢dziimii vardir.
(2) (4.1.1)~(4.1.4) probleminin Dy, ’da tek ¢6ziimii vardir, burada To(0 < Ty < T)

problemin verileriyle belirlenmistir.
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Ispat: (2.3) sistemi L,(0,1)’de taban olusturdugu igin u(x,t) fonksiyonu formal

olarak asagidaki gibi yazilabilir:
u(x, t) = Yo U (O Xk (%), (4.1.5)
w, () = folu(x, )Y (x)dx, k=01, ... (4.1.6)

(4.1.1) denkleminin her iki tarafi Y, (x), k = 0,1, ..., ile ¢arpilip 0’dan 1’e X’e gore

integrallenirse, u, (t), k = 0,1, ..., fonksiyonuna gére asagidaki denklem sistemi elde

edilir:
uy(t) = Fo(t), (4.1.7)
Upp—1 () + 2mk)2a(t)uzp_1(t) + 4mkuyy () = Fop_1 (1), (4.1.8)
Uy (£) + k) 2a(t)uy, (t) = For (), k = 1,2, ..., (4.1.9)

(4.1.7), (4.1.8), (4.1.9) denklem sisteminin ¢6ziimii asagidaki sekilde elde edilir:
up(t) = 4o + [, Fo(0) dr, (4.1.10)
U1 (6) = [Agg_y — A1k tA,; e~ CTO% fy at)ds

+ [ Fatoa () — 4k (t — D) Fp(r)]e™C™0 b 2®ds g (4.1.11)

t t
Unpe(£) = Agge o 88 4 [T, (1)e~ @O [y a9)ds g, (4.1.12)

k =1,2,.., burada Ay, k = 0,1, ..., keyfi sabitlerdir. (4.1.5) gosteriminden ve (4.1.2)
baslangi¢ kosulundan

u(x,0) = Zf:ouk(o)xk(x) = Zczfzo <Pka(x) = p(x),
seklindedir. Buradan u, (0) = @4, k = 0,1, ..., yani Ay, = @y, k =0,1, ...

(4.1.5), (4.1.10), (4.1.11) ve (4.1.12)’den

t
u(x,t) =2 [‘Po + fot Fo (T)d7]+4(1 — %) 252, sin 2k oy e~ (BT Sy als)ds

t
+4(1 — x) X5 sin 2mkx fot Fyp(7)e~ @m0 [y als)ds g (4.1.13)
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t
+4 )1 oS 2mkx [y _1 — 4Tkt Qo] e~ (@) [yals)ds 4
t
+4 Y7, cos 2mkx [fot(FZk_l(T) — Ak Fy (T)(t — T))e_(zmc)2 I a(s)dsdr].

u(x, t) fonksiyonunun (4.1.1)-(4.1.4) probleminin klasik ¢6ziimii olmasi igin
tanimdan C%*Y(D;) N CY°(D;) smifindan olmas1 gerekir. u(x,t) € C¥°(Dy)
oldugunu gostermek igin, u(x, t) ve u, (x, t) fonksiyonlarinin ifadelerindeki serilerin
Dy bolgesinde diizgiin yakisak oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Gergekten seriler

tek tek incelenirse:

<

t
Yhe1 |(1 — X) sin 2mkx ¢2ke‘(2”k)2 Jo a(s)ds

S|zl = T [f; 00 sin 2mkx dx|,

fol @ (x) sin 2mkx dx = [ﬁ (p(0) — () + ﬁfol @' (x) cos 2mkx dx],
@(0) = ¢(1) gbz 6niine alinip
a, = fol @' (x) cos 2mkx dx,
denirse, Bessel esitsizligine gore ¢ € C1[0,1] oldugundan
Y1 ar < o'l < +oo,

2
1 1 o< 2
S =——2 X tx2>
(k | kl) k2 2 P k= 0,

buradan

o< 1(1 2)
(=4
kK 2 k2+ k)

yakinsak olur, o zaman

[k |
< —
|2k | < PR

yakinsak olur. Weierstrass Olciitiine gore sinirlayan seri yakinsak oldugundan

sinirlanan

t
Yire1(1 —x) sin 2mkx (kae—(an)Z Jo a(s)ds
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serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Benzer sekilde

0o : t - 2 (t [e%9)
k=1 |(1 — x) sin 2mkx [ For (7)e @rk)* [y a()ds qr| < o | maxe[o,r] | Far (OIT,
|For ()] = |f01 F(x,t) sin 2mkx dx|,

ve F(0,t) = F(1,t) ve F(x,.) € C'[0,1], Yt oldugundan,

—(2mk)? fota(s)ds

Vet |k cos 2kx @, e < Y= kloakl,
1 . 1 1 1,
Qo = fo @(x) sin 2mkx dx = [ﬂ (p(0) — (D) + ﬂfo @' (x) cos 2mkx dx] =

_ 1
(2mk)?

fol @" (x) sin 2mkx dx,
ve ¢(0) = ¢(1) ve p(x) € €?[0,1], oldugundan,

t
>, |k(1 — X) sin 2mkx fot Fop (7)(t — T)e~ @0 [ al9)ds g7 <

0 2
Zicz1 k max [Foy (DIT7,
|For ()] = |f01 F(x,t) sin 2mkx dx|,
ve F(0,t) = F(1,t) ve F(x,.) € C?[0,1], Vt oldugundan,

t
|ZC}§=1 COS 2TTKX op—1 o~ (2mK)? [y a(s)ds

< Y=l @2k-1l,

1 1, .
Por-1 = [, 9(x) cos 2mkx dx = _ﬁfo @' (x) sin 2mkx dx,
¢(x) € €'[0,1], oldugundan,

0 t - 2zt o
|Zk=1 cos 2mkx [ For—1(t)e @k J; a(s)deT| < Yie=1 MaXeefo,7]|Far-1(OIT,

Fop_1(t) = fol F(x,t) cos 2mkxdx = — ﬁfol E.(x,t) sin 2mkx dx,

F(x,.) € C[0,1], Vt oldugundan,

bu serilerde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bdylece u(x, t) € C(Dy) elde edilir.
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t
Uy (xl t) = —4 Z?cozl sin 2rwkx (kae—(ZTL'k)Z fO a(s)ds+
t
8m(1 —x) X% k cos2mkx (kae"(Z’”‘)2 Joa(s)as

t
8m(1 —x) Y5, kcos2mkx fot Fyp(r)e~ @)% [y als)ds g
t
4¥%_ sin2mkx fot Fy()e~ @ [ als)ds g _ gp Y=y ksin2mkx [ 4 —
t
Atkt,] e~ (@m* [yals)ds _ gr =1 k sin 2mwkx [fot Fop_1(1)—4mkF,;, (T)(t —
et o]

Bu serilerin de diizgiin ve mutlak yakinsakligi icin Once asagidaki sekilde

sinirlandirilabilir:

D=1 Sin 2mkx (kae—(an)Z Jy a(s)ds

< Yr=1lo2kl,

t
(1—x) Xy k cos 2mkx pype~C™ Lo a)s| < 3 kg, ],

(1 —x) Yi=1 k cos 2mkx [ Fp(t)e @mk)* J; “(S)dsdr| < Vreq ktrer%gl);]lFZk(tNT,
o0 : t - 2 ¢ o0
Yi—1sin 2mkx [ Fp(t)e @rl* I a(s)dsd‘fl < Y=1 maxeefo,r] [ Far (OIT,

t
Z(])cozl k sin 2mwkx Pok-1 e‘(ZTL'k)z fo a(s)ds

< Y1 Kloak-1l,

—(2mk)? fot a(s)ds

Yo, k2 sin 2mkx @4 e < Y1 k2l @al,

co . t - 2t 00
Yk=1k sin 2mkx fo For-1(7)e @mh)* a(s)deT| < Xk=1 ktrer%g¥]|F2k—1(t) T,

t
¥ k?sin 2mkx fot For (D) (t — T)e~ @ [; a(5>d5dr| < Yket kztrer%g>T<]|F2k(t) |T2.

Benzer sekilde smirlayan serilerin yakinsakligi, teoremin kosullar1 altinda

gosterilebilir. Boylece u(x, t) € C1°(Dy) elde edilir.
Simdi de Dy agik bolgesinde U, (x, t) fonksiyonunun siirekliligi incelensin:

t
Uy (x,t) = =161 Y771 k cos 2mkx (kae_(ZT’:k)Z Jo a(s)ds



51

—16m2(1 — x) Y52, k2sin 2mkx @ye~ @™’ Jy as)ds

—16m Y5, k cos 2mkx fot Fyp (1) e~ (2m0° ff a(s)ds g
—16m2(1 — x) T, k2sin 2mka [ Fy, ()e~ @m0 fr a@ds g
— 1612 32, k? cos 2mkx @pp_qe” T Jy a(s)ds

+8t Y%, (2mk)? cos 2mkx e~ @™’ g a()ds

—16m? Y3, k? cos 2mkx fot Fyp_q (1) e~ (20° 7 a()ds g

+8 Y%, (2mk)3 cos 2mkx fot Fpp (1) (t — T)e~@m0° I; a($)ds gz
seklindedir.
¢ (x) fonksiyonu [0,1] kapal1 araliginda siirekli oldugunda sinirlidir. 3IM > 0 var ki,
lp()l < M,

F(x,t) fonksiyonu D; kapali bdlgesinde siirekli oldugunda sinirlidir. 3N > 0 var Ki,
|F(x,t)] <N,

O zaman
|2kl < M, [@21-1] < M, |Fo| < N, |Fpp_1] < N.
Simdi yukaridaki serileri tek tek inceleyelim:

Dr’det > 0 alalmoylekit <t < T, a(t) € C[0,T] oldugundan A, =

minte[ng] a(t) mevcuttur.

Tk cos 2mkx @yl a@as| <y | pmnk)?ast
k=1 ©

Yr=q k?sin 2mkx (kae‘(z”k)zf(f“(s)dS < MYZ, k2 e~ @m?ALL

t —
Yo k cos 2mkx fot Fyp (1) e J; a<s)d$dr| < NTYZ., k e~ @rl)*Art,
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t _
Y., k%sin 2mkx fot Fop (1)e~ % L; a(s)dsd‘r| < NT Y, k% e~@mhk)* At

e—(27tk)2 fota(s)ds < MZI?=1 k2 e—(an)ZAlf'

Y1 k?cos2mkx Qo4

t —_
Y52, (2mk)? cos 2kx e~ @ AOd| < My (27k)? e @mR AL,

t _
Y, k? cos 2mkx fot Fyp_q1(7) e~ @ f; a(s)dsdr| < NT 32, k% e~@mk)* Al

t
Y . (2mk)3 cos 2mkx tFZk ) (t — 1)~ @ [ als)ds gl <
k=1 0
NT2 Z;}”=1(27Tk)3 e—(an)ZAlf_

Sinirlayan serilerin genel terimleri by, = ke~ @mi)* At by = k2e~(@mi)* ALt b, =

k3e~@mk)*AiT geklindedir. Dalambert Olgiitiine gore bu seriler

br+1
= 0,
by

limk_)oo

yakinsaktir. Sinirlayan seri yakinsak oldugundan sinirlanan seri diizgiin yakinsaktir.

Yani
uxx(x' t) € C(DT)!

elde edilir.

t
u(x, t) = 2Fy(t) — 4(1 — x)a(t) X5, (2mk)? sin 2mkx (p2ke_(2”k)2 Jpals)ds _

4(1 — ¥)a(t) T (2mk)? sin 2mlex [ Fyy (2)e~ @m0 s g 4

4(1 — x) X2y Fape(t) sin 2mkx —

4a(t) T2, (2mk)? 08 2k g~ @O fyal)ds 4

64m3ta(t) Yo, k3 cos 2mkx <p2ke‘(2”")2 Jy a(s)ds _

167 Y-y k cos 2mhx o e 3™ fpa)ds 4 4 Y k=1 Far—1 (D)cos 2mkx —
4a(t) T2, (21k)? cos 2mkx [[| Fyy_y (v) e [y a(s)ds gp 4

64m3a(t) Yo k3 cos 2mkx fot For (D) (t — 7) o~ 2mh)? [La(s)ds g _

t
161 )51 k cos 2mkx fot Fyr(7) o~ @ni)? [[a(s)ds g,



53

Benzer sekilde u;(x,t) fonksiyonunun ifadesindeki seriler asagidaki sekilde

sinirlandirilabilir:

-@ni)? [y a(s)ds| < M32_ k2 e~ @mk)*Ast,

|Z‘,’§=1 k? sin 2mkx @,e

t _
|Z°,§=1 k? sin 2mkx fot Fyy. (T)e~@m0% [; a(s)dsdrl < NT Yo, k2 e~ (@m0 AsL
| X=1 F2x (£) sin 2mkx| < Xg_|Foi (O],

6,—(27tk)2 fota(s)ds < Mz;{ozl k2 e—(2nk)2Alf,

Y _1k?cos2mkx Qo4

Z?{ozl k cos 2mkx (pzke_(ZTL'k)Z fota(s)ds < Mzolgzl ke_(zn-k)ZAlf’

—(2mk)? fot a(s)ds

< MZ‘;?=1 k3 e—(Zn’k)ZAlf,

Yr_1 k3 cos2mkx @, e
| X%=1 F2k—1(t) cos 2mkx| < Y=g |For-1 (O],

t _
[B52-1 k2 cos 27kt [ Fyjeoq (v) e™ @™ S a5 gr| < NT 37, k2eGmO* A,

t
|Z“,§=1 k3 cos 2mkx fot Fo(D)(t — 1) e~ @™ [ “(s)dsdr| <

NT2 Zc;(ozl k3e—(2nk)2A1f’
t _
|Z°,§=1 k cos 2mkx fot Fyp (1) e~ @m0% [; a(s)deT| < NT Y%, ke~ @mk)*Ail

Sinirlayan serilerin yakinsakligi yukaridaki gosterimlere benzer sekilde elde edilir, o
zaman bu seriler mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Boylece u;(x,t) € C(Dr) elde edilir.

Yani
u(x,t) € C>'(Dy) N CY°(Dy),
elde edilir.

a(t) fonksiyonunu bulmak igin (4.1.4) kosulundan yararlanilacaktir, bunun igin
(4.1.4) kosulunun her iki tarafindan t’ye gore tiirev alinacaktir. Parametreye goére
tirev i¢in de wu.(x,t) € C(Dy) kosulunun saglanmasi gerekir. Simdi bunu

gosterelim:
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t
|Z;}°°=1 k2 sin 2mkx @, e~ @m0y als)ds

< Vo1 k% ool
t
S, k2 sin 2k [ Py (2)e™@™0" ke 994 qe] < T3, k2 maxeero;| Farc (0,

1Y req Faor (t) sin 2mkx| < Y52, |Fop (0)],

e—(27tk)2 fota(s)ds

Y1 k? cos 2mkx @ar_q < Yre1k* l@ap-al,

t
Y k cos 2mkx e~ @O fo als)ds

< Yke1 kloakl,

T k3 cos 2mkx e @O [y a)as

S MY, k3 @l
|21(?=1 Fyk_1 cos 2mkx| < 21?:1|F2k—1(t)|,
t
|Z,‘f’=1 k? cos 2mkx fot Fop_q1(7) e"GmO* L a(s)dsdr| <
T Y, k? maxXe[o ]| For—1 (),

t
|Z,}’°=1 k3 cos 2mkx fot Fp ()t — 1) e @m0* [; a(s)dsdr| <

T? Xie=1 k> maxee(or)| Far (O,
[e) t - 2t 00
[z K cos 2k ] Fare(r) ™™ 4% dr| < T Sy ke maxeeron| Fau (9],

Sinirlayan serilerin yakinsakligi, teoremin kosullari altinda yukaridaki gosterimlere
benzer sekilde gosterilebilir. Yine sinirlayan serilerin yakinsakligindan sinirlanan
serilerin mutlak ve diizgiin yakinsakligi elde edilir boylece u.(x,t) € C(Dy) elde

edilir.
(4.1.4) kosulunun her iki tarafinda t’ye gore tiirev alinirsa
folut(x, t)dx =E'(t),0<t<T.

Buradan

a(t) = Pla(t)], (4.1.14)
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2Fo () + X F 2k (O)=E' (£)

L )

Pla(®)] = (4.1.15)

elde edilir.
t
E(t) = 2¢, + ZJ Fy(7)dt
0

00 t
N z % <(p2ke_(2nk)2 fota(s)ds + f sz(r)e—(an)Z f: a(s)ds dT) )
k=1 °

buradan
t
E(t) —2¢o — Zf Fy(t)dt
0

had t
— z i <(p2ke—(2rck)2 fota(s)ds + J FZk(,L.)e—(an)2 f:a(s)ds dT)
0

k
k=1
w 2 t

< ¥ 2 (o + Jy Fn(@ dr), (4.1.16)
oldugu aciktir.

Co=2 rr[un Fo(t) + m1n <kz > — trer%(%]E (0),

C,=2 ax, Fo(t) + max, <Z — Zk(t)) — mm E'(t),

C, = E(T) =2 ¢y —2 [ Fo(t)dt >0, (4.1.17)

2 t
C; = z 8mk <<p2k + f Fy, (7) dT),
k=1 0

ile gosterilsin, burada .(4.1.16) ifadesinden C, < C3 oldugu aciktir. (4.1.14) ifadesi,

yukaridaki ifadeler gz oniine alinarak degerlendirilirse

0<C< (t)<C
G-

elde edilir.



M kiimesini agagidaki sekilde tanimlansin:

M = {a(t) € C[0,T]:0 < g—‘g’ <a(t) < %}

P:M - M,
oldugu aciktir.
Simdi P operatoriiniin kompakt oldugu gosterilsin:

M c M keyfi sinirh kiime olsun. P(IVI ) C M oldugundan P(M ) diizgiin sinirhidir.
o 2 !
K(t) = 2Fy(t) + Zk:lEFZk(t) —E'(0),
t t
N(E) = 252, 81k (gope™@™0" b s o [Ppy, (1) e~ @m0 fra®)dsgr ),

seklinde isaretlenirse t;, t, € [0, T] noktalar1 icin ve a(t) € M igin

IK(t)-K(t)| | |[K(E)(N(t)-N(t1))]
IN(t2)| N(t1)N(tz)

K(ty) K(ty)
|P[a(tz)] — Pla(t)]l = |N(tz) - N(ti) =

(4.1.18)

elde edilir.
tz < tl i(}in,

e—(an)sztz a(s)ds _ e—(27tk)2f0tla(s)ds < (21k)? maxeere, ¢ la(®)lt, — t4),

t t
Iy Fare(z) e”@m0* 2 a0ds g — [ By, (7) = @0* a0 | <

f(fz Fyp (7) (e—(27rk)2 thz a(s)ds _ e—(27tk)2 f:la(s)ds) dT| +

t - 2t T
[ Fape(z) e @m0 a0 qr| < 1Ry, (1)] d(2mk)? maxieye, e, la()l |, —

t max F,.(t)|t, — tq],
1|+te[t2’t1] ()]t 1l

(00] T oo
Co = Xz 42k @qr , Cs = [ Loy 4Q2mk)* Fyy (2)dx,
Co = max (B 87k Fope (1)),

degerlendirmeleri N (t,) — N(t;) farkinda g6z 6niine alinsin:

56
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INE2) = N(ty)| < Sy 8kl om0 " a0)ds _ o (m™ 5 aas| 4

t t
Yo 8k |f0t2 Fpr (T) o~ (2mk)? ffza(s)dsdl_ _ f0t1 Fyp (1) e—(2nk)2f11a(s)dsd_[| <

c
[(C4 + CS)C—:‘F Ce] [t; —t4].

Ve >0 i¢in F(.,t) ve E(t) fonksiyonu [0,T]araliginda siirekli oldugundan,
361 = 51(8),Vt1, tz S [O,T], |t1 - tzl < 61 i(}in,

c
2|Fy(t3) — Fo(t)| < 2 maxyepo 1) F(x, t2) — F(x, t)| < ;28,
1) 2 1 C:
Zk=1g |For (t2) — Far(t)| = gmaXxE[O,l]lFx(x: t2) — Fe(x, t)] < f&

|E'(t)—E'(t)] < Ze,

K () — K(t)] < Ze, (4.1.19)
yazilabilir.

— i c3
0 = mincefor) {61 (@), 2[(C4+C5)C1+C2C6)Cy S}’

olsun, o zaman,
CZ
IN(ty) — N(ty)| < Z—;e. (4.1.20)

olur.
(4.1.19) ve (4.1.20) esitsizliklerini (4.1.18)’da goz oniine alirsak
|P[a(tz)] — Pla(t)]l <e,

elde edilir. Béylece P (M) kiimesi essiireklidir. Buna gore Arzela-Ascoli teoreminden
P(IVI ) kompakt kiimedir. Buradan da P operatorii kompakttir ve M kiimesini
kendisine dontistiriir. M, C[0,T] uzaymin kapali ve smirli kiimesi oldugundan
Schauder sabit nokta teoremine [Lusternik ve Sobolev,1974] gore (4.1.14) denklemi

a(t) € M ¢oziimiine sahiptir.
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Simdi de (4.1.1)-(4.1.4) ters probleminin Dr (0 <Ty <T) bolgesinde tek
¢oziimii oldugu gosterilsin. (4.1.1)-(4.1.4) probleminin (b, v) seklinde baska bir
¢Oziim ¢ifti var oldugu farz edilirse (4.1.13) ve (4.1.14) gosteriminden

u(x, t) _ U(.X', t) — Zlo(o=1 [(p2k (e—(ZTL'k)2 fga(s)ds _ e—(277:k)2 fotb(s)ds)] sz(x)

. t _ 2t _ 2t
+ye [ NG (e @ni)? [{ a(s)ds _ ,—(2mk)? [ b(s)ds) dr] Xy ()

+ Xhe1 [(‘P2k—1 — 4k yy) (e—(Zn'k)z fy a)ds _ e_(Z”k)zfotb(s)ds)] Xok—1(x)

5t
k=1 [fot(Fqu(T) — 4tk Fy (7)) (e—(zmc) Jra()ds _

t
o~ (2mh)? [ b(S)dS) d‘[] Xope_q (20, (4.1.21)

a(t) —b(t) = Pla(t)] — P[b(t)], (4.1.22)

Pla(t)] — P[b(¢)]
= 2Fy(t) + Xz Far (®) — E'(1)
Z;O:l 8k (q)Zke—(an)Z fota(s)ds + fot Fyp(7) o~ (2mh)? f‘:a(s)dsd’[)
2Fy(t) + Yjoeq For (t) — E'(t)
Yhe 8k ((kae‘(Z"")z Jybs)ds 4 fot Fyp(7) e~ f:b(s)dsd_[) ’

(2R0(0) + Bt g P + [E'0)])

IPla(®)] - PIbO]l < =
2

[z 8n'k ((ka (e_(ZT[k)ZJ'Ot a(S)dS _ e—(ZT[k)Z fgb(s)ds)
k=1
t . .
+ f Fyr (7) (e—(zmc)z Jra(s)ds _ ,—mk)? [ b(s)ds) dr)],
0

degerlendirmesi elde edilir. Burada

|e—(2nk)2f0ta(s)ds _ o—(2mk)? [ b(s)ds < (27k)2T maxgeperla(t) — b(0)],

Jem@mo* fra(9s _ =m0 [ 00)85| < (21mk)2T maxoeeerla(t) = b(O)],
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degerlendirmeleri g6z Oniine alinirsa
|Pla(t)] — P[b(t)]| < a max.ejorila(t) — b(t)],
elde edilir. a € (0,1) keyfi sabitlenmis sayr olsun. Ty, (0 < Ty <T) sayisi

%To < «a olacak sekilde sabitlenirse (4.1.22) esitliginden
2
lla = bllcrory < @lla — bllcpor,

elde edilir, buradan da a = b oldugu agiktir. Bu esitlik (4.1.21) esitliginde yerine

yazilirsa u = v elde edilir, yani (1)-(4) probleminin Dy, bolgesinde ¢oziimii tektir.

4.2 Problemin Coéziimiiniin Giris Verilerine Gore Siirekli

Bagimhihg

Bu béliimde (4.1.1)-(4.1.4) probleminin ¢oziimiiniin giris verilerine gore siirekli

bagimlilig1 gosterilecektir.

TEOREM 4.2.1 : (Al)-(A3) kosullar1 altinda (4.1.1)-(4.1.4) problemi i¢in elde edilen

(a,u) ¢ozim gifti girig verilerine gore siirekli bagimlidir.

Ispat: @ = (¢, F,E)ve ® = (¢, F, E), (4;)-( A3) kosullarim saglayan, 3M; > 0,
i = 1,2,3 sabitleri i¢in

l@licago) < Ma, IFllcrompy < My, NEllcajor < Ms,

”(ﬁ”c‘*[o,ﬂ < M11 ”F”c‘ho(ﬁ) < Mz, ”Ellcl[o,T] < M3,

esitsizliklerini saglayan giris verilerinin kiimeleri olsun.
2Nl = {IFllcrommy + Nl@llcaon + IEN crjor),

”(5” = {”F”c‘m@ + ”(pllc"f[o,ﬂ + ”E_'”(;l[(),T]}
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ile gosterilsin. (4.1.1)-(4.1.4) probleminin @ kiimesine karsilik gelen ¢ozimii (a, u),

@ kiimesine karsilik gelen ¢oziimii (@, @) olsun.
ulx, t) —u(x, t) = [po — PolXo(x)
t t =
+|Jy Fomdr = [ Fo(2)dr| Xo(x)
" _ 2t _ B 2t~
k=1 (‘sze @mi)* Jp a(s)ds _ P2r€ @mi)* Jy a(s)ds) Xox (%)
© t _ 2t _ _ 2t =
+ke=1 [fo (FZR(T)e (2 J; as)ds _ Fy(r)e™ ™) f a(s)ds) dT] Xak(x)
o _ 2t _ B 2t =
k=1 (¢2k—19 k) J a(s)ds _ P2k-1€ @l fy a(s)ds) Xap—1(x)
— Xk=1 (4nkt¢2k9_(2nk)2 Jpa(sds _ Akt §,pe” @™ f(’ta(s)ds) Xok-1(x)

© t _ 2 rt _ _ 2t =
+ k=1 [fo (FZk—1(T)€ @rh)* [; a()ds _ For_1(7)e @mio* [y a(s)ds) dT] Xok-1(x)

I

t
t _ t_
47ka (Fz,((r)e"(z’”‘)2 frads _ F (1)~ @) f; a(s)ds) (t — 1)dt| Xop_1 (%),
0

&
1l

1

Lo 2Fo(t) + Xi=1 Fauc () — E'(t)
Biet 8k (o™ GO 0O 4 [1F () @O a9 g )
2Fy(t) + Xieq ZFox () = E'(®)
2k=1 81k (‘ﬁZke_(znk)z f"td(s)ds + fot Fy (1) e_(znk)zf;d@dsdf) |

Once a — a farkindaki terimler degerlendirilsin:

<

t_ _ t
[Fo(®) Bz Bk iee™CmO* o900 — By (6) T, Brek e "m0y alores

V6

_ 1 _ 1 =
?M1M2T||a - a”C[O,T] + gMznfp - (P||c4[0,1] + gM1||F - F||c4'0(5T)y

N t— t_
Fo(t)z 8k f Fp (1) e~ (@m0 [ a)ds g
k=1 0

_ - t )
— Fo(t) Z 87'[kj FZk(T) e—(an)ZfT a(s)dsd’[
k=1 0



Ve

<
3

— 1 =
MET2lla = allcro + S TMIF = Fllgao sy,

o]

t_
Z Z Far(D) Z 81k @y~ o alS)ds

k=1 k=1

0

— t
B Z %FZk(t) Z 8mk (kae—(an)Z Jy ats)ds
k=1

k=1

V6 — M _ M =
< SMiM,Tlla — allepory + 5219 — @llcajor) + S IF — Fllcaopy,
0 o0 t= - 2t
fe1 ZFar (£) Yooy 8Tk [ Fope(7) €™ fr a()ds gy —
NG

0 I 0 t - 2t
i1 2ok (6) Doy 81k f Fypo(r) ™m0 fe 95| < 2

TM, =
?”F_F”C‘LVO(ET)!

|E’(t) e 8nk¢2ke—(2n’k)2 Jy a(s)ds _ E'(6) Y., 8k (kae—(an)z J; a(s)ds <

V6

_ 1 _ 1 =
?M1M3T||a - a”C[O,T] + gM3||(P - ‘P||c4[0,1] + gM1||E - E”cl[o,r],

N t t_
Ef(t) Z 87rkf FZk(T) e_(Z”k)ZfT a(s)dsdr
k=1 0

o t )
—E'(t) z 87ka For (1) o~ (2O [La(s)ds 4.
k=1 0

V6 _ 1 _
= ?M2M3T2||a - a”C[O,T] + €M3T”F - F”c‘*"’(BT)

1 _

Buradan

(1 = M,Dlla —alleor < Ms(llg — gll + llp — @llgao.y + IF = Fllao s,y ),
Buna gore yeterince kiiciik T’ler i¢cin M,T < 1 saglanir. O zaman

lla = allcjor < Me(llg — gll + llp — Pllcsjon + IF = Fllsooyy),

yazilabilir, burada

T2MZ|la = allcpor +
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ﬂmz +‘/_M3)(M1 +M,T)

(*
M, = C,Cy

My = max [} (2 M, + M3), %(131\41 +T(2M, + M3)),%(M1 +TMy)),

__Ms
Me = 1-TM, '
seklindedir.

Burada C,,C, sirasiyla @, @ icgin (4.1.16) esitliginden goriiliir, burada Bessel ve
Cauchy esitsizlikleri ve (4;) ve(A4s) kosullar1 yardimiyla

1
|[Fo(®)] = |f0 xF(x, t)dx| < maXye[o,1]|F (%, £)| < maxye(o,1) maxeejo,r|F (%, O)| =

IFllcory < IFllcaom,y,s

2 |k (0] <2 (S d) " (2 a2 < ZNF G )00 <

ZAF G lleton) < 2 WFlleior) <z IFllgas sy

f @ (x) cos 2mkx dx| < = ||q0 "N1,001) <

Yk=18mk |@ar| = 2= 1(nk)2

"

g”fp ||c01 ||(P||c401

o0 t o0
k=1 81k fo |Fo(D)|dt < T X2 8k max,eo | Fox (0| =
0 1 1 1
Tzkzlwmaxte[oﬂ |f0 Fxxx(x, t)dx| < Tg ||maxtE[O,T]|Fxxx(x, t)|||L2(0,1) <

1 1
T | Foex (X, )llc oy < T IFllcao
1

|F2k(t)| = W |(Fxxxx)2k(t)|a

0 t [00)

k=1(2mk)? [ IFor (D)ldT < T X521 (2mk)® maxeefo rl Fox ()| =

o 1

T Yi=1 >r MaXeelo,] | CFxxa) 2k (0| <

1 (ew 1\72 fow /
Py (Zk:l ﬁ) (Zk=1 maXge(o,7] | CFexexex) 2k (£) |2) 2 <

1 1 1
TWE ”maXtE[O,T] |Fxxxx(x' t)|||L2(0,1) < Tz_\/E ”Fxxxx (x, t)”C(ET) < TFE ”F||C4'0(57~)’

degerlendirmeleri g6z 6niine alinmistir.



Simdi u — u farkindaki terimler degerlendirilsin:
lpo — @ol <l — @llcep0,1s

|y Fo(mdr — [} Fo()dz| < TIIF = Fllgsogo,,

t t_

4 |e—(27'L'k)2 fota(s)ds _ e—(27rk)2 fotd(s)ds

Z?co=1|€02k|

- 2t © _ 1 — 1 —
+4e~ (0" [y as)ds Yi=1lP26— P2kl < TEM1||CI —allcrom + p llp — <P||c4[0,1],

—(2mk)? fota(s)ds _ <

1e—(27'[k)2 fotd(s)ds)

|Z°1§=1 4 cos 2mkx (€02k—1e P2k

4 |e—(21'1:k)2 fota(s)ds _

- 2(tg o - 2t . _
o~ (22 [ a(s)dslzkzll(ka_ll + 4o~ fja®ds e 1o G| <

86 _ 1 _
TTM1||a —allcpor + > llo — @llc+po,1);

[T, 401 -
t — t_
x)sin2mkx fot (FZk(T)e—(an)2 fra®ds _ F (7)e=@mh? ), a(s)ds) dr| N
t t_
o O [emem? s gt s g 4

= t
4 fotlFZIc(T) — Fyy (T)le_(znk)z J; a(s)deT
1 - 1 _
< T*cMalla—allcior + g TIF = Fliceomy,

<

|Zc,’c°=1 16mkt cos 2mkx ((pZRe_(Z”k)Z Jy a(s)ds _ Bypee~ @ fotﬁ(s)ds)

: 5t _ 2 (t= ©
16nT |e (2mk) fo a(s)ds _ e (2mk) fo a(s)ds Zk:l k|<P2k| +
_ 2t o _
16nTe~@m0* [y a(s)ds Yi=1kl@2—P2xl
2 2V6 — 1 —~
<T TMllla — aIIC[o,T] + gT”(/) - (0||C4[0,1]7

t
|Z°,§=1 4 cos 2mkx (fot F2k-1(T)e_(2”")2 I; als)ds g, _

— t_
J§ Pt (@@ Ka0sq )| <
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t t_
4 J{ Py (D)) | " @O @O _ G 13O g 4 4[|y (1) -

= - 2 (¢ 8v6 _ 1 =
Fa—1 (@)™ a5 qr < 7222 Mylla — allcpory + 5 TIF = Fllcaogyy,

t —
|Z°,§=1 161k cos 2mkx (fot Fypo(T)(t — T)e~ @m0 [y a()ds gp fot Fo (o) (t —
1)e~@mh)? [t a(s)as dr)| <

t t_
ArkT f0t|F2k(T)| |e‘(2”k)2fr a(s)ds _ ,—@rk)? [ als)ds| gr 4+ ankT fOtIFZk(T) _

FZk(T)|e_(2"k)2f a(s)ds g, < 326 M2||a—a|| +1 T2||F F”c“(u)
Buradan

lu —dll¢w,y < Myll® — o,

yazilabilir.

Burada ayrica Bessel ve Cauchy esitsizlikleri ve (A4;) ve(4s)’in (1). kosullart
yardimiyla

1
(pol = |f xe () dx| < maxeeroulo )] < Nollcro < lolleso,

1
|[Fo(®)] = |f0 xF(x, t)dx| < maxye[o,q]|F (%, t)| < maxyefo,1) maxeepo,r1|F (x, )| =

IFllcor) < IFllcaom,y,

Siecalail = Ties Gz | fy @ GO sin 2mkx dx| < 219,01 < 55 19 cron <

1
Z”‘P”(j“[o,ﬂ,

o o 1 1 . 1 "
Bie1 2l 19kl = Bier s [fy @ () sin 2mhex dx| < 20l 0. <

L1lo"Ncto1 < = l@llcagor
0 t [00)
k=1 fo |For(D]dt < T XY=y maXte[O,T]lFZk(t)l =
0 1 1 1
T Zk=1 (27k)?2 maX¢efo,7] |f0 Fxx(xr t)dxl < Ta ”maXtE[O,T] |Fxx(xr t)|||L2(0,1) <

”Fxx(x t)”C(DT) < T ||F||c40(DT),



t [00)
=1(27Tk)2 fo |For(D)]dT < TZk:l(an)3 maXtE[O,T]lFZk(t)l =
w 1 1
TZk:l (27k)? maX¢elo,7] | (Fxxxx)Zk(t)l < TZ ”maXtE[O,T] |Fxxxx(x» t)|||L2(0,1) <

1
T24|| Eexx (%, t)”C(DT) = T ||F”C4O(DT)’

Sieal0zis] = Tica ooz | fy 20/ (0) + 20" () cos 2mkx dx| < =112+

X"l 00) < 5”2(.0 + x¢’ ||co1 ||<P||c4 [0,1]
0 0 1 1 " " .
Y 12rk)?|@op-1l = Zk=1ﬂ|fo (B (x) + x¢ "(x)) sin 2mkx dx| <

1
L (gi ) " (2:2:1 (fol(?»go”(x) +xp" () sin2nkr dx) ) < 7-l3p7+

xX0"|Ly001) = 2\/— 13¢" + ‘P”'”c[o 1] ||<P||c4 [0,1]’

© 0 1 1 m 1 "
Vieca 87k 9okl = iy s [fy 07 () cos 2mhx dx| < Zll0 1,01 <

"

1
g”fp ||c01 ||§0||c401

o) 0 1 1 " : 1 "e
Zk=1(2”k)3 l@ax| = Zk=1ﬂ |f0 ¢ (x)sin2mkx dx| = ﬁg”‘l’ ”Lz(O,l) =

111

1 1
75”('0 ||c[o,1] < ﬁgnfpnc‘*[o,l]’
[oe] t o0
k=1 81k fo |Fo(D)|dt < T X2 8k max,eo | For (0| =
0 1 1 1
T Yk=1 (k)2 maXiefo,] |f0 Frpx (%, t)dx| < Tg ”maXtE[O,T] | Frxex (X, t)|||L2(0,1) <

1 1
T 1Ee( Dllesyy < T2IFll oo gy
1
|F2k(t)| = W |(Fxxxx)2k(t)|a

oI?=1(27Tk)3 fot|F2k(T)|dT < T2f=1(2”k)3 maXtE[O,T]lFZk(t)l =

w 1
T Zk:l ﬁ maX¢e(o,7] | (Fxxxx)Zk (t) I <

1 w 1\ 72 raw /
Py (Zk=1 ﬁ) (Zk=1 maXiefo,r] | CFexxex) 2k (£) |2) 2 <
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1 1 1
T 2V6 ”maXtE[O,T] | Fexxcx (%, t)|||L2(0,1) < TZ_\/E || Epexere (X, t)”C(ET) < TWE ||F”C4'°(57~)!
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o0 t 0
k=1 fo |Fop—1(D]dT < T X5, maXtE[O,T]lFZk—l(t)l =

» 1 1
TZk=1wmaxtE[olT] |f0 (2E.(x,t) + xFyy(x, 1)) cos 2mkx dx| <

1
a ||maxtE[OIT]|2Fx(x, t) + xFer (x, t)||| ||2F (x, 1) + xFe (x, )l cpp) <

L,(0,1) S
||F
LI1Fllgao sy,

o0 t o0

r=1(21k)? fo |For_1(DldT =T Xi—y (Zﬂk)z maX |F2k—1(t)| =

r=1 — kmaxtE 0.T] |f (BF (x, t) + xFre (x, 1)) sin 2mkx dx| <

1/
1 (ww 2
_(Zk=1 k2) (Zk 1 max (f |3F (X, t) + XFyyr (x, t)| sin 2kx dx) ) <
V6 max ”3Fxx(x t) + XFexx (, t)“LZ(O 1H = 2\/—”3Fxx(x t) + XFexx (x, t) ”C(DT) <
2

ﬁ||F||C4.o(5T),

degerlendirmelerinden yararlanilmistir.

4.3. Problemin Niimerik Coziimii

4.3.1 Numerik Prosediir

Bu bolimde (4.1.1)-(4.1.4) ters problemi, Teorem 4.1.1’in kosullar1 altinda

nliimerik olarak ¢oziilecektir.

Bu problemin niimerik ¢o6ziimii i¢in bir iterasyon ile sonlu fark yOntemi
kullanilabilir. Bu iterasyon her bir zaman adimindan bir sonraki adima ge¢is icin

kullanilacaktir.

(4.1.1) denkleminin her iki tarafi x’e gore 0’dan 1’e integrallenip (4.1.3), (4.1.4)

kosullar1 g6z 6niine alinirsa

~E'(t)+ [, F(x,t)dx
u,(0,t)

a(t) = , (4.4.1)

elde edilir.
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Ik olarak [0,1] aralign M tane h = % esit uzunluklu, [0, T] araligi N tane T = %

esit uzunluklu alt araliga boliiniir ve ikinci smir kosulu i¢in gerekeceginden x =
(M + 1)h dogrusu hayali olarak eklenir. Bu problemin difiizyon denkleminden
olustugu gdz Oniine alinirsa, problemin niimerik yaklasimi i¢cin mutlak kararli olan ve
h ve t’ya gore ikinci mertebeden kesinlige sahip olan Crank Nicolson semasi tercih

edilir. (4.1.1)-(4.1.4) problemi igin Crank Nicolson semasi

Ll =) = 2@ @)l - 2] )+ (2

1111)]+ (F]H Fij), 1<i<M1<j<N-1 (4.4.2)
u =&, (4.4.3)
gy, (4.4.4)
Unrer = Up—1, (4.4.5)

i (-Et/+Fin))n
o == (4.4.6)

0
burada 1<i<M, 0<j<N-1, u =u(x, tj), F/ =F(x;, tj), Pi=
p(x),al =a(t;), Et/ =E'(t;), FinJ = (folF(x, tj)dx), x; = ih, t; = jt.
seklindedir.

(4.4.2)-(4.4.5) problemi igin
AU =p0<j <N, (4.4.7)

seklinde, M X M’lik denklem sistemini elde edilir, burada

. . . T
= (u},u) .., uyy ) . b= (by, by, ..., by),
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A=
—2(1+R) 1 0.. 0 1
1 —2(1+R) 1.. 0 0
0 1 —2(1+R) : :
1 —-2(1+R) 1
0 2 —2(1+ R).
_ 2hn?
- t(ai*t1+al)

by =2(1 - R)u{ - ué - u,’v, - Rr(Flj + Fljﬂ),
by = —2ul,_, +2(1 — R)ul, — Rt(F) + FJ1)),

by =—ul_, +2(1— R —ul,, —Re(F +F['N),i=23..,M-1,j=

0,12, ...,N.

w/*'*i hesaplamak igin a/*! degerlerine ihtiyag vardir. a/*1®) ile a/*1 degerlerinin

J+1(s)

. . i+1 o . . . . ey
S. iterasyon adimui, u; ile ul-] degerlerinin s. iterasyon adimi gosterilir.

_ 0 in0
j =0 icin (4.4.3) ve (4.4.6) formiliinden a° = w elde edilir. Niimerik
1—%M

u’

J+1(0) _
U; -

hesaplamalarda zaman adimi ¢ok kii¢ik oldugu igin a/*1(©® = g/,

alinabilir. Buna gore

(=Et/+Fini)h

qi(s+1) = (CEUHFin)h
WONY O

s=012,..,

%(ulj(sﬂ) — )

1, . . 1 : . .
=3 (a/6HD + /) 2 [(ul]ﬁ) - Zui](s) + ul]fl))

j(s+1 j(s+1 j(s+1
+ (w5 = 2] 5]

1 . .
+ 2 (Fi] + Fi]_l)'
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WOz,

i) _ )
Upyyr = Uy—1»

olur. (4.4.2)-(4.4.5) problemine benzer olarak bu problem igin de M X M’lik
denklem sistemi elde edilir ve bu denklem sistemi de Gauss eliminasyon yontemi ile

¢Oziiliir.

Bu hesaplamalara istenilen yakinsama saglanana kadar devam edilir.

J+1(s)
i

1

Tanimlanan toleransi saglayan s degerinde u ve a/ 1) degerleri sirasiyla ul.] *

ve a/*1 kabul edilir. Bu, j. adimdan (j + 1). adima hareketin tamamlanmasini

saglar.

4.3.2 Niimerik Ornekler

Bu bdliimde bir dnceki boliimde tanimlanan niimerik yontemin verimliligini

gosteren iki 6rnek sunulur.

Birinci Ornekte bir onceki boliimde verilen semanin T’ye gore duyarlilig

gosterilecektir.

Ornek 4.3.1: (4.1.1)-(4.1.4) problemi
F(x,t) = (% exp(—t) + 4mexp (3t)) cos 2mx + (2m)?(1 — x) sin 2mx exp(3t),

@(x) = (1 —x)sin2nmx, E(t) = iexp(—t), x €10,1],t € [0,T],

fonksiyonlar1 ile goz 6niine alinsin.
Bu problemin ¢6ziimii
u(x,t) = (1 — x) sin 2mx exp(—t),

ve

1
(2m)?

a(t) =

+ exp (4t),
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seklindedir.

Burada bir onceki boliimde tanimlanan sema ve iterasyon h = 0.005, t =%

sebeke adimlari i¢in uygulanir. Bu sema T = ive T = g seklinde iki farkli T noktasi

i¢in incelenir.

Sonug olarak T = i iken {a(t),u(x,t)} kesin ve yaklasik ¢oziim degerleri igin

Sekil 4.1, Sekil 4.2, Cizelge 4.1 ve Cizelge 4.2 elde edilir. Benzer sekilde T = g

iken {a(t),u(x,t)} kesin ve yaklasik ¢6ziim degerleri i¢in Sekil 4.3, Sekil 4.4,
Cizelge 4.3 ve Cizelge 4.4 elde edilir

2.8 T T T T

kesin aft) [
— — yaklasik alt) H

Vs

26

24

22

181

141

121

|
0 0.05 0.1 D.15 0.2 0.25

t

Sekil 4.1.T = iigin a(t) fonksiyonunun kesin ve yaklasik ¢oziimleri
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1 T T T T T T T T T
kesin ufx.t)
— — yaklasik ufx.t)

D8

it

_04 1 | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 08 09 1

Sekil4.2. T = i icin u(x, t) fonksiyonunun t’nin 70. sebeke noktasindaki kesin ve
yaklasik ¢coziimleri

Kesin Yaklasik Hata Bagil Hata
1.0354 1.0261 0.0093 0.009
1.3685 1.3276 0.0409 0.0299
1.6658 1.6308 0.035 0.021
1.9698 1.9487 0.0211 0.0107
2.0798 2.0644 0.0154 0.0074
2.2068 2.2008 0.006 0.0027
2.3186 2.322 0.0034 0.0014
2.4727 2.4915 0.0188 0.0076
2.5981 2.6304 0.0323 0.0124
2.7301 2.7778 0.0477 0.0175

Cizelge 4.1. T =i icin a(t) fonksiyonunun kesin ve yaklasik ¢oziimlerinin bazi
degerleri
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Kesin Yaklasik Hata Bagil Hata
0.3633 0.3486 0.0147 0.0347
0.5952 0.5933 0.0019 0.0044
0.6506 0.6523 0.0017 0.0001
0.4054 0.4084 0.003 0.0017
0.3402 0.3415 0.0013 0.0016
0.2563 0.2554 0.0009 0.0085
-0.2157 -0.2298 0.0141 0.0457
-0.1430 -0.1517 0.0087 0.0066
-0.1176 -0.1252 0.0076 0.0019
-0.0754 -0.0812 0.0059 0.0276

Cizelge 4.2. T = % icin u(x, t) fonksiyonunun t’nin 70. sebeke noktasindaki kesin ve

yaklasik ¢coziimlerinin bazi degerleri

— — vyaklasik alt)

kesin ait)

|
|
|
|
|

|
0.05

0.1

0.15

i

|
0.2 0.25

0.3

|
0.35

Sekil4.3.T = % icin a(t) fonksiyonunun kesin ve yaklasik ¢coziimleri

0.4




0.6 T

it

kesin u(x.t)
— — yaklasik ufx.t)

0.3 .
0 0.1

0.2

0.3

04
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Sekil4.4. T = % icin u(x, t) fonksiyonunun t’nin 275. sebeke noktasindaki kesin ve

yaklasik ¢coziimleri

Kesin Yaklasik Hata Bagil Hata
1.0253 1.0024 0.0229 0.0224
1.3067 1.2655 0.0412 0.0315
1.8980 1.8705 0.0275 0.0145
2.1505 2.14 0.0105 0.0049
2.7623 2.8117 0.0494 0.0181
3.1313 3.2318 0.1005 0.0321
3.5501 3.7255 0.1754 0.0494
3.9255 4.1912 0.2657 0.0677
4.0254 8.1944 4.1690 1.0357
4.1279 8.5174 4.3896 1.0634

Cizelge 43.T = g icin a(t) fonksiyonunun kesin ve yaklagik ¢oziimlerinin bazi

degerleri




74

Kesin Yaklasik Hata Bagil Hata
0.0221 -0.0837 0.1058 0.1493
0.3741 0.0922 0.2818 0.0088
0.5380 0.1753 0.3627 0.0061
0.4707 0.1440 0.3267 0.0070
0.2494 0.0363 0.2131 0.0132
-0.1663 -0.1669 0.0006 0.0198
-0.2017 -0.1839 0.0179 0.0164
-0.1375 -0.1504 0.0159 0.0245
-0.0417 -0.1043 0.0627 0.0794
-0.0028 -0.0449 0.0823 0.2317

Cizelge 44. T = % icin u(x, t) fonksiyonunun t’nin 275. sebeke noktasindaki kesin
ve yaklasik ¢ozlimlerinin bazi1 degerleri

Sekil 4.3 ve Cizelge 4.3 incelendiginde kolayca goriiliir ki Crank-Nicolson
semas1 ve iterasyonla birlestirilen niimerik yontem T > 1—; icin kararsizdir. Bu
anlamda, T = 1—;, h =0.005, 7= % sebeke adimlari i¢in T nin kritik {ist siniridir.
Sebeke adimlarinin degismesi ile T nin kritik iist sinir1 degisir. Ornegin T = g, h =
0.01, T = % sebeke adimlari i¢in T’nin kritik tist siniridir.

Ikinci 6rnekte dnceki boliimde tanimlanan semanin integral ek kosulunun 6l¢iim

hatalarina (noisy verilerine) gore duyarliligi gosterilir. Daha iyi performans icin T’ye

gore az duyarl bir 6rnek segilir. Ek kosul i¢in tanimlanan hatali fonksiyon
E, () =E®1+7y)

seklindedir, burada y 6l¢iim hata (noisy) parametresini gosterir.

Ornek 4.3.2: (4.1.1)-(4.1.4) problemi

1 1 1
Flxt) = (E (t+1)2 +dn (t+1)

exp (—10t)) cos 2mx + (2m)?((1 — x) sin 2mx —

cos 27x) (tTll) exp(—10t),
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1

m,x € [0,1],t S [O,T],

o(x) = (1 — x) sin 2mx — cos 2mx, E(t) = i

fonksiyonlar ile g6z 6niine alinsin.

Bu problemin ¢6ziimii

u(x,t) = ((1 — x) sin 2mx — cos an) —

(t+1)’
ve
1
a(t) = @D + exp (—10t),
seklindedir.

Burada bir onceki boliimde tanimlanan sema ve iterasyon h = 0.005, 7 =%

sebeke adimlar i¢in uygulanir. Bu sema T = ive T = % seklinde iki farkli T noktas1

i¢in incelenir.

Sonug olarak T = i iken {a(t),u(x,t)} kesin ve yaklasik ¢oziim degerleri igin
Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 elde edilir. Benzer sekilde T = % iken {a(t), u(x,t)} kesin ve
yaklagik ¢6ziim degerleri i¢in Sekil 4.7 ve Sekil 4.8 elde edilir. Ayrica y’nin farkl
degerlerinde T = i veT = % i¢in hata degerleri a(t) fonksiyonu i¢in Cizelge 4.5°de

ve u(x, t) fonksiyonu i¢in Cizelge 4.6 ‘da verilmistir.
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1.2

Sekil 4.5. T =i icin a(t) fonksiyonunun kesin ve yaklasik

|
0.05

0.1

¢oziim, (--)y = 0, (..)y = 0.01, (-.)y = 0.05, (=)y = 0.1.

15

-1.5
0

0.25

01

0.2

0.3

0.4

0.5
®

0.6

0.7
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¢oziimleri. (-)kesin

Sekil 4.6. T = iigin u(x, t) fonksiyonunun t’nin 70. sebeke noktasindaki kesin ve
yaklasik ¢oziimleri. (-)kesin ¢oziim, (--)y = 0, (..)y = 0.01, (-.)y = 0.05, (=)y = 0.1.
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2.5 T T T T T T T T T

15

0.5

1 1 1 1 1 | | —

U 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Sekil 4.7. T = % icin a(t) fonksiyonun kesin ve yaklasik ¢oziimleri. (-)kesin ¢oziim,
(-)y =0, (.)y = 0.01, (-)y = 0.05, (=)y = 0.1.

1.5 T T T T T T T T T

Sekil 4.8. T = % icin u(x, t) fonksiyonun t’nin 270. sebeke noktasindaki kesin ve
yaklasik ¢oziimleri. (-)kesin ¢6ziim, (--)y = 0, (..)y = 0.01, (-.)y = 0.05, (=)y = 0.1.
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y T=1/4 T=1/2
free 0.1375 0.1375
%1 0.0379 0.1337
%5 0.0876 0.5219
%10 0.2230 1.3786
Table 4.5. a(t) fonksiyonunun hata degerleri

v T=1/4 T=1/2
free 0.1780 0.1904
%1 0.0814 0.1943
%5 0.1592 0.4440
%10 0.2725 0.7095

Table 4.6. u(x,t) fonksiyonunun hata degerleri

Tablo 4.5 ve Tablo 4.6’dan goriiliir ki kiiciik hatali fonksiyon degerlerinde

hatalar ¢ok biiyiikk olmaz, yani ters problemin ¢Oziimii Ol¢lim hatalarina (noisy

verilerine) gore duyarhdir fakat ¢ok fazla degildir.
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SONUCLAR

Bu calismanin esas amaci nonlocal smir ve integral ek kosullu parabolik
denklemin iki farkli katsayinin belirlenmesidir. Yapilan bu c¢alismanin sonucunda

asagidaki orijinal sonuglar elde edilmistir.
e Ortogonal olmayan bir fonsiyon sisteminin Riesz tabani oldugu gosterilmistir.

Nonlocal sinir ve integral ek kosullu parabolik denklem i¢in ayni anda 1s1

kapasitesi katsayisinin ve sicaklik fonksiyonunun belirlenmesi problemi igin:

e Bu problemin ¢oziimiiniin varligi, tekligi ve giris verilerine gore stirekli
bagimliligi i¢in gereken kosullar belirlenmistir.

e Belirlenen bu kosullar altinda problemin ¢6zliimiiniin varlig, tekligi ve giris
verilerine gore siirekli bagimlilig1 gosterilmistir.

e Crank-Nicolson sonlu fark semalar1 kullanilarak bu problemin niimerik
¢Oziimii elde edilmistir.

e Kullanilan bu nilimerik yontemin zaman degiskeninin sag ucuna gore

duyarlilig1 incelenmistir.

Nonlocal sinir ve integral ek kosullu parabolik denklem i¢in ayni anda

sicaklik iletim katsayisinin ve sicaklik fonksiyonunun belirlenmesi problemi igin:

e Bu problemin ¢oziimiiniin varligi, tekligi ve giris verilerine gore stirekli
bagimlilig1 i¢in gereken kosullar belirlenmistir.

e Belirlenen bu kosullar altinda problemin ¢dziimiiniin varligi, tekligi ve giris
verilerine gore siirekli bagimlilig1 gosterilmistir.

e Crank-Nicolson sonlu fark semalarn ile iterasyon yonteminin birlestirilmesi
kullanilarak bu problemin niimerik ¢6ziimii elde edilmistir.

e Kullanilan bu niimerik yontemin zaman degiskeninin sag ucuna gore ve ek

kosula eklenen 6l¢iim hatalar1 (noisy data) i¢in duyarliligi incelenmistir.
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EKLER

Ek1. Boliim 3.4 icin Matlab Program

clear

%h: x i¢in [0,1] araliginin bolgli uzunlugu
h=0.005;

%M: x i¢in nokta sayisi
M=1/h;

T=1/2;

%tao: t i¢in [0,1/2] araliginin bolgii uzunlugu
tao=h/2;

%N: t i¢in nokta sayist
N=T/tao;

s=(h"2)/tao;

r=(1+s);

ri=(1-s);

n=M,;

for i=1:M

%fi: baslangi¢ fonksiyonu
u(i)=fi(i*nh);

end

a=zeros(M,1);
c=zeros(M,1);

for i=2:M-1

for j=1:M

a(i,i)=-2*r;

a(M,M-1)=2;
a(M,M)=-2*r;
a(1,1)=-2*r,

a(1,2)=1;

a(i,i-1)=1;

a(i,i+1)=1;

a(1,M)=1;
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end

end

for i=2:M-1

for j=1:M

c(i,i)=2*rl,
c(M,M-1)=-2;
c(M,M)=2*r1,;
c(1,1)=2*r1;

c(1,2)=-1,

c(i,i-1)=-1;

c(i,i+1)=-1;

c(1,M)=-1;

end

end

for j=1:N

for i=1:M

uy(i.j)=u(i);

end

top=0;

for i=2:M-1
top=top+u(i);

end
top=top+1/2*(u(1)+u(M));
u2(j)=top;

uy(1,j)=u(M);

for i=1:M

%F1:sag taraf fonksiyonu
aa(i)=h*F1((i*h),((j+1)*tao));
bb(i)=h*F1((i*h),((1)*ta0));
end

ati=zeros(M,M);
bti=zeros(M,M);

for i=1:M
ati(i,1)=(1/2)*aa(i);
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bti(i,1)=(1/2)*bb(i);

ati(i,n)=(1/2)*aa(i);

bti(i,n)=(1/2)*bb(i);

for k=2:n-1

ati(i,k)=aa(i);

bti(i,k)=bb(i);

end

end

%E:ek kosul

%Ax=b denklem sistemi
A=a+(((h"2)/E((j+1)*tao))*ati);

b1= c-(((h"2)/E((j)*tao))*bti);

b=b1*u’;

%gaussel: Ax=b denklem sisteminin Gauss Eliminasyon yontemi ile ¢6ziimii i¢in alt
%program

ul=gaussel(A,b);

u=ul’;

%g: 1(t) fonksiyonunun sebeke noktalarindaki degeri
9()=(h/(E((-1)*tao)))*u2(@j);

de(j)=det(A);

ra(j)=rank(A);

dd,dd1: A matrisinin condition number hesabi
dd(j)=cond(A);

dd1(j)=cond(A,1);

end

for i=2:N-1

%qd: r(t) fonksiyonunun tiirevinin sebeke noktalarindaki degeri
gd(i)=(1/(2*ta0))*(g(i+1)-g(i-1));

end
gd(N)=(1/(2*ta0))*(3*g(N)-4*g(N-1)+g(N-2)) ;
gd(1)=(1/(2*ta0))*(-3*9(1)+4*9(2)-9(3));

for i=1:N

%py:katsayinin yaklasik ¢6zimii
py(1)=(gd(i)/g(i));
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%p:katsaymin gercek ¢oziimil

p(1)=((2*pi)"2)+2*(i) *tao*exp(10*((i*ta0)"2));

uexact=zeros(M,N);

end

t=linspace(0,T,N);

% linlsqr: fonksiyonun kendisinin ve tiirevinin sebeke noktalarindaki degerlerini
bilerek %least square yaklagimi ile fonksiyonun analitik olarak yaklasik belirlenmesi
y1=linlsqr(t,py);

for i=1:M

for j=1:N

%gexact: 1(t)'nin kesin ¢dziimii
gexact(j)=exp((((2*pi)*2)*((i-1)*tao)+((1/10)*(exp(10*((j-1)*ta0)"2)-1))));
%uexact: u’nun kesin ¢oziimii
uexact(i,j)=gexact(j)*(1+cos(2*pi*((i-1)*h))) *exp((-(2*pi)*2)*((j-1) *tao));
end

end

%Hata hesaplari

fark1=abs(p-py);

fark=abs(uexact-uy);

fark3=abs(g-gexact);

%Bagil hata

for i=1:N

errorpl(i)=fark1(i)/p(i);

errorp3(i)=fark3(i)/gexact(i);

for j=1:M

errorp2(j,i)=fark(i)/uexact(j,i);

end

end

uye=uy';

uexa=uexact’;

fark2=abs(g-gexact);

fark=abs(uexact-uy);

erroru=max(fark)/max(abs(uexact));

%erroru: u'nun bagil hatasi



%errorp: p'nin bagil hatasi
errorp=max(farkl1)/max(abs(p));
errorg=max(fark2)/max(abs(g));
x=linspace(0,1,M);
figure(1),plot(t,gexact,'r--'t,g,'b:")

title(' r(t) fonksiyonunun grafigi T=1/2");
xlabel('t degisimi');

ylabel('r(t) fonksiyonunun degisimi');

legend(": gercek r(t)','--yaklasik r(t)");
figure(2),plot(x,uexact(:,70),r--",x,uy(:,70),'b-"
title('exact and approximate solutions u(x,t) for 70.mesh point of t');
xlabel('x");

ylabel('u(xt)");

legend('gercek u(x,t)', 'yaklasik u(x,t)");
figure(3),plot(t,p,b-'",t,py,r--"

title('exact and approximate a(t) T=3/4, tao=0.0038, h=0.01";
xlabel('t");

ylabel(‘a(t)";

legend('gercek a(t)','yaklasik a(t)");
figure(4),plot(t,errorpl,'b-)

title(‘relative error a(t) T=1/2";

[T, X]=meshgrid(t,x);

figure(5),mesh(X,T,uy)

title('yaklasik u(x,t) fonksiyonunun grafigi ');
figure(6),mesh(X, T,uexact)

title('ger¢ek u(x,t) fonksiyonunun grafigi ');

Ek2. Boliim 4.4 icin Matlab Program

Clear

%h: x i¢in [0,1] araliginin bolgii uzunlugu
h=0.005;

%tao: t icin [0,1/2] araliginin bolgl uzunlugu
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T=1/4;

%N: t icin bolgii sayist

N=200;

tao=T/N;

%M: x i¢in bolgli sayis1

M=1/h;

for i=1:M

%fi: baglangic fonksiyonu

u(i)=fik(i*h);

end

for j=1:N

for i=1:M

uy(i.j)=u(i);

end

%iterasyonun birinci elemaninin hesaplanmasi
a(j)=((-Etk(j*tao)+Fink(j*tao))*h)/(uy(2,j)-uy(M,}));
a(j,1)=a();

R=2*(h"2)/(tao*(a(j)+a(j,1)));

for i=2:M
aa(i)=R*tao*(Fsk((i*h),(j+1)*tao)+Fsk((i*h),(j*tao)));
end
b1(M)=2*(1-R)*uy(M,j)-2*uy(M-1,j)-aa(M);
for i=2:M-1
b1(i)=-uy(i-1,j)+2*(1-R)*uy(i,j)-uy(i+1,j)-aa(i);
end

b=b1",

A=zeros(M,1);

for i=3:M-1

A(i,1)=-2*(1+R);

A(M,M-1)=2;

A(M,M)=-2*(1+R);

A(2,2)=-2*(1+R);

A(2,3)=1;

A(l,i-1)=1,;
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A(i,i+1)=1;

A(2,M)=1,

end

%AXx=b denklem sistemi

%gaussel:Ax=b denklem sisteminin Gauss Eliminasyon yontemi ile ¢6ziimii i¢in alt
program

ul=gaussel(A(2:M,2:M),b(2:M));

u=[ul(M-1);ul];

for i=1:M;

uy1(i,j,1)=u(i);

end

end

for j=1:N

for I=1:M

%Etk: Ek kosul fonksiyonunun tiirevi

%Fink: F sag taraf fonksiyonunun x’e gore integrali
a(J,1+1)=((-Etk(j*tao)+Fink(j*tao))*h)/(uy1(2,j,1)-uyl(M,j,1));
R=(2*(h"2))/(tao*(a(j,1+1)+a(j,1)));

%Iterasyonun olusturulmasi

for i=2:M
aa(i)=R*tao*(Fsk((i*h),((j-1)*tao))+Fsk((i*h),(j*tao)));
end

b1(M)=2*(1-R)*uyl(M,j,)-2*uyl(M-1,j,1)-aa(M);

for i=2:M-1
b1(i)=-uyl(i-1,j,D)+2*(1-R)*uyl(i,j,1)-uyl(i+1,j,1)-aa(i);
end

b=b1';

A=zeros(M,1);

iI=3:M-1

A(i,1)=-2*(1+R);

A(M,M-1)=2;

A(M,M)=-2*(1+R);

A(2,2)=-2*(1+R);

A(2,3)=1;



A(i,i-1)=1;

A(i,i+1)=1;

A2,M)=1;

end
u2=gaussel(A(2:M,2:M),b(2:M));
u2=[u2(M-1);u2]’;

for k=3:M-1
Al(k-1,k-1)=A(k,K);
A1(M-1,M-2)=A(M,M-1);
Al(M-1,M-1)=A(M,M);
Al(k-1,k-2)=A(kk-1);
Al(k-1,k)=A(k,k+1);
A1(1,M-1)=A(2,M);
Al(1,2)=A(2,3);

Al(1,1)=A(2,2);

end

for i=1:M

uyl1(i,j,1+1)=u2(i);

end

%Ilterasyonun toleransinin belirlenmesi
error=abs(a(j,l1+1)-a(j,));

if 1>2

if error<2*h

break

end

end

end

%dd: Matrisin Condition number’1, d: Matrisin determinanti
dd(j)=cond(Al);

d(j)=det(Al);

for i=1:M

%uya: u fonksiyonunun yaklasik ¢6ziimii
uya(i,j)=uyl(ij,1+1);

end
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%ay: a katsayisinin yaklasik ¢oziimii
ay(j)=a@,I+1);

end

%YUZDE 5 NOISY DATA HESABI

for j=1:N

for i=1:M

uy(i.j)=u(i);

end
al(j)=((-Etk(j*tao)-(5/100)*Etk(j*tao)+Fink(j*tao))*h)/(uy(2,j)-uy(M,)));
al(j,1)=al();

R=2*(h"2)/(tao*(al(j)+al(j,1)));

for i=2:M
aal(i)=R*tao*(Fsk((i*h),(j+1)*tao)+Fsk((i*h),(j*tao)));
end
b11(M)=2*(1-R)*uy(M,j)-2*uy(M-1,j)-aal(M);
for i=2:M-1
b11(i)=-uy(i-1,j)+2*(1-R)*uy(i,j)-uy(i+1,j)-aal(i);
end

b=b11";

A=zeros(M,1);

for i=3:M-1

A(i,i)=-2*(1+R);

A(M,M-1)=2;

A(M,M)=-2*(1+R);

A(2,2)=-2*(1+R);

A(2,3)=1,;

A(i,i-1)=1;

A(i,i+1)=1;

A(2,M)=1;

end

%Ax=Db denklem sistemi
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%gaussel:Ax=b denklem sisteminin Gauss Eliminasyon yontemi ile ¢6ziimii icin alt

program
ul=gaussel(A(2:M,2:M),b(2:M));
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u=[ul(M-1);ul]’;

for i=1:M;

uy11(@i,j,1)=u(i);

end

end

for j=1:N

for I=1:M
al(j,1+1)=((-Etk(j*tao)-(5/100)*Etk(j*tao)+Fink(j*tao))*h)/(uy11(2,j,1)-uy11(M,j,1));
R=(2*(h"2))/(tao*(al(j,I+1)+al(j,1)));

for i=2:M
aal(i)=R*tao*(Fsk((i*h),((j-1)*tao))+Fsk((i*h),(j*tao)));
end
b11(M)=2*(1-R)*uyl1(M,j,1)-2*uy11(M-1,j,1)-aal(M);
for i=2:M-1
b11(i)=-uyl1(i-1,j,D+2*(1-R)*uy11(i,j,1)-uyl1(i+1,j,1)-aal(i);
end

b=b11";

A=zeros(M,1);

for i=3:M-1

A(i,i)=-2*(1+R);

A(M,M-1)=2;

A(M,M)=-2%(1+R);

A(2,2)=-2*(1+R);

A(2,3)=1,;

A(i,i-1)=1;

A(i,i+1)=1;

A(2,M)=1;

end

for k=3:M-1

Al(k-1,k-1)=A(k,K);

Al(M-1,M-2)=A(M,M-1);

Al(M-1,M-1)=A(M,M);

Al(k-1,k-2)=A(k,k-1);

Al(k-1,k)=A(kk+1);



Al(1,M-1)=A(2,M);
Al1(1,2)=A(2,3);
A1(1,1)=A(2,2);

end
u2=gaussel(A(2:M,2:M),b(2:M));
u2=[u2(M-1);u2]’;

for i=1:M
uy11(i,j,I+1)=u2(i);

end
error=abs(al(j,I+1)-a1(j,l);
if 1>2

if error<2*h

break

end

end

ddn(j)=cond(Al);
dn(j)=det(Al);

end

fori=1:M
uyal(i,j)=uyl1(i,j,1+1);
end

ayl(j)=al(j,l+1);

end

%uexact:u fonksiyonunun kesin ¢6ziimii
%aexact: a katsayisinin kesin ¢oziimii
for i=1:M

for j=1:N

uexact(i,j)=(1-(i*h))*sin(2*pi*(i*h))*exp(-(j-1) *tao);

aexact(j)=(1/((2*pi)"2))+exp(4*(j-1)*tao);
end
end
%Hata Hesaplar1
fark=abs(uexact-uya);

fark1=abs(aexact-ay);
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farkn=abs(uexact-uyal);
farkln=abs(aexact-ayl);

%Bagil Hata

for i=1:N

errorpl(i)=farkl(i)/abs(aexact(i));
errorpln(i)=farkln(i)/abs(aexact(i));

for j=1:M

errorp2(j,i)=fark(i)/abs(uexact(j,i));
errorp2n(j,i)=farkn(i)/abs(uexact(j,i));

end

end

erroru=max(fark)/max(abs(uexact));
errora=max(fark1l)/max(abs(aexact));
x=linspace(0,1,M);

t=linspace(0,T,N);
figure(1),plot(x,uexact(:,N-30),'b-",x,uya(:,N-30),'r--", x,uyal(:,N-30),'r:")
xlabel('x");

ylabel('u(x,t)";

legend(‘kesin u(x,t)','yaklasik u(x,t)',’%5 noisy u(x,t)’);
figure(2),plot(t,aexact,’b-'t,ay,'r--', t,ayl,'r:")

% title(‘T=17/48 ");

xlabel('t");

ylabel(‘a(t)";

legend('kesin a(t)','yaklasik a(t)',’%5 noisy a(t)’);
[X, T]=meshgrid(x,t);

% figure(3),mesh(X,T,uy)

% title('yaklasik u(x,t) fonksiyonunun grafigi );
% figure(4),mesh(X, T,uexact)

% title('gercek u(x,t) fonksiyonunun grafigi ');

97



