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ÖZET 

 

       C  kompleks düzlem, C⊂γ  kapalı, sonlu uzunluklu Jordan eğrisi, +D  ve  −D  

sırasıyla sınırı  γ   olan sınırlı ve sınırsız bölgeler, ( )tG  ve ( )tg  , γ  üzerinde 

tanımlanmış Hölder sınıfından olan fonksiyonlar, ( ) 0≠tG ,  γ∈∀t . 

 γ  üzerinde, 

 

( ) ( ) ( ) ( )tgttGt +Φ=Φ −+ .   ,      γ∈∀t  

 

koşulunu sağlayan +D ’da analitik ( )z+Φ   ve −D ’de analitik ( )z−Φ  fonksiyonlarının 

bulunması problemine Riemann problemi denir. 

       Tezde, kapalı veya açık düzgün eğriler için Riemann probleminin uygun 

sınıflardaki çözümleri incelenmiş ve çözülebilirlik koşulları belirtilmiş olup, açık 

eğri uç noktalarda sonsuz dönmeye sahip olduğu takdirde çözülebilirlik durumunun 

klasik haldekinden farklı olduğu gösterilmiştir.  

        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



SUMMARY 

 

       The Riemann problem is considered that is formulated as follows. 

       Suppose that we are given a rectifiable Jordan curve C⊂γ  dividing the plane 

of the complex variable into the interior domain +D  and the exterior domain −D , 

and two functions of position on the curve, ( )tG  and ( )tg  , which satisfy the Hölder 

condition, and ( )tG  does not vanish. It is required to find two functions: ( )z+Φ , 

analytic in the domain +D , and ( )z−Φ , analytic in the domain −D , including ∞=z , 

which satisfy on the curve γ   the relation  

 

( ) ( ) ( ) ( )tgttGt +Φ=Φ −+ .   ,      γ∈∀t . 

 

       In this thesis, the solution of Riemann’s problem in coresponding classes has 

been studied for closed and open smooth curves. The solvability conditions are 

defined; it is showen that when the open curve has a spiral-like form with infinite 

relation at the endpoint then the problem solvability is different from the classical 

case. 
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1. GĐRĐŞ  
 

       C   kompleks düzlem, C⊂γ  kapalı, sonlu uzunluklu Jordan eğrisi olsun. +D  

ve −D  sırasıyla sınırı γ  olan sınırlı veya sınırsız bölgeler, ( )tG  ve ( )tg  , γ  üzerinde 

tanımlanmış Hölder sınıfından olan fonksiyonlar, ( ) 0≠tG , γ∈∀t  olsun. γ  eğrisi 

üzerinde, 

 

( ) ( ) ( ) ( )tgttGt +Φ=Φ −+ .       ,      γ∈∀t  

      

koşulunu sağlayan +D ’da analitik ( )z+Φ  ve −D ’de analitik ( )z−Φ  fonksiyonlarının 

bulunması problemine Riemann problemi denir. Özel halde, ( ) 0≡tg  ise problem, 

homojen problem olarak nitelendirilir. 

 

                                          ( ) ( )∫
−==

γ
γ ξπχ GdGInd ln.2 1  

 

sayısına G  fonksiyonunun (ve Riemann probleminin) indeksi denir. 

       Đlk defa 1987 yılında Riemann tarafından ortaya konan bu problem, bir çok 

yazarın ilgi alanında olup zaman içersinde gittikçe daha genel ( eğri veG  ile g  

fonksiyonları üzerine) koşullar altında çözülmüştür (bakınız [ ] [ ]15,9  ). Sonuçta 

( ) 0=∞Φ−  varsayımı altında bulunan sonuçlar aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

       0>χ  ise Riemann probleminin χ  tane lineer bağımsız çözümü vardır. 

       0=χ  ise Riemann probleminin tek çözümü vardır. 

       0<χ  ise Riemann probleminin ancak  χ  tane ek koşul sağlandığı taktirde 

çözümü vardır  ve mevcut olduğu takdirde tektir.  

        γ  eğrisi açık olduğu takdirde problem aşağıdaki biçimde konur:                                                                                

       , C  kopmleks düzleminde olup başlangıç noktası 1a  ve bitim noktası 

2a  olan yönlendirilmiş sonlu uzunluklu açık Jordan eğrisi, { }21,ˆ aa−= γγ  olsun. 

( )AC  ile A ’da sürekli, kompleks değerli fonksiyonlar sınıfını, ( )DH  ile D  

bölgesinde olan Holomorf fonksiyonlar sınıfını, ( )γCH  ile ( )γ−CH ’dan olan ve  



γ̂ ’ya sağdan ve soldan sürekli devama sahip fonksiyonlar sınıfını işaretliyelim. 

( )t+Φ  , ( )t−Φ  ile ( )γCH∈Φ  fonksiyonunun, t γ̂∈  noktasındaki sağ ve sol sınır 

değerlerini, ( ) ( )z
z

Φ=∞Φ
∞→

lim  işaretliyelim. G ( ) ( )γγ ˆ, CgC ∈∈  ve G ( ) 0≠t , γ∈∀t  

olsun. ( )γCH⊂ℜ   alt kümesini alalım. Riemann  Problemi γ̂ ’nın her noktasında, 

   

                                     ( )t+Φ = ( )tG . ( )t−Φ + ( )tg                                                   (4.1) 

 

koşulunu sağlayan ( )γCH⊂ℜ∈Φ   fonksiyonunun bulunması problemine homojen 

olmayan Riemann problemi denir. Özel halde ( ) 0≡tg  ise homojen Riemann 

problemi diye nitelendirilir. Klasik halde, Riemann probleminde ℜ  sınıfı olarak 

( )γCH ’dan olup, aşağıdaki koşulları sağlayan fonksiyonlar kümesi alınıyor:                                   

       a). Öyle 0, >δc  ve ( )1,, 21 ∞−∈υυ  sabitleri vardır ki, γ−∈∀ Cz  ve 

δ<− kaz  için, 

 

                                             ( ) k

kazcz
υ−−≤Φ .         ,       k = 1,2                        (4.3) 

 

       b). Öyle 0>R  ve Zn∈  sayıları vardır ki Cz∈∀  ,  Rz >   için,  

 

                                         ( ) m
n

m
m zcz .∑

−∞=

=Φ                                                             (4.4) 

 

( )γCH∈Φ  fonksiyonu, (b) koşulunu sağladığı takdirde sonsuzlukta sonlu 

mertebeye sahiptir denir.  

       Eğer ( )γCH ’dan olan fonksiyon  (a) koşulunu sağlarsa ona sıçraması γ ’da olan 

parçalı holomorf fonksiyon diyeceğiz. Sonsuzlukta sonlu mertebeye sahip parçalı 

holomorf fonksiyonlar sınıfını ( )γK  ile işaretliyeceğiz. Sonsuzluktaki değeri sıfır 

olan ( ( ) 0=∞Φ ) parçalı holomorf fonksiyonlar sınıfını ( )γ0K  ile göstereceğiz.                          

 

 

 



  eğrisi için, 

 

                         ( ) ( )1
1

1 arg.2 aG−−= πα    ve   ( ) ( )2
1

2 arg.2 aG−= πα  

                            

                                01 11 ≤+<− αλ        ,  01 22 ≤+<− αλ                                 (4.5)        

 

                                          21 λλχ −−=       ,   Z∈21,λλ             

 

olsun. χ ’ya  ( )tG ’nin indeksi diyeceğiz.  

       γ   açık, düzgün eğri ise Riemann probleminin ( )γ0K   sınıfındaki çözülebilirlik 

durumu kapalı eğrilerde olduğu gibidir ( bak [ ] [ ]15,9 ). Daha genel eğri sınıfları için 

bu sonuçların benzerleri Gegelia, Alekseyev ([ ]1 ) ve Abdullayev’in çalışmalarında 

alınmıştır.                                                                                                                                                                                                      

       Bu sonuçların hepsinde öyle koşullar konulur ki, eğrinin uç noktaları civarında 

spiral gibi olmasını yasaklıyor. Yani, ka  ( )2,1=k     uç noktası civarında ( )kaz−arg   

fonksiyonu sınırlı oluyor. 

       Eğer uç noktada eğrinin spirale benzer olduğuna izin versek, ( ( ) 2,1,arg =− kaz k  

sonsuz artıyor) bu takdirde (4.5) ile verilmiş indeks, kendi anlamını kaybediyor. 

Yani, Riemann probleminin ( )γ0K  sınıfında çözülebilirliğini yansıtmıyor. Bölüm 

(4.2)’de somut tanımlanacak 1γ   ve  2γ   eğrileri için aşağıdakileri ispatlayacağız: 

       1γ  eğrisi ve ( ) 2≡tG  katsayısı için (4.5) ile tanımlanan χ =0 , ancak Riemann  

homojen problemi ancak bir tane lineer bağımsız çözüme sahiptir. 

       2γ  eğrisi ve ( ) 2≡tG  fonksiyonu için χ =0, ancak Riemann  problemi  sonsuz 

tane lineer bağımsız çözüme sahiptir. 

       2γ  üzerinde ( )
2

1−≡tG   ise (4.5)  formülüne göre χ =1’dir ancak homojen 

Riemann problemi lineer bağımsız çözümlere sahip değildir. 

       Burada aşağıdaki problem ortaya çıkıyor. Yukarıdaki olayların nedeni nedir? 

Mümkün olduğu kadar öyle geniş eğri sınıfını bulun ki problemin ( )γ0K   sınıfındaki 

lineer bağımsız çözümlerin sayısı ve çözülebilirlik koşulları sonlu olsun ve bu son 

halde, onların sayısı belirlensin.  



Bu konuda esas araştırmalar Seifullaev , R.K. tarafından yazılmıştır.    

       Böylelikle tezin esas amacı, uç noktalarda eğri iyi davranışa sahip olmadığı 

takdirde (uç noktalarda sonsuz dönmeye sahip) çözülebilirlik durumunun klasik 

haldekinden farklı olduğunu anlamaktır. 

       Tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmı olup, problemin özeti 

anlatılmıştır. Đkinci bölümde Cauchy tipi integraller ve onların özellikleri verilmiştir. 

Üçüncü bölümde kapalı eğriler için, dördüncü bölümde ise açık eğriler için Riemann 

problemi incelenmiştir.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. CAUCHY TĐPĐ ĐNTEGRALLER 
 

2.1. Cauchy Tipi Đntegrallerin Tanımı ve Özellikleri  

 

       Kompleks düzlemde kapalı, düzgün bir L  eğrisi alalım. Değişken z  noktası  L  

üzerinde saat ibresinin tersi yönünde haraket ettirildiğinde solda kalan bölge +D          

olsun. −D  ile LD ++  kümesinin tümleyenini işaretliyelim. Eğer, ( )zf  fonksiyonu 

+D ’da analitik ve LD ++ ’de sürekli ise Cauchy formülüne göre; 

 

                                 
( ) ( )







∈

∈
=

− −

+

∫
Dz

Dzzf
d

z

f

i L ,0

,

2

1 τ
τ

τ
π

                                         (2.1) 

 

yazabiliriz. Eğer, ( )zf  fonksiyonu +D ’da analitik  ve LD +− ’de sürekli ise;    

 

                               
( ) ( )

( ) ( )





∈∞+−

∈∞
=

− −

+

∫
Dzfzf

Dzf
d

z

f

i L ,

,

2

1 τ
τ

τ
π

                            (2.2) 

 

yazabiliriz. Böylece, Cauchy formülü bölgede analitik, onun kapanışında sürekli olan 

fonksiyonun sınır değerlerine göre fonksiyonun bölgedeki herhangi bir noktada 

değerini hesaplamaya olanak sağlar. Bu nedenle Cauchy formülünün analitik 

fonksiyonlar için sınır değer probleminin çözümünde kullanılması doğaldır. (2.1) ve 

(2.2) formüllerinin solundaki integrallere Cauchy integralleri denir. 

       Şimdi CL ⊂ ’nin düzgün, kapalı veya açık bir eğri olduğunu varsayalım. τ  

kompleks düzlemde değişken nokta, ( )τϕ  ise L  eğrisi üzerinde tanımlanmış sürekli 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda; 

        

                                                  ( ) ( ) τ
τ

τϕ
π

d
zi

z
L
∫ −

=Φ
2

1
                                             (2.3)                         

 



ifadesi Cauchy integrali gibi yapılandırıldığından dolayı ona Cauchy tipi integral 

denir. (2.3) ifadesinde yeralan ( )τϕ  fonksiyonuna  bu integralin yoğunluğu; 
z−τ

1
’ye 

ise onun çekirdeği denir. 

 

Teorem 2.1 : L  düzgün eğri (açık veya kapalı), ( )zf ,τ  fonksiyonu τ  değişkenine 

göre sürekli  ve L∈∀τ  için z ’ye göre analitik olsun. Bu takdirde;  

 

                                               ( ) ( )∫=
L

dzfzF ττ ,                                                     (2.4) 

 

fonksiyonu  z  değişkenine göre analitiktir. 

  

Đspat :  

 

             
( ) ( ) ( ) =−

∆
−∆+

∫
L

ı
z dzf

z

zFzzF ττ ,
( ) ( ) ( ) ττττ

dzf
z

zfzzf

L

ı
z∫ 







 −
∆

−∆+
,

,,
 

 

eşitli ğindeki 

 

                                        
( ) ( ) ( )zf

z

zfzzf ı
z ,

,, τττ
−

∆
−∆+

 

 

ifadesi, ( )zf ,τ ’nin z ’ye göre analitikliğinden dolayı, τ∀  için z∆ ’yi yeteri kadar 

küçük  seçerek istenilen kadar küçük yapılabilir. Buradan, L ’nin sonlu uzunluklu 

olduğunu da göz önüne alırsak; 

 

                           ( ) ( ) ( ) ( )∫=
∆

−∆+=
→∆

L

ı
z

z

ı dzf
z

zFzzF
zF ττ ,lim

0
                               (2.5) 

 

elde edilir. Böylece, ( )zf ,τ ’nin analitik olduğu bölgede ( )zF  fonksiyonu da 

analitiktir ve ( )zf ,τ ’nin analitik olmadığı z  değerleri ( )zF  fonksiyonunun tekil 

noktalarıdır. Yoğunluğu sürekli, ( )τϕ  olan Cauchy tipi integralde integrant L  



üzerinde analitik olmayabilir. Demek ki (2.3) ile tanımlanan ( )zΦ  fonksiyonu için L  

tekil eğridir.  

       Eğer L  bir açık eğri ise ( )zΦ  fonksiyonu, L  eğrisi dışında analitiktir. Şimdi, L ’ 

nin kapalı bir eğri olduğunu düşünelim. Tanım gereği ( )zΦ  fonksiyonu iki ayrı 

fonksiyona ayrılır. Yani, +D  bölgesinde ( )z+Φ  fonksiyonu; −D  bölgesinde ( )z−Φ  

fonksiyonu tanımlanır. Bu fonksiyonlar genellikle birbirlerinin analitik devamı 

değillerdir. 

       Şimdi Cauchy tipi integrallerin önemli bir özelliğinden bahsedelim.( )zΦ  

Cauchy tipi integralinin sonsuzda sıfıra yaklaştığını gösterelim. Bunun için 
τ−z

1
’  

nin kuvvet serisinin açılımından yaralanacağız. Yani,  

 

                             ......
11 1

2
+−−−−=

−

−

n

n

zzzz

ττ
τ

         

 

serisini düşünelim. Bu serinin bütün terimlerini ( )τϕ
πi2

1
  ile çarpıp, integrallersek; 

 

                       ( ) ∑
∞

=

− =Φ
1k

k

k

z

c
z   ,  ( )∫

−−=
L

k
k d

i
c ττϕτ

π
1

2

1
 ,  ( )∞= ,1k   

 

elde ederiz ve buradan da açıktır ki ( ) 0=∞Φ − ’dır. 

 

Örnek 2. 1: 1=z  birim çemberi üzerinden tanımlanmış ( ) ( )2

2

−
=

ττ
τϕ  yoğunluk 

fonksiyonunu ele alalım. Onun için Caucy tipi integrali hesaplayalım;  

 

                                  ( )
z

d

iz

d

i
z

LL −
−

−−
=Φ ∫∫ τ

τ
τπτ

τ
τπ

1

2

1

2

1

2

1
 . 

 

2

1

−z
  fonksiyonu +D  içinde analitik ve 

z

1
  fonksiyonu  −D  içinde analitiktir  ve  

 



sonsuzda sıfırdırlar. (2.1)’e göre ilk integral +∈ Dz  için 
2

1

−z
’ye, −∈ Dz  için sıfıra 

eşittir. (2.2)’e göre ikinci integral −∈ Dz  için  -
z

1
’ye,  +∈ Dz  için sıfıra eşittir. Bu 

nedenle; 

 

                                         ( )
2

1

−
=Φ +

z
z    ve  ( )

z
z

1=Φ −   . 

 

2.2.Hölder Koşulunu Sağlayan Fonksiyonlar 

 

2.2.1.Tanım ve Özellikler  

 

        Düzgün bir L  yayı (kapalı veya açık) üzerinde tanımlı bir ( )tϕ  fonksiyonu, A  

ve λ  verilmiş pozitif sayılar olmak üzere; 

 

                               ( ) ( ) λϕϕ 1212 . ttAtt −<−           ,         Ltt ∈∀ 21,                    (2.6) 

 

eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda ( )tϕ  fonksiyonuna L  üzerinde Hölder koşulunu 

sağlıyor diyeceğiz. A  ve λ  sabitlerine sırasıyla Hölder sabiti  ve Hölder indisi denir. 

(2.6) Hölder koşulunu sağlayan her fonksiyon L  üzerinde süreklidir. Şimdi, λ  

sabitinin durumlarını inceleyelim: 

       1>λ  durumunda ( )tϕ , L  üzerinde türevlenebilirdir, ( ) 0≡tıϕ  ve L ’nin 

bağlantılılığından  dolayı  const≡ϕ  alıyoruz. 

       1=λ  durumu özel olarak Lipschitz koşulu olarak adlandırılır. Biz daima 

10 ≤< λ  durumunu göz önüne alacağız. Örneğin; 

( ) xx =ϕ  fonksiyonu Lipschitz koşulunu sağlar. Ancak sıfır noktasında türevi 

mevcut değildir. Çünkü, sağ ve sol türevler sırasıyla ‘‘+1’’ ve ‘‘-1’’ dir. Đki örnek 

daha verelim: 

I). ( ) xx =ϕ  fonksiyonu, 
2

1=λ  indisli Hölder koşulunu tanım bölgesindeki her 

aralıkta sağlar. 



II).                     

  

( )







=







∈=
0,0
2

1
,0,

ln

1

x

x
xxϕ  

                                  

fonksiyonuna bakalım. Açıktır ki bu fonksiyon süreklidir. Ancak, 0>∀λ  için, 

                         

                                           0ln.lim
0

=
→

xx
x

λ                    ( )0>λ  

 

olduğundan dolayı A  ve λ ’nın her değeri için öyle x  değeri bulunur ki; 

 

                                            ( ) ( ) λϕϕ xA
x

x .
ln

1
0 >=− . 

 

Demek ki ( )xϕ  fonksiyonu için Hölder koşulu sağlanamaz. Görüyoruz ki ( )xϕ , 










2

1
,0   aralığının sıfırı içermeyen her kapalı kısmında Hölder koşulunu sağlar, ancak 










2

1
,0  aralığında bu koşul sağlanmaz. 

 

       λ  indisli Hölder koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı λH  olsun. Bu durumda, 

eğer L   sonlu uzunluklu  ve λϕ H∈ , λψ H∈  , 10 <≤< µλ   ise; 

 

       a). λµ HH ⊆  

       b). λψϕ H∈+  

       c). λψϕ H∈.  

       d). 0≠ψ   için λψ
ϕ

H∈  .                     

 

 



2.3.Cauchy Tipi Đntegrallerin Baş Değeri  

 

2.3.1. Has Olmayan Đntegral (Đmproper Đntegral)  

  

       Riemann integralinin tanımında hem fonksiyon hem de integrallenme aralığı 

sınırlı varsayılır. Ama bazı durumlarda integrallenme bölgesi  veya fonksiyon sınırsız 

olabilir. Varsayalım ki ( )xf  fonksiyonu, a  noktası civarında sınırlı değildir; ancak 

0>∀ε  için ( )ba ,ε+  aralığında integrallenebilirdir. Bu durumda; 

 

                                              ( ) ( )∫∫
+

→
=

b

a

b

a

dxxfdxxf
ε

ε 0
lim  

 

limitine ( )xf ’in ( ]ba,  aralığındaki has olmayan integrali denir. Benzer biçimde b  

noktası civarında sınırlı olmayan ( )xf   fonksiyonun has olmayan integrali; 

                          

                                             ( ) ( )∫∫
−

→
=

ε

ε

b

a

b

a

dxxfdxxf
0

lim     

 

biçiminde tanımlanır (eğer limit varsa). Eğer, ( )xf  fonksiyonu bxa ≤≤  aralığının 

bir ( )bac ,∈  civarında sınırsız ise ( )xf  fonksiyonun has olmayan integrali; 

 

                                ( ) ( ) ( )











+= ∫ ∫∫

−

+
→

1

2
21 0,

lim
ε

ε
εε

c

a

b

c

b

a

dxxfdxxfdxxf                                         

 

olarak tanımlanır. Bu tanımda 1ε  ve 2ε  birbirinden bağımsız varsayılır. Ancak bazı 

fonksiyonlar için bu limit mevcut olmamakla beraber 021 →== εεε  koşulunda 

limit mevcut olabilir. Şimdi bu duruma bakacağız. 

                          

 

 



2.3.2. Tekil Đntegralin Baş Değeri  

  

     [ ]ba,  aralığında ( )bac ,∈  olmak üzere 
cx −

1
 fonksiyonunun integraline bakalım. 

Öncelikle, fonksiyon sınırlı olmadığı için Riemann integrali mevcut değildir. Has 

olmayan integralin mevcut olup olmadığına bakalım: 
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1ln
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ε

                                                             (2.7) 

 

eşitliklerinden görüyoruz ki 1ε  ve 2ε  birbirinden bağımsız sıfıra yaklaştığında I ’nın 

limiti mevcut değildir. Bu ise, 
cx −

1
 fonksiyonunun [ ]ba,  aralığında has olmayan 

integralinin  mevcut olmadığı anlamına gelir. Ancak, 021 →= εε  koşulunda I ’nın 

limiti vardır. Bu durum bizi aşağıdaki tanıma götürüyor. 

 

 

 

 



Tanım 2.1 :        

                                                   

                                                      








−
+

−∫ ∫
−

+

ε

ε

c
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b

c cx

dx

cx

dx
    

 

ifadesinin 0→ε  koşulunda limiti mevcuttur. Ona 
cx −

1
 fonksiyonunun Cauchy baş 

değer kavramında tekil integrali denir. Bu integral; 

 

                                            ( )∫ −

b

a cx
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şeklinde işaretlenir. Açıktır ki; 
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 Şimdi daha genel bir integrali ele alalım. Yani,  

 

                                                        
( )

dx
cx

xb

a
∫ −

ϕ
  

 

integraline bakalım. Burada, ( )xϕ  fonksiyonu ( )ba,  aralığında Hölder koşulunu 

sağlayan bir fonksiyondur. Bu durumda formal olarak; 
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yazabiliriz. Hölder koşuluna göre; 
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λ
λ

λ
ϕϕ
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A
cxA

cx
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cx
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olur ve (*)  ifadesinin sağındaki ilk integral has olmayan anlamda mevcuttur. Đkincisi 

ise (2.8)’de hesaplanmıştır. Böylece; 
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dx
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a
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ϕ
 

 

tekil integrali Cauchy baş değeri anlamında mevcut olup, 
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ϕ
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ϕϕ ( )cϕ .
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biçiminde ifade edilir. 

 

2.4.Eğrisel Tekil Đntegralin Baş Değeri 

      

       L  düzgün, kapalı (veya açık) eğri ve Lt ∈  olsun. Merkezi t ’de ve yarıçapı 

yeteri kadar küçük ρ  sayısı olan çemberin, L  eğrisini 1t   ve 2t  noktalarında 

kestiğini varsayalım. Bu dairenin L ’den ayırdığı parça l  olsun. 

       Varsayalım ki L  üzerinde tanımlanmış ϕ  fonksiyonu  Lt ∈   noktası ve yeteri        
kadar küçük 0>∀ρ   sayısı için, 
 
 

                                                 
( ) τ

τ
τϕ

d
tlL

∫
− −

                                                               (2.9) 

 

integrali mevcuttur.                                                      

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.1 

                                      

Tanım 2.2 : 

 

                                          
( ) τ

τ
τϕ

ρ
d

tlL
∫
−

→ −0
lim   

 

limiti mevcut ise ona Cauchy baş kavramında tekil integral denir. Bu integral,  

 

                                                          
( ) τ

τ
τϕ

d
tL

∫ −
 

 

ile işaretlenir. Tekil integralin varlık sorununu inceleyelim. Buradaki tek zorluk, 

t−τ
1

 fonksiyonun ilkeli olan ( )t−τln ’nin çok değerli olmasıdır. t  noktasından çıkıp 

önce eğri üzerinden, sonra uç noktadan sonsuzluğa kadar devam eden kesiğe 

bakalım. Bu kesik düzlemde, 
tz−

1
ln   fonksiyonu tek değerlidir. Onun L  üzerindeki 

sağdan limit değerlerini ( )t−τln   ile işaretliyelim. Bu durumda, L ’nin uç noktaları 

a  ve b  olmak üzere; 

 



                       ( ) ( ) b
t

t
a

b

t

t

alL

tt
t

d

t

d

t

d
2

1

2

1

lnln −+−=
−

+
−

=
− ∫∫∫

−

ττ
τ

τ
τ

τ
τ

τ
 

 

                                                                = ( ) ( ) ( ) ( )tttbtatt −−−+−−− 21 lnlnlnln  
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yazabiliriz. 
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Şekil 2.2 

 

Tanımdan dolayı; 
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dir. Bu nedenle integraldeki ilk terim kaybolur  ve L   düzgün olduğundan, 
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olur. Sonuç olarak; 
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Diğer yandan, 
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olarak ifade ederiz. Eğer, ba =  alınırsa (eğri kapalı olur) 
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Şimdi,  
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tekil integraline bakalım. Varsayalım ki  ( )τϕ  fonksiyonu Hölder koşulunu sağlıyor. 
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yazabiliriz. Sağ taraftaki birinci integral has olmayan integraldir. Bu integral, 
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veya 
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biçiminde yazılabilir. Özel olarak kapalı bir eğri için, 
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elde ederiz. 

 

Teorem 2.2 (Değişken dönüşümü) :  

 

       Eğer, L  ile ıL  eğrileri arasında bire bir dönüşüm gerçekleştiren ( )ζατ =  

fonksiyonu hiç bir yerde sıfır olmayan sürekli  türeve sahip ise; 
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Burada, ( )ξα=t ’dir. 

 

Teorem 2.3 (Kısmi Đntegrasyon) : 

 

       Eğer, ( )τϕ  fonksiyonu sürekli, türeve sahip ve t  noktası L  eğrisinin uç noktası 

değilse, 
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Sonuncuya kısmi integrasyon formülü denir. Öyle ki ( )t−τln   olarak, ( )tz−ln ’nin   

t ’den sonsuza giden kesimin sağ tarafından limiti kabul edilmiş ise; “±  ” yerine       

“ +   ” ,  aksi takdirde “- ”  yazılır.                        

 



2.5.Cauchy Tipi Đntegrallerin Limit De ğerleri 

   

       Yukarıda Cauchy tipi bir integral ile tanımlanan analitik fonksiyon için integrali 

alınacak eğrinin tekil eğri olduğunu belirttik. Şimdi, Hölder sınıfından olan yoğunluk 

fonksiyonu ile tanımlanmış bu integralin eğri noktalarında sağdan ve soldan sürekli 

limitlerinin olduğunu göreceğiz. Önemli nokta, bu iki limitin farklı olmalarıdır. Yani 

eğri üzerinde bir sıçrama söz konusudur. 

 

Teorem 2.4 : Eğer, ( )τϕ   Hölder sınıfından olan bir fonksiyon olup, t  noktası 

eğrinin uç noktası değilse; z  noktası herhangi bir taraftan t ’ye yaklaştığında, 
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fonksiyonu belirli bir limite yaklaşır ve bu limit;  
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L  üzerinde sürekli fonksiyondur. 

 

Đspat : Bunu kanıtlamak için, 
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farkına bakalım. Đntegrali aşağıdaki gibi iki kısma ayıralım: 

1I  ile t  merkezli, yeteri kadar küçük 0>δ  yarıçaplı  dairenin L ’den ayırdığı δL  

parçası üzerinden integrali, 2I  ile δLL −  üzerinden integrali işaretliyelim. Önce 1I  

integralini ele alalım. Varsayalım ki z  noktası t ’ye L  eğrisine teğet olmayan yol 

üzerinden yaklaşıyor. 



 

Şekil 2.3 

 

Bu takdirde yeterince küçük δ  için geniş olmayan ω  açısı  t  noktasında 00 >ω   alt 

sınırına sahiptir. Şekilde τzt  üçgeninde sinüs teoremini kullanırsak; 
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elde ederiz. Burada, K   pozitif bir sayıdır. Hölder koşulundan,  
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yazılır. Burada, tr −= τ ’dir. L  eğrisinin düzgünlüğünden dolayı, s yay uzunluğu 

ve ona uygun r  kirişi için 
dr

ds
 oranı sınırlıdır. Yani,  
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Burada, m  pozitif bir sabittir. Bu nedenle, 
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 (2.19)  ve  (2.20)  ifadelerinden,                                       
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elde ederiz. Rasgele bir 0>ε  sayısı alarak, δ ’yı öyle seçebiliriz ki 
21

ε<I  olsun. 

δ ’yı seçdikten sonra 2I ’yi değerlendirelim. δLL −  üzerinde τ≠t ’dır. Bundan 

dolayı  2I  integrali, z ’nin sürekli bir fonksiyonudur. Demek ki yeterince küçük bir 

tz−   için, 

 

                                                        
22

ε<I  

 

 ve buradan da, 

 

                                         ( ) ( ) ετ <+≤Ψ−Ψ 21 IIz   

 

olur. Ayrıca ( ) ( )tz ψψ − ’nin değerlendirilmesi t ’ye bağlı değildir. Yani, ( )zψ  

limitine düzgün yaklaşıyor. Buradan da ( )zψ ’nin limitinin L  eğrisi üzerinde sürekli 

olduğu anlaşılıyor. Gerçekten de Ltt ∈21,  ise; 

                  

                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 tzzttt Ψ−Ψ+Ψ−Ψ≤Ψ−Ψ  . 

 

( )zψ  limit değerine düzgün yaklaştığından 21,tt  ve z  noktaları yakın olduğu 

takdirde sağdaki her iki fark istenilen kadar küçültülebilir. 

 

       Yukarıda teğet olmayan eğriler üzerinden yaklaştığımızda limitin mevcutluğunu 

ve L  üzerinde sürekliliğini gördük. Bilinen yöntemlerle buradan eğriye teğet yollar 

üzerinden de aynı limitin mevcutluğunu gösterebiliriz (şekil 2.4).                             

 



Şekil 2.4 

 

2.5.1. Sokhotski Formülü  

  

       Artık integralleme eğrisi üzerinde Cauchy tipi integrallerin limit değerlerini 

inceleyip, limit değerler ile tekil integral arasında bir bağıntı kuracağız. ( )τϕ  

fonksiyonu, L  eğrisi üzerinde Hölder koşulunu sağlasın ve de;  
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olsun. Varsayalım ki L  kapalı bir eğridir. L ’nin açık eğri olması durumunda bunu 

rasgele bir yay ile kapalı hale getirip, eklenmiş yay üzerinde ( )τϕ =0 kabul edelim. 

       ( )zΦ  fonksiyonunun sınır değerlerini eğrinin t  noktasında incelemek için 

öncelikle,  
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fonksiyonuna bakalım. Şimdi analitik ( )zΦ  ile ( )zΨ  fonksiyonlarının z , eğrinin 

içinden Lt ∈ ’ye yaklaştığı takdirde limit değerlerini sırasıyla ( )t+Φ   ve ( )t+Ψ  ile 

işaretliyelim. Benzer şekilde dıştan yaklaştığımızda limit değerler ( )t−Φ   ve ( )t−Ψ  

olsun (açık eğri durumunda sağdan ve soldan yaklaşıyoruz). Yaklaşım yönünü 

göstermek için +→ tz  yada −→ tz  yazacağız. Bakılan fonksiyonların Lt ∈  

noktasındaki değerlerini ( )tΦ   ve ( )tψ   ile işaretliyeceğiz. Açıktır ki ( )tΦ  Cauchy 

baş kavramındaki  
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integralidir. Biliyoruz ki,  
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Buradan, 
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formüllerini alırız. Teorem (2.4)’e göre, ( )tΨ  fonksiyonu süreklidir. Demek ki bu 

eşitliklerin sağ tarafları aynıdır. Yani, 

 

                                  ( ) ( )tt ϕ−Φ + = ( )t−Φ = ( ) ( )tt ϕ
2

1−Φ .                                    (2.25) 

 

Böylece,                        

                                 



                                              ( ) ( ) ( ) τ
τ

τϕ
π

ϕ d
ti

tt
L
∫ −

+=Φ +

2

1

2

1
  , 

                                                     (2.26) 

                                              ( ) ( ) ( ) τ
τ

τϕ
π

ϕ d
ti

tt
L
∫ −

+−=Φ −

2

1

2

1
.   

 

Bu formüllere Sokhotski formülleri denir. Sonuçta  aşağıdaki  teoremi elde ediyoruz. 

 

Teorem 2.5 : L  kapalı (veya açık) düzgün eğri ve ( )τϕ  , L  üzerinde tanımlanmış ve  

Hölder koşulunu sağlayan fonksiyon olsun. Bu takdirde;      
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Cauchy tipi integrali, uç noktaları hariç, L ’nin her noktasında sağdan veya soldan 

( )t+Φ  , ( )t−Φ  limit değerlerine sahiptir ve bu değerler ( )τϕ  yoğunluk fonksiyonu ve 

( )tΦ  tekil integrali yardımıyla (2.26) formülleriyle ifade ediliyorlar. Bu formülleri  

aşağıdaki denk formda da yazabiliriz.  
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2.5.2. Köşe Noktalarına Sahip Eğriler Đçin Sokhotski Formülleri  

 

       Yukarıda eğrinin düzgün olduğunu varsaymıştık. Sokhotski formüllerinin 

ispatında önemli noktalardan birisi  Lt ∈  için,                                        
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integralinin değerinin π.i  olduğu idi. Eğer, eğri t  noktasında α  açısına sahip ise; 

yani  t  noktasındaki tek taraflı teğetlerin arasındaki açı α  ise (Şekil 2.5 ) 

 

                                                        ∫ =
−L

i
t

d α
τ

τ
. 

 

Bundan dolayı Sokhotski formülleri,                                                      
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biçimine geliyor. 

 

 

Şekil 2.5 

 

2.6.Cauchy Tipi Đntegrallerin Limit De ğerlerinin Özellikleri  

 

2.6.1. Hölder Koşulunu Sağlayan Limit Değerleri  

 

Teorem 2.6 : L  düzgün, kapalı eğri ve ( )tϕ , L  üzerinde λ  indisli Hölder koşulunu 

sağlayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde uygun Cauchy tipi integralin   ( )t+Φ  , 

( )t−Φ  limit değerleri 1<λ  olduğu takdirde, λ  indisli Hölder koşulunu; 1=λ  



olduğu takdirde ise keyfi 1<α  indisli  Hölder koşulunu  sağlarlar. Sonuç olarak 

aşağıdakini söyleyebiliriz: 

                                        

Teorem 2.7 : L  kapalı, düzgün eğri ve ϕ , L  üzerinde λ  indisli Hölder koşulunu 

sağlayan fonksiyon olsun. Bu takdirde; 
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tekil integrali, 1<λ  halinde λ  indisli Hölder koşulunu; 1=λ  halinde ε∀  için  

( )ε−1  indisli  Hölder koşulunu  sağlar. 

       Not edelim ki tekil integralin belirli integralden tanım itibariyle farklı 

olmasından başka, özellikleri itibariyle de önemli farklılıkları vardır. Mesela belli 

koşullarda integralleme sırasının değiştirilmesi hakkında aşağıdaki Poincare-

Bertrand formülü geçerlidir. 
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Fubini  teoremini hatırlarsak (2.31)’in sağ tarafındaki birinci terim bir süpriz gibi 

gözükmektedir.   

 

 

 

 

2.6.2. Uç Noktalardaki Davranış  

 

      Cauchy tipi integralin, eğrinin uç noktalarındaki davranışına bakalım: 

       Tekil integralin tanımında t  noktasının bir simetrik civarı açılarak integral 

hesaplanır ve sonra limite geçiliyordu. Eğer t  noktası uç noktalardan biriyle 

çakışıyorsa; eğrinin t ’ye göre simetrik olan böyle bir parçası alma imkanımız yoktur. 

Demek ki Cauchy baş kavramında integrali tanmımlama imkanımız mevcut değildir. 



       Bu durumda, L ’de tanımlanmış ve Hölder sınıfından olan ( uç noktalar dahil ) 

ϕ  fonksiyonu için, 

 

( ) ( )
∫ −

=Φ
L

d
zi

z τ
τ

τϕ
π2

1
 

  

Cauchy tipi integralinin sınır değerlerine bakalım. Öncekine benzer olarak; 
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yazabiliriz. Burada  t , L  eğrisinin herhangi bir noktasıdır. 

       tz =  ise son integral has olmayan integral anlamında mevcuttur. Bu ise 

demektir ki integral sınırlı ve z  noktası, uç noktalar da dahil herhangi bir sınır 

noktasına yaklaştığında belli bir limite sahiptir. Demek ki ( )zΦ ’nin uç noktadaki 

davranışını ilk terim belirliyor. Son ifadede sırasıyla at =  ,  bt =  yazarsak; 
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elde ederiz. Burada ( )z1Φ   ,  ( )z2Φ   fonksiyonları uç noktalar civarında sınırlı olup, 

z  noktası sırasıyla a  veya b ’ye yaklaştıkça belli limitlere sahiptirler. 

       Böylece, eğrinin uç noktalarında Cauchy tipi integral logaritmik tekilliğe sahiptir 

ve onun davranışı ( )aϕ   ve ( )bϕ   değerleriyle tam olarak belirlenir. 

 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.KAPALI E ĞRĐLER ĐÇĐN RĐEMANN PROBLEM Đ 

 

3.1. Đndeks Kavramı   

 

       Düzgün, kapalı L  eğrisi üzerinde tanımlanmış, sürekli ( )tG  ( ( ) 0≠tG  , Lt ∈  ) 

fonksiyonunun  L  eğrisine göre indeksi, 

 



                              ( ) ( ) ( )[ ]LL tGtGĐnd arg.2 1−== πχ                                               (3.1)  

 

gibi tanımlanır. ( )tGln  fonksiyonunun  L  eğrisi üzerinde değişimi sıfır olduğundan,  

 

                                       ( ) ( ) ( )tGitGtG arg.lnln +=  

 

formülünden görüyoruz ki, 
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Başka bir ifadeyle; 
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Đndeksin aşağıdaki özellikleri tanımdan hemen elde ediliyor: 

 

       1. Kapalı eğri üzerinde hiçbir noktada sıfır olmayan sürekli fonksiyonun indeksi 

tamsayıdır.  

 

       2. Đki fonksiyonun çarpımının indeksi, onların indeksleri toplamına; oranlarının 

indeksi  ise pay ve paydanın indeksleri farkına eşittir.  
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formülünden aşağıdaki özellikleri alıyoruz. 

   

       3. Eğer ( )tG ,  eğrinin içinde (veya dışında) analitik olan  fonksiyonun sınır 

değeri ise indeks bu fonksiyonun eğri içindeki (dışındaki) sıfırlarının sayısına eşittir 

(- işaretle).  

 



       4. Eğer ( )tG , eğrinin içinde sonlu sayıda kutup noktaları hariç, bir analitik 

fonksiyonun sınır değeri ise indeks bu fonksiyonun sıfırları ve kutuplarının 

sayılarının farkına eşittir (her sıfır veya kutup mertebesi kadar hesaba katılır). 

 

Örnek 3.1 : Sıfır noktasını içeren herhangi bir eğriye göre, ( ) nttG =  fonksiyonunun  

indeksi n ’dir. 

           Riemann probleminin çözümünde Lıouvılle ve analitik devam hakkındaki 

teoremler önemli yer tutar. 

 

Teorem 3.1 : (Analitik devam hakkında ) 

 

       1D  ve 2D  bölgelerinin ortak sınırı düzgün L  eğrisini içersin; 1D  ve 2D   

bölgelerinde sırasıyla analitik olan ( )zf1  ve ( )zf2  fonksiyonları tanımlansın. 

Varsayalım ki z , L  üzerindeki herhangi noktaya yaklaştığında her iki fonksiyon 

aynı değerlere yaklaşıyor ve bu değerler L  üzerinde sürekli fonksiyon oluşturuyor. 

Bu takdirde, ( )zf1   ve ( )zf2   fonksiyonları birbirinin analitik devamıdır. 

 

Teorem 3.2 : ( Genel Lıouvılle Teoremi ) 

 

       Varsayalım ki ( )zf  fonksiyonu, ∞=0a  , ( )nkak ,...,2,1=   kutup noktaları hariç 

bütün düzlemde analitiktir. Öyle ki kutup noktalarındaki Laurent açılımının baş 

kısmı aşağıdaki gibidir; 
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Bu takdirde, ( )zf  rasyonel fonksiyondur. Özel halde( )zf , yalnız sonsuzlukta m . 

mertebeden  kutba sahip ise polinomdur. Yani, 

 

                                    ( ) m
mzczczcczf ++++= ...2

210  . 



 

3.2. Riemann  Problemi  

 

       Varsayalım ki L  düzgün, kapalı eğrisi kompleks düzlemi +D  (iç bölge ) , −D  

(dış bölge ) gibi iki kısma ayırıyor. ( )tG  ve ( )tg  fonksiyonları L  üzerinde 

tanımlanmış, Hölder koşulunu sağlayan fonksiyonlardır öyle ki ( ) 0≠tG  , Lt ∈∀ . 

Aşağıdaki probleme bakalım: 

       +D  bölgesinde analitik öyle ( )z+Φ  ve ( ∞=z  dahil) −D ’de analitik öyle 

( )z−Φ  fonksiyonlarını bulunuz ki L  eğrisi üzerinde aşağıdaki koşullardan birini 

sağlasın. 

 

                                          ( ) ( ) ( )ttGt −+ Φ=Φ .                                                   (3.5) 

 

                                       ( ) ( ) ( ) ( )tgttGt +Φ=Φ −+ .                                                   (3.6) 

 

Bu problemlere sırasıyla homojen ve homojen olmayan Riemann problemi denir. 

( )tG ’ye problemin katsayısı, ( )tg ’ye serbest terimi diyeceğiz. 

 Riemann problemine özel halde bakalım: 

       +D ’da analitik ( )z+Φ  , −D ’de analitik  ve ∞=z ’da sıfıra yaklaşan öyle ( )z−Φ  

fonksiyonları bulalım ki, 

 

                                           ( ) ( ) ( )ttt ϕ=Φ−Φ −+                                                      (3.7) 

 

sağlansın. Cauchy tipi integralin özelliklerini hatırlarsak bu problemin çözümünün, 
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olduğunu görürüz. 

       Açıktır ki  bu problemin çözümü tektir. Aksi takdirde iki çözümün farkı dış ve iç 

bölgelerde analitiktir. ( )zΦ , L  eğrisi üzerinde sıfır sıçramaya sahiptir ve sonsuzlukta 



sıfıra yaklaşıyor. Lıouvılle ve analitik devam hakkındaki teoremleri kullanırsak bu 

farkın özdeşlikte sıfır olduğunu görürüz. Eğer (3.7)’deki problemin çözümü için 

sonsuzlukta sıfır olma koşulunu kaldırırsak onun çözümü; 
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şeklinde olur. Şimdi homojen Riemann probleminin çözümüne bakalım:          

 

3.3. Homojen Riemann Probleminin Çözümü  

 

       Önce varsayalım ki,  

 

                                             ( ) ( ) ( )ttGt −+ Φ=Φ .                                                     (3.10) 

 

problemi çözülebilirdir ve ( )z+Φ  ile ( )z−Φ  onun çözümüdür. ( )z+Φ  , ( )z−Φ  

fonksiyonlarının +D  ve −D ’deki sıfırları sırasıyla +N  ve −N  olsun. (2.6)’nın her iki 

tarafının indeksini hesaplarsak; 

 

                                               ( ) χ==+ −+ tIndGNN                                          (3.11) 

 

alırız. Riemann probleminin katsayısının indeksine, bu problemin de indeksi denir. 

(3.11)’in sol tarafı negatif değildir. Bundan dolayı aşağıdakileri söyleyebiliriz: 

 

       (1). Homojen Riemann probleminin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul 

onun  χ  indeksinin negatif olmamasıdır (varsayılır ki ( )z+Φ   ile ( )z−Φ ’nin kutbu 

yoktur). 

 

       (2). Eğer 0>χ  ise, çözümü oluşturan ( )z+Φ  ve ( )z−Φ  fonksiyonlarının 

sıfırlarının toplam sayısı  χ ’dır. 

 

       (3). Eğer 0=χ  ise, ( )z±Φ   fonksiyonlarının sıfırları yoktur. 



 

Şimdi bu durumlara ayrı ayrı bakalım:  

       1. 0=χ . Bu takdirde, ( )tGln  tek değerli bir fonksiyondur ve ( )z+Φln   , 

( )z−Φln  fonksiyonları analitiktirler. (3.5)’den,  

 

                                               ( ) ( ) ( )tGtt lnlnln =Φ−Φ −+                                     (3.12) 

 

alırız. Burada ( )tGln ’nin herhangi bir dalı alınabilir. Görebiliriz ki dalın seçimi 

sonucu etkilemez. 

       Böylelikle problem, L  eğrisi üzerinde verilmiş sıçramaya sahip parçalı analitik 

( )zΦln  fonksiyonun bulunmasına indirgenir. ( ) 0ln =∞Φ−  ek koşulu altında bu 

çözüm; 
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formülü ile verilir. 

 

                                              ( )zΦln = ( )zΓ                                                           (3.14) 

 

işaretliyelim. Sokhotski formüllerinden alıyoruz ki (3.5) probleminin ( ) 1=∞Φ−  

koşulunu sağlayan çözümü, 

          

                                               ( ) ( )zez
+Γ+ =Φ    ,  ( ) ( )zez

−Γ− =Φ                              (3.15) 

 

formülü ile belirlenir. ( ) 1=∞Φ−  ek koşulunu kaldırırsak (3.13)’ün çözümü, 
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+Γ+ =Φ .    ,  ( ) ( )zeAz
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biçiminde yazılır. Burada A , keyfi  bir sabittir. ( ) 0=∞Γ−  koşulundan alırız ki A  

sayısı ( )z−Φ  fonksiyonunun sonsuzluktaki değeridir. 



       Böylece 0=χ  ise, ( ) 0≠∞Φ−  koşulunda problemin çözümü keyfi bir sabit 

içerir. Yani, lineer bağımsız çözümlerin sayısı 1’dir. Eğer, ( ) 0=∞Φ−  koşulunu 

eklersek problem ancak trivial, yani sıfır çözüme sahiptir.                                   

       2. 0>χ . Varsayalım ki koordinat başlangıcı +D ’ya dahildir. Biliyoruz ki  xt ’ 

nın L  eğrisi üzerinden  indeksi χ ’ dır. Sınır koşulunu aşağıdaki gibi yazalım. 

 

                                            ( ) ( )[ ] ( )ttGttt −−+ Φ=Φ χχ  . 

 

Açıktır ki, ( ) ( )tGttG .1
χ−=  fonksiyonunun indeksi sıfır olacaktır. Bu takdirde birinci 
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ve sınır koşulu,  
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şeklinde yazılabilir. 

       Sonuncu ilişkide  
( )
( )ze

z
+Γ

+Φ
  fonksiyonu  +D  da,  

( )
( )ze

zz
−Γ

−Φ.χ

  fonksiyonu  ise 

sonsuzlukta mertebesi χ ’dan büyük olmayan kutup hariç, −D ’de analitiktir ve bu 

fonksiyonlar L ’de birbirinin analitik devamıdır. Dolayısıyla bu fonksiyonlar tek 

tekilliği, sonsuzlukta mertebesi χ ’dan büyük olmayan kutba sahip bir fonksiyonun 

dallarıdır. Lıouvılle teoremini göz önüne alırsak bu fonksiyonun mertebesi χ ’dan 

büyük olmayan keyfi kompleks katsayılı bir polinom olduğunu görürüz. Böylece, 

bakılan problemin genel çözümü; 

 

                  ( ) ( ) ( )zPez z
χ.

+Γ+ =Φ      ,    ( ) ( ) ( )zPzez z
χ
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biçimindedir. Sonuçta aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 

 

Teorem 3.3 : Riemann sınır değer probleminin χ  indeksi pozitif ise problem 1+χ  

sayıda,  

 

                         ( ) ( )zk
k ezz

+Γ+ =Φ .     ,    ( ) ( )zk
k ezz

−Γ−− =Φ .χ    ,  ( )χ,...,2,1,0=k   

 

şeklinde lineer bağımsız çözüme sahiptir. Genel çözüm 1+χ  tane keyfi sabit 

içeriyor  ve  (3.18)  biçimindedir. 

        Gördük ki 0<χ  durumunda problem çözülebilirdir. 

       Görüyoruz ki ( )∞Φ− ’un değeri (3.18) formülündeki ( )zPχ  polinomunun χz ’yı 

içeren teriminin katsayısıdır. Demek ki problemi ( ) 0=∞Φ−  ek koşulu altında 

çözersek, 
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1. −
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alırız. Burada 1−χP  , katsayıları herhangi sayılar olan ( )1−χ  mertebeli polinomdur. 

Demek ki bu halde problemin χ  tane lineer bağımsız çözümü vardır. 

 

3.4. Homojen Riemann Probleminin Kanonik Çözümü  

 

Tanım 3.1 : ( )zΦ   analitik  fonksiyonunun 0z  noktasındaki  Laurent serisine 

açılımında, ( )0zz− ’ın en küçük üssüne ( )zΦ ’nin 0z  noktasındaki  mertebesi denir. 

       Analitik fonksiyonun bölgenin bütün noktalarındaki mertebeleri toplamına bu 

fonksiyonun tam mertebesi denir (0z  noktasında analitik olan f  fonksiyonu bu 

noktada sıfır değilse onun mertebesi sıfırdır). Böylece tam mertebe, fonksiyonun 

sıfırları sayısı ile kutupları sayısının farkıdır. 

       Açıktır ki homojen Riemann probleminin çözümünün tam mertebesi problemin 

indeksine eşittir. 

 



Tanım 3.2 :  Bütün sonlu düzlemde mertebesi sıfır olup (3.5) koşulunu sağlayan 

parçalı analitik fonksiyona kanonik fonksiyon diyeceğiz. Sonsuzluk noktasında 

kanonik fonksiyonun mertebesi χ ’dır. 

       0≥χ  ise kanonik fonksiyonun kutbu  yoktur ve sınır değer probleminin 

çözümüdür. Bu halde ona kanonik çözüm diyeceğiz.         

       0<χ  ise kanonik fonksiyon  sonsuzlukta kutba sahiptir ve homojen Riemann 

probleminin çözümü değildir. Sınır değer problemini, 

                              

                                            ( ) ( )[ ] ( )ttGttt xx −−+ Φ=Φ ...    

  

şeklinde yazarsak her χ  için kanonik fonksiyonun; 

 

                                      ( ) ( )zezX
+Γ+ =    ,       ( ) ( )zezzX

−Γ−− = .χ                           (3.20) 

  

formülü ile belirlendiğini görürüz. Burada ( )zΓ , (3.17)’deki gibi tanımlanmıştır.      

       Böylece, 0≥χ  ise homojen problemin çözümü; kanonik fonksiyon yardımı ile  

 

                                                  ( ) ( ) ( )zPzXz x.=Φ                                                (3.21)         

 

biçiminde yazılıyor.                     

3.5. Homojen Olmayan Problemin Çözümü    

 

       Homojen olmayan Riemann problemine bakalım: 

 

                                          ( ) ( ) ( ) ( )tgttGt +Φ=Φ −+ .                                              (3.22) 

 

sınır koşulundaki ( )tG ’yi homojen problemin kanonik fonksiyonlarının oranı,  

 

                                                  ( ) ( )
( )tX

tX
tG −

+

=    

 

şeklinde yazarsak; 



 

                                         
( )
( )

( )
( )

( )
( )tX

tg

tX

t

tX

t
+−

−

+

+

+Φ=Φ
 

 

alırız. Açıktır ki,  
( )
( )tX

tg
+   fonksiyonu  Hölder koşulunu sağlar. Bundan dolayı,      

      

                                        ( ) ( )
( ) z

d

X

g

i
z

L −
=Ψ ∫ + τ

τ
τ

τ
π2

1
                                              (3.23) 

 

olmak üzere; 

 

                                         ( ) ( ) =Ψ−Ψ −+ tt
( )
( )tX

tg
+    

 

şeklinde yazılabilir. Bu takdirde sınır koşulu, 

 

                                        
( )
( ) ( ) =Ψ−Φ +

+

+

t
tX

t ( )
( ) ( )t
tX

t −
−

−

Ψ−Φ
  

 

şeklinde yazılıyor. 

       Görüyoruz ki 0≥χ  durumunda 
( )
( )zX

z
−

−Φ
  fonksiyonu sonsuzlukta kutba, 0<χ  

durumunda ise χ  mertebeden sıfıra sahiptir. Bu takdirde aşağıdakiler söylenebilir:                                             

 

       1). 0≥χ . Bu takdirde, 

 

                                            
( )
( ) ( ) =Ψ−Φ +

+

+

z
zX

z ( )
( ) ( ) ( )zPz
zX

z
χ=Ψ−Φ −

−

−

 . 

 

Böylece  (3.22)  sınır koşullu problemin çözümü,  

     

                                           ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zPzzXz χ+Ψ=Φ .                                          (3.24) 



 

şeklinde yazılıyor öyle ki ( )zX   , ( )zΨ   sırasıyla  (3.20) ve (3.23) formülleri ile 

belirlenmiştir; χP  ise keyfi katsayılı χ  mertebeli polinomdur. Açıkça görüyoruz ki 

(3.24), homojen olmayan problemin genel çözümüdür. Bu çözüm, homojen 

problemin  ( ) ( )zPzX χ   çözümünü de içeriyor. 

       2). 0<χ . Bu taktirde 
( )
( )zX

z
+

−Φ
  ,  sonsuzlukta sıfıra yaklaşıyor ve  

 

                                     
( )
( ) ( ) =Ψ−Φ +

+

+

z
zX

z ( )
( ) ( ) 0=Ψ−Φ −

−

−

z
zX

z
, 

 

buradan   

 

                                              ( ) ( ) ( )zzXz Ψ=Φ . .                                                   (3.25) 

 

       Birinci çarpan sonsuzlukta χ−  mertebeden kutba sahiptir. Đkinci çarpan ise 

(3.23)’den gözüktüğü gibi sonsuzlukta I.mertebeden sıfıra sahiptir. Demek ki ( )z−Φ , 

sonsuzlukta mertebesi 1−− χ ’den büyük olmayan kutba sahiptir. Böylelikle 1−<χ  

ise, homojen olmayan problem genellikle çözülebilir değildir. Onun çözülebilir 

olması için serbest terim bazı ek koşulları sağlamalıdır. (3.23) formülüne göre 

aşağıdaki açılımı yazabiliriz; 

 

                                           ( ) ∑
∞

=

−− =Ψ
1k

k
kzcz  , 

 

öyle ki, 

 

                                           
( )
( )∫

−
+−=

L

k
k d

X

g

i
c ττ

τ
τ

π
1

2

1
 . 

 

( )z−Φ ’nin sonsuzlukta analitik olması için ( )z−Ψ ’nin ilk 1−− χ  katsayısının sıfır 

olması gerekmektedir. Burada homojen olmayan problemin 1−<χ  durumunda 



çözülebilirliği için 1−− χ  koşullu ifade edilen aşağıdaki gerek ve yeter koşulu 

alıyoruz: 

 

                         
( )
( ) 01 =∫

−
+

L

k d
X

g ττ
τ

τ
   ,   ( )1,...,2,1 −−= χk .                  (3.26) 

 

Böylelikle aşağıdaki teoreme ulaşmış oluruz. 

                                      

Teorem 3.4 : 0≥χ  durumunda her serbest terim için  homojen olmayan Riemann 

problemi  çözülebilirdir ve genel çözüm; 

 

                                    ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )zPzX

z

d

X

g

i

zX
z

L

χτ
τ

τ
τ

π
.

2
+

−
=Φ ∫ +                            (3.27) 

 

formülü ile ifade ediliyor, öyle ki ( )zX , (3.20) formülü ile tanımlanmış kanonik 

çözüm ve ( )zPχ  keyfi kompleks katsayılı χ  mertebeden polinomdur. Eğer, 1−=χ   

ise homojen olmayan problem çözülebilirdir ve tek çözüme sahiptir. 

       1−<χ  ise homojen olmayan problem genellikle çözülebilir değildir. Onun 

çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul problemin serbest teriminin 1−− χ  tane 

(3.26) koşullarını sağlamasıdır. Eğer, bu koşullar sağlanıyor ise problemin tek 

çözümü (3.27) formülünde ( ) 0≡zP  yazmakla elde edilir. 

       Eğer, sonsuzlukta ek olarak çözümün sıfır olması koşulunu getirirsek çözümün 

ifadesindeki χ  mertebeli polinomun yerine 1−χ  mertebeli polinom yazacağız. 

Böylelikle, ( ) 0=∞Φ−  koşulu altında 0≥χ  için çözüm, 

           

                                       ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zPzzXz 1. −+Ψ=Φ χ                                           (3.28) 

 

formülü ile veriliyor ( 0=χ  ise ( ) 0≡zP  kabul edilir). 0<χ  ise χ−  tane,          

 

                                       
( )
( ) 01 =∫

−
+

L

k d
X

g ττ
τ

τ
   ,   ( )χ−= ,...,2,1k                       (3.29)    

 



koşulları sağlandığı takdirde problem çözülebilirdir ve çözüm (3.27)’de ( ) 0≡zP  

yazmakla elde edilir. Böylece homojen olmayan problemin çözülebilirliği hakkındaki 

teorem aşağıdaki denk formda da ifade edilebilir: 

       0≥χ   ise homojen olmayan problemin genel çözümü χ  tane keyfi sabite lineer 

bağımlıdır. 

       0<χ   ise çözülebilirlik koşulları χ−  tanedir. 

      0=χ   durumunda problem kesin çözülebilirdir ve çözüm tektir.           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. AÇIK EĞRĐLER ĐÇĐN RĐEMANN PROBLEM Đ                                       

 

4.1. Problemin Konuluşu ve Genel Bakış 

         

       Aşağıdaki işaretlemeleri kabul edelim.Z  tamsayılar kümesi, C  komplex düzlem  

, C  kopmlex düzleminde olup, başlangıç noktası 1a  ve bitim noktası 2a  

olan yönlendirilmiş, sonlu uzunluklu, açık Jordan eğrisi ve { }21,ˆ aa−= γγ  olsun. 

( )AC  ile A ’da sürekli, komplex değerli fonksiyonlar sınıfını; ( )DH  ile D  

bölgesinde olan Holomorf fonksiyonlar sınıfını; ( )γCH  ile ( )γ−CH ’dan olan ve  

γ̂ ’ya sağdan ve soldan sürekli devama sahip fonksiyonlar sınıfını işaretliyelim. 

( )t+Φ  , ( )t−Φ  ile ( )γCH∈Φ  fonksiyonunun, t γ̂∈  noktasındaki sağ ve sol sınır 



değerlerini ve ( ) ( )z
z

Φ=∞Φ
∞→

lim  işaretliyelim. G ( ) ( )γγ ˆ, CgC ∈∈  ve G ( ) 0≠t , 

γ∈∀t  olsun. ( )γCH⊂ℜ   alt kümesini alalım. γ̂ ’nın her noktasında, 

   

                                     ( )t+Φ = ( )tG . ( )t−Φ + ( )tg                                                   (4.1) 

 

koşulunu sağlayan  ( )γCH⊂ℜ∈Φ   fonksiyonunun  bulunması problemine homojen 

olmayan Riemann problemi, 

   

                                     ( )t+Φ = ( )tG . ( )t−Φ                                                             (4.2) 

 

koşulunu sağlayan Φ  fonksiyonunun bulunması problemine ise homojen Riemann 

problemi denir. Göründüğü gibi açık eğriler için Riemann problemi kapalı eğriler 

halindekinden temelde farklıdır. Kapalı eğriler için problem farklı bölgelerde 

tanımlanmış olup ortak sınırda belli koşulu sağlayan iki bağımsız analitik 

fonksiyonunun bulunmasıydı. Buna karşılık açık eğriler halinde ancak γ  üzerinde 

tekilliği olan bir analitik fonksiyonunun bulunması söz konusudur. Klasik halde, 

Riemann probleminde ℜ  sınıfı olarak ( )γCH ’dan olup, aşağıdaki koşulları sağlayan 

fonksiyonlar kümesi alınıyor.  

 

       a). Öyle 0, >δc  ve ( )1,, 21 ∞−∈υυ  sabitleri vardır ki, γ−∈∀ Cz  ve 

δ<− kaz  için, 

 

                                            ( ) k

kazcz
υ−−≤Φ .         ,       k = 1,2                         (4.3) 

 

       b). Öyle 0>R  ve Zn∈  sayıları vardır ki, Cz∈∀   ve  Rz >   için,  

 

                                        ( ) m
n

m
m zcz .∑

−∞=

=Φ  .                                                           (4.4) 

 

( )γCH∈Φ  fonksiyonu, (b) koşulunu sağladığı takdirde sonsuzlukta sonlu 

mertebeye sahiptir denir. Eğer 0≡/Φ  ise, { }0:max ≠∈=Φ mcZmn  sayısına Φ ’nin 



sonsuzluktaki mertebesi denir. Açıktır ki, Φ  fonksiyonu 0>Φn  ise sonsuzlukta Φn  

mertebeden kutba; 0<Φn  ise Φ− n  mertebeden sıfıra; 0=Φn  ise sonsuzlukta 

( ) 0≠∞Φ  değerine sahiptir. 0≡/Φ  ve 0≡/ψ  fonksiyonları sonsuzlukta sonlu 

mertebeye sahip oldukları takdirde ψψ nnn += ΦΦ   formülü sağlanır. 

       Eğer, ( )γCH ’dan olan fonksiyon  (a) koşulunu sağlarsa ona sıçraması γ ’da olan 

parçalı holomorf fonksiyon diyeceğiz. Sonsuzlukta sonlu mertebeye sahip parçalı 

holomorf fonksiyonlar sınıfını ( )γK  ile işaretliyeceğiz. Sonsuzluktaki değeri sıfır 

olan ( ( ) 0;0 <=∞Φ φn ) parçalı holomorf fonksiyonlar sınıfını ( )γ0K  ile 

göstereceğiz. Homojen Riemann probleminin ( )γKX ∈  çözümü aşağıdaki koşulu 

sağladığında ona Riemann  probleminin kanonik çözümü diyeceğiz: 

( ) 0≠zX , γ−∈∀ Cz ; ( ) 0≠± tX  , ∀ γ̂∈t  ve X  sonsuzlukta mümkün en küçük 

mertebeye sahiptir(özdeşlikte sıfır olmayan, ( )γK   sınıfından olup homojen Riemann 

probleminin  çözümleri  arasında). 
       Klasik halde, yani eğri düzgün olduğu halde Riemann probleminin çözümü için  

esas sonuçları kısaca ifade edelim:  

       Önce açık eğri halinde indeksin tanımını verelim. Açık  eğrisi için 

aşağıdaki işaretlemeleri kabul edelim: 

 

                         ( ) ( )1
1

1 arg.2 aG−−= πα    ve   ( ) ( )2
1

2 arg.2 aG−= πα  

                            

                                01 11 ≤+<− αλ        ,  01 22 ≤+<− αλ                                 (4.5)        

 

                                          21 λλχ −−=       ,   Z∈21,λλ                                     

                                                                                                                                                                                   

(4.5)’den görüyoruz ki indeks ancak G katsayısına göre belirlenir (kolayca 

görülebilir ki γ ’nın indeksi, argG(t)’nin dalının seçimine bağlı değildir). Görüyoruz 

ki problemin indeksi, klasik halde olduğu gibi her zaman sonludur ve ancak 

problemin G  katsayısı ile belirlenir. 

       γ  düzgün, kapalı eğri, G  ve g  fonksiyonları γ  eğrisi üzerinde Hölder koşulunu 

sağlayan fonksiyonlar  ve χ  ,  G  fonksiyonunun γ  eğrisine göre indeksi olsun. Bu 

takdirde, Riemann probleminin çözülebilirliği durumu ve sonuçlar önceki bölümde 



ifade edilen kapalı eğri halindekinden farkı yoktur. Yani, problemi ( )γ0K  sınıfında 

çözmeye çalışırsak, aşağıdakileri alırız ( bakınız [ ] [ ] [ ] [ ]15,9,4,3 ). 

 

       1. χ >0 ise Riemann probleminin genel çözümü χ  tane  keyfi sabite lineer 

bağımlıdır. 

       2. χ =0  ise  problem çözülebilirdir ve çözüm tektir. 

       3. χ <0  ise  ancak χ   tane  ek koşul sağlandığında problem çözülebilirdir ve 

çözüm varsa tektir.       

       Daha sonra bu sonuçlar daha genel eğriler için ispatlanmıştır ( bakınız 

[ ] [ ] [ ] [ ]15,9,4,3 ). Dikkat edilirse bu sonuçların hepsinde öyle koşullar konulur ki, 

eğrinin uç noktaları civarında spiral gibi olmasını yasaklıyor. Yani, ka  ( )2,1=k     uç 

noktası civarında ( )kaz−arg   fonksiyonu sınırlı oluyor. 

       Eğer uç noktada eğrinin spirale benzer olduğuna izin versek, ( ( ) 2,1,arg =− kaz k  

sonsuz artıyor) bu takdirde (4.5) ile verilmiş indeks, kendi anlamını kaybediyor. 

Yani, Riemann probleminin ( )γ0K  sınıfında çözülebilirliğini yansıtmıyor. Bölüm 

(4.2)’de somut tanımlanacak 1γ   ve  2γ   eğrileri için aşağıdakileri ispatlayacağız: 

 

       1). 1γ  eğrisi ve ( ) 2≡tG  katsayısı için (4.5) ile tanımlanan χ =0’dır ve bu 

durumda homojen Riemann problemi ancak bir tane lineer bağımsız çözüme sahiptir. 

             2γ  eğrisi ve ( ) 2≡tG  fonksiyonu için χ =0’dır ve bu durumda Riemann  

problemi  sonsuz tane lineer bağımsız çözüme sahiptir. 

             2γ  üzerinde ( )
2

1−≡tG   ise (4.5)  formülüne göre χ =1’dir. Bu durumda  

homojen Riemann problemi lineer bağımsız çözümlere sahip değildir. 

       Burada aşağıdaki problem ortaya çıkıyor. Yukarıdaki olayların nedeni nedir? 

Mümkün olduğu kadar öyle geniş eğri sınıfını bulun ki, problemin ( )γ0K   sınıfındaki 

lineer bağımsız çözümlerin sayısı ve çözülebilirlik koşulları sonlu olsun ve bu son 

halde onların sayısı belirlensin.    

  

 4.2. ( )1arg az− ’in Sınırsız Olduğu Đki Açık Eğri Örneği       

                



0>α   olsun. ( ]{ }1,0,.: ln ∈=∈ − rerzCz riα  

 

kümesini alalım. Bu kümeye z=0 noktasını da ilave edersek, uç noktaları 01 =a  ve 

12 =a  olan sonlu uzunluklu, açık  Jordan eğrisini alırız (şekil 4.1).  
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şekil 4.1 

1γ  eğrisinin  1a ’den 2a ’ye yönlendirilmiş olduğunu varsayalım. 1γ  eğrisi, logaritmik 

spiral yayıdır. Gerçekten de 1γ  eğrisinin sonlu uzunluklu olduğunu görelim; 

 

                        rierz ln. α−=   için ( ) rr ln.αϕ −=   ve  ( )
rr

r
ααϕ −=−=′ 1
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1γ  eğrisinin, başlangıcı a ’da ve sonu b ’de olan yay parçasını  ile a  ve b  

noktaları arasındaki doğru parçasını ise ab ile işaretliyelim. Gösterelim ki 1γ  , K-

eğrisidir. Yani, 1≥∃K   , 1, γτ ∈∀t   ,  ( ) ττ −≤ tKts ., ’dır. Burada ( )τ,ts ,  yayının 

uzunluğudur. 



       Varsayalım ki,  t , 1γτ ∈   ve   t , τ ’dan önce geliyor. Bu durumda; ϕ.. iert = , 

ψτ .. ieR=  ,  Rr <   olmak üzere: 

 

               ( ) ( )ψψϕϕτ ψϕ sin.cos.sin.cos... .. iRireRert ii +−+=−=−  

 

                                                   = ( ) ( )ϕψψϕ sin.sin..cos.cos. rRiRr −−−          

                           

                                                  = ( ) ( )22 sin.sin.cos.cos. ϕψψϕ rRRr −+−  

 

ϕϕψψψψϕϕ 22222222 sin.sinsin2sin.cos.coscos2cos. rrRRRrRr +−++−=  

 

                                                 = ( )ψϕψϕ sinsincoscos222 +−+ rRRr  

 

                                                 =  ( )ψϕ −−+ cos222 rRRr  

 

                                                 = ( ) ( )( ) rRrRrR −≥−−+− ψϕcos122   

 yazılır. Dolayısıyla;                                  

 

                                                     ≤− rR τ−t  . 

 

Diğer yandan, 

                        

                                   ( ) ( )rRdsts
R

r

−+=+= ∫ .11, 22 αατ  . 

 

Son iki ilişkiden,  

 

                                   ( ) τατ −+≤ tts .1, 2  

  alınır. 1γ ’in  reel eksenin pozitif kısmıyla arakesit noktaları,  

                            



                                   α
πk

k et
2−

=     ,     ,...2,1,0=k  

 

dır. Gerçekten, 

        

             rierz ln... α−=  ⇒  kr πα 2ln. =−   ⇒   
α
πk

r
2

ln
−=    ⇒   α

πk

er
2−

=   . 

 

   kapalı Jordan eğrisinin içi kB  ,  kk BG = \ 1+kB   , 2,1=k ,... olsun. 0G   

ile ’ye 2t  noktasını eklemekle bulunan eğrinin dışını işaretliyelim. Açıktır 

ki, U
∞

=

=
0k

kGC  ve kG ’ların ikişer ikişer arakesitleri boştur. Cz∈ \ 1γ  için öyle tek 

( ) Zzk ∈  vardır ki ( )zkGz∈ ’dir.                              

       1γ  ve ( )+∞,1  aralığından oluşan kesimi L ile işaretliyelim. C \ L ’de 

( ) π−=− 2arg0  koşulunu sağlayan ( ) ( )zaz 0
1

0 argarg =−  dalını seçelim. ( )zarg ’nin  

C \ L ’deki  her sürekli dalı için, ( ) mzz .2argarg 0 π+≡  ,  Zm∈  eşitli ği sağlanır ve 

ilave olarak ( ) 0>zk  ise ( ( ) kzk =  alacağız ), 

                              ( ) ( ) kzk .2arg1.2 0 ππ ≤≤−      ,   kk tzt ≤≤+2 .    

 

( ) ( )zzzq 1lnarg=   olarak işaretliyelim ve gösterelim ki; 

 

                                                   ( ) α
γ

=
∉
→

zq
z
z

1

0
lim                                                          (4.6 ) 

 

limiti mevcuttur. k>0  olmak üzere; 

 

              kz π2arg ≤   ,   ktz ≤  ve  α
πk

k et
2−

=   ve  ( ) ( )zk 0arg1.2 ≤−π  ,  ztk ≤+2  

   

bilgilerinden yararlanarak  aşağıdakileri yazabiliriz, 

 

                                            ( ) ( ) απ =≤ ktkzq 1ln2    



 

                                            ( ) ( ) ( )21ln12 +−≥ ktkzq π = ( ) ( )21 +− kkα  . 

 

Buradan da, 

                 

                                ( ) α
γ

≤
∉
→

zq
z
z

1

0
lim    ve    ( ) ( ) ( ) αα =+−≥

∞→→
21lim.lim

0
kkzq

kz
  

 

olur ve (4.6) ifadesi sağlanır.  

       Şimdi, 2γ  eğrisine bakalım. 0>β  ve ( )1,0∈ρ  olmak üzere; 

 

                                         ( ) ( ]{ }1,0,.: 1. ∈=∈ −−

rerzCz ri ρβ   

 

kümesine bakalım. Bu kümeye, z=0 noktasını eklersek; uçları 01 =a  ve 12 =a  olan  

1a ’den 2a ’ye yönlendirilmiş, sonlu uzunluklu   Jordan yayını alırız. 2γ   

eğrisinin uzunluğu sonludur. 

 

                                           ∞<+== ∫∫
− drrrdl

1

0

22
2 .

2

βξ ρρ

γ

. 

 

 2γ ’nin pozitif reel eksen ile arakesit noktaları, 

 

                             ( )[ ] ρβπ 112 −+=′ ktk      ,           ,...2,1,0=k  

 

dır. Yukarıdaki  işaretlemelere benzer olarak kk GB ′′ ,  bölgeleri, L  kesimi C\L ’de 

olan z0arg , zarg  dalları belirleyelim. ( ) zzzq arg.
ρ=′  tanımlanmak üzere; 

 

                                                             ( ) β
γ

=′
∉
→

zq
z
z

2

0
lim                                               (4.7) 

  



limitinin mevcut olduğunu gösterelim. Bunun için (4.7)’nin  z0arg  için sağlandığını 

göstermek yeterlidir. Yukarıdaki gibi hareket edersek  k>0  için, (k=k(z) )  

 

                                ( ) kzk ππ 2arg12 0 ≤≤−        ve     kk tzt ′≤≤′+2     

 

yazabiliriz.  

 

                              kz π2arg ≤ ,  ktz ′≤   ve   ( )[ ] ρβπ 112 −+=′ ktk   

 

  ilişkilerinden; 

 

                               ( ) ( )( ) ( )βππββππ +=+≤′ kkkkzq 22.122    

 

ve ( ) zk arg12 ≤−π    ,   ztk ≤′+2 ’den,     

 

                            ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )βππββππ ++−=++−≥′ 2212.12212 kkkkzq  

 

elde edilir ve buradan da, 

                              ( ) ( ) ββππβ
γ

=+≤′
∞→

∉
→

kkzq
k

z
z

22lim.lim
2

0
           

 

                             ( ) ( ) ( )( ) ββππβ
γ

=++−≥′
∞→

∉
→

2212lim.lim

2

0
kkzq

k
z
z

     

 

bulunur ki bu da (4.7)’nin sağlanması demektir. 

 

4.3. 1γ  Eğrisi Đçin Homojen Riemann Problemi. Düzgün 

Eğriler Halindekinden Farkı        

     

       ( )10 γK   sınıfında homojen Riemann problemine iki halde bakalım: 



A). ( ) 1≡tG  olsun. Bu halde sınır koşulu ( ) ( )tt −+ Φ=Φ  , 1̂γ∈t   haline geliyor. Yani, 

( )10 γK   sınıfında sıçrama problemini alıyoruz. Düzgün eğri halinde olduğu gibi 

( )10 γK   sınıfındaki tek çözüm ( ) 0≡Φ z ’dır. 

B). ( ) 2≡tG   olsun. Bu durumda sınır koşulu aşağıdaki gibidir: 

 

                                               ( ) ( )tt −+ Φ=Φ .2     ,    ∈t  1γ̂  .                                  (4.8) 

 

[ ] [ ]4,3  kaynaklarından yararlanarak söyleyebiliriz ki herhangi bir düzgün açık eğri 

için Riemann probleminin (4.5) ifadesinde tanımlanan γ  indeksi sıfırdır. Dolayısıyla  

( )γ0K ’da ancak trivial ( ) 0≡Φ z  çözümü vardır. 

       2ln2πα =  olsun. Gösterelim ki (4.8) ile belirlenen Riemann probleminin 

( )10 γK  sınıfında yalnız bir lineer bağımsız çözümü vardır. Bu çözüm (kanonik 

çözüm)   aşağıdaki gibidir.  

                  

                                                ( ) ( ) ( ) 1.1 −−−= αα ii zzzF      ,  1γ−∈Cz  .                 (4.9) 

 

Açıktır ki, 

                         

                   ( ) ( ) ( ) 1ln1ln .. −− −

= zeezF
ii zz αα

  =   ( ) ( ) 1ln.1ln. . −−−− ze zizi αα  = ( ) 11ln. . −−− ze zzi α  

                     

                                                              







 −
−

−
−

= z

z
i

ez
1

ln..
1

1

.
α

      ,    1/ γCz∈   . 

 

 Sonuncu ifadeden ( )zF  fonksiyonun aşağıdaki özellikleri sağladığını görüyoruz:  

 

 

( )1γCHF ∈   , ( ) 0≠zF  , 1/ γCz∈∀  , ( ) 0≠± tF  , 1γ̂∈∀t  , 1−=Fn (sonsuzluktaki 

mertebe), ( ) ( )tFtF −+ = .2 . Yani, F  fonksiyonu (4.8) ifadesini sağlar. Gerçekten, 

                         

                                          ( ) 






 −
−

−
−

= z

z
i

ezzF
1

ln..
1

1

.
α

      



 

 idi. Bundan yararlanarak; 

 

          ( ) 






 +






 −−
−+

−

=
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z

z
i

eztF
πα 2

1
ln..

1
1

.    = 
ii

z

z
i

ez
παα 2..

1
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1
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−− −

−
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                                                          =  iiz

z
i

eez παα
2..

1
ln..

1 1
1

..
−

−
−

−
−−  = παα

2.
1

ln..
1 1

1

..
−

− −
−− eez z

z
i

    

                                                  

 ve  
2ln

2πα =    olduğundan, 

 

                             ( )tF + = 
π

π
α 2.

2

2ln1
ln..

1 ..
1

eez z

z
i

−
−−

−

     = 2. ( )tF −      

 

 olur. Şimdi ise gösterelim ki ( )10 γKF ∈ ’dir. Bunun için, F  fonksiyonunun (4.3) 

eşitsizliğini sağladığını göstermek yeterlidir. 

*  Eğer, Cz∈ \ 1γ  noktası 12 =a  değerine yakın ise;  

 

            ( ) 






 −
−

−
−

= z

z
i

ezzF
1

ln..
1

1

.
α

   = ( )( )zziez ln1ln..1 1

. −−−− −α  = ( ) zizi eez ln..1ln..1 11

..
−− −−− αα  

ve 1=z  civarında zln fonksiyonu tek değerli olduğundan,  

 

                                            
11 .ln.. −−

= αα izi ze  

 

yazılabilir. Dolayısıyla, 

 

              ( ) ( )[ ] 11
.1arg.1ln..1 ..

−− −+−−−= αα izizi zezzF = ( ) ( )1arg.1ln..1 11

.. −−−− −− zzii eez ααα              

                                         

elde edilir. Bu sonuncu ifadedeki bütün çarpanlar sınırlıdır, modülleri sıfırdan 

aralıdır. Yani, 0, 21 >∃ cc  vardır ki 1/ γCz∈  noktası 12 =a  değerine yeteri kadar 

yakın ise ( ) 21 czFc ≤≤ ’dir.    

*  Eğer, 1/ γCz∈  noktası  01 =a  değerine yakın ise;  



 

             ( ) 






 −
−

−
−

= z

z
i

ezzF
1

ln..
1

1

.
α

 = ( )( )zziz ee ln1ln..ln 11

. −−− −− α  = ( ) ziziz eee ln..1ln..ln 11

..
−− −−− αα    

 

ve 0=z  civarında ( )1ln −z   fonksiyonu tek değerli olduğundan,   

 

                                              ( ) ( ) 11 .1ln.. 1
−− −−− −= αα izi ze   

 

 yazılabilir. Bu durumda; 

 

                             ( ) ( ) ( ) ( )ziziiiz ezezF arg.ln...2ln 11

.1. +−+− −−

−= ααπ  

 

                                     = ( ) ziiziiiz eezee arg...ln...2ln 111

..1..
−−−−−− − αααπ  

 

                                    = ( ) zizi ezze arg.1ln.. 11

..1.
−− −−−− ααα                                        (4.10)   

     

elde edilir. Bu ifadedeki ilk iki çarpan sınırlıdır ve modülleri sıfırdan aralıdır. 

Sonuncu çarpanın sınırlılığını gösterelim. Bunun için, (4.6) bağıntısına göre 0>∀ε ,  

 

                                    1/ γCz∈  ve ( ) ( )z

z
zq

1ln

arg=        

 

olmak üzere, ( ) α=
→

zq
z 0
lim   idi. Buradan, 

 

                       ( ) α=
→

zq
z 0
lim  ⇔  ( ) εα <−zq  

                                            ( ) εαε <−<−⇔ zq  

 

                                            ( ) εαεα +<<−⇔ zq  

                                           

                                            ( ) εα −>⇔ zq  

 



                                            ( ) εα −>⇔
z

z

1ln

arg
 

 

                                            ( ) ( )zz 1ln.arg εα −>⇔  

 

                                            
( ) ( )

α
εα

α
zz 1ln.arg −

>⇔  

 

                                            ( )zz 1ln.1arg.1

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



 −>⇔ −

α
εα  

 

                                            
111 lnlnarg.

−−− −>⇔ zzz
α
εα  

 

                                            
αεα zzz eee lnlnarg. .

11 −−

>⇔  

 

                                            
αεα zze z .

1arg.1 −>⇔
−

 

 

                                            
αεα zez z >⇔

− arg.1

.  

                                            
αεα −−− <⇔

−

zez zarg.1 1

. . 

 

 ( )1,0∈∀υ   için  ε   sayısını öyle seçelim ki ( αυε .=  ) ,  
υα −−− <

−

zez zarg.1 1

.  olsun.  

Bunu (4.10) ifadesindeki son çarpan ile değerlendirirsek; ( )1,0∈∀υ   için  sıfırın öyle 

civarı vardır ki Cz∈ \ 1γ  olduğunda,  

                                           ( ) υ−≤ zczF .  .                                                            (4.11) 

 

       Benzer biçimde ( )1,0∈∀µ  için sıfırın öyle civarı vardır ki Cz∈ \ 1γ  olduğunda,  

  

                                          ( ) µ−− ≤ zczF .
1

                                                           (4.12)             

                                          



olur. (4.11) ve (4.12) ifadelerini kullanarak problemin ( )10 γK ’deki  (4.8) koşulunu 

sağlayan çözümü için,  

 

                                        ( ) ( )zFcz .=Φ    ,   .Cc∈  

 

alıyoruz. 

 

4.4. 2γ  Eğrisi Đçin Homojen Riemann Problemi. Sonsuz 

Sayıda Lineer Bağımsız  Çözümün Mevcutluğu Hali  

 

        ( )20 γK   sınıfında homojen Riemann problemine aşağıdaki üç halde bakalım: 

A). ( ) 1≡tG   olsun. Bu durumda sınır koşulu, ( ) ( )tt −+ Φ=Φ   , 2γ̂∈t  olur  ve bu  

( )20 γK   sınıfındaki tek çözümün ( ) 0≡Φ z  olduğu anlamını taşır. 

B). ( ) 2≡tG  olsun. Bu durumda sınır koşulu,  

 

                                   ( ) ( )tt −+ Φ=Φ .2   ,  2γ̂∈t                                                    (4.13) 

 

 olur. ( ) 2ln.2 1−= πσ   olmak üzere;  

                                      ( ) ( )zziezT 1ln..1 −−

= σ    ,   Cz∈ \ 2γ   

 

fonksiyonuna bakalım. Burada, ( )zz 1ln −  sonsuzlukta sıfır değerini alan ve 2/ γC ’ 

de holomorf  dalı gösteriyor. T  fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

( )2γCHT ∈   ve T , (4.13) ifadesini sağlıyor, ( ) 0≠zT   2/ γCz∈∀  , ( ) 0≠± tT  

2γ̂∈∀t  , 0=Tn  . 

T  fonksiyonunun  (4.13)  koşulunu sağladığını  gösterelim: 

 

                        ( ) ( )( )izziezT πσ 21ln..1 +−+ −

= = ( ) iizzi ee πσσ 2..1ln.. 11

.
−− −  

 

                                   = ( ) πσ 2..ezT −   

 



 ve  ( ) 2ln.2 1−= πσ   olduğundan, 

 

                                   = ( ) ( ) ππ 2.2ln.2 1

.
−− ezT  

 

                                   = 2 . ( )zT −    

 

olur. Şimdi, ( ) ( )tt −+ Φ=Φ .2   ve  ( ) ( )tTtT −+ = .2   ifadelerini taraf tarafa  bölersek, 

 

                                 ( ) ( ) ( ) ( )tTttTt −−++ Φ=Φ    ,   2γ̂∈t    

 

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeden anlıyoruz ki 2γ  eğrisinde sıçramaya sahip (4.13) 

koşulunu sağlayan keyfi parçalı holomorf fonksiyon,  

 

                               ( ) ( )zTz =Φ . ( )zW   ,  2/ γCz∈                                             (4.14) 

 

biçimde yazılabilir. Burada, W { }( )21,aaCH∈ ’dir. 

( )zT  fonksiyonunun uç noktalardaki davranışına bakalım. 12 =a  civarında zln  

fonksiyonu tek değerlidir. Bunu  kullanarak; 

                          

            ( ) ( )[ ]zziezT ln1ln..1 −−−

= σ = ( ) zizi ee ln..1ln.. 11

. σσ −− −− = ( )[ ] zizizi ee ln..1arg.1ln.. .
1 σσ −+−−

 

                                              

                                              = ( ) zizzi eee ln..1arg.1ln. .. σσσ −−   

                                              = ( ) σσσ .1arg.1ln. .. izzi zee −−     

                                                                        

 Buradaki bütün çarpanlar sınırlıdır, modülleri sıfırdan aralıdır. Dolayısıyla 

0, 21 >∃ cc , Cz∈ \ 2γ  noktası 12 =a  değerinin yakın civarında ise, ( ) 21 czTc ≤≤   

eşitsizliği sağlanır. Benzer şekilde 01 =a  civarında ( )1ln −z  fonksiyonu tek 

değerlidir. Bunu kullanarak;  

 

                                         ( ) ( )[ ]zziezT ln1ln..1 −−−

= σ   



  

                                                 = ( ) zizi ee ln..1ln.. 11

. σσ −− −−  

 

                                                = ( ) ( )zizii ez arg.ln... .1
1 +−

− σσ  

 

                                                = ( ) ziizii eez arg...ln.. ..1 σσσ−  

 

                                               = ( ) zzii eez arg.ln.. ..1 σσσ −−                                        (4.15)   

 

yazabiliriz. Bu ifadedeki ilk iki çarpan sınırlıdır ve modülleri sıfırdan aralıdır. 

Üçüncü ifadenin sınırlılığını göstermek için, (4.7)’den yararlanacağız. Dolayısıyla 

0>∀ε   için  sıfırın bir civarında,  

 

                                          ( ) ρεβ −−≥ zz .arg    ,     Cz∈ \ 2γ  

 

ve  (4.15) ifadesindeki son çarpan için, 

 

                                         
ρ

εσ −−− ≤ zcz ee .arg.                                                           (4.16) 

 

yazabiliriz. Burada yeteri kadar küçük ε ’lar için ( ) 0. >−= εβσεc  biçiminde 

tanımlansın.   

       (4.14) ifadesinde, ( ) ,...2,1, == − mzzW m  fonksiyonlarını sırasıyla yazarsak; 

(4.13) sınır koşuluna göre ( )20 γK  sınıfında Riemann probleminin lineer bağımsız 

çözümlerinin sonsuz sistemini alırız. Yani, 

   

                                                  ( ){ }∞
=

−
1. m

m zTz  . 

 

C). ( )
2

1−≡tG   olsun. Bu durumda sınır koşulu; 

 



                                               ( ) ( )tt −+ Φ−=Φ
2

1
  ,  2γ̂∈t                                    (4.17)  

 

biçimindedir. (4.17) koşuluna göre, homojen Riemann problemi herhangi düzgün, 

açık γ  eğrisi için 1=χ  indeksine sahiptir ((4.5) manasında). Bu halde problemin 

( )γ0K ’da bir tek lineer bağımsız çözümü vardır ( bak [ ] [ ]15,9 ). 

       Gösterelim ki 2γ  eğrisi için (4.17) koşullu Riemann probleminin ( )20 γK  

sınıfında özdeşlikte sıfır olmayan çözümü yoktur ( hatta  p.h.f. sınıfında ). 

 

                                                ( )
( )zzi

ezU
1ln.
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
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 −
=

σ
    ,     2/ γCz∈  

 

fonksiyonuna bakalım. (4.7)’den görüyoruz ki 0>∀ε  için sıfırın yakın civarında  

2/ γCz∈   ise, 

 

                                                ( ) ρ
ε

−′≥ zcezczU .21
..                                              (4.18) 

 

sağlanır ve burada ( ) 0. >+=′ εβσεc ’dır. Buna ilave olarak, ( )2γCHU ∈ , ( )zU   

fonksiyonu (4.17) koşulunu sağlıyor  ve ( ) 0≠zU   2/ γCz∈∀  , ( ) 0≠± tU   2γ̂∈∀t  , 

0=Un . Gerçektende, 
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ππσ 22..
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 ve ( ) 2ln.2 1−= πσ    olduğundan, 

 

                                                         = ( ) ieetU π−−− .. 2ln  

 



                                                         = ( ).tU −  (-1).
2

1
      = ( )tU −−

2

1
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Benzer olarak (4.14) ifadesinden alıyoruz ki (4.17) koşulunu 2γ  eğrisinde sağlayan 

keyfi parçalı holomorf fonksiyon, ( ) ( ) ( )zVzUz .=Φ  biçiminde yazılabilir. Burada, 

{ }( )21,/ aaCHV ∈ ’dir. 

       Gösterelim ki ( ) 0≡Φ z ’dır. Aksi taktirde ( yani, ( )zΦ 0≡/  veya eşdeğer olarak 

( ) 0≡/zV  ise ) Φ   fonksiyonu parçalı holomorf fonksiyon olmayacak. Gerçektende 

mümkün olan iki durum vardır. ( ) 0≡/zV  ise; 

       1). 01 =a  noktası, V’nin kaldırılabilen tekil noktası veya kutbudur. Bu halde U 

fonksiyonu 0→z  olduğunda eksponansiyel arttığı için VU .=Φ  fonksiyonu (4.3) 

ifadesini sağlamaz. 

veya 

       2). 01 =a  noktası, V’nin esaslı tekil noktasıdır. V’nin sıfırın civarında sonsuz 

kere kabul ettiği CA∈ , 0≠A  sayısını alırsak, yani  0lim =
∞→ n

n
z  ,  ( ) AzV n =  , 

n=1,2,... koşulunu sağlayan { }∞
=1nnz  dizisini gözönüne alırsak,  

 

       ( ) ( ) ( ) ( )nnnn zUAzVzUz .. ==Φ   dizisi  ∞→n   olduğunda eksponansiyel artar 

ve bundan dolayı (4.3) sağlanamaz. Bu çelişki, ( ) ( ) 0≡Φ≡ zzV  olduğunu gösterir. 

 

4.5. Yardımcı  Önermeler   

 

        açık, sonlu uzunluklu Jordan eğrisi olsun. Aşağıdaki işaretlemeleri 

kabul edelim. 0>ε  sayısı ve Cz∈  noktası için, 

 

                                     ( ) { }εε ≤−∈= zyCyzK :  

 

                                    ( ) { }ε
ε

=−∈=∑ zyCyz :  

 

                                    ( ) ( ) { }εγγγ εε ≤−∈== zyyzKz :I  



 

olsun. Şimdi γ  eğrisi verildiğinde, 

 

                                   ( ) ( )δθδθ
γ

t
t∈

= sup    ,   ( ) ( )tmest δγδθ =  

 

 olsun. Burada γ∈t , ( ]d,0∈δ  , τ
γτ

−=
∈

td
t ,
sup   ve  mes, γ ’da  Lebesque  ölçüsüdür. 

Açıktır ki ( )δθ  ve ( )δθ t  fonksiyonları; ( ]d,0  aralığında azalmıyorlar, 0→δ  

koşulunda sıfıra yaklaşıyorlar  ve ( ) δδθ ≥ . 

       ( )γCf ∈  fonksiyonunun süreklilik modülü: 

 

                                   ( ) ( ) ( )yfxf
yxd

f −=
≤−≤≤

−

ττδ
τδδω supsup. 1   ,  ( ]d,0∈δ    

 

  biçiminde tanımlanır. 

 

Önerme 4.1 (bak [ ]5 ) : f  fonksiyonu ( ]d,0  aralığında tanımlanmış, negatif 

olmayan, artmayan bir fonksiyon  ve  d≤≤≤ 210 εε   olsun. Bu durumda; 

 

1). γ∈t   için, 
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( ) ( )∫∫ ≤−
2

112

..
ε

εγγ

χθχξξ
εε

tdfdtf
tt
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2). γ∈t  ve ( ]d,0∈δ   olmak üzere; 

 

                                      ( )
( )

( ) ( )∫∫ ≤−
δ

γ

χθχξξ
δ 0

.. dfdtf
t

. 

 



3). 1µ  ve 2µ  , ( ]d,0   aralığında tanımlanmış pozitif,  azalmayan,  0→δ  olduğunda  

sıfıra yaklaşan  ve ( ) ( )δµδµ 21 ≤  koşulunu sağlayan herhangi fonksiyonlar olsunlar. 

Bu takdirde; 

 

                                            ( ) ( ) ( ) ( )... 2

0

1

0

χµχχµχ
δ

dfdf
d

∫∫ ≤  . 

 

Önerme 4.2 (bak [ ]6 ) : 0>ε  ,  ( )1,0∈q  ,  Cz∈   ,  ( )zKεχ ∈ \γ  ,  γ⊂B  olsun. B 

kapalı ve ( )zKBA εI=  uç noktaları ( )∑ε
z ’den olan yaylardan oluşsun. Bu 

durumda;  

    

                                             
εχξ

ξ mesA
C

d
q

A

≤
−∫    . 

 

Önerme 4.3 (bak [ ]6 ) :  γ  eğrisi, ( )δθ ~δ  koşulunu sağlasın. Bu taktirde,  k=1,2  

için ka   civarında ( )kaz −arg ’nın her sürekli dalı; 

 

                       ( )
k

k az

d
Caz

−
≤− 2

lnarg γ    ,    k=1,2       Cz∈∀ \γ                  (4.19) 

 

eşitsizliğini sağlıyor. Burada, 0>γC  sabiti sadece γ  ile ( )kaz −arg ’nın seçilen 

dalına bağımlıdır. 

 

Đspat: Đspatı  1a  için yapalım. Dal uygun seçildiğinde aşağıdaki ifadeyi her zaman 

yazabiliriz. 
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az

az
az k −+




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( )2ln az −   fonksiyonu 1a  civarında sınırlıdır, 

 



                                               const
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−
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dır. Bundan dolayı (4.19) ilişkisini ispat etmek için sonuncu integrali değerlendirmek 

yeterlidir. 21az −=ε   olmak üzere; 
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yazılabilir. Buradan,   
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 ( ) ( )13 az εε γγ ⊂   olduğundan dolayı, Önerme 4.2’ye göre ( z=χ  için ),   

 

                  ( ) ( ) ( ) τεε εθεγεγε CCamesCzmesCA a ≤=≤≤ −−− 3......
1

1
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 Eğer, ( ) ( )( )za εε γγγξ U1∈   ise; 

 

                                    zza −≤+−≤+− ξεξεξ .4.31   

 

alırız. Önerme 4.1’den dolayı; 
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1A , 2A  , 3A   değerlendirmelerini  birleştirirsek  hükmü elde ederiz.  Önerme 4.3’den 

çıkıyor ki  ( )δθ ~δ  ise;   
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                                                                                                                               (4.20)   
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 4.6. Homojen  Riemann  Problemi  

 

       ( )δθ ~δ  koşulunu sağlayan  eğrisi için homojen Riemann problemine 

bakacağız. Biliyoruz ki bu eğriler sınıfı, parçalı düzgün ( dönme noktalarına izin 

veriliyor ) ve K- eğrileri sınıfından geniştir. 

 

Teorem 4.1 : Varsayalım ki γ  eğrisi, ( )δθ ~δ  ,  ( )γCG∈  , ( ) 0≠tG   γ∈∀t  , 

( )( )∫
d

G

0

χχω ∞<χd  koşullarını  sağlıyor. Bu takdirde homojen Riemann problemi 

için kanonik çözüm vardır.   

 

                            ( ) ( ) ( ) ( )zeazazzX Γ−−= .. 21

21
λλ      ,    γ−∈Cz                      (4.21) 

 

biçimindedir. Burada,  
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ξ
π γ

d
z
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i
z ∫ −

=Γ ln

2

1
    ,  γ−∈Cz   . 

 

Z∈21,λλ  ve ( )ξGln , γ ’da sürekli olup aşağıdaki koşulları sağlayan bir daldır.      

           

                            .kkk βλα ++ ( )( ) ( ]0,1.1. −∈∆−+∆ kkkk δδ    ,  k=1,2             (4.22) 

 

                             ( ) ( ) ( )k
k

kk aGii ln.2.1. 1−−=+ πβα ,  

  



                             0>kβ  ise 0=kδ  ve 0≤kβ  ise  1=kδ . 

 

Homojen Riemann probleminin  ( )γK ’daki genel çözümü; 

 

                                                    ( ) ( ) ( )zPzXz .=Φ                                                (4.23) 

 

biçimindedir. Burada  P ,  bir polinomdur. 

 

Đspat :   

 

       ( ) ( )zezY Γ=  olmak üzere, teoremin koşulları dahilinde gösterebiliriz ki ka  uç 

noktası civarında; 

               

                                           ( ) ( ) ( )kkk az
kk ezazzY −−−= arg... βα ψ                              (4.24) 

 

sağlanır. Burada, ( ) 210 czc k ≤≤< ψ   ve  21,cc  pozitif sabitlerdir. 

       Açıktır ki  (4.21)  ile verilen ( )zX  fonksiyonu  aşağıdaki  özelliklere sahiptir:  

( )γCHX ∈  , ( ) 0≠zX   γ/Cz∈∀  ,  ( ) 0≠± tX   γ̂∈∀t  , 21 λλ +=Xn  , ( burada 

Xn , sonsuzluktaki mertebedir). ( ) ( )δωδω GG c .1ln ≤   ,  ( ]d,0∈δ ’den dolayı 

( )( )∫
d

G

0

ln χχω ∞<χd . Gerçektende, 

                                         ( ) ( ) ( )21
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Ctt

G −=
≤−

∈
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ve   

 

                                         ( ) ( ) ( ) ( )21121 .lnln tGtGctGtG −≤−   

 

 olduğundan dolayı; 
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1ln
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olur. Buradan, 

 

                                        ( )( )∫
d

G

0

ln χχω ∞<χd   

 

yazabiliriz. Bundan dolayı, ( )γCH∈Γ  ve Γ  için Plemelj-Sokhotski formülleri 

geçerlidir. Buradan ise alıyoruz ki, ( )zY  ve dolayısıyla da ( )zX  fonksiyonu (4.2) 

ifadesini sağlar. 

       Şimdi gösterelim ki ( )zX , (4.3) bağıntısını sağlıyor. Öncelikle 1a  civarında 

inceleme yapalım: 01 >β  olsun ( 01 ≤β  durumunda benzer yapılıyor). 

Dolayısıyla tanıma göre, 0=kδ  olacaktır. Sırasıyla (4.21), (4.24) ve (4.20)  

ifadelerinden alıyoruz ki yeteri kadar küçük 0>ε  sayısı için 1a  civarında;  
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       1λ ’in  seçimine göre, ( ]0,1. 1111 −∈∆++ βλα  olur ve yeteri kadar küçük ε  için,  

 

                      1.. 11111 <−∆−−−= εββλαυ    ve   ( ) υ
γ

−−≤ 1. azCzX     

     

biçiminde tanımlayalım. 02 ≤β  için 12 =δ  alınır. Benzer işlemler 2a  civarında da 

yapılabilir. Böylelikle ( )zX , parçalı holomorf fonksiyondur ve homojen Riemann 

probleminin ( )γK  sınıfından olan çözümüdür. 

       Şimdi ( ) 0≡/Φ z  fonksiyonu, homojen Riemann probleminin ( )γK  sınıfındaki 

herhangi bir çözümü olsun. Biliyoruz ki, 

 

                                     ( ) ( ) ( )ttGt −+ Φ=Φ .    ve   ( ) ( ) ( )tYtGtY −+ = .     

olduğundan; 

                                     ( ) ( ) ( ) ( )tYttYt −−++ Φ=Φ     ,  γ̂∈t  

 

yazabiliriz. Bundan dolayı, ( ) ( )zYzΦ  fonksiyonu, γ̂  eğrisinden C \{ }21,aa ’de 

holomorf olan fonksiyona kadar devam ettirilebilir ve onun sonsuzlukta sonlu 

mertebeye sahip olduğu açıktır.  

       (4.20) ifadesinden yararlanarak Znk ∈  , k=1,2  için ka  civarında, 
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eşitsizliğinin sağladığını görüyoruz. Koşula göre, ( ) k

kazCz
υ−−≤Φ . , 1<kυ  ,  

k=1,2  olduğundan dolayı, ( ) ( )zYzΦ  fonksiyonu, γ̂ ’dan devam olduktan sonra 1a  

ve 2a  uç noktalarında ancak kutba sahip olabilir. Dolayısıyla, 
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biçimindedir. Burada Zmm ∈21,  ve ( )zQ  ise, ( ) 01 ≠aQ  ve ( ) 02 ≠aQ  olan bir 

polinomdur. γ∉nz   olmak üzere  öyle  { }∞
=1nnz   dizisine bakalım ki, 
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sağlansın. Bu durumda, 0>∀ε   için  ka   civarında, 
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ve  ( ) ( ) ( )kkk az
kk ezazzY −−−= arg... βα ψ      olduğundan; 
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elde edilir. Buradan, 

  

                                      ( )εββαυ .. kkkkkk m −∆++−≥    

     

    veya 

 

                                      ( )kkkkkkkkm υεββλαλ −−∆++−≥ .. .                                   

 

Şimdi,  0→ε   koşulunda limite geçersek;  

 

                                      ( ) 1. −>−≥∆++−−≥ kkkkkkkkkkm λυλβλαυλ  

 

alınır. Buradan ise kkm λ≥  olur. Bu takdirde; 

                                                                                                    

                                     ( ) ( )( ) ( ) ( )zQazazzYz mm ... 21
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ifadesinde, ( ) ( ) ( ) ( )zYazazzX .. 21

21
λλ −−=   olduğu göz önüne alınırsa; 
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mm zQazazzXz ... 2211

21
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yazılır. O halde, ( ) ( ) ( )zPzXz .=Φ  şeklindedir. Bununla (4.23) formülünü ispatladık. 

Buradan, ( ) 0≡/Φ z  ise, XPXXP nnnnn ≥+==Φ  çıkıyor. Çünkü, 0≥Pn ’dır. Yani, 



( )zX  homojen Riemann probleminin ( ) 0≡/Φ z  koşulunu sağlayıp ( )γK  sınıfından 

olan çözümleri arasında sonsuzlukta en küçük mertebesi olandır. Yani, ( )zX  kanonik 

çözümdür. Böylece teorem ispatlandı. 

 

Sonuç 4.1 : 21 λλχ −−=  olsun. Teorem 1’in koşulları dahilinde homojen Riemann 

probleminin ( )γ0K  sınıfında { }χ,0max  kadar lineer bağımsız çözümleri vardır. 

                                                                                                  

4.7. Homojen Olmayan Riemann  Problemi     

 

       Homojen olmayan problem için aşağıdaki sonuçları verelim:  

 

Teorem 4.2 :  γ  eğrisi, ( )δθ ~δ   koşulunu sağlasın. 
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 limiti  mevcut olsun. Eğer, ( ) 0≠tG  γ∈∀t , ( )( )∫ ∞<
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G d
0

χχχω , αHg ∈ , 10 ≤< α   

ise Riemann probleminin( )γK  sınıfında (4.1)  koşuluna göre genel çözümü; 
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                             (4.25) 

biçimindedir. Burada ( )zX ,  (4.21) ile tanımlı, ( )zP  ise bir polinomdur. 

 

Sonuç 4.2 : Teorem 4.2’nin koşulları sağlansın. Riemann probleminin ( )γ0K  

sınıfından olan genel çözümü 021 ≥−−= λλχ  ise (4.25) ifadesinde P  polinomunun 

yerine mertebesi 1−χ   sayısını  aşmayan  1−χP  polinomu yazmakla elde edilir; 

0<χ   ise ( )γ0K  sınıfından çözümün olması için χ   sayıda, 
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koşullarının sağlanması gerek ve yeterdir. Eğer,  çözüm varsa tektir.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  5. SONUÇ 

 

       Yukarıda gördük ki düzgün olmayan ve ( )δθ ~δ  koşulunu sağlayan geniş eğri 

sınıfları için Riemann probleminin çözülebilirliği tablosu, klasik haldekinden 

farklıdır ( γ/C  bölgesinin geometrisine bağlıdır), ancak klasik hale benzerliği, 

homojen problemin lineer bağımsız çözümlerinin sayısı ve homojen olmayan 

problemin çözülebilirliği koşullarının sayısının sonlu olmasıdır (eğri üzerine teorem 

4.2’deki  ilave koşul dahilinde). 



       ( ) 2≡tG  halindeki 2γ  eğri örneği gösteriyor ki hatta yukarıdaki anlamda 

benzerlik her zaman geçerli değildir. Yani, homojen Riemann probleminin lineer 

bağımsız çözümlerinin sayısı sonsuz olabilir. 

       2γ  eğri örneğini başka biçimde kullanabiliriz. Önce Riemann probleminin 

çözülebilirliği hakkındaki klasik sonuçlar ile ilgili birkaç not alalım: 

       Klasik halde (eğri düzgündür, katsayılar Hölder koşulunu sağlar) ( )γ0K  sınıfında 

homojen Riemann probleminin trivial olmayan çözümü ancak, 0>χ  ( (4.5) 

manasında) durumunda mevcuttur, homojen olmayan problemin ise çözülebilirliği 

için 0≥χ   veya  0<χ   iken,  χ  tane koşul sağlanmalıdır. 

       Demek ki ( )γ0K  sınıfında (sonsuzlukta yeteri kadar ağır koşuldur) Riemann 

problemi her zaman çözülebilir değildir. Eğer sonsuzlukta bu koşulu zayıflatsak; 

örneğin çözümü ( )γK  sınıfında  arasak, Riemann problemi klasik halde her zaman 

çözülebilirdir. Gerçekte Riemann problemi böyle çözülüyor: Önce ( )γK  sınıfında 

bütün çözümler bulunuyor ve sonra ( )γ0K  sınıfından olan çözümler ayırılıyor  veya 

çözülebilirlik koşulları yazılıyor.Buna karşılık,  

       ( )
2

1−≡tG fonksiyonu ve 2γ  eğrisi için Riemann probleminin, ne ( )20 γK ’de ne 

de ( )2γK  sınıfında çözümü vardır. Hatta sonsuzda hiçbir koşul konulmaksızın 

parçalı holomorf fonksiyonlar sınıfında da çözüm mevcut değildir. Dolayısıyla, 

( )δθ ~δ  koşulunu sağlamayan eğriler için Riemann probleminin konuluşunda (4.3) 

koşulundan vazgeçilmesi gerekmektedir. 

       Böylelikle, ( )δθ ~δ  eğrileri  için ( 2γ  böyle eğridir) Riemann problemini 

çözdüğümüzde herhangi bir çözümün olmasını istersek, parçalı holomorf 

fonksiyonun tanımındaki (4.3) koşulundan vazgeçmeliyiz. Yani, ( )γCH  sınıfında 

kalıp, parçalı holomorf fonksiyonlar sınıfından çıkmalıyız. 
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ÖZGEÇM ĐŞ 
 
       Abidin BAZIN, 03.06.1973 yılında Đzmir’de doğdu.Đlk ve orta öğrenimini 

Đzmir’de tamamladıktan sonra Cumhuriyet Üniversitesi Fen-Edebiyat Fakültesi 

Matematik bölümünü bitirdi.Halen bir lisede matematik öğretmeni olarak 

çalışmaktadır.  

 

 

 



 
 

 
 

 

 

                      

 

 

 


