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OZET

C kompleks diuzlemy O C kapali, sonlu uzunluklu Jordagresi, D* ve D~
sirasiyla siniri y  olan sinirl ve sinirsiz bolgele6G(t) ve g(t) , y tzerinde
tanimlanmg Holder sinifindan olan fonksiyonla(t)# 0, OtOy .

y Uzerinde,

o (t)=Gt)o(t)+o) . DrOy

kosulunu sglayan D*’da analitik ®*(z) ve D™ 'de analitik ®(z) fonksiyonlarinin

bulunmasi problemine Riemann problemi denir.

Tezde, kapall veya aclk duzgugriler icin Riemann probleminin uygun
siniflardaki ¢ozumleri incelenmive c¢ozulebilirlik kagullari belirtilmis olup, acik
egri u¢ noktalarda sonsuz dénmeye sahip gldtakdirde ¢ozilebilirlik durumunun
klasik haldekinden farkli oldiu gosterilmgtir.



SUMMARY

The Riemann problem is considered thatrsfdated as follows.
Suppose that we are given a rectifiable aorcurvey 0O C dividing the plane
of the complex variable into the interior domddi and the exterior domail™,

and two functions of position on the cun@(t) and g(t) , which satisfy the Holder
condition, andG(t) does not vanish. It is required to find two funos: ®*(z),
analytic in the domairD*, and ®(z), analytic in the domai™, including z = «,

which satisfy on the curve the relation

o' t)=G(t)e (t)+glt) ., DtOy.

In this thesis, the solution of Riemann’'elgem in coresponding classes has
been studied for closed and open smooth curves. sbhability conditions are
defined; it is showen that when the open curve anapiral-like form with infinite
relation at the endpoint then the problem solvgbib different from the classical

case.
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1. GIRIS

C kompleks diizlemy O C kapali, sonlu uzunluklu Jordasgresi olsun. D*
ve D~ sirasiyla siniry olan sinirl veya sinirsiz bolgelds(t) ve glt) , y tizerinde

tanimlanmg Holder sinifindan olan fonksiyonla6(t)# 0, Ot Oy olsun. y egrisi

Uzerinde,
o'(t)=ct)o (t)+olt) . DtOy

kosulunu sglayan D* 'da analitik ®*(z) ve D™ 'de analitik ®™(z) fonksiyonlarinin
bulunmasi problemine Riemann problemi denir. Ozdtid, g(t)EO ise problem,

homojen problem olarak nitelendirilir.

Xx=IndG = (Zﬂ)_l.jdln G(¢)

sayisinaG fonksiyonunun (ve Riemann probleminin) indeksiiden
Ik defa 1987 yilinda Riemann tarafindan ortaya koba problem, bir ¢ok

yazarin ilgi alaninda olup zaman icersinde gittikizha genel (@i veG ile ¢
fonksiyonlari Uzerine) kwllar altinda c¢ozulmgitr (bakiniz [9][15] ). Sonucta
@~ (o) =0 varsayimi altinda bulunan sonuglaa@adaki gibi ifade edilebilir:

X >0 ise Riemann probleminiyy tane lineer baimsiz ¢ézuma vardir.

X = 0Oise Riemann probleminin tek ¢cozumi vardir.

X < 0 ise Riemann probleminin ancal{g(l tane ek keul sglandigl taktirde

¢Ozumu vardir ve mevcut olgu takdirde tektir.

y egrisi acik oldgu takdirde problemsagidaki bicimde konur:

y=did C kopmleks dizleminde olup fangi¢ noktasia, ve bitim noktasi
a, olan yonlendirilmg sonlu uzunluklu acik Jordargresi, f/=y—{a1,a2} olsun.
C(A) ile A'da surekli, kompleks derli fonksiyonlar sinifini, H(D) ile D

bélgesinde olan Holomorf fonksiyonlar sinifirH(y) ile H(C - y)'dan olan ve



y'ya sagdan ve soldan sirekli devama sahip fonksiyonlarfisinisaretliyelim.
®*(t) , ®(t) ile ®OCH(y) fonksiyonunun,t 0 noktasindaki save sol sinir
degerlerini, ®(e) = lim ®(z) isaretliyelim. G OC(y),g0C(p) ve G ()20, OtOy

olsun.[0 0 CH(y) alt kiimesini alalimRiemann Problemj 'nin her noktasinda,
" (1)=G(t). (1) +9(t) 4.1)

kosulunu sglayan ® 000 [ CH(y) fonksiyonunun bulunmasi problemine homojen
olmayan Riemann problemi denir. Ozel haldgt)=0 ise homojen Riemann
problemi diye nitelendirilir. Klasik halde, Riemarprobleminde sinifi olarak

CH(y) 'dan olup, aagidaki kasullari salayan fonksiyonlar kiimesi aliniyor:
a). Oyle c,0> 0 ve Ul,UZD(—OO ) sabitleri vardir ki, 0zOC-y ve

1z-a|<d icin,
o(z) <clz-a ™ k=12 .

b). OyleR>0 ve nOZ sayilari vardir kidzOC , |>R igin,
®(z)= dc,.2" (4.4)

®OCH(y) fonksiyonu, (b) ksulunu sgladiz takdirde sonsuzlukta sonlu
mertebeye sahiptir denir.

Eser CH(y) 'dan olan fonksiyon (a) koilunu sglarsa ona sigramag1’da olan
parcali holomorf fonksiyon diyege. Sonsuzlukta sonlu mertebeye sahip parcali

holomorf fonksiyonlar smlflan(y) ile isaretliyecgiz. Sonsuzluktaki deeri sifir

olan (®(w) = 0) pargali holomorf fonksiyonlar sinifiri(,(y) ile gésterecgiz.



Y =did egrisi icin,
a, =—(2n)".argG(a,) ve a,=(27)".argG(a,)
-1<A, +a,<0 , —1<A, +a,<0 (4.5)
X=-A-A, , A 7,02

olsun. x'ya G(t)’nin indeksi diyecgiz.
y acik, dizgun @i ise Riemann probleminirh(o(y) sinifindaki ¢cozulebilirlik
durumu kapali grilerde oldgu gibidir ( bak[9],[15]). Daha genel @i siniflari igin

bu sonuglarin benzerleri Gegelia, Aleksey{ﬂ})(ve Abdullayev’in cajmalarinda
alinmstir.

Bu sonuclarin hepsinde dylesitbar konulur ki, €rinin u¢ noktalari civarinda
spiral gibi olmasini yasakliyor. Yang, (k =12) ug noktasi civarindargz-a, )
fonksiyonu sinirl oluyor.

Eser ug noktadaginin spirale benzer oldiuna izin versek,4rgz - a, ),k =12
sonsuz artiyor) bu takdirde (4.5) ile veridmindeks, kendi anlamini kaybediyor.
Yani, Riemann probleminirKO(y) sinifinda ¢ozulebilirfini yansitmiyor. Bolum
(4.2)'de somut tanimlanacgk ve y, egrileriigin asagidakileri ispatlayacaz:

y, egrisi ve G(t)EZ katsayisi icin (4.5) ile tanimlanan=0 , ancak Riemann
homojen problemi ancak bir tane lineegimsiz ¢ézime sahiptir.

Y, egrisi ve G(t)EZ fonksiyonu igin y =0, ancak Riemann problemi sonsuz

tane lineer baimsiz ¢ozime sahiptir.
¥, Uzerinde G(t)E—% ise (4.5) formuline gorey =1'dir ancak homojen

Riemann problemi lineer gamsiz ¢ézimlere sahip giedir.
Burada gagidaki problem ortaya cikiyor. Yukaridaki olaylamedeni nedir?
Mumkin old@gu kadar 6yle gegiegri sinifini bulun ki problemirKO(y) sinifindaki

lineer b&msiz cézimlerin sayisi ve ¢ozilebilirlik gkdlar sonlu olsun ve bu son

halde, onlarin sayisi belirlensin.



Bu konuda esas agamalar Seifullaev , R.K. tarafindan yaziktn.

Boylelikle tezin esas amacli, u¢ noktalarga &i davransa sahip olmagh
takdirde (uc noktalarda sonsuz donmeye sahip) ebdiilik durumunun klasik
haldekinden farkh oldgunu anlamaktir.

Tez dort bélimden almaktadir. Birinci bolim gig kismi olup, problemin Gzeti
anlatilmstir. ikinci bélimde Cauchy tipi integraller ve onlariretikleri verilmistir.
Uctincii bélimde kapalggler icin, dérdiincu bolimde ise agifréer icin Riemann

problemi incelenngir.



2. CAUCHY TIiPi INTEGRALLER

2.1. Cauchy Tipiintegrallerin Tanimi ve Ozellikleri

Kompleks diizlemde kapali, dizgln lregrisi alalim. D&isken z noktasi L
Uzerinde saat ibresinin tersi yoninde haraketildifimde solda kalan bolgd”*
olsun. D™ ile D" +L kimesinin timleyeninisaretliyelim. Eser, f(z) fonksiyonu

D" ’da analitik ve D" + L 'de siirekli ise Cauchy formiline gore;

z) , zOD"
ij f(2) (2.1)
it 0 zOD~
yazabiliriz. Eger, f(z) fonksiyonu D *’da analitik veD™ + L de sirekli ise;
f (o0 , zOD”
EN A/ b (2.2)
ZHLT_Z —f(Z)+f(00) . zOD~

yazabiliriz. Boylece, Cauchy formull bolgede arilglibnun kapainda sirekli olan
fonksiyonun sinir dgerlerine gore fonksiyonun bdlgedeki herhangi biktada
degerini hesaplamaya olanak gtar. Bu nedenle Cauchy formilunin analitik
fonksiyonlar i¢in sinir dger probleminin ¢oziminde kullaniimasigaddir. (2.1) ve
(2.2) formdillerinin solundaki integrallere Cauclmgegralleri denir.

SimdiL O C'nin duzgun, kapah veya acik birge oldugunu varsayalim.r
kompleks dizlemde gesken nokta,¢(r) ise L egrisi Uzerinde tanimlanmusirekli

bir fonksiyon olsun. Bu durumda;

(z)

_1
o= 17

3

r (2.3)



ifadesi Cauchy integrali gibi yapilandirggndan dolayr ona Cauchy tipi integral
denir. (2.3) ifadesinde yerale;t(r) fonksiyonuna bu integralin ganlugu; 1 'ye
-2

iIse onun ¢ekird& denir.

Teorem 2.1 : L duzgin ¢ri (acik veya kapali),f (r, z) fonksiyonu r desiskenine

gore surekli velr L igin z'ye gore analitik olsun. Bu takdirde;

F(z):J' f(r,z)dr (2.4)

L
fonksiyonu z dgiskenine gore analitiktir.

Ispat :

F(ZJ’AAZZ)_F(Z)—JL' 1 ar = Ji f(r,z+AAzZ)— f(r,z) f,(r, z)}dr

esitli gindeki

f(r,z+A2)-f(r,2) .,
I AAZ -£,'(r, z)(

ifadesi, f(r, z)’nin z'’ye gore analitiklginden dolayi,[J7 icin |Az| 'yi yeteri kadar

kiguk secerek istenilen kadar kiguk yapilabiliur&ian, L 'nin sonlu uzunluklu

oldugunu da g6z 6nilne alirsak;

. F(z+naz)-F(2)
F (Z)—llzrpo Az

= [ )(r.2)dr (2.5)

L

elde edilir. Bdylece, f(r,z)'nin analitik oldyu bolgede F(z) fonksiyonu da
analitiktir vef(r,z)’nin analitik olmadg z deserleri F(z) fonksiyonunun tekil

noktalaridir. Yg@unlugu surekli, ¢(r) olan Cauchy tipi integralde integrarit



Uzerinde analitik olmayabilir. Demek ki (2.3) ilamumlanantb(z) fonksiyonu icinL
tekil egridir.

Eger L bir acik gri ise ®(z) fonksiyonu, L egrisi disinda analitiktir.Simdi, L
nin kapall bir gri oldugunu digiinelim. Tanim ge@ ®(z) fonksiyonu iki ayri
fonksiyona ayrilir. Yani,D* bdlgesinde(D*(z) fonksiyonu; D~ bblgesinded)‘(z)
fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyonlar genelliklartarlerinin analitik devami
degillerdir.

Simdi Cauchy tipi integrallerin 6nemli bir 6zellnden bahsedelin@(z)

Cauchy tipi integralinin sonsuzda sifira ygkigini gosterelim. Bunun i(;ini’
2-T7

nin kuvvet serisinin acilimindan yaralangza Y ani,

L
r—2

N |
~
=1
N

T
—2_..._ +...
2 2

serisini digunelim. Bu serinin butln terimleriné'1—,¢(r) ile carpip, integrallersek;
7i

O @)=3% | o= [, k=(Le)

k=1 Z
elde ederiz ve buradan da agiktirdki («) = 0’dir,

2
r(r—2

Ornek 2. 1: |4 =1 birim cemberi Uizerinden tanimlanyng(z) = j yogunluk

fonksiyonunu ele alalim. Onun icin Caucy tipi im@ighesaplayalim;

o(z)=_t (L dr 1 ldr
2 1-27-2 2] 1771-Z

1 fonksiyonuD " icinde analitik vel fonksiyonu D~ icinde analitiktir ve
y;



sonsuzda sifirdirlar. (2.1)'e gore ilk integ@all D™ igin iz’ye, zOD" icin sifira
2 —

esittir. (2.2)’e gore ikinci integralz0 D™ igin = 've, zOOD" icin sifira gittir. Bu
y;

nedenle;

dJ*(z):zfl2 ve ® (z)=

N | =

2.2.Holder Kosulunu Saglayan Fonksiyonlar
2.2.1.Tanim ve Ozellikler

Diizgiin birL yay (kapali veya agik) tizerinde tanimli Bift) fonksiyonu, A

ve A verilmis pozitif sayilar olmak tzere;
|¢(t2)_¢(t1)‘ < A-|t2 _t1|/1 ' Ot,t, 0L (2.6)

esitsizligini sglasin. Bu durumda})(t) fonksiyonunalL Uzerinde Holder kalunu

saliyor diyecesiz. A ve A sabitlerine sirasiyla Holder sabiti ve Holderigndenir.
(2.6) Holder kgulunu sglayan her fonksiyonL Uzerinde sireklidirSimdi, A

sabitinin durumlarini inceleyelim:

A>1 durumunda ¢(t), L Uzerinde tiirevlenebilirdir,¢'(t)=0 ve L ’nin
baglantiliigindan dolayi ¢ = cons aliyoruz.

A =1 durumu 6zel olarak Lipschitz kolu olarak adlandirilir. Biz daima
0< A <1 durumunu g6z 6nine algga. Ornegin;
¢(x):|x] fonksiyonu Lipschitz keulunu sglar. Ancak sifir noktasinda tdrevi

mevcut dgildir. Cinki, sg ve sol turevler sirasiyla “+1” ve “-1” dir.lki 6rnek

daha verelim:
. ¢(x)=\/; fonksiyonu, A :% indisli Holder kgulunu tanim bdlgesindeki her

aralikta sglar.



1.

1 1
$()={Inx 'XD@E}
o , x=0

fonksiyonuna bakalim. Aciktir ki bu fonksiyon sulidk. Ancak, [JA > 0 icin,
limx".Inx =0 (1>0)

oldugundan dolaylA ve A’'nin her dgeri icin dyle x dezeri bulunur ki;

Demek ki ¢(x) fonksiyonu igin Hélder ksulu sa@lanamaz. Goriyoruz kig(x),

(Oﬂ aralginin sifiri igcermeyen her kapali kisminda Holdegukonu sglar, ancak

[Oﬂ aralginda bu keul sgzlanmaz.

A indisli Holder kaulunu sg&layan fonksiyonlar sinifH , olsun. Bu durumda,

eger L sonlu uzunluklu vegOH ,, ¢ OH, ,0<A<u<1 ise;

a).H,OH,
b).¢+y@UH,
¢). 44 OH,

d.¢# 0 igin%DHA .



2.3.Cauchy Tipilntegrallerin Bas Degeri

2.3.1. Has Olmayarintegral (improperintegral)

Riemann integralinin taniminda hem fonksiyon hemirdegrallenme arai
sinirh varsayilir. Ama bazi durumlarda integraftenbdlgesi veya fonksiyon sinirsiz

olabilir. Varsayalim ki f(x) fonksiyonu, a noktasi civarinda sinirli gidir; ancak

Og >0 icin (a+ g,b) aralginda integrallenebilirdir. Bu durumda;

b b
J' f(x)dx:IEing f (x)dx

limitine f (x)'in (a,b] aralgindaki has olmayan integrali denir. Benzer biginttle

noktasi civarinda sinirli olmayah(x) fonksiyonun has olmayan integrali;

biciminde tanimlanir @@er limit varsa). Eer, f(x) fonksiyonua< x<b aralginin

bir c(a,b) civarinda sinirsiz isd (x) fonksiyonun has olmayan integrali;

zf(x)dx: lim {f £ (x)dx+ j'f(x)dx:l

cte,

olarak tanimlanir. Bu tanimdg, ve &, birbirinden b@&imsiz varsayilir. Ancak bazi
fonksiyonlar icin bu limit mevcut olmamakla berabgr=¢, =€ - 0 kosulunda

limit mevcut olabilir.Simdi bu duruma bakagsz.



2.3.2. Tekilintegralin Bas Degeri

[a,b] aralginda cl (a,b) olmak [JzereL fonksiyonunun integraline bakalim.
X—C

Oncelikle, fonksiyon sinirli olmagh icin Riemann integrali mevcut gidir. Has

olmayan integralin mevcut olup olmg&cha bakalim:

[hn(c— X) &7 +In(x - c)‘b J

c+e,

[la(c-c+¢)-In(c-a)+In(b-c)-In(c+e&, -c)

[:tnb_c+lnﬁ}
c-a ¢

2 Ciné 2.7)
c-a &

esitliklerinden goruyoruz kig, ve &, birbirinden b&msiz sifira yaklgtiginda | 'nin
limiti mevcut deildir. Bu ise, 1 fonksiyonunun[a,b] aralginda has olmayan
X—C

integralinin - mevcut olma@i anlamina gelir. Ancake, =&, — 0 kosulunda | 'nin

limiti vardir. Bu durum bizi gagidaki tanima goturayor.



Tanim 2.1 :

°F odx % dx
I

a cte

ifadesinine - 0 kosulunda limiti mevcuttur. OnaL fonksiyonunun Cauchy ba
X—C

deger kavraminda tekil integrali denir. Bu integral;

b
(V.P) &

" X—C

seklinde garetlenir. Aciktir ki;
b
dx : £
=In +limin— £, =&,=€

J e iminé L (=, =)

=In— . (2.8)
Simdi daha genel bir integrali ele alalim. Yani,

$(9 4
X—C

QD C— T

integraline bakalim. Buradag(x) fonksiyonu (a,b) aralginda Holder ksulunu

saglayan bir fonksiyondur. Bu durumda formal olarak;

X—C

(x :f(c)dx+ ¢(C)_T£ *)



yazabiliriz. HOlder kguluna gore;

olur ve (*) ifadesinin sandaki ilk integral has olmayan anlamda mevcutikincisi

ise (2.8)'de hesaplangtir. Boylece;

biciminde ifade edilir.
2.4.Bgrisel Tekil integralin Bas Degeri

L duzgun, kapali (veya acikpre ve tOL olsun. Merkezit'de ve yaricapl
yeteri kadar kuciukp sayisi olan ¢emberink egrisini t; ve t, noktalarinda

kestigini varsayalim. Bu dairenith. 'den ayirdgl parcal olsun.

Varsayalim kiL Uzerinde tanimlanmig¢ fonksiyonu t 0L noktasi ve yeteri
kadar kucukdp >0 sayisi igin,

L&
—~
'\‘

(2.9)

,_
L
N‘
|
—

integrali mevcuttur.



Sekil 2.1

Tanim 2.2 :

ile isaretlenir. Tekil integralin varlik sorununu inceddiyn. Buradaki tek zorluk,
it fonksiyonun ilkeli olanln(r—t)’nin cok deserli olmasidir.t noktasindan gikip
I‘_

once ¢ri Uzerinden, sonra u¢ noktadan sonsgalikadar devam eden kgsi

bakalim. Bu kesik duzlemdeiamit fonksiyonu tek dgerlidir. Onun L Uzerindeki
Z —

sazdan limit degerlerini In(r—t) ile isaretliyelim. Bu durumdal 'nin u¢ noktalari

a ve b olmak tzere;



[ 9T 19T LT 9T nrmt)s +in(r—t)?

SLT-toaT-t STt

=In(t, -t)-In(a-t)+In(b-t)-In(t, -t)

b-t t, —t
=In +In )
a-t t, -t

yazabiliriz.

Sekil 2.2

Tanimdan dolayr;
t, =t =t -]

dir. Bu nedenle integraldeki ilk terim kaybolur e dizgtn oldgundan,

olur. Sonug olarak;



jﬂ = In(EjH.ﬂ. (2.10)

Diger yandan,

|r{ﬂj ., (n(-2)=i.n) (2.11)

J'% = In(%) =In(-1) =i (2.12)
Simdi,
#(0)
.L[ - dr

tekil integraline bakalim. Varsayalim l¢(r) fonksiyonu Hoélder kgulunu s&liyor.

j¢ )-8, , ¢(t).j£ (2.13)

) -t

~ —
'~| ‘&
NG
’\i
1

yazabiliriz. Sg taraftaki birinci integral has olmayan integraldu integral,

j@dr IW)f dr+ ¢()(mﬂ+i.nj (2.14)

T a-t

veya



jMdr: .[¢(T—_t¢(t)dr+ ¢(t).|ntb;t (2.15)

I%d” f@dﬂ o(t). ni (2.16)

elde ederiz.
Teorem 2.2(Degisken doniguimu):

Eer, L ile L' egrileri arasinda bire bir dégiim gerceklgtiren 7 =a(¢)

fonksiyonu hic bir yerde sifir olmayan surekli @ue sahip ise;

gl

Burada,t = a(¢) dir.

Teorem 2.3(Kismi Integrasyon)

Eger, ¢(r) fonksiyonu surekli, tireve sahip wenoktasiL egrisinin u¢ noktasi
degilse,
(r

125z = i)+ o)1) -gla)im(a—t)- [ 4 (It (@18)

r-t 1

Sonuncuya kismi integrasyon formiilii denir. Oylelndr —t) olarak, In(z—t)'nin

t’den sonsuza giden kesimingstarafindan limiti kabul edilngiise; “+ ” yerine

“+ 7, aksitakdirde “- " yazilr.



2.5.Cauchy Tipilntegrallerin Limit De gerleri

Yukarida Cauchy tipi bir integral ile tanamhn analitik fonksiyon igin integrali
alinacak @rinin tekil egri oldugunu belirttik.Simdi, Holder sinifindan olan goinluk
fonksiyonu ile tanimlanmgibu integralin gri noktalarinda sadan ve soldan suirekli
limitlerinin oldugunu gorecgiz. Onemli nokta, bu iki limitin farkli olmalaridityani

egri Uzerinde bir sigrama s6z konusudur.

Teorem 2.4 : Eger, ¢(r) Holder sinifindan olan bir fonksiyon olup, noktasi

egrinin ug noktasi dalse; z noktasi herhangi bir taraftariye yaklsstiginda,

W(z)=j¢(r)_ (t)dr

fonksiyonu belirli bir limite yaklair ve bu limit;

I|mLIJ ITT)4dr LIJ()

L Uzerinde surekli fonksiyondur.

Ispat : Bunu kanitlamak icin,

farkina bakalimintegrali gaagidaki gibi iki kisma ayiralim:

I, ile t merkezli, yeteri kadar ku¢uk >0 yarigapl daireninL’den ayirdgl L,
pargasi Uzerinden integrali, ile L—L, Uzerinden integralisaretliyelim. Oncel

integralini ele alalim. Varsayalim ki noktasit’ye L egrisine te&et olmayan yol

Uzerinden yaklgyor.



Sekil 2.3

Bu takdirde yeterince kiicU& icin geng olmayanca agisi t noktasindaw, > Oalt

sinirina sahiptirSekilde zir tc¢geninde sinds teoremini kullanirsak;

|Z—t|:sin,6’< 1
7-2 sinw” sinw,

=K (2.19)

elde ederiz. Burad& pozitif bir sayidir. Holder kalundan,

‘¢(r)—¢(t)
-t

<Ar-f"" =Ar"? (2.20)

r

yazilir. Burada,r =|r—t| 'dir. L egrisinin dizgunlginden dolayi,s yay uzunlgu

ve ona uygurr Kirisi igin ;j_s orani sinirlidir. Yani,
r

ds

dr

<m.

Burada,m pozitif bir sabittir. Bu nedenle,
dz| =|dg < mldr]. (®)2

(2.19) ve (2.20) ifadelerinden,



2.K.Amo’
A

21| ()-8 (t) i
l,|< ldr| < K.AmM | r* Y dr| = 2K.Am|r*™dr =
s g P < am =2 amf
elde ederiz. Rasgele bir>0 sayisi alarakg 'yl oyle segebiliriz ki|l | <§ olsun.

o'yl secdikten sonral,'yi degerlendirelim. L-L; Uzerindet# 7’'dir. Bundan
dolay! I, integrali, z'nin surekli bir fonksiyonudur. Demek ki yeterinkécuk bir

|z—t| icin,

ve buradan da,
|W(z)-w(r) <|1,]+]1,] <e

olur. Ayrica |¢(z)-w(t) nin degerlendiriimesi t’ye bagl degildir. Yani, ¢(z)
limitine diizgin yaklgtyor. Buradan da//(z)’nin limitinin L egrisi Gzerinde strekli

oldugu anlailiyor. Gergekten de;,t, L ise;

W(t)-w(t,) < |w(t)-w(z) +|w(2) - w(t,) -

w(z) limit degerine diizgiin yakkagindan t,t, ve z noktalari yakin oldgu
takdirde sg@daki her iki fark istenilen kadar kuculttlebilir.

Yukarida tget olmayan griler Gizerinden yakktigimizda limitin mevcutlgunu
ve L Uzerinde sureklifiini gordik. Bilinen yontemlerle buradagreye teget yollar

Uzerinden de ayni limitin mevcugiunu gosterebilirizgekil 2.4).




Sekil 2.4

2.5.1. Sokhotski Formulu

Artik integralleme @&isi Uzerinde Cauchy tipi integrallerin limit gerlerini
inceleyip, limit deerler ile tekil integral arasinda bir gati kuracgiz. ¢(r)

fonksiyonu, L egrisi Uzerinde Holder kaulunu sglasin ve de;

CD(Z)=2in.r | —deTZ r (2.22)

olsun. Varsayalim kiL kapali bir gridir. L’'nin acik €ri olmasi durumunda bunu
rasgele bir yay ile kapall hale getirip, eklegryay Uzerinde¢(r)=0 kabul edelim.
CD(z) fonksiyonunun sinir derlerini &rinin t noktasinda incelemek igin

oncelikle,

‘P(Z)=iIMdr (2.23)

2y T

fonksiyonuna bakalim$imdi analitik ®(z) ile W(z) fonksiyonlarininz, egrinin
icinden t O L'ye yaklastiz takdirde limit dgerlerini sirasiyla®*(t) ve W*(t) ile
isaretliyelim. Benzesekilde dstan yaklatigimizda limit dgerler @~ (t) ve W (t)
olsun (ac¢ik eri durumunda sgan ve soldan yakjayoruz). Yaklgim yonunu
gostermek icinz - t" yada z -t~ yazacgiz. Bakilan fonksiyonlarint 0L
noktasindaki dgerlerini ®(t) ve ¢(t) ile isaretliyecgiz. Aciktir ki ®(t) Cauchy

bas kavramindaki

™ C—
~N S

SIS

2

integralidir. Biliyoruz ki,



0 , zOD . (2.24)

Buradan,

v ()=t 2 () ar 207 97|

|m{ij@dr—@m}:¢+(t)—¢(t) :

N2mir-z 27

gl e S
L 202 - o)~ Loy

formullerini aliriz. Teorem (2.4)'e g(‘jre\JJ(t) fonksiyonu sureklidir. Demek ki bu

esitliklerin sag taraflari aynidir. Yani,

<D+(t)—¢(t):d>'(t):cb(t)—%¢(t). (2.25)

Boylece,



¢+(t)=%¢(t)+2in_rj f(_rt)dr :
(2.26)
o (t)= —%¢(t)+% T(_Tt)dr

Bu formtillere Sokhotski formulleri denir. Sonuctgagidaki teoremi elde ediyoruz.

Teorem 2.5 : L kapali (veya acik) duzgurge ve ¢(r) , L Uzerinde tanimlanmve

Holder kaulunu sglayan fonksiyon olsun. Bu takdirde;

Cauchy tipi integrali, u¢ noktalar1 harig, 'nin her noktasinda gdan veya soldan
®*(t) , @ (t) limit degerlerine sahiptir ve bu derler ¢(r) yogunluk fonksiyonu ve

CD(t) tekil integrali yardimiyla (2.26) formduilleriyleatie ediliyorlar. Bu formdulleri
asagidaki denk formda da yazabiliriz.

@ (t)- o (t) = ¢t) (2.27)

o (2.28)

2.5.2. Kise Noktalarina Sahip Bgriler icin Sokhotski Formidilleri

Yukarida ¢rinin dizgun oldgunu varsayngtik. Sokhotski formdllerinin
iIspatinda onemli noktalardan birigiC] L igin,



integralinin dgerinin i.z7 oldugu idi. Eger, e&ri t noktasindaa agisina sahip ise;

yani t noktasindaki tek tarafl getlerin arasindaki agr ise §ekil 2.5)

2 27| -t
O)=— 9 g+ L 20)
T

bicimine geliyor.

Sekil 2.5

(2.29)

(2.30)

2.6.Cauchy TipiIntegrallerin Limit De gerlerinin Ozellikleri

2.6.1. Holder Kasulunu Saglayan Limit Degerleri

Teorem 2.6 : L duzgln, kapali @i ve ¢(t), L UzerindeA indisli Holder kgulunu

sglayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde uygun Caucipy integralin

o (t) ,

@~ (t) limit degerleri A<1 oldusu takdirde, A indisli Holder kgulunu; A =1



oldugu takdirde ise keyfia <1 indisli Holder kgulunu sglarlar. Sonug¢ olarak

asagidakini soyleyebiliriz:

Teorem 2.7 : L kapall, dizgun@&i ve ¢, L UzerindeA indisli Holder kgulunu

sglayan fonksiyon olsun. Bu takdirde;
q:(t)=i_jMdr . tOL
27 1t

tekil integrali, A < 1 halinde A indisli Holder kgulunu; A =1 halinde ¢ igin
(1-¢) indisli Holder kgulunu salar.

Not edelim ki tekil integralin belirli integlden tanim itibariyle farkl
olmasindan hga, Ozellikleri itibariyle de dnemli farklhiliklarvardir. Mesela belli
kosullarda integralleme sirasinin ggirilmesi hakkinda sagidaki Poincare-

Bertrand formult gegerlidir.

ij dr ij¢(T. Tl)drl=¢(t,t)+i.jdfli.J'MdT' (2.31)
myrT—tm| 1,-7 Ty Ty

Fubini teoremini hatirlarsak (2.31)'in gdarafindaki birinci terim bir stpriz gibi

gozukmektedir.

2.6.2. Uc Noktalardaki Davransg

Cauchy tipi integralin, ginin u¢ noktalarindaki davrapina bakalim:

Tekil integralin tanimindad noktasinin bir simetrik civari agilarak integral
hesaplanir ve sonra limite geciliyordugdf t noktasi uc¢ noktalardan biriyle
cakslyorsa; grinin t'ye gore simetrik olan bdyle bir parcasi alma imkasz yoktur.

Demek ki Cauchy akavraminda integrali tanmimlama imkanimiz mevegildir.



Bu durumdal 'de tanimlanmy ve Holder sinifindan olan ( u¢ noktalar dahil )
@ fonksiyonu igin,

yazabiliriz. Buradat, L egrisinin herhangi bir noktasidir.

z=t ise son integral has olmayan integral anlamindaicoteur. Bu ise
demektir ki integral sinirl vez noktasi, u¢ noktalar da dahil herhangi bir sinir
noktasina yakkgiginda belli bir limite sahiptir. Demek kib(z)'nin ug noktadaki

davrangini ilk terim belirliyor. Son ifadede sirasiytas a , t =b yazarsak;

o(z) = -éL;’;_‘)m(z-a)ml(z) @3
o(2) :%In(z—b)ﬂbz(z) 2.33)

elde ederiz. Burad#,(z) , ®,(z) fonksiyonlari ug noktalar civarinda sinirli olup,
z noktasi sirasiyla veyab'ye yaklgtikca belli limitlere sahiptirler.
Bdylece, grinin ug noktalarinda Cauchy tipi integral logarikntekilli ge sahiptir

ve onun davrasi ¢(a) ve ¢(b) deserleriyle tam olarak belirlenir.



3.KAPALI E GRILER i(;iN RIEMANN PROBLEM i
3.1.indeks Kavrami

Diizgiin, kapallL egrisi tizerinde tanimlanmgy siirekli G(t) (G(t)#0 , tOL )

fonksiyonunun L egrisine goére indeksi,



x = Ind,G(t) = (27) [argG(t)], (3.1)
gibi tanlmlanlr.ln|G(t)| fonksiyonunun L egrisi Uzerinde d@simi sifir oldusundan,
InG(t) = In|G(t) +i.argG(t)

formulinden goéruyoruz ki,
x =—[inGl).. 3.2)
27i :
Baska bir ifadeyle;
)(=1'ndG(t)=iJ'd argG(t) :idenG(t). : (3.3)
2y 27y

Indeksin aagidaki 6zellikleri tanimdan hemen elde ediliyor:

1. Kapali gri Gizerinde higbir noktada sifir olmayan surekinksiyonun indeksi

tamsayidir.

2.1ki fonksiyonun carpiminin indeksi, onlarin indekskeplamina; oranlarinin

indeksi ise pay ve paydanin indeksleri farkigittie

_—jdlnc; == {—((tt (B.4

formulinden gagidaki 6zellikleri aliyoruz.

3. Ber G(t), ezrinin icinde (veya dunda) analitik olan fonksiyonun sinir

degeri ise indeks bu fonksiyonurgm icindeki (dsindaki) sifirlarinin sayisinaigtir

(- isaretle).



4. Ber G(t), egrinin icinde sonlu sayida kutup noktalari hari¢t Bnalitik

fonksiyonun sinir dgeri ise indeks bu fonksiyonun sifirlari ve kutuphan

sayllarinin farkinagtir (her sifir veya kutup mertebesi kadar heskdualr).

Ornek 3.1 : Sifir noktasini iceren herhangi bigrye g(‘jre,G(t) =t" fonksiyonunun
indeksin’dir.
Riemann probleminin ¢ézimuinde LiouvNie analitik devam hakkindaki

teoremler 6nemli yer tutar.
Teorem 3.1 :(Analitik devam hakkinda )

D, ve D, bolgelerinin ortak sinir dizgur egrisini icersin; D, ve D,
bélgelerinde sirasiyla analitik olarf,(z) ve f,(z) fonksiyonlari tanimlansin.

Varsayallim ki z, L Uzerindeki herhangi noktaya yafti@inda her iki fonksiyon
ayni deerlere yaklaiyor ve bu dgerler L Gzerinde surekli fonksiyon ajturuyor.

Bu takdirde, f,(z) ve f,(z) fonksiyonlari birbirinin analitik devamidir.
Teorem 3.2 :( Genel Liouville Teoremi)

Varsayalim kif (z) fonksiyonu,a, = , a (k =12,...,n) kutup noktalari harig

bitiin dizlemde analitiktir. Oyle ki kutup noktatataki Laurent aciliminin ka
kismi gagidaki gibidir;

) _ 0 0,2 0n -
a, noktasinda :G,(z) = ’z+ ¢z’ +..+ % 2" ;

n,

k k Ck
aknoktasmda:Gk( 1 jz 4 . +o

z-a,) z-a  (z-af (z-a)"

Bu takdirde, f(z) rasyonel fonksiyondur. Ozel hald€z), yalniz sonsuzluktan.

mertebeden kutba sahip ise polinomdur. Yani,

f(z)=c, +cz+c, 22 +...+¢c 2" .



3.2. Riemann Problemi

Varsayalim kiL duizgun, kapah gisi kompleks dizlemiD* (ic bolge ) ,D”
(dis bolge ) gibi iki kisma aylrlyor.G(t) ve g(t) fonksiyonlarl L (zerinde
tanimlanmg, Hélder kgulunu sa@layan fonksiyonlardir dyle kiG(t)#0 , OtOL.
Asagidaki probleme bakalim:

D* bolgesinde analitik dyled*(z) ve (z=c dahil) D 'de analitik dyle
CD‘(z) fonksiyonlarini bulunuz kiL egrisi Gzerinde gagidaki kasullardan birini

salasin.
o*(t) = Gt)o(t) (3.5)

®*(t) = G(t)o"(t) + g(t) (3.6)

Bu problemlere sirasiyla homojen ve homojen olmaRamann problemi denir.
G(t) 'ye problemin katsay|3|g(t)’ye serbest terimi diye@gz.
Riemann problemine 6zel halde bakalim:

D*’da analitik ®*(z) , D™'de analitik vez = «’da sifira yaklgan dyle ®(2)

fonksiyonlari bulalim ki,

o*(t)- o7 (t) = 4t) (3.7)

o(2) :ij'Mdr (3.8)

oldugunu goriruz.
Aciktir ki bu problemin ¢6zimu tektir. Aksikdirde iki ¢ozaman farki glive i¢

bolgelerde analitiktir.CD(z), L egrisi Uzerinde sifir sigramaya sahiptir ve sonsuzauk



sifira yaklaiyor. Liouville ve analitik devam hakkindaki teoden kullanirsak bu
farkin O0zdslikte sifir oldyunu gorartz. Eer (3.7)'deki problemin ¢dézumi igin

sonsuzlukta sifir olma kalunu kaldirirsak onun ¢ézimd;

@(2) =i_ ¢—T)dr+const (3.9)
271 1-2

seklinde olur.Simdi homojen Riemann probleminin ¢6zimine bakalim:

3.3. Homojen Riemann Probleminin Cozimu
Once varsayalim ki,
o*(t) = Gt)o(t) (3.10)
problemi gézilebilirdir ve®*(z) ile ®(z) onun ¢bzumidur.®*(z) , @ (2)

fonksiyonlarininD™ ve D™ 'deki sifirlari sirasiylaN™ ve N~ olsun. (2.6)'nin her iki

tarafinin indeksini hesaplarsak;
N*+N~ =IndG(t) = y (3.11)

alinz. Riemann probleminin katsayisinin indeksioe,problemin de indeksi denir.

(3.11)’in sol tarafi negatif d@ldir. Bundan dolayi gagidakileri séyleyebiliriz:

(1). Homojen Riemann probleminin ¢dzulehiimasi icin gerek ve yeter fa
onun y indeksinin negatif olmamasidir (varsayilir &' (z) ile ® (z)’nin kutbu

yoktur).

(2). Ber x>0 ise, ¢dziimi okturan ®*(z) ve @ (z) fonksiyonlarinin

sifirlarinin toplam sayisty 'dir.

(3). Ber x = Oise, ®*(z) fonksiyonlarinin sifirlari yoktur.



Simdi bu durumlara ayr ayri bakalim:

1. x =0. Bu takdirde, InG(t) tek deerli bir fonksiyondur veln®*(z)

In (D‘(z) fonksiyonlari analitiktirler. (3.5)'den,

In®*(t)-In®(t) = InG(t) (3.12)

alinz. BuradalnG(t)'nin herhangi bir dali alinabilir. Goérebiliriz kiain segimi

sonucu etkilemez.

Boylelikle problem,L egrisi Uzerinde verilmy sigramaya sahip parcali analitik
In®(z) fonksiyonun bulunmasina indirgenitn® () =0 ek kaulu altinda bu

¢Ozum;

_ 1 ¢IncG(r)
In®(2)= o { — A (3.13)
formulu ile verilir.
In®(z)=r(z) (3.14)

isaretliyelim. Sokhotski formdllerinden aliyoruz kB.B) probleminin dJ‘(oo):l

kosulunu sglayan ¢6zimd,
o' (z)=€"@ |, o ()= (3.15)
formald ile beIirIenir.(D‘(oo) =1 ek kaulunu kaldirirsak (3.13)’Gn ¢6zimd,
*(2)= A | o (z)= AV (3.16)

bigiminde yazilir. BuradaA, keyfi bir sabittir. () = 0 kosulundan alinz kiA

saylsuD‘(z) fonksiyonunun sonsuzluktaki geridir.



Boylece y =0 ise, ® ()% 0 kosulunda problemin ¢ozimii keyfi bir sabit
icerir. Yani, lineer baimsiz ¢ozumlerin sayisi'dir. Eger, CD‘(oo)zo kosulunu
eklersek problem ancak trivial, yani sifir cozluratiptir.

2. ¥ > Q Varsayalim ki koordinat gBngici D*ya dabhildir. Biliyoruz ki t*’

nin L egrisi Uzerindenindeksi x ’ dir. Sinir kgulunu gagidaki gibi yazalim.
o*(t) =t G H)o (t) .

Aciktir ki, G,(t) =t™.G(t) fonksiyonunun indeksi sifir olacaktir. Bu takdirdiginci

r(t)
maddeye gére bu fonksiyad, (t) = erf(t) oraniseklinde yazilabilir dyle ki,
€

X
r(z)=i_jMdr. (3.17)
27iiy T1-12
ve sinir kgulu,
@'t) _ .o ()
AU e
seklinde yazilabilir.
+ X -
Sonuncu i$kide cbﬂ((zz)) fonksiyonu D" da, z ?D(ZEZ) fonksiyonu ise
€ €

sonsuzlukta mertebesy 'dan buyik olmayan kutup harid)™'de analitiktir ve bu

fonksiyonlar L’de birbirinin analitik devamidir. Dolayisiyla bworksiyonlar tek

tekilligi, sonsuzlukta mertebesy 'dan biytk olmayan kutba sahip bir fonksiyonun
dallaridir. Liouville teoremini géz 6niine alirsalk fonksiyonun mertebesy 'dan

biylk olmayan keyfi kompleks katsayili bir polinasidugunu goérurtiz. Boylece,

bakilan problemin genel ¢c6zuimu;

o' (z)=e@P(z) , o (2)=€ @Dz¥P(2) (3.18)



bicimindedir. Sonuctasagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.3 :Riemann sinir deer probleminin y indeksi pozitif ise problemy +1

saylda,
o (2)=2e"@ | (2= @, (k=012...%)

seklinde lineer baaimsiz ¢6zime sahiptir. Genel ¢ozup+ tdne keyfi sabit
iceriyor ve (3.18) bicimindedir.

Gorduk kiy < Odurumunda problem ¢ozilebilirdir.

Goriyoruz ki®~ () 'un degeri (3.18) formulindekiP,(z) polinomununz*’yi
iceren teriminin katsayisidir. Demek ki problerm"(oo)zo ek kaulu altinda

cOzersek,
o' ()= PP (2 ; o (2= PzrP_(2) (3.19)

alinz. BuradaP, , , katsayilari herhangi sayilar ol@(—l) mertebeli polinomdur.

Demek ki bu halde problemiy tane lineer baimsiz ¢ézimda vardir.

3.4. Homojen Riemann Probleminin Kanonik Cozimu

Tanim 3.1 : ®(z) analitik fonksiyonunun z, noktasindaki Laurent serisine
acihminda,(z- z,)"in en kiigik tissiin@(z)'nin z, noktasindaki mertebesi denir.

Analitik fonksiyonun bélgenin bitin noktatataki mertebeleri toplamina bu
fonksiyonun tam mertebesi deniz,( noktasinda analitik olanf fonksiyonu bu
noktada sifir d@lse onun mertebesi sifirdir). Boylece tam merteioaksiyonun
sifirlar sayisi ile kutuplari sayisinin farkidir.

Aciktir ki homojen Riemann probleminin ¢ozimin tam mertebesi problemin

indeksine gittir.



Tanim 3.2 : Butin sonlu dizlemde mertebesi sifir olup (3.59ukanu sglayan
parcali analitik fonksiyona kanonik fonksiyon diggiz. Sonsuzluk noktasinda

kanonik fonksiyonun mertebegi 'dir.
X =0 ise kanonik fonksiyonun kutbu yoktur ve sinirgee probleminin

¢6zUmuddr. Bu halde ona kanonik ¢6zim digece

X < Oise kanonik fonksiyon sonsuzlukta kutba sahipéirnomojen Riemann

probleminin ¢6zUmu dgldir. Sinir degger problemini,
o*(t) = t* > G(t)| o (t)
seklinde yazarsak hey icin kanonik fonksiyonun;
X*(z)=€'@ | X (z=z7& @ (3.20)

formili ile belirlendgini goririiz. Buradd (z), (3.17)'deki gibi tanimlanngtir.

Bdylece, y = 0Oise homojen problemin ¢ozimi; kanonik fonksiyondyam ile
®(z) = X(2)R(2) (8)2

biciminde yaziliyor.

3.5. Homojen Olmayan Problemin C6zimi
Homojerolmayan Riemann problemine bakalim:
o*(t) = G{t)o(t) + g(t) (3)22
sinir kaulundaki G(t)'yi homojen problemin kanonik fonksiyonlarinin oran

X*(t
X~ (t

~—

G(t) =

N—

seklinde yazarsak;



alinz. Aciktir ki, g(t) fonksiyonu Hoélder kgulunu sglar. Bundan dolayi,

X*(t)

w(z):%.[ olr) dr_ (3)23

olmak lzere;

seklinde yazilabilir. Bu takdirde sinir kolu,

o= 2w

—

seklinde yazihyor.

Gorluyoruz kiy =0 durumundaq)—(z) fonksiyonu sonsuzlukta kutbg; < 0

X~ (2)

durumunda isey mertebeden sifira sahiptir. Bu takdirdegadakiler sdylenebilir:

1). ¥ =2 0. Bu takdirde,

Boylece (3.22) sinir kaollu problemin ¢ozimd,

®(2) = X(z)|w(2) + P, (2)] (3.24)



seklinde yaziliyor dyle kiX(z) , LIJ(z) sirasiyla (3.20) ve (3.23) formdulleri ile

belirlenmitir; P, ise keyfi katsayiliy mertebeli polinomdur. Agikga goruyoruz ki

(3.24), homojen olmayan problemin genel c¢ozimudBu c¢6zim, homojen

problemin X (z)P ( ) ¢oziimiinii de igeriyor.

2).x<0.Bu taktirdecb (Z) , sonsuzlukta sifira yaklgor ve

X*(2)
v 2-v-o
buradan
o(2) = X(2)¥(2). (3.25)

Birinci carpan sonsuzlukta y mertebeden kutba sahiptiikinci carpan ise
(3.23)'den gozuktgu gibi sonsuzlukta I.mertebeden sifira sahiptinn@k ki dJ‘(z),
sonsuzlukta mertebesi y — 'den biyik olmayan kutba sahiptir. Boylelikpe< - 1

ise, homojen olmayan problem genellikle ¢ozilebdrsildir. Onun c¢o6zilebilir
olmasi icin serbest terim bazi ekskbar salamahdir. (3.23) formuliine gore

asagidaki acilimi yazabiliriz;

oyle ki,

@~ (z)'nin sonsuzlukta analitik olmasi icit?™(z)'nin ilk - x -1 katsayisinin sifir

olmasi gerekmektedir. Burada homojen olmayan proinle y < -1 durumunda



cozullebilirligi icin — y -1 kosullu ifade edilen gagidaki gerek ve yeter kalu

aliyoruz:

jg(r) dr=0 , (k=12..~x-1). (3.26)

Boylelikle asagidaki teoreme ukanis oluruz.

Teorem 3.4 : y 20 durumunda her serbest terim i¢cin homojen olmaysmBnn

problemi c¢ozulebilirdir ve genel ¢ozim;

o(z) =21 [ >?+(T) I X(2)P.(2) (3.27)

formilu ile ifade ediliyor, dyle kiX(z), (3.20) formiilii ile tanimlanmikanonik
¢6zim vePX(z) keyfi kompleks katsayilly mertebeden polinomdurger, y =-1
ise homojen olmayan problem ¢6zulebilirdir ve tékigme sahiptir.

X <-1 ise homojen olmayan problem genellikle ¢ozilebdagildir. Onun
cOzillebilir olmasi icin gerek ve yetersb problemin serbest teriminir y — thne
(3.26) kaullarini sglamasidir. Ber, bu kaullar sa&laniyor ise problemin tek
¢6zimu (3.27) formUIUndé’(z) =0 yazmakla elde edilir.

Eger, sonsuzlukta ek olarak ¢ozimin sifir olmasukmu getirirsek ¢ozimin

ifadesindeki y mertebeli polinomun yerinegy — Inertebeli polinom yazage.

Boylelikle, ® (o) =0 kosulu altinday = Oigin ¢6ziim,
o(z) = X(2)|¥(2)+ P,.(2)] (3.28)

formdilii ile veriliyor (y = Oise P(z) = 0 kabul edilir). y < Oise - y tane,

[ 91) peigr =g (k=12,...~x) (3.29)



kosullari sa&landigl takdirde problem cozilebilirdir ve ¢ézim (3.26’(]3(2)50
yazmakla elde edilir. Béylece homojen olmayan peobh ¢ozilebilirlgi hakkindaki

teorem gagidaki denk formda da ifade edilebilir:
X =0 isehomojen olmayan problemgenel ¢6zimiy tane keyfi sabite lineer
bagimlidir.

X < 0 ise ¢ozilebilirlik kgullar — y tanedir.

X = 0 durumunda problem kesin ¢6zulebilirdir ve ¢cozigktit.

4. ACIK EGRILER ICIN RIEMANN PROBLEM 1

4.1. Problemin Konulusu ve Genel Baks

Asagidaki isaretlemeleri kabul edelinZ tamsayilar kiimesiC komplex diizlem

y=did C kopmlex duzleminde olup, Bangi¢c noktasia, ve bitim noktasia,
olan yonlendirilm§, sonlu uzunluklu, agik Jordargresi ve y=y—{a,,a,} olsun.
C(A) ile A'da sirekli, komplex deerli fonksiyonlar sinifini; H(D) ile D
bélgesinde olan Holomorf fonksiyonlar sinifirGH(y) ile H(C - y)'dan olan ve
y'ya sadan ve soldan sirekli devama sahip fonksiyonlarfisinisaretliyelim.

®*(t) , @ (t) ile ®OCH(y) fonksiyonunun,t 0j noktasindaki save sol sinir



degerlerini ve ®(w)=limd(z) isaretliyelim. G OC(y),gOC(p) ve G (t)#0,

Z— 00

Oty olsun.O0 O CH(y) alt kiimesini alahmp'nin her noktasinda,
®* (t)=G(t). ®~(t) +o(t) 4.9)

kosulunu sglayan ® 00 [ CH(y) fonksiyonunun bulunmasi problemine homojen

olmayan Riemann problemi,
" (t)=G(t). o (t) (4.2)

kosulunu sglayan ® fonksiyonunun bulunmasi problemine ise homojenniien
problemi denir. Gorundiii gibi acik @riler icin Riemann problemi kapaligeler
halindekinden temelde farklidir. Kapaligréer icin problem farkli bdlgelerde
tanimlanmg olup ortak sinirda belli kolu sa&layan iki b&msiz analitik
fonksiyonunun bulunmasiydi. Buna kidik acik esriler halinde ancaky Uzerinde
tekilligi olan bir analitik fonksiyonunun bulunmasi s6z keundur. Klasik halde,
Riemann problemindé&l sinifi oIarakCH(y) 'dan olup, aagidaki kasullar1 sglayan

fonksiyonlar kimesi aliniyor.

a). Oyle c,0> 0ve u,u,0(-]) sabitleri vardir ki, 0zOC-y ve

1z-a|<d icin,

o(z) <clz-a ™ . k=12 I

b). OyleR>0 ve nOZ sayilari vardir kidzOC ve |Z>R igin,

®(z2)= dYc,z". (4.4)

®OCH(y) fonksiyonu, (b) ksulunu sgladig takdirde sonsuzlukta sonlu

mertebeye sahiptir denirgér ® # 0 ise, n, = ma>{mDZ C, % O} sayisina® 'nin



sonsuzluktaki mertebesi denir. Agiktir kb fonksiyonun, >0 ise sonsuzluktan,,
mertebeden kutban, <0 ise —n, mertebeden sifiran, =0 ise sonsuzlukta
d)(oo)#O deserine sahiptir. @ # 0ve ¢ #0 fonksiyonlari sonsuzlukta sonlu

mertebeye sahip olduklari takdirdg,, =n, +n, formull sglanir.

Eser, CH(y) 'dan olan fonksiyon (a) kolunu s&larsa ona sigramagi’da olan
parcali holomorf fonksiyon diyege. Sonsuzlukta sonlu mertebeye sahip parcall

holomorf fonksiyonlar S|n|f|n|K(y) ile isaretliyecgiz. Sonsuzluktaki dgeri sifir

olan (¢(oo)=0;n <0) parcali holomorf fonksiyonlar S|n|f|n|Ko(y) ile

gosterecgiz. Homojen Riemann probleminiiX [ K(y) ¢c6zUmU sagidaki kasulu
sgiladiginda ona Riemann probleminin kanonik ¢cozimi digece
X(2)#0,0z0C-y; X*(t)20 , OtOp ve X sonsuzlukta mimkin en kiigik
mertebeye sahiptir(0zgléte sifir oImayan,K(y) sinifindan olup homojen Riemann

probleminin ¢6zumleri arasinda).

Klasik halde, yanigi dizgin oldgu halde Riemann probleminin ¢6zima igin
esas sonuclari kisaca ifade edelim:

Once acik @i halinde indeksin tanimini verelim. Agl,}f=3352 egrisi icin

asagidaki isaretlemeleri kabul edelim:
a, =—(2m)".argG(a,) ve a,=(27)".argG(a,)
-1<A, +a,<0 , —1<A, +a,<0 (4.5)
X=-A -4, , A,A,0Z

(4.5)den goruyoruz ki indeks ancak G Kkatsayisinaregbelirlenir (kolayca
gorulebilir ki y’nin indeksi, argG(t)’nin dalinin se¢imine ghadegildir). Gorlyoruz
ki problemin indeksi, klasik halde olgu gibi her zaman sonludur ve ancak
probleminG katsayisi ile belirlenir.

y duzgin, kapali@i, G ve g fonksiyonlariy egrisi Uzerinde Holder kailunu
sgilayan fonksiyonlar vey , G fonksiyonunury egrisine gore indeksi olsun. Bu

takdirde, Riemann probleminin ¢ozulebilgilidurumu ve sonuclar dnceki bolimde



ifade edilen kapali @i halindekinden farki yoktur. Yani, problem(o(y) sinifinda
cOzmeye cadirsak, aagidakileri aliriz ( bak|n|2[3],[4],[q,[15]).

1. x>0 ise Riemann probleminin genel ¢coziimi tane keyfi sabite lineer
bagimhdir.

2. x =0 ise problem ¢oOzulebilirdir ve ¢ozum tektir.

3. x<0 ise ancal{)(l tane ek kgul sglandiginda problem ¢ozulebilirdir ve

¢6zUm varsa tektir.
Daha sonra bu sonuclar daha gengileg icin ispatlanmgtir ( bakiniz

[3],[4],[9],[15]). Dikkat edilirse bu sonuglarin hepsinde Oylestttar konulur ki,
egrinin ug noktalar civarinda spiral gibi olmasimsgkliyor. Yani,a, (k = l2) uc
noktasi civarindaarg(z-a,) fonksiyonu sinirli oluyor.

Eser u¢ noktadaginin spirale benzer oldiuna izin versek,arg(z— a, ) k=12
sonsuz artiyor) bu takdirde (4.5) ile verifmindeks, kendi anlamini kaybediyor.
Yani, Riemann probleminirKo(y) sinifinda ¢ozulebilirfini yansitmiyor. Bolim

(4.2)'de somut tanimlanacagk ve y, egrileriicin asagidakileri ispatlayacaz:

1). y, esrisi ve G(t)=2 katsayisi igin (4.5) ile tanimlanag =0'dir ve bu
durumda homojen Riemann problemi ancak bir tareelib&imsiz ¢dzume sahiptir.
y, egrisi ve G(t)=2 fonksiyonu igin y =0'dir ve bu durumda Riemann

problemi sonsuz tane lineergmansiz ¢bziime sahiptir.
v, UzerindeG(t)E—% ise (4.5) formiliine gorer =1'dir. Bu durumda

homojen Riemann problemi lineergdwasiz ¢ozumlere sahip gitdir.

Burada gagidaki problem ortaya cikiyor. Yukaridaki olaylamedeni nedir?
Miimkiin oldgu kadar 6yle gesiegri sinifini bulun ki, problemirk,(y) sinifindaki
lineer b&imsiz ¢ézumlerin sayisi ve ¢ozulebilirlik skdlari sonlu olsun ve bu son

halde onlarin sayisi belirlensin.

4.2. argz-a,)’in Sinirsiz Oldugu Iki Acik E gri Orne gi



a>0 olsun{zOC:z=re """ r O(01]}

kiimesini alalim. Bu kiimeye z=0 noktasini da iladersek, u¢ noktalara, =0 ve

a, =1 olan sonlu uzunluklu, agt1 = &a; Jordan grisini alinz sekil 4.1).

sekil 4.1

y, egrisinin a,’den a,’ye yonlendirilmg oldugunu varsayalimy, egrisi, logaritmik

spiral yayidir. Gergekten dg egrisinin sonlu uzunluklu oldgunu gorelim;

1 -a

2=re™" ign g{r)=-anr ve p(r)=-at="2

1 2 1 1
I1:j|d5|=j 1+r2.(_Taj dr:I 1+r2.a—2dr:j 1+a’dr=+1+a” <o,
N 0 0 r 0

y, e€grisinin, baglangicl a’da ve sonub’de olan yay pargasw&?i; ile aveb

noktalari arasindaki gou parcasini iseab ile isaretliyelim. Gosterelim kiy, , K-

egrisidir. Yani, CK 21 , Ot, 70y, , s{t, 7)< Klt—7]’dir. Buradas(t, 7), £ yayinin

uzunlysudur.



Varsayalim ki, t ,70)y, ve t, r’'dan énce geliyor. Bu durumda;=r.e",

r=Re"Y , r <R olmak lUzere:

It -1 :‘r.e”’ - R.e”’" =|r(cosp +i.sing) - R(cosy +i.siny)

= |(r.cosp - Rcosy) -i.(Rsiny - r sing)

\/Q(r.cos¢ - Rcosy)’ +(Rsing —r sing)’

= \/rz.co§¢ — 2rRcosp cosy + R*.cos ¢ + R? sin’ ¢ — 2rRsingsing + r* sin’ ¢

&2 +R? - 2rR(cosg cosyy + sing sing)

#r2+R? - 2rRcodg - )

HR-1r ) + 2rR(1-codg - ) = R

yazilir. Dolayisiyla;
R-r<t-1 .

Diger yandan,

s(t,r):f\/1+a2ds:J1+ a’(R-r).

Son iki iligkiden,

st,7)sV1+a? -1

alinir. y,’in reel eksenin pozitif kismiyla arakesit noktala



t=es , k=012..
dir. Gergekten,

-2k
y - 27K 2k
z=re™ " = —ginr=27k = Inr= .
a

—_—

tira iy kapall Jordanggisinin ici B, , G, = B«\Ba , k = 12,... olsun.G,

ile @, Ui, 'ye t, noktasini eklemekle bulunagrain disini isaretliyelim. Aciktir

ki, C=UGk ve G, 'larin ikiser ikiser arakesitleri bgur. zOOC\y, igin Oyle tek

k=0

k(z)OZz vardir ki zLG,(, dir.

y, ve (l+oo) aralgindan olgan kesimi L ile garetliyelim. C\L’de
arg’ (- 2)= -7 kosulunu sglayan arg’(z-a,) =arg’(z) dalini segelim.arg(z)'nin
C\L’deki her strekli dah i(;in,argzzargo(z)+277.m , mOZ esitli gi saglanir ve
ilave olarakk(z)> 0 ise (k(z) =k alac&z ),

2k -Y)<sard’(z)s2mk  , t., <|F<t,.
a(z)= argz/ln(]/|z|) olarak jaretliyelim ve gosterelim ki;

lim q(z) =a (4.6)
A

limiti mevcuttur. k>0 olmak Uzere;

-27K
argzs27k , |7<t ve t, =e v ve 2mk-1)<ard’(z), t.,<|7

bilgilerinden yararlanarak sagidakileri yazabiliriz,

o(z)< 27k/In(Vt, )=



q(z) 2 2ﬂ(k _1)/|n(]/tk+2)=a(k _1)/(k + 2) '
Buradan da,

ﬁq(z) sa ve limg(z)za.lim(k-1)/(k+2)=a
- z-0 -®

0y,

olur ve (4.6) ifadesi sdanir.
Simdi, y, egrisine bakalim.s > Q/e,oD(O,l) olmak tzere;

{ZDC cz=r ol D(O,l]}

kiimesine bakalim. Bu kiimeye, z=0 noktasini eklerselari a, =0 ve a, =1 olan

a 'den a,’'ye yonlendirilmk, sonlu uzunluklu¥z =aa, Jordan yayini alinzy,

egrisinin uzunlgu sonludur.
1
I, = [|dé] = [ror?" + g7dr <eo.
2] 0

¥,'nin pozitif reel eksen ile arakesit noktalart,
t, =[(2rk/B)+1 ™, k=012 ...

dir. Yukaridaki garetlemelere benzer olarak, ,G, bolgeleri, L kesimi CL'de

olanarg’ z , arcz dallari belirleyelim.q'(z)=|z|p.argz tanimlanmak tzere;

limq'(z)= 4 X

20y,



limitinin mevcut oldgunu gdsterelim. Bunun icin (4.7) nirarg® z icin sglandgini

gostermek yeterlidir. Yukaridaki gibi hareket e@drs>0 icin, (k=k(z) )
2n(k-Y)<ar® zs27k  ve t,,<|4<t;

yazabiliriz.

argz< 27k, |Z4<t, ve t, =[(erk/p)+1™"*

iligskilerinden;

q'(2) < 27k/((27i/ B) + 1) = B27k/ (27K + B)

ve 2ni(k -1)<argz , t;,, <|Z’den,
o'(2) 27k =1)/((2kc + 2)/ ) +1) = B2k - 1)/ 27k +2) + B)

elde edilir ve buradan da,

limq(2) < B.lim 27/ (27k + B) = B

2y,

limq/(2) > B.lim 27r(k 1)/ (27(k + 2) + B) = B

bulunur ki bu da (4.7)'nin gdanmasi demektir.

4.3. y, Egrisi Icin Homojen Riemann Problemi. Diizgiin

Egriler Halindekinden Farki

K,(y,) sinifinda homojen Riemann problemine iki haldieatian:



A). G(t)=1 olsun. Bu halde sinir kalu ®*(t)=®(t) , t O, haline geliyor. Yani,

(v,) sinifinda sigrama problemini aliyoruz. Diizgifi éhalinde oldgu gibi

(Vl
B). G(t)E 2 olsun. Bu durumda sinir kalu ssagidaki gibidir:

KO
Ko(y,) sinifindaki tek ¢ozin®(z) =0'dr.
o t)=207(t) , tdp. (4.8)

[3],[4] kaynaklarindan yararlanarak soyleyebiliriz ki rerbi bir dizgin acik gei
icin Riemann probleminin (4.5) ifadesinde tanimlanaindeksi sifirdir. Dolayisiyla
K,(y) da ancak triviald(z) =0 ¢éziimii vardir.

a=2m/In2 olsun. Gosterelim ki (4.8) ile belirlenen Riemaprobleminin
Ko(yl) sinifinda yalniz bir lineer @amsiz ¢6zumu vardir. Bu ¢6zim (kanonik

¢bzim) aagidaki gibidir.
F(z2)=(z-1)"" .2 | zOC-y, . (4.9)
Aciktir ki,

F(Z) - eIn(z—l)’i/"’ .eln(z)i/"’ .Z_l — e—i/a.ln(z—l)—i/a. In(z).Z—l — e—i/a. In(z—:l/z).z—l

R
=z'e I[Z) , zOCly, .

Sonuncu ifadedelPF(z) fonksiyonun gagidaki 6zellikleri sgladigini gériyoruz:

FOCH(y) , F(z2)#20, 0zOC/y, , F*(t)20, 0OtOp, , n. = -1(sonsuzluktaki
mertebe),F *(t)=2F " (t). Yani, F fonksiyonu (4.8) ifadesini gtar. Gergekten,



idi. Bundan yararlanarak;

271 Lozl

ve a:2_72 oldysundan,
In2

i *1I|nzi_l In2 27

Fr)=z%e " " ze  =2F ()

olur. Simdi ise gosterelim kiF DKO(yl)’dir. Bunun icin, F fonksiyonunun (4.3)
esitsizligini sagladigini gostermek yeterlidir.

* Eger, zOC\y, noktasia, =1 degerine yakin ise;

F (Z) - Z—l'e_i'a_l'ln{?] =71lg a(in(z=1)-Inz) _ 771 'e—i.a'l.ln(z— )'ei atinz

ve z =1 civarindaln z fonksiyonu tek dgerli oldugundan,
iatinz ia”
yazilabilir. Dolayisiyla,

= (Z) — Z—1'e—i.a‘1.[ln\ z-] +i.arg(z—1)].zi at_ Z(i/a)—lle—i.a‘l.ln\ z- .ea_l_arg(z—]_)

elde edilir. Bu sonuncu ifadedeki butun carpanlanrkdir, modulleri sifirdan

arahdir. Yani, [t,;,c, >0 vardir ki zOC/y, noktasia, =1 deserine yeteri kadar
yakin isec, <|F(z) < c, dir.

* Eger, zOC/ y, noktasi a, =0 deserine yakin ise;



z-1

Cig Lt 22
F(Z): 7le ta .In( z j =gl z*t 'e—i.a‘l.(ln(z—l)—ln 7) _ e—lnz'e—i.a'l.ln(z—l) 'ei.a'l.lnz

ve z=0 civarlndaln(z —1) fonksiyonu tek dgerli oldugundan,
gl = (7 7)1
yazilabilir. Bu durumda;
F(2) = (2] (7 a) e gzt

e—ln\z\ 'e—27]' .(Z _ 1)—i.071 .ei.a'l.ln\z\ -ei ,afl,i,argz

ei.a’l.ln\ 7 .(Z _ 1)—i/n .|Z|—l.e—a‘1.argz (410)

elde edilir. Bu ifadedeki ilk iki carpan sinirlidwe modulleri sifirdan aralidir.

Sonuncu carpanin sinirglni gosterelim. Bunun igin, (4.6) patisina gérele > 0

argz

zOC/ly, veq(z) = I
n

7

olmak Uzerejing q(z)=a idi. Buradan,

ima(z)=a - |o(z)-aj<e

- —e<q(z)-a<e
- a-e<q(z)<a+e

- q(z)>a-¢



argz

~ argz>(a -¢£)In(Y|2)

_argz_ (a-¢)In(t2)

a a

- aargz>(1-Z gyl

- a~t.argz> In|z|_l —§In|z|_l

atargz In|Z™ .eln\ z\e/”

= e >e

- ea‘l.argz S |Z|_l.|Z|£/a

- |Z|'ea'1.argz S |Z|5/l7

- |Z|_1.e—a’1.argz <|Z|—5/0’ .

Dud(01) igin & sayisini 6yle secelim ki§=v.a ), |z|_l.e"’_1'argz <|4™ olsun.
Bunu (4.10) ifadesindeki son ¢arpan iIegehéendirirsek;DuD(O,l) icin sifirin dyle
civari vardir kizOC\ y; oldugunda,

IF(z)<cl2™ . (4.11)
Benzer bigimdélx 0(01) igin sifinn 6yle civari vardir kz 1C\ y; oldugunda,

IF(z) " =cld™ (4.12)



olur. (4.11) ve (4.12) ifadelerini kullanarak prebiin Ko(yl)’deki (4.8) kaulunu
sglayan ¢ozamd igin,

®(z)=cF(z) , cOC.

aliyoruz.

4.4. y, Egrisi icin Homojen Riemann Problemi. Sonsuz

Sayida Lineer Bgimsiz C6zumun Mevcutlugu Hali

Ko(yz) sinifinda homojen Riemann problemigegdaki ¢ halde bakalim:

A). G(t)=1 olsun. Bu durumda sinir kalu, ®*(t)=®(t) , tOp, olur ve bu
Ko(y,) sinifindaki tek ¢ozimii®(z)=0 oldugu anlamini tar.
B). G(t)=2 olsun. Bu durumda sinir kalu,

o*(t)=207(t) , tdp, (4.13)

olur. =(277)".In2 olmak uizere;

T(Z) = ei’l,a.ln(Z—J/Z) y Z D C \y2

fonksiyonuna bakalim. Buradén(z —1/z) sonsuzlukta sifir derini alan veC/y,’

de holomorf dal gosteriyoil. fonksiyonu aagidaki 6zelliklere sahiptir:
TOCH(y,) ve T, (4.13) ifadesini sdiyor, T(z)#0 OzOC/y, , T*(t)z0
otdy, , n, =0.

T fonksiyonunun (4.13) kolunu sgladigini gosterelim:

T (Z) = erl-U-(m(Z—]/Z)’fZﬂ) — ei’l.a.ln(z—]/z) .erllg,g,,'

F ()’



ve g=(27)".In2 olduundan,
E (Z).e(ZU)’l. In 227

:Z.‘(z)

olur. Simdi, ®*(t)=2"(t) ve T*(t)=2T (t) ifadelerini taraf tarafa bolersek,

oM)W= )T . t07

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeden anliyoruzki egrisinde sigramaya sahip (4.13)
kosulunu sglayan keyfi parcali holomorf fonksiyon,
®(2)=T(z). W(z) , zOCly, (4.14)

bicimde yazilabilir. Burada, WH (C/{a, ,a,})dir.

T(z) fonksiyonunun ug noktalardaki davrgma bakalim.a, =1 civarinda In z

fonksiyonu tek dgerlidir. Bunu kullanarak;

T(Z) — ei “alin(z-1)-Inz] _ ei 2.0.n(z-1) .e—i’l.a.ln z_ ei o [In| z-1|+i.arg(z-1)] .ei.U.In z

ga/i.ln\z—ll 'ea.arg(z— )'ei.a.ln z

e(__f/i.ln\ z-1| .ea.arg(z—l) 719

Buradaki butun carpanlar sinirhdir, modulleri isidn aralidir. Dolayisiyla
[c,,c, >0, zOC\y, noktasia, =1 degerinin yakin civarinda iseg, s|T(z)|sc2
esitsizligi saglanir. Benzer sekilde a, =0 civarinda In(z—l) fonksiyonu tek

degerlidir. Bunu kullanarak;

T(g)= " elrcins



ej:’l.a.ln(z—l) .e—i’l.a.ln z
(E— 1)i_1.0 ei.a.(ln z+i.argz)
(E— 1)a/i 'ei.a.ln\z\ 'ei.g.i.argz

(Z—l)g/i .ei.a.ln\z\ o o9z (415)

yazabiliriz. Bu ifadedeki ilk iki carpan sinirlidve modulleri sifirdan araldir.
Uclincii ifadenin sinirligini gostermek icin, (4.7)’'den yararlangca Dolayisiyla

Oe >0 icin sifirin bir civarinda,

argzz(B-¢)l4” , zOC\y,
ve (4.15) ifadesindeki son carpan igin,

e o9z ¢ g 7" (4.16)

yazabiliriz. Burada yeteri kadar kicuk’lar igin c, =J.(,8—£)>0 biciminde
tanimlansin.

(4.14) ifadesinde,W(z):z‘m,m=12,... fonksiyonlarini sirasiyla yazarsak;
(4.13) sinir keuluna gore Ko(yz) sinifinda Riemann probleminin lineergoasiz

c6zUmlerinin sonsuz sistemini aliriz. Yani,
{z"“.T(z)}::l .

C). G(t)= —% olsun. Bu durumda sinir kalu;



(D*(t):—%(b’(t) , tadyp, (4.17)

bicimindedir. (4.17) kguluna gore, homojen Riemann problemi herhangi diizgu
aclk y egrisi icin y =1 indeksine sahiptir ((4.5) manasinda). Bu haldeblerin
K, () da bir tek lineer baimsiz ¢oziimi vardir ( bag [15]).

Gosterelim kiy, egrisi igin (4.17) kgullu Riemann problemininK,(y,)

sinifinda 6zdgikte sifir olmayan ¢6zimu yoktur ( hatta p.hihiinda ).

zOCly,

fonksiyonuna bakalim. (4.7)'den goriyoruz Kie >0 icin sifirin yakin civarinda

zOCly, ise,
U(z)2cl2" e (4.18)

sazlanir ve buradac. =g (B +&)>0'dir. Buna ilave olarak) OCH(y,), U(2)
fonksiyonu (4.17) ksulunu sglyor veU(z)#0 0zOC/y, ,U*(t)#z0 OtOyp,,

n, =0. Gergektende,

u* (t) _ e(i.a—%).[ln(z—]/zﬁzﬁ]

_ e(i.U—%j.In(z—]/z)+(i.a—%).2n’

—U- (t)'ei.a.zﬂ—%Zni
ve 0=(27)".In2 olduundan,

=U"(t)e"2e™



=U-(t). (-1)% =-1u-@).

Benzer olarak (4.14) ifadesinden aliyoruz ki (4.k@ulunu y, egrisinde sglayan
keyfi parcali holomorf fonksiyon®(z)=U(z)V(z) bigiminde yazilabilir. Burada,
VOH(CHa,,a,})dir.

Gosterelim kid(z)=0'dir. Aksi taktirde ( yani,®(z) #0 veya gdeger olarak
V(z)£0 ise ) @ fonksiyonu pargali holomorf fonksiyon olmayac&ercektende
miimkiin olan iki durum vardii (z) £ 0 ise;

1). a, =0 noktasi, V'nin kaldirilabilen tekil noktasi veyatkudur. Bu halde U

fonksiyonu z -~ 0 oldugunda eksponansiyel agtiicin ® =UV fonksiyonu (4.3)
ifadesini sglamaz.
veya

2). a, =0 noktasl, V'nin esasli tekil noktasidir. V'nin sifi civarinda sonsuz

kere kabul etfii AOC, A#O0 sayisini alirsak, yanilimz, =0 , V(zn)=A ,

n=1,2,... kaulunu sglayan{zn}‘;":l dizisini g6zonine alirsak,

®(z,)=U(z,)V(z,)=AU(z,) dizisi n - o oldusunda eksponansiyel artar
ve bundan dolay! (4.3) smnamaz. Bu gelki, V(z) = ®(z)=0 oldugunu gosterir.

4.5. Yardimci Onermeler

¥ =d; acik, sonlu uzunluklu Jordangresi olsun. Aagidaki isaretlemeleri

kabul edelim.e > Osayisi vezJC noktasi igin,
K.(2)={yDnC:ly-7<¢]
ZE(Z)z{yDC:|y—z|:£}

v.(2)=yNK.(2={yDy:|y-7< ¢



olsun.Simdi y egrisi verildiginde,

6(0)=supg (3) . 6,(3)=mey;(t)

tOy

olsun. Burada Oy, JD(O,d] , d =sup+t—r| ve mesy’da Lebesque olcusudir.

t, 70y
Aciktir ki 8(3) ve 6,(0) fonksiyonlari; (O,d] aralginda azalmiyorlar,0 - 0
kosulunda sifira yakkayorlar ve8(d)= 4.

f OC(y) fonksiyonunun siireklilik modiili:

w; (6)=d.supr™ sup|f(x)- f(y) , 60(0.d]

osrsd |x-y|sr

biciminde tanimlanir.

Onerme 4.1 (bak [5]) . f fonksiyonu (O,d] aralginda tanimlanng; negatif

olmayan, artmayan bir fonksiyon v@<¢&, <&, <d olsun. Bu durumda;

1).tdy igcin,

J #le-t)iagi | £(x)a ).

Veo ()/Ver )
2).tOy ve 50(0,d] olmak tizere;

J

J fle-tadl<] r(r)aelr).

ys(t) 0



3). y, ve u, , (O,d] aralginda tanimlanmipozitif, azalmayan,d - 0 oldugunda
sifira yaklgan ve y,(d)< u,(0) kosulunu sglayan herhangi fonksiyonlar olsunlar.

Bu takdirde;
[ 00, 0c)= ] £ 0r)oe, ).

Onerme 4.2(bak[6]): >0, qD(O,l) , zOC , xO Kg(z)\y , BOy olsun. B
kapall ve A=BNK,(z) u¢ noktalar > (z)'den olan yaylardan ofsun. Bu

durumda;

J~ dé <c, mesA .
aS =X 2

Onerme 4.3(bak [6]) : y egrisi, 8(6)~ o kosulunu sglasin. Bu taktirde, k=1,2

icin a, civarindaarg(z-a, ) 'nin her siirekli dal;

lardz-a )<C,In——— , k=12 [OzOC\y (4.19)

esitsizligini sagliyor. Burada, C, >0 sabiti sadecey ile argz-a,) nin segilen

dalina bgmlidir.

Ispat: ispati a, icin yapalim. Dal uygun segcilgihde gagidaki ifadeyi her zaman

yazabiliriz.

lardz-a, ) <

+|Im(In(z-a,)) -

Im(—lnz_azj
Z-a

In(z-4a,) fonksiyonua, civarinda sinirlidir,




In

Z_azzj' de + const
z-a ¢~z

dir. Bundan dolayi (4.19) gkisini ispat etmek i¢in sonuncu integraliggelendirmek

yeterlidir. £ =|z-a,[/2 olmak tizere;

dé
J—f S SA A +A,
ys(al) ys(z) y/(ys(al)uys(z)) z

yazilabilir. Buradan,

Al<e™ [[dé=¢0,(e)<C

Ve (31)

Y

V. (z) O Vs, (al) oldusundan dolayi, Onerme 4.2’ye gore((= z igin ),

|A|<Cermey,(z)<Ce™mey,, (a)=Ce™8, (3)<C

Eger, ¢0y/(v.(a,)Uy.(2)) ise;
€ -a|+e<|é-4+3e<4/f-7
aliriz. Onerme 4.1’den dolay;

IOV i

< 4.J' |
Sl —al e lE-al+e

d d
s4.jde()()sc [ <c,ml=c in2L
o X tE 0

A, A, , A, deserlendirmelerini birlgtirirsek hikmu elde ederiz. Onerme 4.3'den
cikiyor ki 8(0)~ J ise;



_— ardz-a,) o1

=
“ §|D~rygk Ini2d/|z—ak|j

>

(4.20)

arg(z—ak) k=12

A, =lim
il o In(2d/|z - a,|)

4.6. Homojen Riemann Problemi

6’(5)~5 kosulunu sglayan ¥ = ity egrisi icin homojen Riemann problemine
bakac@&iz. Biliyoruz ki bu eriler sinifi, parcali dizgin ( dénme noktalarina iz

veriliyor ) ve K- erileri sinifindan gestir.

Teorem 4.1 :Varsayalim kiy egrisi, 8(0)~d , GOC(y) , G(t)z0 OtOy ,

d
J'(a)G ()()/)() dy <o kogsullarini sgliyor. Bu takdirde homojen Riemann problemi
0

icin kanonik ¢ozum vardir.

el zoc -y (4.21)

bicimindedir. Burada,

__1 (InG(¢) _
r(z)_Zﬂyﬁdf , ZOC -y .

A, A, 0Z velnG(&), y'da sirekli olup gagidaki kasullari salayan bir daldir.

a, + A+ B (6.8, +L-5)8,)0(-10] | k=1,2 (4.22)

a, +i.8 =(-1)(274)".InG(a,),



B.> @ed, =0vepB, <0ise 0, =1
Homojen Riemann probleminiﬂ((y)'daki genel ¢6zimu;
@(2) = X(2).P(2) @)2
bicimindedir. BuradaP, bir polinomdur.
Ispat :

Y(z)=e"@ olmak uzere, teoremin kollari dahilinde gosterebiliriz kia, ug

noktasi civarinda;

Y(2)=|z- a | 4, (2)e A-od=a) (4.24)

saglanir. Burada0<c, |y, (z) <c, ve c,c, pozitif sabitlerdir.

Aciktir ki (4.21) ile verilerX (z) fonksiyonu sagidaki 6zelliklere sahiptir:
XOCH(y) , X(2)20 DzOC/y , X*(t)#0 Otdyp , n, =A, +A, , ( burada
n,, sonsuzluktaki mertebedir)w, s(d)<c,w.(8) ., J0(0,d]'den dolayi

d
[ (s (x)/x) dx <. Gergektende,
0

a).ns(5)=t tsgcr;ylln G(t,)-InG(t,)
‘tll ztz‘q’

InG(t,) - InG(t,) < c [G(t,) - Gt, )

oldugundan dolayi;



Wi (5) < Cl't tSéJCeJG(tl)_G(th =C,.Ws (5)
-ty <0

olur. Buradan,

d
[ (@ne () x) dy < e
0

yazabiliriz. Bundan dolay,l OCH(y) ve I igin Plemelj-Sokhotski formiilleri
gecerlidir. Buradan ise aliyoruz kY(z) ve dolayisiyla daX(z) fonksiyonu (4.2)
ifadesini sglar.

Simdi gosterelim ki X(z), (4.3) bantisini sghyor. Oncelikle a, civarinda
inceleme yapalimg, >0 olsun (8, < 0 durumunda benzer yapiliyor).
Dolayisiyla tanima gore,d, = Oolacaktir. Sirasiyla (4.21), (4.24) ve (4.20)
ifadelerinden aliyoruz ki yeteri kadar kiucik>O0 sayis! igin a, civarinda,;

(zoOc1y)
X(2) =|z-2)" ¥(2)

(Z)‘ ‘ g Pradz-a)

|z—' a1|01 ﬂ1| (Z)‘_e—ﬁl-\arg(z—al)\

2d
|z-ay|

o+ —ﬂl.(ﬁ—s).ln
s |Z - a1| . |lﬂl(2)| €

- (o)

z-a,]

a A

<lz-q

<|z-a]"" jp,(2). (2d) )z o M



o+t BA - B

() ea)

C

<|z-a

14

ayt A+ B0y e

<C,|z-a

A,’'in secimine gorea, + A, + ,[z’l.ﬁD(— lO] olur ve yeteri kadar kiguk igin,
v=-a,-A - B A -B.e<l ve |X(z)sC, |z-a|”

biciminde tanimlayalim 8, <0 i¢in 0, =1 alinir. Benzerslemler a, civarinda da
yapilabilir. Boylelikle X(z), parcali holomorf fonksiyondur ve homojen Riemann
probleminin K(y) sinifindan olan ¢ézimadur.

Simdi ®(z)#0 fonksiyonu, homojen Riemann probleminki(y) sinifindaki

herhangi bir ¢c6zumu olsun. Biliyoruz ki,

oldugundan;
o ()Y ()=~ t)/Y () .tOy

yazabiliriz. Bundan dolay1,®(z)/Y(z) fonksiyonu, j esrisinden C\{a,a,}'de
holomorf olan fonksiyona kadar devam ettirilebilie onun sonsuzlukta sonlu
mertebeye sahip oldu aciktir.

(4.20) ifadesinden yararlanarakJZ , k=1,2 igina, civarinda,
-1 ne
Y(z) " <c,|z-a]
esitsizliginin sagladigini goriyoruz. Keula gére, [®(z)<Clz-a,|™, v, <1,

k=1,2 oldgundan dolay,®(z)/Y(z) fonksiyonu, y’dan devam olduktan sonra,

ve a, u¢ noktalarinda ancak kutba sahip olabilir. Dcdayla,



®(2)/Y(2)=(z-a)" (z-2,)" Q2)

bigimindedir. Buradam,,m, 0Z ve Q(z) ise, Q(a,)# 0 ve Q(a,)#0 olan bir

polinomdur.z, Oy olmak tzere ('jyle{zn}:’:1 dizisine bakalim ki,

limz, =a, ve lim ardz, -a,) =A,
noe n-=In(2d/|z, - a,|) —

saglansin. Bu durumdale >0 icin a, civarinda,
o(2)/Y(z)=(z-a)" (z-a,)™" Q(z) ve |®d(z]<Clz-a|™
ssitliklerinden yararlanarak,
Clz, -a|z|®(z,)
2Y(2)|z, -a|™]z, - a,|™]Q(z,)
2 Y(z)|z, - a|™ |Q(z,)

ve Y(2)=|z-a|™ ¢, (2)e ") oldgundan;

>z, —a|™ g, (z)|.e‘ﬁk"arg(z'ak)‘ lz,-a,]™Q(z,)

a,+my |¢/k (Z»e—ﬁk Jarg(z-a )| |Q(an

2|z, - a,

P s

- . In———
ay+my |wk (ZMQ(Zn ].e = |z,-ay]

od jﬁk-(Akf)
|z, —a]

2|z, - a,

e (z)|.|Q(zn)|.(



oy, (2)1Qz, ) (2d) # 7, - g, A0

2|z, - a,

5|z, - ak|ak+w+ﬂk-(g—s) v, (2)IQ(z, )|_(2d)—ﬁk.(g—s)

Cou

A +My+ By '(Ak ‘5)

Clz,-a|=C,, |z, —a,

elde edilir. Buradan,

v, 2-(m +a, +B.A, -B.£)

veya

m=A —(a, +A +B.D, -B.e-U,).
Simdi, € - 0 kosulunda limite gecersek;

m 2 A, —u, —(ak + A, +,8k.ék)2 A-u. >A -1
alinir. Buradan isen, > A, olur. Bu takdirde;

®(2)=Y(z)(z-a)" (z-2,)" Q(7)

ifadesinde, X (z) = (z-a,)" (z-a,)"”.Y(z) oldusu g6z 6niine alinirsa;

o(z)=X(2)(z-a)"" -(2(- a,)™ " Qlz)
P(2)

yazilir. O halde ®(z) = X(2).P(z) seklindedir. Bununla (4.23) formiiliinii ispatladik.

Buradan,®(z) #0 ise, n, = n,, =n, +n, =n, cikiyor. Giinkii,n, =0°dir. Yani,



X(z) homojen Riemann probleminit(z) 0 kosulunu sglayip K(y) sinifindan
olan géziimleri arasinda sonsuzlukta en kiigiik mestadandir. YaniX(z) kanonik

¢6zUmdur. Boylece teorem ispatlandi.

Sonug 4.1 : Yy =-A, — A, olsun. Teorem 1'in kallari dahilinde homojen Riemann

problemininK,(y) sinifindamax0, x} kadar lineer bamsiz ¢oziimleri vardir.
4.7. Homojen Olmayan Riemann Problemi

Homojen olmayan problem icigagidaki sonuclari verelim:
Teorem 4.2 : y egrisi, 8(3)~d kosulunu sglasin.

argz-a,) 10

lim
23, |niZd/|z—ak|i

d
limiti mevcut olsun. Ber,G(t)z0 OtOy ,J'(a)G (x)/x)dxy<w, gOH,, O<a<1
0

ise Riemann probleminin(y) sinifinda (4.1) kguluna gore genel ¢ozumu;

_ Xz ¢)dé
®(z) = >2(.7(7.i) { < +9(Et).)(£ =N X (2)P(2) (4.25)

bicimindedir. BuradaX (z), (4.21) ile tanimli,P(z) ise bir polinomdur.

Sonu¢ 4.2 :Teorem 4.2'nin kegullari salansin. Riemann probleminirKO(y)
sinifindan olan genel ¢ozimy=-A, - A, 20 ise (4.25) ifadesinde P polinomunun

yerine mertebesiy -1 sayisini gmayan P,_, polinomu yazmakla elde edilir;

X <0 iseK,(y) sinifindan ¢dziimiin olmast iciw| sayida,



j%{zo , m=012../x-1
y

©)

kosullarinin sglanmasi gerek ve yeterdirgér, ¢dziim varsa tektir.

5. SONUC

Yukarida gorduk ki diizgin olmayan ﬁéﬁ)Né kosulunu sg@layan geni egri
siniflart icin  Riemann probleminin ¢ozulebilii tablosu, klasik haldekinden
farkhdir (C/y bdlgesinin geometrisine pladir), ancak klasik hale benzedil
homojen problemin lineer Bansiz ¢ozimlerinin sayisi ve homojen olmayan

problemin ¢dzulebilirigi kosullarinin sayisinin sonlu olmasidigfelizerine teorem
4.2'deki ilave kaul dahilinde).



G(t)EZ halindeki y, egri Ornesi gosteriyor ki hatta yukaridaki anlamda
benzerlik her zaman gecerli @ieir. Yani, homojen Riemann probleminin lineer
bagimsiz ¢oziimlerinin sayisi sonsuz olabilir.

y, egri ornegini bagska bicimde kullanabiliriz. Once Riemann probleminin
cozillebilirligi hakkindaki klasik sonuclar ile ilgili birka¢ natalim:

Klasik halde (gri dizgundur, katsayilar Holder gdunu s&lar) Ko(y) sinifinda
homojen Riemann probleminin trivial olmayan c¢o6zuradicak, y >0 ( (4.5)
manasinda) durumunda mevcuttur, homojen olmayahlgron ise ¢ozulebilirfi
icin ¥ =0 veya x < 0 iken, || tane kqul sazlanmalidir.

Demek kiKO(y) sinifinda (sonsuzlukta yeteri kadatirakosuldur) Riemann
problemi her zaman ¢ozulebilir gilglir. Eger sonsuzlukta bu kalu zayiflatsak;
ornesin ¢o6zumu K(y) sinifinda arasak, Riemann problemi klasik halde Zaman
cozulebilirdir. Gergekte Riemann problemi boyle @dmor: Once K(y) sinifinda
batin ¢ézumler bulunuyor ve sonh’aﬂ(y) sinifindan olan ¢ézamler ayirihyor veya

cozilebilirlik kogullari yaziliyor.Buna kaulik,
G(t) = —%fonksiyonu vey, egrisi igin Riemann probleminin, n&,(y,)'de ne

de K(yz) sinifinda ¢6zimi vardir. Hatta sonsuzda higbisukdonulmaksizin
parcali holomorf fonksiyonlar sinifinda da c¢c6zimvme deildir. Dolayisiyla,
6?(5)~6 kosulunu s@lamayan griler icin Riemann probleminin konwunda (4.3)
kosulundan vazgecilmesi gerekmektedir.

Boylelikle, 8(3)~o egrileri igin (), boyle gridir) Riemann problemini
cbzdigumuizde herhangi bir ¢6zUmin olmasini istersek, gbargrolomorf
fonksiyonun tanimindaki (4.3) kolundan vazgecmeliyiz. YaniCH(y) sinifinda

kalip, parcall holomorf fonksiyonlar sinifindan igiliyiz.
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