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ÖZET 
 
 

Bu çalışmamız altı bölümden oluşmuştur. Birinci bölümde giriş kısmı 

bulunmakta olup, tezin amacı gösterilmiştir .İkinci bölümde bu çalışma için gerekli 

olan bazı temel tanım ve kavramları verilmiştir. Üçüncü bölümde MUHAMMET 

TAMER KOŞAN, TSIU-KWEN LEE ve YIQIANG ZHOU tarafından yazılan ‘An 

Extension of Rings and Hochschild 2-cocycles’ isimli makale çalışılmıştır. 

Dördüncü, beşinci ve altıncı bölümlerde MUHAMMET TAMER KOŞAN, TSIU-

KWEN LEE ve YIQIANG ZHOU tarafından yazılan bu makalenin bazı bölümleri 

üzerinde durulmuştur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Halkaların genişlemesi, Hochschild 2-eşdevirlisi, Sıfır 

devirli halka, Simetrik halka, Armendariz  halka  



 

v 

SUMMARY 
 
 

In this work consists of six chapter. The first chapter includes the purpose of 

the thesis. In the second chapter we present some basic definitions and useful 

notions. In the third chapter we study the paper ‘An Extension of Rings and 

Hochschild 2-cocycles’, written by MUHAMMET TAMER KOŞAN, TSIU-KWEN 

LEE and YIQIANG ZHOU. In the fourth, fifth and sixth chapter, we focus on some 

part of the paper, written by MUHAMMET TAMER KOŞAN, TSIU-KWEN LEE 

and YIQIANG ZHOU. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Key Words: Extension of rings, Hochschild 2-cocycle, Reversible ring, 

Symmetric ring, Armendariz ring. 
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ 
 
 

Simgeler ve 

Kısaltmalar 

Açıklamalar 

 ௡(ܴ;) : R halkası üzerinde,  Hochschild 2-eşdevirlisiܪ	

 R halkasının Jakobson Radikali : (ܴ)ܬ 

  ோ : Sağ R-modülܯ	

 ℕ : Doğal sayılar kümesi 

	ܴ : Birleşmeli halka 

R[x]/(x୬) : Katsayıları R halkasından alınan polinomların ürettiği bölüm halkası 

  : Hochschild 2-eşdevirlisi 

	ܷ(ܴ) : R halkasının birimlerinin kümesi 

	ℤ : Tam sayılar kümesi 
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1. GİRİŞ 
 

ܴ, birimli olmasına gerek olmayan birleşimli bir halka ve ܯ,ܴ	halkası üzerinde 

bir bimodül olsun. Her  ܽ, ܾ, ܿ ∈ ܴ  için; 

 

,ܾܽ)ߪ																												 ܿ) − ,ܽ)ߪ ܾܿ) = ,ܾ)ߪܽ ܿ) − ,ܽ)ߪ ܾ)ܿ                         (1.1) 

 

koşulu sağlanıyorsa, 	ℤ-bilineer dönüşümü olan ߪ:ܴ × ܴ → -bir Hochschild 2 	ܯ

eşdevirlisi olarak adlandırılır. 	ܪఙ(ܴ;ܯ) ile gösterilen, değişmeli grubu  ܴ⨁ܯ ve 

çarpma işlemi  

 

																													(ܽ, ,ܾ)(ݔ (ݕ = ൫ܾܽ, ݕܽ + ܾݔ + ,ܽ)ߪ ܾ)൯                              (1.2) 

 

olan  ܯ üzerinde ܴ	Hochschild genişlemesi, bir halkadır. [3] ve [10]. 

Bu çalışmada, üzerinde ܴ halkası ve ߪ = 0 Hochschild 2-eşdevirlisi bulunan 	

 .halka yapısını inceleyeceğiz	௡(ܴ;)ܪ	

Eğer ߪ = 0 alınırsa 	ܪ଴(ܴ;ܯ) halkası, ܯ’nin ܴ halkası üzerinde basit bir 

genişlemesi olarak isimlendirilir. Buradan; 	ܪ଴(ܴ; ܴ) ≅  dir. Aşağıda’(௡ାଵݔ)/[ݔ]ܴ

verilen halka yapısı, her ikisi de birleşik bir genelleme olan 	ܪఙ(ܴ; ܴ) ve ܴ[ݔ]/

 .halkalarının bir alt halkasını içerir (௡ାଵݔ)

ॻ௡	(ܴ), ܴ halkası üzerinde tanımlı ݊ × ݊ tipinde üst üçgensel matris olsun.  

 

 (ܽ௜௝	) ∈ ॻ௡	(ܴ) olmak üzere, 

⎝

⎜
⎛
ܽ ܽଵଵ ܽଵଶ ⋯ ܽଵ௡
0 ܽ ܽଶଶ ⋯ ܽଶ௡
0 0 ܽ ⋯ ܽଷ௡
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ ܽ ⎠

⎟
⎞
	matrisi [ܽ; (ܽ௜௝)] ile; 

 

,ଵ.௡ାଵ ifadesini ise(1ܧݎ ݊ + 1). terimi ݎ ve diğer terimleri 0 olan (݊ + 1) × (݊ + 1) 

tipinde bir matris olarak gösterilmiştir. ܴ halkasının Jakobson Radikali ܬ(ܴ) ve 

(birimi varsa) birimlerinin kümesi ܷ(ܴ) şeklinde gösterilmiştir. 

Bu tanımlarla birlikte 	ܪ௡(ܴ;  ,halkasının sırasıyla sıfır devirli, simetrik (ߪ

Armendariz, Abel ve U-temiz olduğunu ele alacağız. İleriki bölümlerde,	ܴ[ݔ]/

;ܴ)ఙܪ	 halkası ve (௡ାଵݔ) ܴ) Hochschild genişlemesinin bilinen çeşitli sonuçları 
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;ܴ)௡ܪ	  halkasına genişletilmiş; sıfır devirli, simetrik ve Armendariz halkalarının (ߪ

yeni örnekleri verilmiştir. 
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2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR 
 

Tanım 2.1: İki işlemli (ܴ, +, . ) cebirsel yapısı verilsin. Her ܽ, ܾ, ܿ	 ∈ ܴ için, 

 

 ܽ + ܾ = ܾ + ܽ, 

 (ܽ + ܾ) + ܿ = ܽ + (ܾ + ܿ), 

 Her ܽ ∈ ܴ için, ܽ + 0ோ = ܽ olacak şekilde bir 0 = 0ோ var, 

 Her ܽ ∈ ܴ için, ܽ + (−ܽ) = (−ܽ) + ܽ = 0ோ  olacak şekilde bir (−ܽ) ∈ ܴ var, 

 (ܽ. ܾ). ܿ = ܽ. (ܾ. ܿ) ve 

 ܽ. (ܾ + ܿ) = ܽ. ܾ + ܽ. ܿ  ve (ܽ + ܾ). ܿ = ܽ. ܿ + ܾ. ܿ 

 

koşulları sağlanıyorsa, ܴ’ye bir halka denir. 

Burada ܽ, ܾ ∈ ܴ için ܽ. ܾ işlemini kısaca ܾܽ ile göstereceğiz. 

 

Tanım 2.2: ܴ bir halka ve her ܽ ∈ ܴ için ܽଶ = ܽ ise ܴ’ye Boolean Halkası denir. 

 

Tanım 2.3: ܴ ve ܵ iki halka ve ݂:ܴ → ܵ bir fonksiyon olsun. Eğer her ܽ, ܾ ∈ ܴ için, 

 

 ݂(ܽ + ܾ) = ݂(ܽ) + ݂(ܾ)   

 ݂(ܾܽ) = ݂(ܽ)݂(ܾ)  
 

 

ise ݂'ye	ܴ'den	ܵ'ye bir halka homomorfizması denir. ݂	birebir ise ݂’ye bir halka 

monomorfizması, ݂ örten ise ݂’ye bir halka epimorfizması ve ݂ aynı anda hem 

birebir hem de örten ise ݂’ye bir halka izomorfizması denir. 

ܴ = ܵ halinde ݂’ye bir halka endomorfizması ve ݂ izomorfizma ise ݂’ye halka 

otomorfizması denir. 

 

Tanım 2.4: ܴ bir halka ve ∅ = ܫ ⊆ ܴ olsun. 

 

 Her ܽ, ܾ ∈ ܴ için, ܽ, ܾ ∈   ܫ

 Her ܽ ∈ ݎ ve her ܫ ∈ ܴ için, ܽݎ ∈                  ܫ
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koşulları sağlanıyorsa, ܫ’ya ܴ’nin bir ideali denir. 

 

Tanım 2.5: ܯ,	ܴ halkasının kendinden farklı (has) bir ideali olsun. ܴ’nin ܯ’yi 

kapsayan  ܯ’den  başka hiçbir has ideali yoksa ܯ’ye bir maksimal ideal denir. 

 

Tanım 2.6: ܴ halkasının tüm maksimal ideallerinin arakesitine Jakobson Radikali 

denir ve ܬ(ܴ) ile gösterilir. Şu halde, 

 

(ܴ)ܬ																																																 = ሩ ܯ
ெ	௠௔௞௦.௜ௗ௘௔௟

																																																								(2.1)	 

 

olur. 

 

Tanım 2.7: ܴ bir halka, (ܯ, +) değişmeli bir grup olsun. ݉ ∈ ݎ		ve	ܯ ∈ ܴ için, 

 

 (ݔ + ܽ(ݕ = ܽݔ +  ܽݕ

 ݔ(ܽ + ܾ) = ܽݔ +  ܾݔ

 ݔ(ܾܽ) =  ܾ(ܽݔ)

  

 

şartlarını sağlayacak şekilde mevcutsa, ܯ’ye sağ 	ܴ-modül denir ve ܯோ ile 

gösterilir.  

Benzer şekilde sol ܴ-modül tanımı elde edilir. 

 

Tanım 2.8: ܯ bir ܴ-modül ve ܰ, ܯ’nin bir alt grubu olsun. Eğer her ݊ ∈ ܰ	ve	ݎ ∈ ܴ 

için ݊ݎ ∈ ܰ oluyorsa, ܰ’ye ܯ’nin alt modülü denir ve ܰ ≤   .ile gösterilir ܯ

 

Örnek 2.9: ܯ bir sol ܴ-modül ve ∅ ≠ ܺ ⊆  nin alt’ܯ ,ܴܺ olsun. Bu durumda ܯ

modülüdür. 

 

Tanım 2.10: ܴ	ve	ܵ  iki halka olsun. (ܯ,+, . ,∗) dörtlü işlemi için, 

 

 (ܯ, +, . ) bir sağ ܴ-modül, 

 	(ܯ, +,∗) bir sol ܵ-modül, 
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 Her  ݎ ∈ ݏ ,ܴ ∈ ܵ, ݉ ∈ .ݎ) ,için ܯ ݉) ∗ ݏ = .ݎ (݉ ∗  (ݏ

 

sağlanıyorsa, ܯ’ye ܴ − ܵ bimodül denir. 

 

Tanım 2.11: ܣ	ve		ܤ iki ܴ-modülü olsun. Eğer bir ݂: ܣ →          fonksiyonu her ܤ

ܽ, ܾ ∈ ܴ	ve	ݎ ∈ ܴ için, 

 

 ݂(ܽ + ܾ) = ݂(ܽ) + ݂(ܾ)   

 ݂(ܾܽ) = ݂(ܽ)݂(ܾ)  
 

 

şartlarını sağlarsa ݂’ye ܣ’dan ܤ’ye bir ܴ-modülü homomorfizması veya kısaca ܴ-

homomorfizması denir. Böylece bir modül homomorfizması skalar çarpımı koruyan 

bir abel grup homomorfizmasıdır. Halkalarda olduğu gibi eğer ݂ birebir veya örten 

veya birebir örten ise ݂’ye sırasıyla, ܴ-monomorfizması veya ܴ-epimorfizması veya 

ܴ-izomorfizması denir.  

Eğer ܣ =  ise ݂ homomorfizmasına bir endomorfizma ve eğer ݂ bir ܤ

izomorfizma ise bir otomorfizma denir. 

 

Tanım 2.12: ܯ,ܰ	ve	ܺ	 birer ܴ-modül olsun. Eğer ݂:ܯ × ܰ → ܺ fonksiyonu her 

݉,݉ᇱ ∈ ,݊,ܯ ݊′ ∈ ܰ	ve	ݎ ∈ ܴ için; 

 

 ݂(݉ + ݉ᇱ, ݊) = ݂(݉, ݊) + ݂(݉ᇱ, ݊)  

 ݂(݉, ݊ + ݊ᇱ) = ݂(݉, ݊) + ݂(݉, ݊ᇱ) 

 ݂(݉ݎ, ݊) = ,݉)݂ݎ ݊) 

 ݂(݉, (݊ݎ = ,݉)݂ݎ ݊) 

  

  

şartlarını sağlarsa ݂, ܴ-bilineer’dir. 

 

Tanım 2.13: Bir ܴ	halkası sıfırdan farklı hiçbir idempotent eleman içermiyorsa, bu 

halkaya indirgenmiş halka denir. 

 

Tanım 2.14: Eğer bir ܴ halkasının her idempotenti merkezil ise, ܴ bir Abel halkadır. 
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;ࡾ)࢔ࡴ	.3 ࣌) HALKASI 
 

Bu bölümde Muhammet Tamer Koşan, Tsiu Kwen Lee ve Yiqiang Zhou’nun 

“An Extension of Rings and Hochschild 2-cocycles” adlı makalesini anlatacağız. Bu  

konu ile diğer bölümlerde yer alan çalışmaların da temelini oluşturacağız. 

 

Önerme 3.1: ߪ:ܴ × ܴ → ܴ bir Hochschild 2-eşdevirlisi ve ݊ ≥ 1 olsun. Matrislerde 

bilinen toplama işlemi ve ܣ = [ܽ; ൫ܽ௜௝൯] ve ܤ = [ܾ; ൫ ௜ܾ௝൯] elemanları için ܤܣ 

çarpımı matrislerde bilinen çarpma işlemi olan ve aşağıdaki şekilde tanımlanan ∗ 

çarpımı 

 

ܣ																																							 ∗ ܤ = ܤܣ + ,ܽ)ߪ  (3.1)																																												ଵ,௡ାଵܧ(ܾ

 

ile verilen 

 

;ܴ)௡ܤ																											 (ߪ ≔ ൛ൣܽ; ൫ܽ௜௝൯൧: ܽ ∈ ܴ, ൫ܽ௜௝൯ ∈ ॻ௡(ܴ)ൟ																							(3.2) 

 

bir halkadır. Eğer ܴ halkasının birimi varsa, ܤ௡(ܴ;  halkasının birimi (ߪ

 :şeklindedir ve aşağıdaki ifadeler sağlanır [ଵ,௡ାଵܧ(1,1)ߪ−;1]

 

 ܬ൫ܤ௡(ܴ; ൯(ߪ = ൛ൣܽ; ൫ܽ௜௝൯൧: ܽ ∈  .ൟ(ܴ)ܬ

 ܷ൫ܤ௡(ܴ; ൯(ߪ = ൛ൣܽ; ൫ܽ௜௝൯൧: ܽ ∈ ܷ(ܴ)ൟ.  

  

Kanıt 3.1: Kanıt için birleşme özelliğini ispatlamak yeterlidir.  ܣ = [ܽ; ൫ܽ௜௝൯], 

ܤ = [ܾ; ൫ ௜ܾ௝൯] ve ܥ = [ܿ; ൫ܿ௜௝൯]  alalım. Sonra, 

 

ܣ) ∗ (ܤ ∗ ܥ = ൫ܤܣ + ,ܽ)ߪ ଵ,௡ାଵ൯ܧ(ܾ ∗  											ܥ

																																						= ൫ܤܣ + ,ܽ)ߪ ܥଵ,௡ାଵ൯ܧ(ܾ + ,ܾܽ)ߪ  ଵ,௡ାଵܧ(ܿ

																								= ܥܤܣ + ൫ߪ(ܽ, ܾ)ܿ + ,ܾܽ)ߪ ܿ)൯ܧଵ,௡ାଵ	 

(3.3.a) 

 

bulunur. Diğer taraftan, 
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ܣ		               ∗ ܤ) ∗ (ܥ = ܣ ∗ ൫ܥܤ + ,ܾ)ߪ  																											ଵ,௡ାଵ൯ܧ(ܿ

           																		= ܥܤ൫ܣ + ,ܾ)ߪ ଵ,௡ାଵ൯ܧ(ܿ + ,ܽ)ߪ  ଵ,௡ାଵܧ(ܾܿ

																										= ܥܤܣ + ൫ܽߪ(ܾ, ܿ) + ,ܽ)ߪ ܾܿ)൯ܧଵ,௡ାଵ 

   (3.3.b) 

 

bulunur. 

ܣ) ,nın Hochschild 2-eşdevirlisi olmasından’ߪ ∗ (ܤ ∗ ܥ = ܣ ∗ ܤ) ∗  (ܥ

sağlanır. 

Eğer ߪ = 0 alınırsa, ܤ௡(ܴ; 0), ॻ௡ାଵ(ܴ) halkasının bir alt halkası olur. Bu 

çalışmamızın konusu ܤ௡(ܴ;  .halkası üzerinedir  (ߪ

 

Önerme 3.2: ߪ:ܴ × ܴ → ܴ bir Hochschild 2-eşdevirlisi ve ݊ ≥ 1 olsun. 

 

 ܪ௡(ܴ; (ߪ ≔ ൞൮

ܽ଴ ܽଵ ܽଶ ⋯ ܽ௡
0 ܽ଴ ܽଵ ⋯ ܽ௡ିଵ
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ ܽ଴

൲ ∶ 	 ܽ௜ ∈ ܴ, 0 ≤ ݅ ≤ ݊ൢ	halkası,  

 

;ܴ)௡ܤ ;ܴ)௡ܪ .halkasının bir alt halkasıdır (ߪ ,halkasını {(ܽ଴ (ߪ … , ܽ௡): ܽ௜ ∈ ܴ, ݅ =

0,… , ݊} kümesi ile belirledik. Böylece bilinen toplama işlemi ve çarpma işlemi 

olarak; 

 

																										(ܽ଴, … , ܽ௡)(ܾ଴, … , ܾ௡) = (ܿ଴, … , ܿ௡)																																											(3.4) 

 

alınır, burada ݅ = 0,… , ݊ − 1 için; 

 

ܿ௜ = ܽ଴ ௜ܾ + ܽଵ ௜ܾିଵ +⋯+ ܽ௜ܾ଴																				 

					ܿ௡ = ܽ଴ܾ௡ + ܽଵܾ௡ିଵ +⋯+ ܽ௡ܾ଴ + ,଴ܽ)ߪ	 ܾ଴) 
    (3.5) 

 

ile tanımlanmış bir halkadır. ܴ halkasının birimi varsa, ܪ௡(ܴ;  halkasının birimi (ߪ

൫1, …  :൯ olur ve aşağıdaki ifadeler sağlanır(1,1)ߪ−,

 

 ܬ൫ܪ௡(ܴ; ൯(ߪ = {(ܽ଴, … , ܽ௡) ∈ ;ܴ)௡ܪ :(ߪ ܽ଴ ∈   .{(ܴ)ܬ

 ܷ൫ܪ௡(ܴ; ൯(ߪ = {(ܽ଴, … , ܽ௡) ∈ ;ܴ)௡ܪ :(ߪ ܽ଴ ∈ ܷ(ܴ)}.   
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;ܴ)ଵܪ (ߪ = ;ܴ)௡ܪ ܴ) ve ߪ = 0 için, ܪ௡(ܴ; 0) ≅  olduğunu 	(௡ାଵݔ)/[ݔ]ܴ

dikkate alalım. Bundan sonra ߪ:ܴ × ܴ → ܴ dönüşümü bir Hochschild 2-eşdevirlisi 

olarak alacağız. 
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4. SIFIR DEVİRLİ ve SİMETRİK HALKALAR 
 

İndirgenmiş bir ܴ halkası için; ܴ’de bulunan ܽଵܽଶ…ܽ௡ = 0 ve ߩ’nun {1, … , ݊} 

kümesi üzerindeki her permütasyonu için ܽఘ(ଵ)ܽఘ(ଶ)…ܽఘ(௡) = 0’dır ve  ܴ’de 

bulunan ܾܽ = 0 için ܴܾܽ = ܾܴܽ = 0 olur. İndirgenmiş halkanın bu özelliklerini 

açıkça bahsetmeden daha sonra kullanacağız. 

Eğer bir ܴ	halkasında ܾܽ = 0 iken ܾܽ = 0 oluyorsa [4], bu ܴ halkasına sıfır 

devirli; eğer ܾܽܿ = 0 iken 	ܾܽܿ = 0 oluyorsa [8], bu ܴ halkasına simetriktir, denir. 

İndirgenmiş halkalar sıfır devirli ve simetriktir. Birimli, sıfır devirli bir halkanın 

simetrik olmasına gerek yoktur. [2] ya da [11, Örnek 5]. Birimli, simetrik bir halka 

daima sıfır devirlidir fakat birimli olmayan simetrik bir halkanın sıfır devirli 

olmasına gerek yoktur. [11, Örnek 1] ya da [10]. 

Birimli, indirgenmiş bir ܴ halkası için ܴ[ݔ]/(ݔ௡ାଵ) halkası sıfır devirli ve 

simetriktir. Diğer yandan, birimli ya da birimsiz indirgenmiş bir ܴ halkası,  ve bu ܴ 

halkası üzerindeki herhangi bir ܫ ideali için ܪఙ(ܴ,  halkası simetrik ve sıfır (ܫ

devirlidir. Simetrik (ya da sıfır devirli) bir halkanın alt halkasının da simetrik (ya da 

sıfır devirli) olduğunu dikkate alalım. Böylece her ܴ halkasının ܫ ideali için ܪఙ(ܴ,  ,(ܫ

,ܴ)ఙܪ ܴ) halkasının bir alt halkası olduğundan, ܪఙ(ܴ, ܴ) simetrik (ya da sıfır 

devirli) ise ܪఙ(ܴ,  ,halkası da daima simetriktir (ya da sıfır devirlidir). Verilen [10 (ܫ

Teorem 1.1], [5, Teorem 2.3] ve [7, Teorem 2.5] teoremleri ile Teorem 4.4 ve 

Teorem 4.5 aşağıda genişletilmiştir. 

 

Önteorem 4.1:  ܴ halkasında, ܾܽ = ܾܿ = 0 ise ߪ(ܽ, ܾ)ܿ = ,ܾ)ߪܽ ܿ)’dir. 

 

Kanıt 4.1: Bu ifade, ߪ Hochschild 2-eşdevirlisi tanımından elde edilir. 

 

Önteorem 4.2: ܴ indirgenmiş bir halka olsun. Eğer, ܴ[ݔ]/(ݔ௡ାଵ) halkasında 

(ܽ଴ + ܽଵݔ + ⋯+ ܽ௡ݔ௡)(ܾ଴ + ܾଵݔ +⋯+ ܾ௡ݔ௡) = 0 ise 0 ≤ ݅ + ݆ < ݊ şartını 

sağlayan bütün ݅, ݆’ler için ܽ௜ ௝ܾ = 0’dır. 

 

Kanıt 4.2: Tümevarım prensibini kullanalım. ܽ଴ܾ଴ = 0 olduğu açıktır. Şimdi bütün 

0 ≤ ݅, ݆ ≤ ݊		ile		݅ + ݆ = ve bazı 0  ݏ < ݏ ≤ ݊ için ܽ௜ ௝ܾ = 0 olduğunu kabul edelim. 

Hipotezden, 
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																									ܽ଴ܾ௦ + ܽଵߪ(ܾ௦ିଵ) +⋯+ ܽ௦ିଵߪ௦ିଵ(ܾ଴) = 0																												(4.1)  

 

 buluruz. (4.1)’i ܾ଴ ile soldan çarparsak ܾ଴ܽ௦ߪ௦(ܾ଴) elde edilir, çünkü 

tümevarımdan ݆ = 0, … , ݏ − 1 için ܾ଴ ௝ܽ = 0 olur. Bundan (ܾ଴ܽ௦)ߪ௦(ܾ଴ܽ௦) = 0’dır 

ve buradan ܾ଴ܽ௦ = 0 bulunur. Yine buradan, ܽ଴ߪ௦(ܾ଴) olur. Şimdi (4.1)’den 

 

																									ܽ଴ܾ௦ + ܽଵߪ(ܾ௦ିଵ) +⋯+ ܽ௦ିଵߪ௦ିଵ(ܾଵ) = 0																												(4.2)    

    

bulunur. Benzer şekilde, (4.2) ifadesini soldan ܾଵ ile çarparsak ܽ௦ିଵܾଵ olur. Bu 

şekilde devam edildiğinde, ݅ + ݆ = ifadesini sağlayan bütün 0 ݏ ≤ ݅, ݆ ≤ ݊ için 

ܽ௜ ௝ܾ = 0 olduğu ispatlanır. Bu da, [9, Teorem 20]’nin ispatında kullanılan İddia 

II’dir. 

 

Önteorem 4.3: ܴ, bir halka olsun. ܪ௡(ܴ; ,halkasında (ܽ଴ (ߪ … , ܽ௡)(ܾ଴, … , ܾ௡) = 0 

‘dır ancak ve ancak ܴ[ݔ]/(ݔ௡) halkasında (ܽ଴ + ܽଵݔ + ⋯+ ܽ௡ିଵݔ௡ିଵ)(ܾ଴ + ܾଵݔ +

⋯+ ܾ௡ିଵݔ௡ିଵ) = 0 ve ∑ ܽ௜ܾ௡ି௜ + ,଴ܽ)ߪ ܾ଴௡
௜ୀ଴ ) = 0’dır. 

 

Kanıt 4.3: ܪ௡(ܴ;  .halkasındaki çarpma işlemi tanımından elde edilir (ߪ

 

Teorem 4.4: ܴ indirgenmiş bir halka olsun. ܪ௡(ܴ; ݊ halkası, her bir (ߪ ≥ 1 için sıfır 

devirlidir. 

 

Kanıt 4.4: Varsayalım ki, ܪ௡(ܴ; ߙ halkasında (ߪ = (ܽ଴, … , ܽ௡)	ve	ߚ = (ܾ଴, … , ܾ௡) 

için ߚߙ = 0 olsun. Önteorem 4.2 ve Önteorem 4.3’ten, 0 ≤ ݅ + ݆ ≤ ݊ − 1 şartını 

sağlayan bütün ݅, ݆’ler için; 

 

																																																									ܽ௜ ௜ܾ = 0																																																														(4.3) 

 

ve 

 

																ܿ ≔ ܽ଴ܾ௡ + ܽଵܾ௡ିଵ +⋯+ ܽ௡ܾ଴ + ,଴ܽ)ߪ ܾ଴) = 0																								(4.4.a) 
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olur. (4.3) ifadesi, ܴ[ݔ]/(ݔ௡) halkasında (∑ ௜ܾݔ௜)(∑ ܽ௜ݔ௜) = 0௡ିଵ
௜ୀ଴

௡ିଵ
௜ୀ଴  ifadesini 

açıkça sağladığına dikkat edelim. Önteorem 4.3’ten, ߙߚ = 0 olduğunu göstermek 

için; ݀ ≔ ܾ଴ܽ௡ + ܾଵܽ௡ିଵ +⋯+ ܾ௡ܽ଴ + ,଴ܾ)ߪ ܽ଴) = 0 ifadesini kanıtlamak 

yeterlidir. Her 0 ≤ ݅ ≤ ݊ için (4.3)’ten; 

 

						0 = ܾ௡ି௜(ܿܽ௜)																																																																																									 

								= ܾ௡ି௜ ቀ൫ܽ଴ܾ௡ + ܽଵܾ௡ିଵ +⋯+ ܽ௜ିଵܾ௡ି௜ାଵ + ,଴ܽ)ߪ ܾ଴)൯ܽ௜ቁ 

  																							= ܾ௡ି௜൫ܽ௜ܾ௡ି௜ + ,଴ܽ)ߪ ܾ଴)൯ܽ௜ 																																																														(4.4.b) 

		= ܾ௡ି௜൫ܽ௜ܾ௡ି௜ܽ௜ + ܽ଴ߪ(ܾ଴, ܽ௜)൯																																															 

		= ܾ௡ି௜ܽ௜ܾ௡ି௜ܽ௜																																																																																																													 

 

buluruz. Buradan ݅ = 1,… , ݊ − 1 için, ܾ௡ି௜ܽ௜ = 0’dır. Bu ܿ = ܽ଴ܾ௡ + ܽ௡ܾ଴ +

,଴ܽ)ߪ ܾ଴) = 0				ve				݀ = ܾ଴ܽ௡ + ܾ௡ܽ଴ + ,଴ܾ)ߪ ܽ଴) anlamına gelir. Böylece, 

 

ܽ଴݀ = ൫ܽ଴ܾ௡ + ,଴ܽ)ߪ ܾ଴)൯ܽ଴ = ܿܽ଴ = 0 

																						ܾ݀଴ = ܾ଴൫ܽ௡ܾ଴ + ,଴ܽ)ߪ ܾ଴)൯ = ܾ଴ܿ = 0  
(4.5) 

 

bulunur. Şimdi ݀ଷ = ݀ൣ൫ܾ଴ܽ௡ + ܾ௡ܽ଴ + ,଴ܾ)ߪ ܽ଴)൯݀൧ = ,଴ܾ)ߪ)݀ ܽ଴)݀) =

݀൫ܾ଴ߪ(ܽ଴, ݀)൯ = 0 olup, buradan ݀ = 0’dır. 

 

Teorem 4.5: ܴ, indirgenmiş bir halka olsun. ܪ௡(ܴ; ݊ halkası, her bir (ߪ ≥ 1 için 

simetriktir. 

 

Kanıt 4.5: Varsayalım ki,									ܪ௡(ܴ; ߙ halkasında (ߪ = (ܽ଴, … , ܽ௡)	,	ߚ =
(ܾ଴, … , ܾ௡)	ve		ߛ = (ܿ଴, … , ܿ௡)	 için ߛߚߙ = 0 olsun. Kolaylık için ܽ = ܽ଴ ,	ܾ = ܾ଴ 

,ܿ = ܿ଴ alalım. Önteorem 4.3’ten, 

 

ݑ																					 ≔ ∑ ܽ௜ ௝ܾܿ௞௜ା௝ା௞ୀ௡ + ,ܽ)ߪ ܾ)ܿ + ,ܾܽ)ߪ ܿ) = 0																									(4.6) 

 

ve ܴ[ݔ]/(ݔ௡)’de, 

 

																										(∑ ܽ௜ݔ௜)(∑ ௜ܾݔ௜)(∑ ܿ௜ݔ௜)௡ିଵ
௜ୀ଴ = 0																					௡ିଵ

௜ୀ଴
௡ିଵ
௜ୀ଴              (4.7) 
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‘dır. Önteorem 4.2’den (4.7) kullanıldığında, 0 ≤ ݅ + ݆ + ݇ ≤ ݊ − 1 şartını sağlayan 

bütün ݅, ݆’ler için, 

 

																																																						ܽ௜ ௝ܾܿ௞ = 0																																																									 (4.8.a) 

 

elde edilir. (4.8.a)’yı dikkate aldığımızda bu açıkça gösterir ki, ܴ[ݔ]/(ݔ௡) 

halkasında ൫∑ ܽ௜ݔ௜௡ିଵ
௜ୀ଴ ൯൫∑ ܿ௜ݔ௜௡ିଵ

௜ୀ଴ ൯൫∑ ௜ܾݔ௜௡ିଵ
௜ୀ଴ ൯ = 0‘dır. Burada Önteorem 4.3’ten, 

ߚߛߙ = 0 olduğunu göstermek için;		ݒ ≔ ∑ ܽ௜ ௝ܾܿ௞௜ା௝ା௞ୀ௡ + ,ܽ)ߪ ܿ)ܾ + ,ܿܽ)ߪ ܾ) =

0 ifadesini kanıtlamak yeterlidir. 

 

İddia I: ܾܽݒ = ܿܽݒ = ܾܿݒ = 0’dır. 

 

İddia I’in Kanıtı: (4.8.a) göz önüne alındığında; 0 = ܾܽݑ = [ܾܽܿ௡ + ,ܾܽ)ߪ ܿ)]ܾܽ 

elde edilir, buradan 0 = [ܾܽܿ௡ + ,ܾܽ)ߪ ܿ)]ܾܽ = ܾܽ[ܿ௡ܾܽ + ,ܿ)ߪ ܾܽ)]	bulunur; bu 

yüzden ܾܽ[ܿ௡ܾܽ + ,ܿ)ߪ ܾܽ)] = 0’dır. Böylece, (4.8.a) göz önüne alındığında, 

 

ܽݒܾ																							 = ܾ[ܽܿ௡ܾ + ,ܽ)ߪ ܿ)ܾ + ,ܿܽ)ߪ ܾ)]ܽ																							 

																															= ܾܽܿ௡ܾܽ + ,ܽ)ߪܾ] ܿ)]ܾܽ + ,ܿܽ)ߪܾ] ܾ)]ܽ																									 

        																						= ܾܽܿ௡ܾܽ + ,ܾܽ)ߪ] ܿ) − ,ܾ)ߪ ܽܿ) + ,ܾ)ߪ ܽ)ܿ]																											(4.8.b) 

,ܾܿܽ)ߪ]+																																		 ܾ) − ,ܾ)ߪ ܾܽܿ) + ,ܾ)ߪ ܽܿ)ܾ]ܽ																					 

        																						= ܾܽܿ௡ܾܽ + ,ܾܽ)ߪ ܿ)ܾܽ = 0																																																                             

 

‘dır. Bir başka elde edilen ifade; 

 

																								0 = ܽݑܿ = ܿ[ܾܽ௡ܿ + ,ܽ)ߪ ܾ)ܿ + ,ܾܽ)ߪ ܿ)]ܽ 

																											= ܾܿܽ௡ܿܽ + ,ܽ)ߪܿ] ܾ)]ܿܽ + ,ܾܽ)ߪܿ] ܿ)]ܽ 

																											= ܾܿܽ௡ܿܽ + ,ܽܿ)ߪ] ܾ) − ,ܿ)ߪ ܾܽ) + ,ܿ)ߪ ܽ)ܾ]ܿܽ                       (4.8.c) 

,ܾܽܿ)ߪ]+																														 ܿ) − ,ܿ)ߪ ܾܽܿ) + ,ܿ)ߪ ܾܽ)ܿ]ܽ 

																											= ܾܿܽ௡ܿܽ + ,ܽܿ)ߪ ܾ)ܿܽ																																 

																											= [ܾܿܽ௡ + ,ܽܿ)ߪ ܾ)]ܿܽ															                                                                         

 

olur.  
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Buradan		0 = [ܾܿܽ௡ + ,ܽܿ)ߪ ܾ)]ܽܿ = ܿܽ[ܾܿܽ௡ + ,ܽܿ)ߪ ܾ)] ifadesinden, 

ܽܿ[ܾ௡ܽܿ + ,ܾ)ߪ ܽܿ)] = 0	bulunur.		ܿܽݒ = [ܾܽܿ௡ + ,ܿܽ)ߪ ܾ)]ܽܿ = ܽܿ[ܾ௡ +

,ܾ)ߪ ܽܿ)] = 0 ‘dır. Ayrıca,  

 

																													0 = ݑܾܿ = ܾܿ[ܽ௡ܾܿ + ,ܽ)ߪ ܾ)ܿ + ,ܾܽ)ߪ ܿ)]		 

																																= ܾܿܽ௡ܾܿ + ,ܽ)ߪܾܿ] ܾ)]ܿ + ,ܾܽ)ߪܾܿ] ܿ)] 

																																= ܾܿܽ௡ܾܿ + ,ܾܽܿ)ߪ] ܿ) − ,ܾܿ)ߪ ܾܽ) + ,ܾܿ)ߪ ܽ)ܾ]ܿ               (4.8.d) 

,ܾܾܽܿ)ߪ]+																																			 ܿ) − ,ܾܿ)ߪ ܾܽܿ) + ,ܾܿ)ߪ ܾܽ)ܿ] 

																																= ܾܿܽ௡ܾܿ + ,ܾܿ)ߪ ܽ)ܾܿ																															                                                          

 

olup, bu durumdan 0 = [ܾܿܽ௡ + ,ܾܿ)ߪ ܽ)]ܾܿ = ܾܿ[ܽ௡ܾܿ + ,ܽ)ߪ ܾܿ) ifadesi görülür. 

Buradan 	ܾܿ[ܽ௡ܾܿ + ,ܽ)ߪ ܾܿ)] = 0’dır. Böylece; 

 

ݒܾܿ																																											 = ܾܿ[ܽ௡ܾܿ + ,ܽ)ߪ ܿ)ܾ + ,ܿܽ)ߪ ܾ)]							 

																																																			= ܾܿ[ܽ௡ܾܿ + ,ܽ)ߪ ܾܿ) + ,ܿ)ߪܽ ܾ)]                         (4.8.e) 

																																																			= ܾܿ[ܽ௡ܾܿ + ,ܽ)ߪ ܾܿ)] = 0												                                                                  

 

elde edilir. Dolayısıyla, ܾܽݒ = ܿܽݒ = ܾܿݒ = 0’dır. 

 

İddia II: ߜ = ,ܽ)ߪ ܿ)ܾ + ,ܿܽ)ߪ ܾ) ve ߟ = ,ܽ)ߪ ܾ)ܿ + ,ܾܽ)ߪ ܿ) olduğunda ߜݒ = ߟݒ =

0	olur. 

 

İddia II’nin Kanıtı: İddia I göz önüne alındığında, elde edilen; ݒܽߜݒ =

,ܽ)ߪ]ݒ ܿ)ܾ + ,ܿܽ)ߪ ݒܽ[(ܾ = ,ܿܽ)ߪ]ݒ [ݒܽ(ܾ = ,ܾ)ߪܿܽ]ݒ [(ݒܽ = 0‘dır, buradan 

ܽߜݒ = 0 olur ve bu yüzden; 

 

ݒଶߜݒ																																							 = ,ܽ)ߪ]ߜݒ ܿ)ܾ + ,ܿܽ)ߪ  ݒ[(ܾ

																																																		= ,ܿ)ߪܽ]ߜݒ ܾ) + ,ܽ)ߪ  (f.4.8)                                     ݒ[(ܾܿ

																																																		= ,ܽ)ߪߜݒ] 	ݒ[(ܾܿ = ,ߜݒ)ߪ ݒܾܿ(ܽ = 0		                                                      

 

olup, buradan ߜݒ = 0’dır. Ayrıca, ݒܽߟݒ = ,ܽ)ߪ]ݒ ܾ)ܿ + ,ܾܽ)ߪ ݒܽ[(ܿ =

,ܾܽ)ߪ]ݒ [ݒܽ(ܿ = ,ܿ)ߪܾܽ]ݒ [(ݒܽ = 0‘dır, buradan ܽߟݒ = 0’dır ve bu yüzden;   
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ݒଶߟݒ																																							 = ,ܽ)ߪ]ߟݒ ܾ)ܿ + ,ܾܽ)ߪ  ݒ[(ܿ

																																																	= ,ܾ)ߪܽ]ߟݒ ܿ) + ,ܽ)ߪ  (g.4.8)                                     ݒ[(ܾܿ

																																																	= ,ܽ)ߪߟݒ] ݒ[(ܾܿ = ,ߟݒ)ߪ ݒܾܿ(ܽ = 0			                                                    

 

ifadesinden		ߟݒ = 0 elde edilir. 0 ≤ ݈ ≤ ݊ ifadesini sağlayan bütün ݈	tamsayıları için 

ܲ(݈)’nin durumunu şu şekilde belirtelim: 

 

௜ܽݒ																																					:(݈)ܲ ௝ܾ = ௜ܽݒ ௝ܿ = ݒ ௜ܾ ௝ܿ = 0.																																											     (4.9) 

 

Burada, İddia I’den ܲ(0) bulunur. Şimdi varsayalım ki, 0 < ݈ ≤ ݊	ve	ܲ(ݏ)	bütün 

݅, ݆’ler için geçerli olsun, yani; 

 

															bütün	݅ + ݆ < ݈	için,	ܽݒ௜ ௝ܾ = ௜ܽݒ	 ௝ܿ = ݒ ௜ܾ ௝ܿ = 0																														(4.10) 

 

sağlanır. ܲ(݈)’nin doğru olduğunu göstermiş oluruz. Bu, 

 

															bütün ݅ + ݆ = ݈	için,	ܽݒ௜ ௝ܾ = ௜ܽݒ	 ௝ܿ = ݒ ௜ܾ ௝ܿ = 0																													(4.11) 

 

bulunur. Negatif olmayan ݐ, ݏ tamsayıları için ݏ + ݐ = ݈ olduğunu gösterelim.  

 

İddia III: ݅ + ݆ + ݇ = ݊ sağlayan bütün ݅, ݆, ݇’lar için, (ܾ௦ܿ௧)൫ܽ௜ ௝ܾܿ௞൯ = 0’dır. 

 

İddia III’ün Kanıtı: ݅ < ݊ − ݈’den ݅ + ݏ + ݐ < ݊; buradan (4.8.a)’dan ܽ௜ܾ௦ܿ௧ = 0	ve 

(ܾ௦ܿ௧)൫ܽ௜ ௝ܾܿ௞൯ݒ = 0’dır. Şimdi varsayalım ki ݅ = ݊ − 1 olsun, bu yüzden ݏ + ݐ =

݆ + ݇ = ݈ olur. Eğer ݏ ≠ ݆ ise, ya ݏ > ݆ ya da ݏ < ݆ olur; bu da gösterir ki ya 

݆ + ݇ < ݈ ya da ݏ + ݇ < ݈ olur. Buradan (4.10)’dan ௝ܾܿ௧ݒ = 0 veya ܾ௦ܿ௞ݒ = 0’dır. 

Buradan ݐ ≠ ݇ için, (ܾ௦ܿ௧)൫ܽ௡ି௟ ௝ܾܿ௞൯ݒ = 0 elde edilir. (ܾ௦ܿ௧)൫ܽ௡ି௟ ௝ܾܿ௧൯ݒ = 0 

olduğunu göstermek için, 0 = (ܾ௦ܿ௧)ݒݑ = (ܾ௦ܿ௧)൫∑ ܽ௜ ௝ܾܿ௞௜ା௝ା௞ୀ௡ + ݒ൯ߟ =

(ܾ௦ܿ௧)൫ܽ௡ି௟ ௝ܾܿ௧൯ݒ olduğuna dikkat edeceğiz. İddia II ve III’den; (ܾ௦ܿ௧)ݒଶ =

(ܾ௦ܿ௧)൫∑ ܽ௜ ௝ܾܿ௞௜ା௝ା௞ୀ௡ + ݒ൯ߜ = 0‘dır. Öyleyse (ܾ௦ܿ௧)ݒ = 0 = (ܽ௦ܿ௧)ݒ elde edilir. 

Buradan (4.11) sağlanır. Tümevarım kuralından, 
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															bütün	݅ + ݆ < ݈	için,	ܽݒ௜ ௝ܾ = ௜ܽݒ	 ௝ܿ = ݒ ௜ܾ ௝ܿ = 0																														(4.12) 

 

ifadesini kanıtlarız. Şimdi (4.12) ve İddia II’den; ݒଶ = ൫∑ ܽ௜ ௝ܾܿ௞௜ା௝ା௞ୀ௡ + ݒ൯ߜ = 0 

bulunur, böylece ݒ = 0’dır. 

 

Eğer bir ܴ halkasında ܾܽ = 0	için	ܴܾܽ = 0 sağlanıyorsa, ܴ halkasına yarı 

değişmeli denir. [8]. [7]’den, ߪ = 0 için ܤଶ(ܴ; 0) halkası yarı değişmelidir fakat her 

birimli, indirgenmiş halka için sıfır devirli (ya da simetrik) değildir ve ܤ௡(ܴ; 0) 

(݊ ≥ 3	için) halkası yarı değişmeli değildir (her birimli ܴ halkası için). 

 

Önerme 4.5: ܴ indirgenmiş halka ise ܤଶ(ܴ; 0) halkası yarı değişmelidir. 

Kanıt 4.5:  ܤଶ(ܴ; 0)	halkasından alınan	ߙ = ቆ
ܽ ܽଵ ܽଷ
0 ܽ ܽଶ
0 0 ܽ

ቇ , ߚ = ൭
ܾ ܾଵ ܾଷ
0 ܾ ܾଶ
0 0 ܾ

൱ 

elemanları için ߚߙ = 0 ve ߛ ≔ ቆ
ݎ ଵݎ ଷݎ
0 ݎ ଶݎ
0 0 ݎ

ቇ olsun. Çünkü, ܴ indirgenmiş halkadır, 

ߚߙ = 0 ifadesi   

 

																								ܾܽ = ܾܽଵ = ܾܽଶ = ܽଵܾ = ܽଶܾ = 0                                       (4.13) 

 

ve 

 

ݑ																				 ≔ ܾܽଷ + ܽଵܾଶ + ܽଷܾ + ,ܽ)ߪ ܾ) = 0	                                     (4.14)   

 

verir. Burada (4.13)’ten; 

ߛߚߙ = ൭
ܾݎܽ ଵܾݎܽ + ଵݎܽ) + ܽଵݎ)ܾ ݒ
0 ܾݎܽ ଶܾݎܽ + ଶݎܽ) + ܽଶݎ)ܾ
0 0 ܾݎܽ

൱ = ൭
0 0 ݒ
0 0 0
0 0 0

൱‘dır, 

burada, 

 

ݒ																			 ≔ ଷܾݎܽ + ଵܾଶݎܽ + ܽଵܾݎଶ + ଷܾݎܽ + ܽଵݎଶܾ + ܽଷܾݎ

+ ,ܽ)ߪ ܾ(ݎ + ,ݎܽ)ߪ ܾ) 

= ଷܾݎܽ + ܽଵܾݎଶ + ܽଷܾݎ + ,ܽ)ߪ 		ܾ(ݎ

+ ,ݎܽ)ߪ ܾ)																																																											 

(4.15) 
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‘dir. Buradan, ߚߛߙ = 0 olduğunu göstermek için, ݒ = 0	olduğunu göstermek 

yeterlidir. 

 

ܽݒ            = ଷܾݎܽ] + ܽଵܾݎଶ + ܽଷܾݎ + ,ܽ)ߪ ܾ(ݎ + ,ݎܽ)ߪ ܾ)]ܽ	 

																													= ଷܾܽݎܽ + ,ݎܽ)ߪ ܾ)ܽ                                                               (4.16.a) 

                          = ଷܾܽ]ݎܽ + ,ܾ)ߪ ܽ)] = 0 

 

olduğunu görürüz, çünkü ܽ[ܾଷܽ + ,ܾ)ߪ ܽ)] = [ܾܽଷ + ,ܽ)ߪ ܾ)]ܽ = ܽݑ = 0. ܽ = 0 ve  

 

ݒܾ																				 = ଷܾݎܽ]ܾ + ܽଵܾݎଶ + ଷܾݎܽ + ,ܽ)ߪ ܾ(ݎ + ,ݎܽ)ߪ ܾ)]	 

																										= ܾ[ܽଷܾݎ + ,ܽ)ߪ ܾ(ݎ + ,ݎܽ)ߪ ܾ)]																										 

																										= ܾ[ܽଷܾݎ + ,ܾ)ߪܽ (ݎ + ,ܽ)ߪ  																										[(ܾݎ

																										= ܾܽଷܾݎ + ,ܽ)ߪܾ                                                                                  			(ܾݎ

																																																										 

    (4.16.b) 

 

Çünkü [ܾܽଷ + ,ܾ)ߪ	 ܽ)]ܾ = ܾ[ܽଷܾ + ,ܽ)ߪ ܾ)] = ݑܾ = ܾ. 0 = 0’dır. Diğer taraftan, 

(4.14)’ten; 

 

ݒଵܾଶܽݒ−																								 = ଷܾܽ]ݒ + ܽଷܾ + ,ܽ)ߪ  ݒ[(ܾ

																																										= ,ܽ)ߪݒ                                                                      ݒ(ܾ

																																										= ,ܾ)ߪܽݒ (ݒ = 0					 

     (4.16.c) 

 

olduğundan ܽଵܾଶݒ = 0 bulunur. Bu yüzden, 

 

ଷݒ																						 = ଷܾݎܽ]ݒ + ܽଵܾݎଶ + ܽଷܾݎ + ,ܽ)ߪ ܾ(ݎ + ,ݎܽ)ߪ  ݒ[(ܾ

																												= ,ݎܽ)ߪݒ ݒ(ܾ = ,ܾ)ߪ(ݎܽ)ݒ (ݒ = 0										                                                     
    (4.16.d) 

                    

gereğince ݒ = 0 bulunur. 
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5. ARMENDARİZ HALKALARI 
 

௜ܽ (൧’de[ݔ]ൣܴ	sırasıyla) halkasında	[ݔ]ܴ ௝ܾ = 0	olan bütün ݅, ݆’ler için, 

൫∑ ܽ௜ݔ௜	௜ஹ଴ ൯൫∑ ௝ܾݔ௝ 	௝ஹ଴ ൯ = 0 sağlanıyorsa, ܴ	halkasına Armendariz (sırasıyla 

kuvvet serilerinin Armendariz tipi) denir. [1]’de ܴ indirgenmiş bir halkadır ancak ve 

ancak ܴ[ݔ]/(ݔ௡ାଵ)		halkası Armendariz’dir ve ݊ ≥ 1	için Anderson ve Camillo 

tarafından ispatlanmıştır. 

 

Teorem 5.1: ݊ ≥ 1 ve ܴ indirgenmiş bir halka olsun. ܪ௡(ܴ;  halkası, bir kuvvet (ߪ

serisinin Armendariz halkasıdır. Yani, ܪ௡(ܴ;  .halkası bir Armendariz halkadır (ߪ

 

Kanıt 5.1: ܵ = ;ܴ)௡ܪ  ൧’de[ݕ]ൣܵ alalım ve (ߪ

 

଴ߙ)																														 + ݕଵߙ ଴ߚ)(⋯+ + ݕଵߚ +⋯) = 0                               (5.1)  

   

alalım. Bütün ݅, ݆’ler için ܵ’de bulunan ߙ௜ߚ௝ = 0 ifadesini göstermemiz gerekir. 

݅ = 0,1,… için ߙ௜ = ቀܽ଴
(௜), ܽଵ

(௜), … , ܽ௡
(௜)ቁ,		ߚ௜ = ቀܾ଴

(௜), ܾଵ
(௜), … , ܾ௡

(௜)ቁ  yazarız ve 

halkasında; ௜݂ (௡ݔ)/[ݔ]ܴ = ܽ଴
(௜) + ܽଵ

(௜)ݔ + ⋯+ܽ௡ିଵ
(௜) ݃௜	 ௡ିଵ veݔ = ܾ଴

(௜) + ܾଵ
(௜)ݔ +

⋯+ ܾ௡ିଵ
(௜) ;ܴ)௡ܪ	.௡ିଵ olsunݔ (ߪ → ,଴ܽ) ,(௡ݔ)/[ݔ]ܴ … , ܽ௡) ↦ 	ܽ଴ +⋯+ ܽ௡ିଵݔ௡ିଵ 

üzerine bir halka homomorfizmasını yazalım; (5.1)’den, ܴ[ݔ]/ݔ௡ൣ[ݕ]൧ halkasında 

 

																																( ଴݂ + ଵ݂ݕ + ⋯)(݃଴ + ݃ଵݕ +⋯) = 0	                              (5.2) 

 

bulunur. Çünkü, [9,Teorem 20]’den ܴ[ݔ]/(ݔ௡) bir kuvvet serisinin Armendariz 

halkasıdır. Buradan ܴ[ݔ]/(ݔ௡) halkasında bütün ݅, ݆’ler için ௜݂݃௝ = 0’dır. Bu 

yüzden Önteorem 4.2’den bütün ݅, ݆’ler ve 0 ≤ ݏ + ݐ ≤ ݊ − 1 sağlayan bütün ݏ,  ݐ

için, 

 

																																																						ܽ௦
(௜)ܾ௧

(௧) = 0				                                                 (5.3)  
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olur. Kolaylık olarak her ݅, ݆ için; ௜ܺ,௝ = ܽ଴
(௜)ܾ௡

(௝) + ܽଵ
(௜)ܾ௡ିଵ

(௝) +⋯+ ܽ௡
(௜)ܾ଴

(௝) +

ߪ ቀܽ଴
(௜), ܾ଴

(௝)ቁ yazalım. (5.3)’ten dolayı, ܴ[ݔ]/(ݔ௡) halkasından, ቀܽ଴
(௜) + ܽଵ

(௜)ݔ +

⋯+ܽ௡ିଵ
(௜) ௡ିଵ൯ݔ ቀܾ଴

(௝) + ܾଵ
(௝)ݔ + ⋯+ ܾ௡ିଵ

(௝) ௡ିଵቁݔ = 0 buluruz, buradan Önteorem 

4.3’ten; 

 

௝ߚ௜ߙ																																						 = 0		ancak ve ancak		 ௜ܺ,௝ = 0																														(5.4.a) 

 

elde edilir. Biz ‘≤’ tam sıralama bağıntısını negatif olmayan tamsayılar üzerindeki 

(݅, ݆) sıralı ikilileri kümesi üzerinde tanımlayalım: 

 

 Eğer, ݅ + ݆ < ݏ + ,݅)	için	ݐ ݆) < ,ݏ)  .dir’(ݐ

 ݅ + ݆ = ݏ + ,݅)	,için	ݐ ݆) < ,ݏ) ݅ dir ancak ve ancak’(ݐ <  .dir’ݏ

 

(5.1)’den ߙ଴ߚ଴ = 0 elde ederiz. Varsayalım ki, bütün (݅, ݆) < ,ݏ) için (0,0) (ݐ <

,ݏ) ௝ߚ௜ߙ ve (ݐ = 0 geçerli olsun ve ߙ௦ߚ௧ = 0	olduğunu ispat edelim. (5.4.a)’dan, 

 

                                   bütün	(݅, ݆) < ,ݏ) 	,için	(ݐ ௜ܺ,௝ = 0																                 (5.5) 

 

olduğunu kabul ediyoruz ve ܺ௦,௧ = 0 olduğunu göstermek istiyoruz. (5.1)’den 

∑ ௝௜ା௝ୀ௦ା௧ߚ௜ߙ = 0’dır yani ∑ ௜ܺ,௝ = 0௜ା௝ୀ௦ା௧  olup, (5.5)’ten; 

 

																																								ܺ௦,௧ + ܺ௦ାଵ,௧ିଵ +⋯+ ܺ௦ା௧,଴ = 0																															(5.6.a) 

 

elde ederiz. 

 

İddia I: ܺ௦,௧ܽ଴
(௦) = 0’dır. 

 

İddia I’in Kanıtı: ݅ + ݆ = ݏ + ݅	ve	ݐ > ,݅ sağlayan bütün ݏ ݆’ler için, ௜ܺ,௝ܽ଴
(௦) = 0 

ifadesini göstereceğiz; buradan İddia I, (5.6.a)’dan elde edilir. Çünkü, (5.5)’ten 

ܺ௦,௝ = 0’dır,  
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ܽ଴௦ ൬ܾ௡
(௝)ܽ଴

(௦) + ߪ ቀܾ଴
(௝), ܽ଴

(௦)ቁ൰ = ൬ܽ଴
(௦)ܾ௡

(௝) + ߪ ቀܽ଴
(௦), ܾ଴

(௝)ቁ൰ ܽ଴
(௦)

= ܺ௦,௝ܽ଴
(௦) = 0. ܽ଴

(௦) = 0 
      (5.6.b) 

 

’dır. Buradan 

 

							 ௜ܺ,௝ܽ଴
(௦)ܽ଴

(௦) = ቂܽ଴
(௜)ܾ௡

(௝) +⋯+ ܽ௡
(௜)ܾ଴

(௝) + ቀܽ଴ߪ
(௜), ܾ଴

(௝)ቁቃ ܽ଴
(௦)ܽ଴

(௦) 

						= ቂ൬ܽ଴
(௜)ܾ௡

(௝) + ߪ ቀܽ଴
(௜), ܾ଴

(௝)ቁ൰ ܽ଴
(௦)ቃ ܽ଴

(௦)	 

						= ቂܽ଴
(௜) ൬ܾ௡

(௝)ܽ଴
(௦) + ߪ	 ቀܾ଴

(௝), ܽ଴
(௦)ቁ൰ቃ ܽ଴

(௦) 

																															= ܽ଴
(௜) ቂ൬ܾ௡

(௝)ܽ଴
(௦) + ߪ	 ቀܾ଴

(௝), ܽ଴
(௦)ቁ൰ܽ଴

(௦)ቃ 				= ܽ଴
(௜). = 0 

       (5.6.c) 

 

‘dır. Bu, ܺ௦,௝ܽ଴
(௦) = 0 olduğunu göstermiş oluruz. 

 

İddia II: 0 < ݇ < ݊ ifadesini sağlayan bütün ݇’lar için, ܺ௦,௝(ܽ௞
(௦)ܾ௡ି௞

(௧) ) = 0 ya da 

ܾ௡ି௞
(௧) ܺ௦,௝ܽ௞

(௦) = 0’dır. 

 

İddia II’nin Kanıtı: ݅ + ݆ = ݏ + ݅ ve ݐ > ,݅ ifadelerini sağlayan bütün  ݏ ݆’ler için, 

ܾ௡ି௞
(௧) ܺ௦,௝ܽ௞

(௦) = 0; buradan İddia II, (5.6.a)’dan elde ederiz. Çünkü, (5.5)’ten 

ܺ௦,௝ = 0, 0 = ܾ௡ି௞
(௧) ܺ௦,௝ܽ௞

(௜) = ܾ௡ି௞
(௧) ܽ௞

(௦)ܾ௡ି௞
(௝) ܽ௞

(௜)’dır. Buradan; 

 

									ܾ௡ି௞
(௧)

௜ܺ,௝ܽ௞
(௦) = ܾ௡ି௞

(௧) ቂܽ଴
(௜)ܾ௡

(௝) +⋯+ ܽ௡
(௜)ܾ଴

(௝) + ߪ ቀܽ଴
(௜), ܾ଴

(௝)ቁቃ ܽ௞
(௦) 

  						= ܾ௡ି௞
(௧) ܽ௞

(௜)ܾ௡ି௞
(௝) ܽ௞

(௦) + ܾ௡ି௞
(௧) ߪ ቀܽ଴

(௜), ܾ଴
(௝)ቁ ܽ௞

(௦) 

																		= ܾ௡ି௞
(௧) ܽ௞

(௜)ܾ௡ି௞
(௝) ܽ௞

(௦) + ܾ௡ି௞
(௧) ܽ଴

(௜)ߪ ቀܾ଴
(௝), ܽ௞

(௦)ቁ 

      = ܾ௡ି௞
(௧) ܽ௞

(௜)ܾ௡ି௞
(௝) ܽ௞

(௦) + 0 = 0																	 

 

       (5.6.d) 

buluruz. 

 

İddia III: ܾ଴
(௧)ܺ௦,௧ = 0’dır. 
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İddia III’ün Kanıtı: İlk göstermemiz gereken; 

 

   ݅ + ݆ = ݏ + ݇	ve	ݐ < ݆	ifadelerini sağlayan bütün ݅, ݆, ݇	için,	ܾ଴
(௞)

௜ܺ,௝ = 0	     (5.7.a) 

 

‘dır. Gerçekten,  

 

													ቂܾ଴
(௞)ܽ௡

(௜) + ቀܾ଴ߪ
(௞), ܽ଴

(௜)ቁቃ ܾ଴
(௞) = ܾ଴

(௞) ቂܽ௡
(௜)ܾ଴

(௞) + ቀܽ଴ߪ
(௜), ܾ଴

(௞)ቁቃ 

																																																									= ܾ଴
(௞)

௜ܺ,௞ = ܾ଴
(௞). 0 = 0                                      

       (5.7.b) 

 

olarak buluruz. Bu durumda; 

 

													ܾ଴
(௞)ܾ଴

(௞)
௜ܺ,௝ = ܾ଴

(௞)ܾ଴
(௞) ቂܽ଴

(௜)ܾ௡
(௝) +⋯+ ܽ௡

(௜)ܾ଴
(௝) + ߪ ቀܽ଴

(௜), ܾ଴
(௝)ቁቃ 

																									= ܾ଴
(௞) ቂܾ଴

(௞)ܽ௡
(௜)ܾ଴

(௝) + ߪ ቀܽ଴
(௜), ܾ଴

(௝)ቁቃ					                                            

																																				= ܾ଴
(௞) ቂܾ଴

(௞)ܽ௡
(௜) + ቀܾ଴ߪ

(௞), ܽ଴
(௜), ቁቃ ܾ଴

(௝) 			 

																									= 0. ܾ଴
(௝) = 0																																															                                                                  

       (5.7.c) 

 

olup, ܾ଴
(௞)

௜ܺ,௝ = 0 gösterilmiş oluruz. ݅ + ݆ = ݏ + ݅	ve	ݐ >  ifadelerini sağlayan ݏ

bütün ݅, ݆’ler için, 

 

																							ܾ଴
(௧)

௜ܺ,௝ = ܾ଴
(௧) ቂܽ଴

(௜)ܾ௡
(௝)…+ ܽ௡

(௜)ܾ଴
(௝) + ߪ ቀܽ଴

(௜), ܾ଴
(௝)ቁቃ 

																											= ܾ଴
(௧) ቂܽ௡

(௜)ܾ଴
(௝) + ߪ ቀܽ଴

(௜), ܾ଴
(௝)ቁቃ								                                  (5.7.d) 

																											= ቂܾ଴
(௧)ܽ௡

(௜) + ቀܾ଴ߪ
(௧), ܽ଴

(௜) , ቁቃ ܾ଴
(௝) ∈ ܴܾ଴

(௝)	                                               

 

buluruz. Bu yüzden,  ݎଵ, … , ௧ݎ ∈ ܴ için, 

 

	−ܾ଴
(௧)ܺ௦,௧ = ܾ଴

(௧)൫ܺ௦ାଵ,௧ିଵ +⋯ܺ௦ା௧,଴൯ = ଵܾ଴ݎ
(௧ିଵ) + ଶܾ଴ݎ

(௧ିଶ) +⋯+ ௧ܾ଴ݎ
(଴)     (5.8.a) 
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ifadesi vardır. (5.7.a)’nın sonucu olarak,	−ܾ଴
(௧)ܺ௦,௧ܺ௦,௧ = ቀݎଵܾ଴

(௧ିଵ) + ଶܾ଴ݎ
(௧ିଶ) +

⋯+ ௧ܾ଴ݎ
(଴)൯ܺ௦,௧ = 0 elde edilir ve bu da gösterir ki ܾ଴

(௞)
௜ܺ,௝ = 0’dır. Şimdi İddia I ve 

III’den; 

 

																												(ܺ௦,௧)ଷ = ܺ௦,௧ ቂܽ଴
(௦)ܾ௡

(௧)…+ ܽ௡
(௦)ܾ଴

(௧) + ቀܽ଴ߪ
(௦), ܾ଴

(௧)ቁቃܺ௦,௧ 

																											= ܺ௦,௧ߪቀܽ଴
(௦), ܾ଴

(௧)ቁܺ௦,௧																																															 

		= ܺ௦,௧ܽ଴
(௦)ߪቀܾ଴

(௧), ܺ௦,௧ቁ = 0 
      (5.8.b) 

 

elde ederiz, buradan da ܺ௦,௧ = 0’dır. Tümevarım Prensibinden, bütün ݅, ݆’ler için 

௜ܺ,௝ = 0 olur ve ispatı şimdi tamamlarız. 

 

;ܴ)௡ܪ  halkasının Armendariz iken ܴ halkasının indirgenmiş olup (ߪ

olmadığını bilmiyoruz. [6]’dan; ߪ = 0 iken, herhangi bir ܴ halkası için ܤ௡(ܴ;  (ߪ

halkası bir Armendariz halkasıdır ve ܤ௡(ܴ) (݊ ≥ 3	için)	halkası Armendariz halkası 

değildir (herhangi bir ܴ halkası için). 

 

Önerme 5.2: ܴ indirgenmiş bir halka olsun. 	ܤଶ(ܴ;  halkası bir kuvvet serisi tipi (ߪ

Armendariz halkadır. Yani, ܤଶ(ܴ;  .halkası bir Armendariz halkadır (ߪ

 

Kanıt 5.2: Varsayalım ki, ܤଶ(ܴ; ݅ ൧ halkasından alınan[ݕ]ൣ(ߪ = 0,1,2,… için, 

௜ߙ = ൮
ܽ(௜) ܽଵ

(௜) ܽଷ
(௜)

0 ܽ(௜) ܽଶ
(௜)

0 0 ܽ(௜)
൲ 	ve		ߚ௜ = ൮

ܾ(௜) ܾଵ
(௜) ܾଷ

(௜)

0 ܾ(௜) ܾଶ
(௜)

0 0 ܾ(௜)
൲ 	elemanları	ile,																								 

 

 (5.9.a)																																					0=(…+ଵyߚ+଴ߚ)(…+ଵyߙ+଴ߙ)																																							

 

elde edilir. ܤ௡(ܴ; ,݅ halkasından alınan bütün (ߪ ݆’ler için ߙ௜ߚ௝ = 0 ifadesinin 

sağladığını göstermemiz gerekir. ܤଶ(ܴ;  halkasına 	(ଶݔ)/[ݔ]ܴ halkasından (ߪ

tanımlanan iki homomorfizma olarak;	ቆ
ܽ ܽଵ ܽଷ
0 ܽ ܽଶ
0 0 ܽ

ቇ ⟼ ܽ + ܽଵݔ  ve 
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ቆ
ܽ ܽଵ ܽଷ
0 ܽ ܽଶ
0 0 ܽ

ቇ ⟼ ܽ + ܽଶݔ  yazalım. (5.9)’dan (ܴ[ݔ]/(ݔଶ))ൣ[ݕ]൧	 halkasından; 

 

									ቂቀܽ(଴) + ܽଵ
(଴)ݔቁ + ቀܽ(ଵ) + ܽଵ

(ଵ)ݔቁݕ + ⋯ቃ ቂቀܾ(଴) + ܾଵ
(଴)ݔቁ

+ ቀܾ(ଵ) + ܾଵ
(ଵ)ݔቁݕ +⋯ቃ = 0 

 

(5.9.b) 

ve 

 

									ቂቀܽ(଴) + ܽଶ
(଴)ݔቁ + ቀܽ(ଵ) + ܽଶ

(ଵ)ݔቁݕ + ⋯ቃ ቂቀܾ(଴) + ܾଶ
(଴)ݔቁ

+ ቀܾ(ଵ) + ܾଶ
(ଵ)ݔቁݕ +⋯ቃ = 0 

 

  (5.9.c) 

elde edilir. Çünkü [9, Teorem 20]’den, ܴ[ݔ]/(ݔଶ) halkası bir kuvvet serisi tipi 

Armendariz halkasıdır, buradan ܴ[ݔ]/(ݔଶ) halkasındaki her ݅, ݆ için; 

 

        ቂܽ(௜) + ܽଵ
(௜)ݔቃ	ቂܾ(௝) + ܾଵ

(௝)ݔቃ = 0		ve			ቂܽ(௜) + ܽଶ
(௜)ݔቃ	ቂܾ(௝) + ܾଶ

(௝)ݔቃ = 0					(5.10) 

 

ifadesi elde edilir. Önteorem 4.2’den (5.10) ile elde edilen bütün ݅, ݆’ler için, 

 

									ܽ(௜)ܾ(௝) = ܽ(௜)ܾଵ
(௝) = ܽ(௜)ܾଶ

(௝) = ܽଵ
(௜)ܾ(௝) = ܽଶ

(௜)ܾ(௝) = 0																				(5.11.a) 

 

ifadesidir. (4.13) sebebiyle bütün ݅, ݆’ler için; 

 

௝ߚ௜ߙ = 0		ancak  ve ancak 

								 ௜ܺ,௝ ≔ ܽ(௜)ܾଷ
(௝) + ܽଵ

(௜)ܾଶ
(௝) + ܽଷ

(௜)ܾ(௝) + ,൫ܽ(௜)ߪ ܾ(௝)൯ = 0     
    (5.11.b) 

 

‘dır. Teorem 5.1’in ispatında kullanılan ‘≤’ tam sıralama bağıntısı negatif olmayan 

tamsayıla üzerindeki sıralı ikililerin kümesi üzerinde tanımlayalım. (5.9.a)’dan 

dolayı ߙ଴ߚ଴ = 0 ifadesinden ܺ଴,଴ = 0 bulunur. 

Varsayalım, bütün (݅, ݆) < ,ݏ) için (0,0)		(ݐ < ,ݏ) 	 ve	(ݐ ௜ܺ,௝ = 0	olsun ve 

ܺ௦,௧ = 0 olduğunu ispatlayalım. Teorem 5.1’in ispatındaki İddia I ve III’ün 
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kanıtındaki benzer görüşler gösterir ki; ܺ௦,௧ܽ(௦) = 0,ܺ௦,௧ܽଵ
(௦)ܾଶ

(௧) = 0		ve		ܾ(௧)ܺ௦,௧ =

0 ‘dır. Bu nedenle; 

 

																					(ܺ௦,௧)ଷ = ܺ௦,௧ቂܽ(௦)ܾଷ
(௧) + ܽଵ

(௦)ܾଶ
(௧) + ܽଷ

(௦)ܾ(௧) + ,൫ܽ(௦)ߪ ܾ(௧)൯ቃܺ௦,௧ 

																								= ܺ௦,௧ߪ൫ܽ(௦), ܾ(௧)൯ܺ௦,௧																																																																					(5.12) 

																													= ܺ௦,௧ܽ(௦)ߪ൫ܾ(௧), ܺ௦,௧൯ = 0																																																																		 

 

olur ve ܺ௦,௧ = 0 elde ederiz. Tümevarım prensibinden, bütün ݅, ݆’ler için; ௜ܺ,௝ = 0 

elde edilir. 
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6. ABEL ve U-TEMİZ HALKALAR 
 

Bu bölümün başından itibaren alınan bütün halkaları birimli kabul edeceğiz.  

 

Önteorem 6.1: ߪ:ܴ × ܴ → ܴ  bir Hochschild 2-eşdevirlisi olsun. Bütün ݁ଶ = ݁ ∈ ܴ 

için ݁ߪ(݁, ݁) = ,݁)ߪ ݁)݁’dir. 

 

Kanıt 6.1: 0 = ,݁݁)ߪ ݁) − ,݁)ߪ ݁݁) = ,݁)ߪ݁ ݁) − ,݁)ߪ ݁)݁	ifadesinden elde edilir. 

 

Önteorem 6.2: ܵ = ;ܴ)௡ܤ  :alalım. Aşağıdaki ifadeler sağlanır (ߪ

 

  i) Eğer ݁ଶ = ݁ ∈ ܴ	için	ൣ݁; (1 − ,݁)ߪ(2݁  ଵ,௡ାଵ൧, ܵ’nin bir idempotentܧ(݁

elemanıdır. 

  ii) ܴ halkası Abel ise ܵ’nin her idempotent elemanı i)’de verilen formdadır. 

 

Kanıt 6.2:  ܵ = ;ܴ)௡ܤ  .olsun (ߪ

 

i) Önteorem 6.1’den kolayca ispatlanır. 

 

ii) Varsayalım ki, S’nin idempotenti ߙ = ൣܽ; ൫ܽ௜,௝൯൧ olsun. ߙଶ =  ,dan’ߙ

ܽ = ܽଶ,																																																																																																																																													 

ܽ௜௜ = ܽܽ௜௜ + ܽ௜௜ܽ; 			݅ = 1,… , ݊		için,																																																																																								 

ܽ௜௝ = ܽܽ௜௝ + ܽ௜௜ܽ௜ାଵ,௝ +⋯+ ௝ܽ,௝ିଵ ௝ܽ௝ + ܽ௜௝ܽ; 			݅ < ݆		için		(݅, ݆) ≠ (1, ݊),																			 

ܽଵ௡ = ܽܽଵ௡ + ܽଵଵܽଶ௡ +⋯+ ܽଵ,௡ିଵܽ௡௡ + ܽଵ௡ܽ + ,ܽ)ߪ ܽ),																																															 

olur. Çünkü,	ܽ merkezil idempotenttir ve 1 − 2ܽ ∈ ܷ(ܴ)’dir. Buradan da kolaylıkla 

görülür ki, (݅, ݆) ≠ (1, ݊) ifadesini sağlayan bütün 1 ≤ ݅ ≤ ݆ ≤ ݊ için,	ܽଵ௡ =

(1 − ,ܽ)ߪ(2ܽ ܽ)			ve			ܽ௜௝ = 0‘dır. 

 

Önerme 6.3: ݊ ≥ 1’dır. Aşağıdaki ifadeler denktir: 

 

  i) ܴ halkası Abeldir. 

  ii) ܪ௡(ܴ;  .halkası Abeldir (ߪ
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  iii) ܤ௡(ܴ;  .halkası Abeldir (ߪ

 

Kanıt 6.3: ݊ ≥ 1 olsun. 

 

   i)⇒iii). ߙଶ = ߙ ∈ ܵ ≔ ;ܴ)௡ܤ  alalım ve keyfi olarak köşegene ait olan ܽ elemanı (ߪ

ile ߚ ∈ ܵ alalım. Önteorem 6.2’den ݁ଶ = ݁ ∈ ܴ olduğunda; ߙ = ൣ݁; (1 −

,݁)ߪ(2݁  ଵ,௡ାଵ]’dir. Çünkü, ݁ merkezildir, doğrudan yerine yazıldığında görülürܧ(݁

ki; 

 

ߚߙ = ߙߚ ⇔ (1 − ,݁)ߪ(2݁ ݁)ܽ + ,݁)ߪ ܽ) = ܽ(1 − ,݁)ߪ(2݁ ݁) + ,ܽ)ߪ ݁)							 

																⇔ ,݁)ߪ ݁)ܽ − ,݁)ߪܽ ݁) + (1 − ,݁)ߪ(2݁ ܽ) − (1 − ,ܽ)ߪ(2݁ ݁)							(6.1) 

               = 0.				(eşitliğe (1 − 2݁) birimi eklendiğinden dolayı) 

  

Fakat, biz 

 

,݁)ߪ																 ݁)ܽ − ,݁)ߪܽ ݁) + (1 − ,݁)ߪ(2݁ ܽ) − (1 − ,ܽ)ߪ(2݁ ݁)																										  

= ,݁)ߪ	] ݁ܽ) − ,݁)ߪ ܽ) + ,݁)ߪ݁ ܽ)] − ,݁ܽ)ߪ] ݁) − ,ܽ)ߪ ݁) + ,ܽ)ߪ ݁) 

,ܽ)ߪ+																				 ݁)݁] + (1 − ,݁)ߪ(2݁ ܽ) − (1 − ,ܽ)ߪ(2݁ ݁)																																			(6.2) 

= ,݁)ߪ ݁ܽ) − ,݁ܽ)ߪ ݁) + ,ܽ)ߪ݁ ݁) − ,݁)ߪ݁ ܽ)																																							 

= ,݁)ߪ ܽ݁) − ,ܽ݁)ߪ ݁) + ,ܽ)ߪ݁ ݁) − ,݁)ߪ ܽ)݁ = 0																														 

 

buluruz. Böylece ߙ, ܵ’de merkezildir. 

 

   iii)⇒ii). ܪ௡(ܴ; ;ܴ)௡ܤ ,halkası (ߪ  .halkasının bir alt halkası olduğu açıktır (ߪ

 

   ii)	⇒i). ݁ଶ = ݁ ∈ ܴ ve ܽ ∈ ܴ olsun. ߙ = ൣ݁; (1 − ,݁)ߪ(2݁ ݊) ଵ,௡ାଵ൧ veܧ(݁ + 1) ×

(݊ + 1) tipinde birim matris olan ܫ௡ାଵ	için, ߚ =  Önteorem ,ߙ .௡ାଵ’i yazalımܫܽ

6.2’den dolayı ܵ’nin idempotentidir, böylece hipotezden dolayı merkezildir. 

Buradan, ߚߙ = ܽ݁ olur. Bu da ߙߚ = ܽ݁ olduğunu gösterir. 

 

Eğer bir halkanın her elemanı (tek olarak) bir idempotent ve bir birim 

elemanın toplamı şeklinde yazılıyorsa, bu halkaya temiz (U-temiz) halka denir. 

ܫ ⊆  temizdir ve ܫ/ܴ ideali için ܴ halkası temizdir ancak ve ancak ܫ sağlayan bir (ܴ)ܬ
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idempotentleri ܫ’nın idempotentleridir. Buradan, her ݊ ≥ 1 için ܴ halkası temizdir 

ancak ve ancak ܪ௡(ܴ; -halkası temizdir, ifadesi elde edilir. Bir ܴ halkası U (ߪ

temizdir ancak ve ancak ܴൣ[ݔ]൧ bir U-temiz halkadır [12, Sonuç 10]. Çünkü, U-temiz 

bir halkanın görüntüsü yine bir U-temiz halkadır [12, Teorem 22]. Buradan ܴ, U-

temiz halkadır ancak ve ancak ܴ[ݔ]/(ݔ௡ାଵ) halkası U-temiz halkadır. Ayrıca, eğer 

ߪ = 0 ve ܴ, U-temiz halka ise [12, Örnek 8]’den ܤ௡(ܴ; 0) halkası U-temiz halkadır. 

Buradan diğer görüşlere bakalım: 

 

Önerme 6.4: ݊ ≥ 1 olsun. ܴ halkası U-temizdir ancak ve ancak ܪ௡(ܴ; -halkası U (ߪ

temizdir ancak ve ancak ܤ௡(ܴ;  .halkası U-temizdir (ߪ

 

Kanıt 6.4: ܵ = ;ܴ)௡ܪ ܶ ve (ߪ = ;ܴ)௡ܤ  :olsun. Aşağıdaki ifadeler sağlanır (ߪ

 

  i) Eğer ܴ, ܵ, ܶ halkalarından biri temiz ise aynısı diğerleri için de doğrudur. 

  ii) Eğer ܴ, ܵ, ܶ halkalarından biri Abel ise aynısı diğerleri için de doğrudur. 

  iii) ܴ/ܬ(ܴ) ≅ (ܵ)ܬ/ܵ ≅  .(ܶ)ܬ/ܶ

 

Buradaki iddiamızı [12, Teorem 20]’nin ispatından elde ederiz. 

 

Her zaman ܪ௡(ܴ;  halkalarının izomorfik olma özelliğini (௡ାଵݔ)/[ݔ]ܴ ve (ߪ

sağlamaz. Bunu bir örnekle göstereceğiz: 

 

Örnek 6.5: Ohnuki, Takeda ve Yamagata’nın örneğini kullanacağız. ܭ =

ℤଶ(ݑ, ;(ݒ 	ℤଶ üzerinde ݑ	ve	ݒ gibi iki değere sahip rasyonel fonksiyonların cismi 

olsun. ܭ[ܺ, ܮ ,değerli polinom cebiri olsun ܻ	݁ݒ	ܺ	üzerinde	ܭ ,[ܻ = ,ܺ]ܭ ܻ]/(ܺଶ −

,ݑ ܻଶ − ,ݔ ve (ݒ ,ܺ de’ܮ sırasıyla ݕ ܻ’nin rezidü sınıfları olsun. ݈, ݉, ,݌ ݍ ∈ {0.1} için 

:ߪ ܮ × ܮ → ௠ݕ௟ݔ)ߪ , ܮ , (௤ݕ௣ݔ =  ,௠ା௤ şeklinde tanımlansın. [13, Örnek 5.6ݕ௟ା௣ݔݍ݈

sayfa 669]’dan ߪ bir Hochschild 2-eşdevirlisidir. ݔ)ߪ଴ݕଵ, (ଵݕଵݔ = 0 ve 

,ଵݕଵݔ)ߪ (ଵݕ଴ݔ = ݒݔ ≠ 0 yazalım. Fakat, ܪఙ(ܮ;  nın simetrik’ߪ ,Abel olduğundan (ܮ

olduğu kolayca görülür (yani, bütün ܽ, ܾ ∈ ,ܽ)ߪ için ܮ ܾ) = ,ܾ)ߪ ܽ)’dır). Buradan, 

;ܮ)ఙܪ ;ܮ)ఙܪ değişmeli değildir ve böylece (ܮ (ܮ ≇  L ,[ݐ]ܮ olur (burada (ଶݐ)/[ݐ]ܮ

üzerinde ݐ değerli polinom halkasıdır), çünkü sonuncusu değişmelidir. 
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Biz burada verilen bazı ܴ halkalarından ܪ௡(ܴ; (ߪ ≇  veya  (௡ାଵݔ)/[ݔ]ܴ

(ܯ;ܴ)ఙܪ ≅  .sonucunu elde edeceğiz (ܯ;ܴ)଴ܪ

 

Önteorem 6.6: ܯ,ܴ halkası üzerinde bir bimodül olsun ve ߪ: ܴ × ܴ →  bir ܯ

Hochschild 2-eşdevirlisi olsun. Bütün ݎ, ݏ ∈ ܴ için ݎ)ߪ, (ݏ = ,ݎ)ߪ  den’ݏ(1

(ܯ;ܴ)ఙܪ ≅   .sağlanır (ܯ;ܴ)଴ܪ

 

Kanıt 6.6: Eğer bütün ݎ, ݏ ∈ ܴ için ݎ)ߪ, (ݏ = ,ݎ)ߪ  ;sağlanırsa buradan  ݏ(1

(ܯ;ܴ)଴ܪ:ߠ → ,ݎ) ,(ܯ;ܴ)ఙܪ	 (ݔ ⟼ ൫ݎ, ݔ − ,ݎ)ߪ 1)൯ ifadesinin gerekli bir 

izomorfizma olduğu kolayca doğrulanabilir. 

 

ܴ = ℤ ya da ܴ = ℤ௡ durumlarında; her ݎ, ,ݎ)ߪ için ݏ (ݏ = ,ݎ)ߪ  ifadesi  ݏ(1

daima doğrudur. Böylece aşağıdaki iki sonucu verebiliriz: 

 

Sonuç 6.7: ܯ	bir Abel grup olduğunda ߪ: ℤ × ℤ →  bir Hochschild 2-eşdevirlisi ܯ

olsun. Buradan, ܪఙ(ℤ;ܯ) ≅  .dir’(ܯ;ℤ)଴ܪ

 

Sonuç 6.8: ܯ, ℤ௡ üzerindeki bir bimodül, ߪ: ℤ௡ × ℤ௡ → -bir Hochschild 2 ܯ

eşdevirlisi olsun. Buradan, ܪఙ(ℤ௡;ܯ) ≅  .dir’(ܯ;ℤ௡)଴ܪ

 

Önerme 6.9: ܯ	bir ܴ Boolean halkası üzerinde bimodül ve ߪ: ܴ × ܴ →  bir ܯ

Hochschild 2-eşdevirlisi olsun. Her ܽ, ܾ ∈ ܴ için ܪఙ(ܴ;ܯ) ≅  dir ancak’(ܯ;ܴ)଴ܪ

ve ancak  

 

,ܽ)ߪ																													 ܾ) = ,ܾ)ߪܽ ܾ) + ,ܽ)ߪ ܽ)ܾ + ,ܾܽ)ߪ ܾܽ)									               (6.3) 

 

‘dir. 

 

Kanıt 6.9: ܵ = ܶ ve (ܯ;ܴ)଴ܪ =  .olsun (ܯ;ܴ)ఙܪ

         (⟸). Hipotezden dolayı, ߠ: ܵ → ܶ, (ܽ, (ݔ ⟼ ൫ܽ, ݔ + ,ܽ)ߪ ܽ)൯ dönüşümü 

gerekli bir izomorfizmadır. 
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(⟹). Varsayalım, ߠ: ܵ → ܶ bir izomorfizma olsun. ܽ ∈ ܴ	için, ߠ(ܽ, 0) =

(ܽᇱ, ,ܽ) olsun. Çünkü (ݕ 0), ܵ’de idempotenttir, (ܽᇱ, (ݕ = (ܽᇱ, ଶ(ݕ =

൫ܽᇱ, ,ᇱܽ)ߪ ܽᇱ)൯’dır. Böylece, 

 

,ܽ)ߠ																																									 0) = ൫ܽᇱ, ,ᇱܽ)ߪ ܽᇱ)൯																																		              (6.4) 

 

olur. Çünkü, ߠ൫ܬ(ܵ)൯ = (ܶ)ܬ = ,ܯ⊕(0) ܽ ⟼ ܽᇱ dönüşümü ܴ’nin bir 

otomorfizmasıdır. Bütün ܽ, ܾ ∈ ܴ için, ߠ(ܾܽ, 0) = ,ܽ)ߠ ,ܾ)ߠ(0 0) olduğundan da, 

 

ᇱܾᇱܽ)ߪ															 , ܽᇱܾᇱ) = ܽᇱߪ(ܾᇱ, ܾᇱ) + ,ᇱܽ)ߪ ܽᇱ)ܾᇱ + ,ᇱܽ)ߪ ܾᇱ)																								(6.5) 

 

bulunur. ܽᇱ ile ܽ’yı ve ܾᇱ 	ile ܾ’yi eşitlikte yer değiştirdiğimizde, bütün ܽ, ܾ ∈ ܴ için, 

 

,ܾܽ)ߪ																			 ܾܽ) = ,ܾ)ߪܽ ܾ) + ,ܽ)ߪ ܽ)ܾ + ,ܽ)ߪ ܾ)																																				(6.6) 

 

elde edilir. 

 

Önerme 6.10: ܴ	bir Boolean halkası ve ߪ:ܴ × ܴ → ܴ bir 2-eşdevirlisi olsun. 

Buradan, ܪ௡(ܴ; (ߪ ≅  .olur (௡ାଵݔ)/[ݔ]ܴ

 

Kanıt 6.10: ܽ, ܾ ∈ ܴ olsun. Buradan, 

 

,ܽ)ߪܽ ܾ) + ,ܽ)ߪ ܽ)ܾ = ,ܽ)ߪ ܾ) + ,ܽ)ߪ ܾܽ) 

,ܾ)ߪܽ																											 ܽ) + ,ܽ)ߪ ܾ)ܽ = ,ܾܽ)ߪ ܽ) + ,ܽ)ߪ ܾܽ)                         (6.7) 

,ܽ)ߪܾ																												 ܽ) + ,ܾ)ߪ ܽ)ܽ = ,ܾܽ)ߪ ܽ) + ,ܾ)ߪ ܽ)																														 

 

bulunur. Üç eşitliğe de sırasıyla sol ve sağ yönlere ekleyerek; 

 

,ܽ)ߪ																																																		 ܾ) = ,ܾ)ߪ ܽ)																																																					(6.8) 

 

elde edilir. Ayrıca, 
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,ܾ)ߪܽ                  ܾܽ) + ,ܽ)ߪ ܾ)ܾܽ = ,ܾܽ)ߪ ܾܽ) + ,ܽ)ߪ ܾܽ) 

,ܾ)ߪ																	 ܾ)ܽ + ,ܾ)ߪܾ ܽ) = ,ܾ)ߪ ܾܽ) + ,ܾ)ߪ ܽ)           (6.9) 

 

buluruz. Son eşitliği ܽ ile çarparsak; 

 

,ܾ)ߪ																								 ܾ)ܽ + ,ܾ)ߪܾܽ ܽ) = ,ܾ)ߪܽ ܾܽ) + ,ܾ)ߪܽ ܽ)																								(6.10) 

 

elde edilir. Şimdi (6.8)’den dolayı, birinci, beşinci ve yedinci eşitlikleri sırasıyla sol 

ve sağ yönlere ekleyerek; 

 

,ܽ)ߪܽ				 ܾ) + ,ܽ)ߪ ܽ)ܾ + ,ܾ)ߪܽ ܾܽ) + ,ܾ)ߪ ܾ)ܽ 

																										= ,ܽ)ߪ ܾ) + ,ܾܽ)ߪ ܾܽ) + ,ܾ)ߪܽ ܾܽ) + ,ܾ)ߪܽ ܽ)																		         (6.11) 

 

elde edilir. Bu,  

 

,ܽ)ߪ																							 ܾ) = ,ܾ)ߪܽ ܾ) + ,ܽ)ߪ ܽ)ܾ + ,ܾܽ)ߪ ܾܽ)																														(6.12) 

 

bulunur. Şimdi (6.8) ve (6.12)’den; 

;ܴ)௡ܪ (ߪ ⟶ ,଴ܽ) ,(௡ାଵݔ)/[ݔ]ܴ … , ܽ௡ିଵ, ܽ௡) ↦ ൫ܽ଴, … , ܽ௡ିଵ, ܽ௡ + ,଴ܽ)ߪ ܽ଴)൯ 

ile verilen dönüşüm gerekli bir izomorfizmadır. 
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