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OZET

Bu calismamiz alti1 bolimden olusmustur. Birinci boélimde giris kismi
bulunmakta olup, tezin amaci gdsterilmistir .Ikinci bliimde bu ¢alisma icin gerekli
olan bazi temel tanim ve kavramlar1 verilmistir. Ugiincii boliimde MUHAMMET
TAMER KOSAN, TSIU-KWEN LEE ve YIQIANG ZHOU tarafindan yazilan ‘An
Extension of Rings and Hochschild 2-cocycles’ isimli makale c¢alisilmistir.
Dordiincii, besinci ve altinc1 bolimlerde MUHAMMET TAMER KOSAN, TSIU-
KWEN LEE ve YIQIANG ZHOU tarafindan yazilan bu makalenin bazi boliimleri

iizerinde durulmustur.

Anahtar Kelimeler: Halkalarin genislemesi, Hochschild 2-esdevirlisi, Sifir

devirli halka, Simetrik halka, Armendariz halka



SUMMARY

In this work consists of six chapter. The first chapter includes the purpose of
the thesis. In the second chapter we present some basic definitions and useful
notions. In the third chapter we study the paper ‘An Extension of Rings and
Hochschild 2-cocycles’, written by MUHAMMET TAMER KOSAN, TSIU-KWEN
LEE and YIQIANG ZHOU. In the fourth, fifth and sixth chapter, we focus on some
part of the paper, written by MUHAMMET TAMER KOSAN, TSIU-KWEN LEE

and YIQIANG ZHOU.

Key Words: Extension of rings, Hochschild 2-cocycle, Reversible ring,

Symmetric ring, Armendariz ring.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler ve  Aciklamalar

Kisaltmalar

H,(R;0) : R halkas:iizerinde, c Hochschild 2-esdevirlisi

J(R) : R halkasinin Jakobson Radikali

My : Sag R-modiil

N : Dogal sayilar kiimesi

R . Birlesmeli halka

R[x]/(x™) : Katsayilar1 R halkasindan alinan polinomlarn tirettigi boliim halkasi
c . Hochschild 2-esdevirlisi

U(R) : R halkasinm birimlerinin kiimesi

Z : Tam sayilar kiimesi
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1. GIRIS

R, birimli olmasina gerek olmayan birlesimli bir halka ve M, R halkasi ilizerinde

bir bimodiil olsun. Her a,b,c € R i¢in;
o(ab,c) —o(a,bc) = ao(b,c) —o(a,b)c (1.1)

kosulu saglaniyorsa, Z-bilineer doniisiimii olan g:R X R - M bir Hochschild 2-
esdevirlisi olarak adlandirilir. H;(R; M) ile gosterilen, degismeli grubu R®M ve

carpma iglemi
(a,x)(b,y) = (ab, ay + xb + o(a, b)) (1.2)

olan M tizerinde R Hochschild genislemesi, bir halkadir. [3] ve [10].

Bu calismada, lizerinde R halkas1 ve ¢ = 0 Hochschild 2-esdevirlisi bulunan
H, (R; o) halka yapisini inceleyecegiz.

Eger 0 = 0 alimirsa H,(R; M) halkasi, M’nin R halkas1 iizerinde basit bir
genislemesi olarak isimlendirilir. Buradan; Hy(R;R) = R[x]/(x™*1)’dir. Asagida
verilen halka yapisi, her ikisi de birlesik bir genelleme olan H,(R;R) ve R[x]/
(x™*1) halkalarinin bir alt halkasini igerir.

T,, (R), R halkas1 lizerinde tanimli n X n tipinde iist tiggensel matris olsun.

a a1 Az o Qi
0 a azp - axp

e (a;;) € T, (R) olmak iizere, o o a - as, |matrisi [a; (a;;)] ile;
0 O 0O - a

TE; n41 ifadesini ise(1,n + 1). terimi r ve diger terimleri 0 olan (n + 1) X (n + 1)
tipinde bir matris olarak gosterilmistir. R halkasinin Jakobson Radikali J(R) ve
(birimi varsa) birimlerinin kiimesi U (R) seklinde gdsterilmistir.

Bu tanimlarla birlikte H,(R;o) halkasinin sirasiyla sifir devirli, simetrik,
Armendariz, Abel ve U-temiz oldugunu ele alacagiz. Ileriki boliimlerde, R[x]/

(x™*1) halkas1 ve H,(R;R) Hochschild genislemesinin bilinen cesitli sonuglar1



H,,(R; o) halkasia genisletilmis; sifir devirli, simetrik ve Armendariz halkalarinin

yeni Ornekleri verilmistir.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

Tanim 2.1: Iki islemli (R, +,.) cebirsel yapisi verilsin. Her a,b,c € R icin,

ea+b=>b+a,

e(a+b)+c=a+(b+c),

e Her a € R i¢in, a + 0 = a olacak sekilde bir 0 = Oy var,

e Her a € R i¢in, a + (—a) = (—a) + a = 0y olacak sekilde bir (—a) € R var,
e (a.b).c = a.(b.c) ve

ea.(b+c)=ab+a.cve(a+b).c=a.c+b.c

kosullari saglaniyorsa, R ye bir halka denir.

Burada a,b € R i¢in a.b islemini kisaca ab ile gosterecegiz.

Tamm 2.2: R bir halka ve her a € R i¢in a® = a ise R 'ye Boolean Halkas1 denir.

Tanim 2.3: R ve S iki halka ve f: R = S bir fonksiyon olsun. Eger her a,b € R i¢in,

e f(a+b)=f(a)+f(b)
o f(ab) = f(a)f(b)

ise f'veR'den S 'ye bir halka homomorfizmasi denir. f birebir ise f’ye bir halka
monomorfizmasi, f orten ise f’ve bir halka epimorfizmasi ve f aym anda hem
birebir hem de érten ise f ye bir halka izomorfizmasi denir.

R = § halinde f ’ye bir halka endomorfizmasi ve f izomorfizma ise f 'ye halka

otomorfizmasi denir.

Tanmim 2.4: R bir halka ve ® = I € R olsun.

e Hera,b €Ricin, a b€l

o Hera€lveherr €ERicin,ra €1



kosullari saglaniyorsa, 1 ’ya R 'nin bir ideali denir.

Tamm 2.5: M,R halkasimin kendinden farkli (has) bir ideali olsun. R’nin M ’yi
kapsayan M ’den bagska hi¢bir has ideali yoksa M ’ye bir maksimal ideal denir.

Tanmim 2.6: R halkasinin tiim maksimal ideallerinin arakesitine Jakobson Radikali

denir ve | (R) ile gosterilir. Su halde,

=[] M @.1)

M maks.ideal

olur.
Tamim 2.7: R bir halka, (M, +) degismeli bir grup olsun. m € M ve r € R igin,

e(x+yla=xa+ya
ex(a+b)=xa+xb
e x(ab) = (xa)b

sartlarint saglayacak gsekilde mevcutsa, M’ye sag R-modil denir ve My ile

gosterilir.

Benzer sekilde sol R-modiil tanimi elde edilir.

Tamm 2.8: M bir R-modiil ve N, M ’nin bir alt grubu olsun. Eger her n € N ver € R

icin nr € N oluyorsa, N 'ye M 'nin alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir.

Ornek 2.9: M bir sol R-modiil ve @ # X € M olsun. Bu durumda RX, M’nin alt

modiiluddr.
Tanmim 2.10: R ve S iki halka olsun. (M, +,.,%) dortlii islemi i¢in,

o (M, +,.) bir sag R-modiil,
o (M, +,x) bir sol S-modiil,



eHer r€R,s€S me M icgin, (r-m)*s=r.(mxs)

saglaniyorsa, M 'ye R — S bimodiil denir.

Tanmim 2.11: Ave B iki R-modiilii olsun. Eger bir f:A — B fonksiyonu her

a,b € R ver € R icin,

e f(a+b)=1f(a)+f(b)
o f(ab) = f(a)f(b)

sartlarini saglarsa f’ve A’dan B’ye bir R-modiilii homomorfizmasi veya kisaca R-
homomorfizmasi denir. Boylece bir modiil homomorfizmasi skalar ¢arpimi koruyan
bir abel grup homomorfizmasidir. Halkalarda oldugu gibi eger f birebir veya érten
veya birebir orten ise f ’ye swrasiyla, R-monomorfizmasi veya R-epimorfizmasi veya
R-izomorfizmasi denir.

Eger A =B ise f homomorfizmasina bir endomorfizma ve eger f bir

izomorfizma ise bir otomorfizma denir.

Tanmim 2.12: M,N ve X birer R-modiil olsun. Eger f:M X N — X fonksiyonu her

m,m' € M,n,n' € N ver € R icin;

o f(m+m',n) = f(m,n) + f(m',n)
o f(mn+n') =f(mn)+ f(m,n")
o f(rm,n) =rf(m,n)
e f(m,rn) = rf(m,n)

sartlarini saglarsa f, R-bilineer dir.

Tamm 2.13: Bir R halkasi sifirdan farkl hi¢cbir idempotent eleman i¢ermiyorsa, bu
halkaya indirgenmis halka denir.

Tamm 2.14: Eger bir R halkasinin her idempotenti merkezil ise, R bir Abel halkadir.



3. H,(R; ) HALKASI

Bu boliimde Muhammet Tamer Kosan, Tsiu Kwen Lee ve Yiqiang Zhou’nun
“An Extension of Rings and Hochschild 2-cocycles” adli makalesini anlatacagiz. Bu

konu ile diger boliimlerde yer alan ¢alismalarin da temelini olusturacagiz.

Onerme 3.1: 6:R X R = R bir Hochschild 2-esdevirlisi ve n = 1 olsun. Matrislerde
bilinen toplama islemi ve A = [a; (aij)] ve B = [b; (bij)] elemanlari i¢in AB
carpimi matrislerde bilinen ¢carpma islemi olan ve asagidaki sekilde tanimlanan *

carpim
A*B =AB + 0(a,b)E; nyq (3.1)

ile verilen
B,(R;0) = {|a; (a;;)]:a € R, (a;;) € T,(R)} (3.2)

bir halkadwr. Eger R halkasimin birimi varsa, B,(R;c) halkasimin birimi

[1; —0(1,1)E; +1] seklindedir ve asagidaki ifadeler saglanir:

*J(Bn(R; ) = {[a; (ay)]: @ € J(R)}.
e U(B,(R;0)) ={[a; (a;;)]:a € UR)}.

Kamit 3.1: Kamit icin birlesme ozelligini ispatlamak yeterlidir. A = [a; (aij)],
B = [b; (bij)] ve C = [c; (cij)] alalim. Sonra,

(A*B)*C = (AB + d(a,b)E;n4q) * C
= (AB + 0(a,b)E; 41)C + 0(ab, ¢)Ey 44 (3.3.2)
= ABC + (a(a, b)c + a(ab, c))El'n+1

bulunur. Diger taraftan,



Ax(B*C)=Ax(BC+0a(b,c)Eini1)
= A(BC + a(b,0)Eyns1) + 0(a,bC)Ey s (3.3.b)
= ABC + (aa(b, c)+o(a, bc))El'n+1

bulunur.

o’mn  Hochschild 2-esdevirlisi  olmasindan, (A*B)*C =Ax (B *C)
saglanir.

Eger 0 = 0 alinirsa, B,(R;0), T,,1(R) halkasinin bir alt halkasi olur. Bu

calismamizin konusu B, (R; o) halkasi lizerinedir.

Onerme 3.2: 6:R X R = R bir Hochschild 2-esdevirlisi ve n > 1 olsun.

aO a1 az an
0 ay ag - au-

e H,(R;0) == L o Y1: a; €R,0 <i<nyhalkasi,
0 0 0 - a

B, (R; ) halkasimin bir alt halkasidir. H,(R; 0) halkasim {(ay, ...,a,):a; € R,i =
0,...,n} kiimesi ile belirledik. Béylece bilinen toplama iglemi ve carpma islemi

olarak;

(ag, ., ay)(bg, ..., by) = (coy vy Cp) (3.4)
almir, burada i = 0, ...,n — 1 icin;

Ci = aobi + albi_l + -+ aibo

3.5
Ch = aobn + albn_l + -+ anbo + U(ao, bo) ( )

ile tamimlanmig bir halkadwr. R halkasinn birimi varsa, H,(R; o) halkasinin birimi

(1, ) —0(1,1)) olur ve asagidaki ifadeler saglanir:

e J(H,(R; 0)) = {(ay, ..., an) € Hy(R; 0): aq € J(R)}.
o U(H,(R;0)) = {(ay, .., a,) € Hy(R; 0): aq € U(R)}.



H,(R;0) = H,(R;R) ve o=0 igin, H,(R;0) = R[x]/(x™") oldugunu
dikkate alalim. Bundan sonra g: R X R = R doniisiimii bir Hochschild 2-esdevirlisi

olarak alacagiz.



4. SIFIR DEVIRLI ve SIMETRIK HALKALAR

Indirgenmis bir R halkas1 i¢in; R’de bulunan a,a, ...a,, = 0 ve p’nun {1, ..., n}
kiimesi tizerindeki her permiitasyonu i¢in a,1)@y(z) - Apny = 0°dir ve  R’de
bulunan ab = 0 igin aRb = bRa = 0 olur. Indirgenmis halkanin bu 6zelliklerini
acikca bahsetmeden daha sonra kullanacagiz.

Eger bir R halkasinda ab = 0 iken ba = 0 oluyorsa [4], bu R halkasina sifir
devirli; eger abc = 0 iken acb = 0 oluyorsa 8], bu R halkasina simetriktir, denir.
Indirgenmis halkalar sifir devirli ve simetriktir. Birimli, sifir devirli bir halkanin
simetrik olmasina gerek yoktur. [2] ya da [11, Ornek 5]. Birimli, simetrik bir halka
daima sifir devirlidir fakat birimli olmayan simetrik bir halkanin sifir devirli
olmasina gerek yoktur. [11, Ornek 1] ya da [10].

Birimli, indirgenmis bir R halkas1 i¢in R[x]/(x™*1) halkas: sifir devirli ve
simetriktir. Diger yandan, birimli ya da birimsiz indirgenmis bir R halkasi, ve bu R
halkas1 tizerindeki herhangi bir I ideali i¢in H;(R,I) halkasi simetrik ve sifir
devirlidir. Simetrik (ya da sifir devirli) bir halkanin alt halkasinin da simetrik (ya da
sifir devirli) oldugunu dikkate alalim. Boylece her R halkasinin I ideali i¢in H, (R, 1),
H;(R,R) halkasinin bir alt halkast oldugundan, H,;(R,R) simetrik (ya da sifir
devirli) ise H;(R, 1) halkast da daima simetriktir (ya da sifir devirlidir). Verilen [10,
Teorem 1.1], [5, Teorem 2.3] ve [7, Teorem 2.5] teoremleri ile Teorem 4.4 ve

Teorem 4.5 asagida genisletilmistir.
Onteorem 4.1: R halkasinda, ab = bc = 0 ise o(a,b)c = ao (b, ¢) dir.
Kanit 4.1: Bu ifade, 0 Hochschild 2-esdevirlisi tanmimindan elde edilir.

Onteorem 4.2: R indirgenmis bir halka olsun. Eger, R[x]/(x™*') halkasinda
(ag+a;x + -+ ax™)(bg + byx+-+b,x™)=0 ise 0<i+j<n sartin

saglayan biitiin i, ] 'ler i¢in a;b; = 0’dur.

Kanit 4.2: Tiimevarim prensibini kullanalim. agb, = 0 oldugu acgiktir. Simdi biitiin
0<ij<nilei+j=s vebaz0<s <nigina;b; =0 oldugunu kabul edelim.

Hipotezden,



aobs + ala(bs_l) + -+ as_las_l(bo) =0 (41)

buluruz. (4.1)’i by ile soldan c¢arparsak byaso®(by) elde edilir, ¢iinkii
tiimevarimdan j = 0, ...,s — 1 i¢in bya; = 0 olur. Bundan (byas)o®(byas) = 0 dir

ve buradan byag = 0 bulunur. Yine buradan, ayo®(by) olur. Simdi (4.1) den

aobs + ala(bs_l) + -+ as_las_l(bl) =0 (42)
bulunur. Benzer sekilde, (4.2) ifadesini soldan by ile ¢arparsak as;_1b; olur. Bu
sekilde devam edildiginde, i+ j = s ifadesini saglayan biitiin 0 <1i,j <n icin

a;bj = 0 oldugu ispatlanir. Bu da, [9, Teorem 20]’nin ispatinda kullanilan Iddia
11'dir.

Onteorem 4.3: R, bir halka olsun. H,(R; ¢) halkasinda (ay, ..., a,) (b, ..., b,) = 0
‘dir ancak ve ancak R[x]/(x™) halkasinda (ag + a1 x + -+ + ap_1x" 1) (by + by x +
ot b1 x™ ) = 0ve Xy aiba_; + a(ag, by) = 0’dur.

Kanit 4.3: H, (R; 0) halkasindaki ¢carpma islemi tanimindan elde edilir.

Teorem 4.4: R indirgenmis bir halka olsun. H, (R; o) halkasi, her bir n = 1 igin sifir

devirlidir.
Kamit 4.4: Varsayalim ki, H,(R; o) halkasinda a = (aq, ..., a,) ve B = (b, ..., b,)
icin aff = 0 olsun. Onteorem 4.2 ve Onteorem 4.3’ten, 0 <i+j<n—1 sartin
saglayan biitiin i, j ’ler icin;

aibi =0 (43)

ve

¢ = agb, + ayby_1 + -+ ayby + o(ay, by) =0 (4.4.2)

10



olur. (4.3) ifadesi, R[x]/(x") halkasinda (X3 bix")(Xda;xt) =0 ifadesini
acikca sagladigina dikkat edelim. Onteorem 4.3’ten, fa = 0 oldugunu géstermek
icin;, d:=bya, +bia,_4 + -+ byay+0(by,ay) =0 ifadesini  kamitlamak

veterlidir. Her 0 < i < nigin (4.3) 'ten;

0 = b,_i(ca;)
= b,_; ((aobn + aby_q+ -+ a;_1b,_iq + o(ay, bo))ai)
= by_i(aibp_; + a(ay, by))a; (4.4.b)
= by_i(aibn—_ia; + ago(by, a;))

= bp_;a;b,_;q;

buluruz. Buradan i =1,..,n—1 i¢in, b,_;a; =0’dir. Bu ¢ = ayb, + a,by +

a(ag,by) =0 ve d=bya, + b,ay + a(by, ay) anlamina gelir. Boylece,

aod = (aghy, + a(ag, by))ay = cay = 0

(4.5)
dbo = bo(anbo + U(ao, bo)) = boc =0

bulunur. Simdi d? = d[(byay + bpag + a(by, ag))d] = d(a(by, ag)d) =
d(bya(ay,d)) = 0 olup, buradan d = 0’dir.

Teorem 4.5: R, indirgenmis bir halka olsun. H,(R; o) halkasi, her bir n =1 igin

simetriktir.
Kamit  4.5: Varsayalim ki, H,(R;0) halkasinda «a = (ay,...,a,),B =
(bg, ..., by) ve y = (cg, ..., ) icin afy = 0 olsun. Kolaylik icin a = ay , b = b,
,C = ¢o alalim. Onteorem 4.3 ten,
U = Yiyjrk=n a;bjc, + 0(a,b)c + o(ab,c) =0 (4.6)
ve R[x]/(x™) de,
(ZFoo aix) TSy bixH (B cix) =0 (4.7)

11



‘dir. Onteorem 4.2 den (4.7) kullamldiginda, 0 < i + j + k < n — 1 sartint saglayan

biitiin i, ] ’ler i¢in,
a;bjc, =0 (4.8.2)

elde edilir. (4.8.a)yt dikkate aldigimizda bu acik¢a gosterir ki, R[x]/(x™)
halkasinda (Y73 aix®)(Thd cixt) (X7 bixt) = 0‘dir. Burada Onteorem 4.3 'ten,
ayf = 0 oldugunu gostermek igin; v = Yiyjik=naiCjby + o(a,c)b + a(ac,b) =

0 ifadesini kanitlamak yeterlidir.
Iddia I: vab = vac = vbc = 0’dur.

Iddia I'in Kamti: (4.8.a) g6z éniine alindiginda; 0 = uab = [abc, + o(ab,c)]ab
elde edilir, buradan 0 = [abc,, + o(ab,c)]ba = ab[c,ba + o(c, ba)] bulunur; bu
yiizden ba[c,ba + a(c,ba)] = 0’dwr. Boylece, (4.8.a) goz oniine alindiginda,

bva = blac,b + o(a,c)b + o(ac,b)]a
= bac,ba + [ba(a,c)]ba + [ba(ac,b)]a
= bac,ba + [o(ba,c) — a(b,ac) + o(b,a)c] (4.8.b)
+[o(bac,b) — a(b, ach) + o(b,ac)b]a
= bac,ba + a(ba,c)ba =0

‘dir. Bir baska elde edilen ifade;

0 = cua = clab,c + a(a,b)c + o(ab,c)]a
= cabyca + [co(a, b)]ca + [co(ab,c)]a
= cabyca + [o(ca,b) —a(c,ab) + o(c,a)b]ca (4.8.¢)
+[o(cab, c) — o(c,abc) + o(c,ab)cla

cab,ca + a(ca,b)ca

= [cab,, + o(ca, b)]ca

olur.

12



Buradan 0 = [cab, + o(ca, b)]ac = ca[cab,, + a(ca, b)] ifadesinden,
aclbyac + a(b, ac)] = 0 bulunur. vac = [ach, + a(ac, b)]ac = ac[b,, +

o(b,ac)] = 0 ‘dwr. Ayrica,

0 = bcu = bcla,bc + o(a,b)c + a(ab, c)]
= bca,bc + [bca(a,b)]c + [bca(ab, c)]
= bca,bc + [o(bca,c) — a(bc,ab) + o(bc,a)b]c (4.8.d)
+[o(bcab, c) — a(bc,abc) + o(bc, ab)c]
= bca,bc + o(bc,a)bc

olup, bu durumdan 0 = [bca, + a(bc,a)]cbh = bc[a,cb + o(a, cb) ifadesi goriiliir.
Buradan cbla,cb + o(a,cb)] = 0’dir. Boylece;

cbv = cbla,cb + o(a,c)b + a(ac, b)]
= cbla,cb + o(a,cb) + ac(c, b)] (4.8.¢)
= cbla,cb + o(a,cb)] =0

elde edilir. Dolayisiyla, vab = vac = vbc = 0 'dir.

Iddia 1I: § = o(a,c)b + o(ac,b) ven = a(a,b)c + o(ab, c) oldugunda v8 = vn =

0 olur.

Iddia II'nin Kamti: Iddia I goz éniine alindiginda, elde edilen; vSav =
vlo(a,c)b + a(ac,b)]av = v|[o(ac, b)av] = viaco(b,av)] = 0 ‘dr, buradan

véa = 0 olur ve bu yiizden,

v8%v = v8[o(a,c)b + o(ac,b)]v
= v8[ao(c,b) + o(a,cb)]v (4.8.9)
= [v8o(a,chb)]v = oc(v8,a)cbv =0

olup, buradan v§ =0'dwr.  Ayrica, vnav =vlo(a,b)c + o(ab,c)]av =

vla(ab, c)av] = vlabo(c,av)] = 0 ‘dir, buradan vna = 0’dwr ve bu yiizden,
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vn?v = vnlo(a,b)c + a(ab, c)]v
= vnlaa(b,c) + a(a, bc)lv (4.8.2)
= [vno(a, bc)lv = a(vn,a)bcv = 0

ifadesinden vn = 0 elde edilir. 0 < | < n ifadesini saglayan biitiin | tamsayilart igin

P (1) 'nin durumunu su sekilde belirtelim:
P(l) vaibj = vaicj = vbiCj = 0. (49)

Burada, Iddia I'den P(0) bulunur. Simdi varsayalim ki, 0 < | < n ve P(s) biitiin

i, ler icin gegerli olsun, yani;

biitiin i + j < ligin, va;b; = va;c; = vbic; =0 (4.10)
saglanir. P(l) 'nin dogru oldugunu gostermis oluruz. Bu,

biitiin i + j = ligin, va;b; = va;c; = vbhic; =0 (4.11)
bulunur. Negatif olmayan t, s tamsayilari igin s + t = | oldugunu gosterelim.
Iddia III: i + j + k = n saglayan biitiin i, ], k’lar icin, (bsct)(aibjck) = 0’dwr.

Iddia lIl’iin Kamti: i <n —l'den i + s+ t < n; buradan (4.8.a) dan a;bsc, = 0 ve
(bsct)(aibjck)v = 0’dw. Simdi varsayalim ki i = n — 1 olsun, bu yiizden s +t =
j+ k=1 olur. Eger s+ j ise, ya s>j ya da s <j olur; bu da gosterir ki ya
Jtk<lyadas+k <l olur. Buradan (4.10)'dan bjc,v = 0 veya bsc, v = 0’dur.
Buradan t # k icin, (bsct)(an_lbjck)v =0 elde edilir. (bsct)(an_lbjct)v =0
oldugunu  gostermek  icin, 0 = (bgc)uv = (bsct)(2i+j+k=n a;bjcy + nv =
(bsct)(an_lbjct)v olduguna dikkat edecegiz. Iddia II ve III'den; (bgc,)v? =
(bsct)(zi+,’+k=n a;ciby + 8)v = 0°dir. Oyleyse (bsc,)v = 0 = (agc,)v elde edilir.

Buradan (4.11) saglanwr. Tiimevarim kuralindan,
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biitiin i +] <l icin, vaibj = va¢ = vbiCj =0 (412)

ifadesini kanitlariz. Simdi (4.12) ve Iddia II'den; v? = (Zi+j+k=n a;cjby + 5)17 =0

bulunur, boylece v = 0 dir.

Eger bir R halkasinda ab = 0 icin aRb = 0 saglaniyorsa, R halkasina yari
degismeli denir. [8]. [7]’den, o = 0 i¢cin B,(R; 0) halkas1 yar1 degismelidir fakat her
birimli, indirgenmis halka igin sifir devirli (ya da simetrik) degildir ve B,(R;0)
(n = 3 i¢in) halkas1 yar1 degismeli degildir (her birimli R halkast igin).

Onerme 4.5: R indirgenmis halka ise B,(R; 0) halkasi yar: degismelidir.

a a; as b b; by
Kanit 4.5: B,(R;0) halkaszndanallnana=<0 a a2>, ,B=(O b b2>

0 0 a 0 0 b
ror T3
elemanlart icin aff = 0 vey = (O T r2> olsun. Ciinkii, R indirgenmis halkadir,
0 0 r
af = 0 ifadesi
ab =ab, =ab, =a;b =a,b=0 (4.13)
ve
u = abs + a;b, + asb +o(a,b) =0 (4.14)
verir. Burada (4.13) 'ten;
arb arb; + (ar; + a;r)b v 0 0 v
afy =\ 0 arb arb, + (ar, + azr)b> = ( 0 O)‘dzr,
0 0 arb 0 0 O
burada,
v = arb; + ar,b, + a;rb, + arsb + a;r,b + asrb
+o(a,v)b + o(ar,b)
(4.15)

= arb; + a;rb, + azrb + o(a,r)b
+ o(ar, b)

15



‘dir. Buradan, ayP =0 oldugunu géstermek icin, v = 0oldugunu gostermek

yeterlidir.

va = [arb; + a;rb, + azrb + o(a,r)b + o(ar,b)]a
= arbsa + o(ar,b)a (4.16.a)
= ar[bsa + a(b,a)] =0

oldugunu goriiriiz, ¢iinkii a[bsa + a(b,a)] = [ab; + o(a,b)]a = ua = 0.a =0 ve

bv = blarb; + a,rb, + arsb + o(a,r)b + a(ar, b)]
= blazrb + o(a,r)b + a(ar, b)]
= blazrb + aa(b,r) + a(a,rb)]
= basrb + ba(a,rb)

(4.16.b)

Ciinkii [bas + a(b,a)]b = blasbh + a(a,b)] = bu = b.0 = 0’dw. Diger taraftan,
(4.14) ten;

—va,;b,v = v[ab; + asb + a(a, b)]v
= vo(a, b)v (4.16.¢)
=vao(b,v) =0

oldugundan a,b,v = 0 bulunur. Bu yiizden,

v3 =vlarb; + a,rh, + a;rb + o(a,v)b + a(ar, b)]v
larbs +arb; +as ] (4.16.d)

= vo(ar,b)v = v(ar)o(b,v) =0

geregince v = 0 bulunur.
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5. ARMENDARIZ HALKALARI

R[x] halkasinda  (straswla R|[[x]] de) a;b; = 0 olan biitin i,j ler igin,
(Zisoaixt )(Xjsobjx’ ) =0 saglaniyorsa, R halkasina Armendariz  (srrastyla
kuvvet serilerinin Armendariz tipi) denir. [1]’de R indirgenmis bir halkadir ancak ve
ancak R[x]/(x™*1) halkas1 Armendariz’dir ve n > ligin Anderson ve Camillo

tarafindan ispatlanmustir.

Teorem 5.1: n = 1 ve R indirgenmis bir halka olsun. H,(R; o) halkasi, bir kuvvet

serisinin Armendariz halkasidir. Yani, H, (R; o) halkasi bir Armendariz halkadur.
Kamit 5.1: S = H,(R; o) alalim ve S[[y]] de

(ap tayy+-)(Bo+piy+-)=0 (5.1

alalvm. Biitiin i, ler i¢in S’de bulunan a;f; =0 ifadesini gostermemiz gerekir.
i=01,.. icin a;= (a(()i),agi), ...,ag)), Bi = (b(()i),bl(i), ...,b,(li)) yvazariz ve
R[x]/(x™) halkasinda; f; = a(()i) + agi)x + - +a£21x”‘1 ve g;= béi) + bgi)x +
e b,(lizlx”‘1 olsun. H,(R; o) = R[x]/(x™), (ag,..,a,) ~ ag+ -+ a,_;x"?!

iizerine bir halka homomorfizmasini yazalim; (5.1)'den, R[x]/x"|[y]] halkasinda

(fothfiyt-)go+gy+t-)=0 (5.2)

bulunur. Ciinkii, [9,Teorem 20]’den R[x]/(x™) bir kuvvet serisinin Armendariz
halkasidir. Buradan R[x]/(x™) halkasinda biitiin i,j ler i¢in f;g; = 0’dwr. Bu
yiizden Onteorem 4.2°den biitiin i,j’ler ve 0 <s +t <n — 1 saglayan biitiin s, t

icin,

al’b? =0 (5.3)
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olur. Kolaylik olarak her 1i,j icin; X;; = a(()i)b,(lj) + agi)b,(lj)1 + -+ ag)béj) +
o (a(()i),béj)) yazalim. (5.3)’ten dolayi, R[x]/(x™) halkasindan, (a(()i) + agi)x +

e tal? xm71) (b(()j) +bPx + -+ b,(ljzlx”_l) =0 buluruz, buradan Onteorem

4.3 ’ten;

a;B; = 0 ancak ve ancak X;; = 0 (5.4.2)

elde edilir. Biz ‘<’ tam siralama bagintisini negatif olmayan tamsayilar tizerindeki

(i, ) swral ikilileri kiimesi tizerinde tammlayalim:

o Eger,i+j <s+ticin(i,j) < (s, t)dir.

ei+j=s+ticin (i,j) < (s, t) 'dir ancak ve ancak i < s dir.

(5.1)’den ayfy =0 elde ederiz. Varsayalim ki, biitiin (i,j) < (s,t) icin (0,0) <
(s,t) ve a;f5; = 0 gegerli olsun ve a3y = 0 oldugunu ispat edelim. (5.4.a) 'dan,

biitiin (i,j) < (s,t) igin, X;; = 0 (5.5)

oldugunu kabul ediyoruz ve Xg, =0 oldugunu gostermek istiyoruz. (5.1)’den

Ditj=s+t @ifj = 0’dwr yani Xy j=st Xy j = 0 olup, (5.5) 'ten;
KXot + Xsi1e-1+ "+ Xs460=0 (5.6.2)
elde ederiz.
Iddia I Xs,ta(()s) = 0’dwr.
Iddia I'in Kamiti: i +j =s+t vei > s saglayan biitiin i,j ler igin, Xi'ja(()s) =0

ifadesini gosterecegiz; buradan Iddia I, (5.6.a)’dan elde edilir. Ciinkii, (5.5) ten
Xs,j = 0°dw,
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aj (b,(lj) a +o (b(()j), a(()s))) = (a(()s)b,(lj) +o (a(()s), b(()j))) al

(5.6.b)
=X,;a =0.a’ =0
"dir. Buradan
Xi,ja(()s) a(()s) = [a(()i)b,(lj) + -+ ag)b(()j) + G(a(()i), b(()j))] a(()s) a(()s)
= [(agi)b,(lj) +o (a(()i), béj))) a(()s)] al
(5.6.c)

= [ (5908 + o (b7, a"))] 0

= a" [(b,(lj)a(()s) + 0 (b(()j), a(()s))) a(()s)] =al’.=0
‘dir. Bu, X ; a(()s) = 0 oldugunu gostermis oluruz.

lddia II: 0 < k <n ifadesini saglayan biitiin k’lar igin, X j(a,(cs)br(lt_)k) =0 ya da

b X, ;0 = 0'dur.

Iddia II'nin Kamti: i+j=s+t ve i >s ifadelerini saglayan biitiin i, ler icin,
by(lt_)sz, ja,(cs) =0, buradan Iddia II, (5.6.a)’dan elde ederiz. Ciinkii, (5.5)ten

Xs;=00= by(lt_)sz,ja,((i) = br(lt_)ka,(cs)br(ljzka,((i) ‘dir. Buradan;

b, X, ja® = b, [agi)b,(lj) ++aPp + o (agi),béj))] a®
— @ @O0 () ®) @ Y 6
= b, ay by a” + by o (ao b )ak
— @ @O0 () ® @ @ )
=b,’,a, b, a.’ + b, a, a(bo , Ay, ) (5.6.d)

— b® aDpD ¢ 40 =
buluruz.

Iddia 1II: " X5, = 0'dur.
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Iddia 1II’iin Kamti: Ilk gostermemiz gereken;
i+j=s+tvek <jifadelerini saglayan biitiin i, j, k i¢in, b(()k)Xi'j =0 (5.7.a)
‘dir. Gergekten,

(690 + o, a®)] 5 = 5 [P + o(aP, )]

. . (5.7.b)
=bX; = bJ?.0=10
olarak buluruz. Bu durumda,
bOb§x, ;= b5 [aPbY + -+ aPb + 0 (al, b))
= 5 [60ab + o (P, 50)]
(5.7.¢)

= 509 [b® + o(5, 0P, )] b

= 0.5 =0

olup, b(()k)XiJ- = 0 gosterilmis oluruz. i +j =s+tvei > s ifadelerini saglayan

biitiin i, ] ’ler i¢in,

bOX,; = b9 [aObQ .+ a5 + 5 (o, 50)]
= b(()t) [ag)béj) +o (agi),béj))] (5.7.d)

=[O0 + o (b2, aP,)] 5P € REY
buluruz. Bu yiizden, 1y, ...,17+ € R igin,

t-1 t—2 0
_b(gt)Xs,t = b(()t)(Xs+1,t—1 + "'Xs+t,0) = le(() L sz(() IR rtb(() ) (5.8.2)
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ifadesi vardir. (5.7.a)’min sonucu olarak, —b(()t)Xs'th't = (rlb(()t_l) + rzb(()t_z) +

et rtb(()o))Xs't = 0 elde edilir ve bu da gésterir ki b(()k)XiJ- = 0’dwr. Simdi Iddia I ve
11l'den;

t t t
(Kee)? = Xy [a25D .4 aPBP + (o, 50)| Koo

= S'ta(ags), b(()t))Xs,t
(5.8.b)
= S,ta(()S)O-(b(()t),XS,t) = O

elde ederiz, buradan da Xs, = 0’dir. Tiimevarim Prensibinden, biitiin i, ler i¢in

Xij=0 olur ve ispati simdi tamamlariz.

H,(R;0) halkasmin Armendariz iken R halkasmin indirgenmis olup
olmadigimnmi bilmiyoruz. [6]’dan; o = 0 iken, herhangi bir R halkasi i¢in B,(R; o)
halkasi bir Armendariz halkasidir ve B,,(R) (n = 3 i¢in) halkas1 Armendariz halkas1
degildir (herhangi bir R halkasi icin).

Onerme 5.2: R indirgenmis bir halka olsun. B,(R; o) halkas: bir kuvvet serisi tipi
Armendariz halkadir. Yani, B,(R; o) halkas: bir Armendariz halkadr.

Kanit 5.2: Varsayalim ki, B,(R; 0)[[y]] halkasindan alinan i = 0,1,2, ... icin,

a® agi) agi) p® p 1(i) bgi)
a=1 0 a® agi) ve fi=| o p® bgi) elemanlarl ile,
0 0 a® 0 0 b»®
(ag +ary+...)(Bo+Pry+...)=0 (5.9.a)

elde edilir. B,(R;0) halkasindan aliman biitiin i,j’ler i¢in a;B; = 0 ifadesinin

sagladigim  gostermemiz gerekir. B,(R;0) halkasindan R[x]/(x?) halkasina

a a; az
tammlanan iki homomorfizma olarak; (O a a2> —a+ax ve
0 0 a
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a a; as
(O a a2> — a + a,x yazalum. (5.9) 'dan (R[x]/(x*)[[v]] halkasindan;
0 0 a

[(a(o) + ago)x) + (a(l) + agl)x)y + ] [(b(o) + bl(o)x)

n (b(l) n bil)x)y n ] -0 (5.9.b)
ve

[(a(o) + ago)x) + (a(l) + agl)x)y + ] [(b(o) + bz(o)x)

+ (b(l) + bgl)x)y + ] =0 (5.9.0)

elde edilir. Ciinkii [9, Teorem 20]’den, R[x]/(x?) halkast bir kuvvet serisi tipi
Armendariz halkasidir, buradan R[x]/(x?) halkasindaki her i, icin,

[a(i) + agi)x] [b(j) + bgj)x] =0 ve [a(i) + agi)x] [b(j) + bgj)x] =0 (5.10)
ifadesi elde edilir. Onteorem 4.2 den (5.10) ile elde edilen biitiin i, j ler icin,
a®p) = a(i)bij) = a(i)bgj) = agi)b(j) = agi)b(j) =0 (5.11.a)
ifadesidir. (4.13) sebebiyle biitiin i, j ’ler i¢in;

a;B; = 0 ancak ve ancak

N T N N 5.11.b
X, = a(l)bgj) + agl)bg) + agl)b(n + O-(a(l)’b(])) =0 ( )

‘dir. Teorem 5.1°in ispatinda kullamilan ‘<’ tam siralama bagintis1 negatif olmayan
tamsayila itizerindeki sirali ikililerin kiimesi tizerinde tamimlayalim. (5.9.a)’dan
dolayr ayfy = 0 ifadesinden X, o = 0 bulunur.

Varsayalim, biitiin  (i,j) < (s,t) igcin (0,0) < (s,t)ve X;; = 0olsun ve

Xst =0 oldugunu ispatlayalim. Teorem 5.1'in ispatindaki Iddia I ve IIl’iin
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kanitindaki benzer goriisler gosterir ki; Xg,a) =0, Xs,tags)bgt) =0 ve bVX,, =

0 ‘dir. Bu nedenle;

(Xs0)® = Xs,t[a(s)bgt) +a®blP +aPp® + a(a(s),b(t))]Xs't
= X:0(a®,b®)X;, (5.12)
= Xs'ta(s)a(b(t),Xs't) =0

olur ve Xs; = 0 elde ederiz. Tiimevarim prensibinden, biitiin i, j ler igin;, X;; =0

elde edilir.

23



6. ABEL ve U-TEMiZ HALKALAR

Bu boliimiin basindan itibaren alinan biitiin halkalar1 birimli kabul edecegiz.

Onteorem 6.1: 6:R X R = R bir Hochschild 2-esdevirlisi olsun. Biitiin e* = e € R

icineo(e,e) = a(e,e)e dir.
Kanmit 6.1: 0 = o(ee,e) — a(e, ee) = ea(e, e) — a(e, e)e ifadesinden elde edilir.
Onteorem 6.2: S = B, (R; 0) alalim. Asagidaki ifadeler saglanir:

i) Eger e?=e€Ricin[e;(1—2e)a(e,e)Eins1]|, S'min bir idempotent
elemanidrr.

1) R halkasi1 Abel ise S 'nin her idempotent elemani 1) ‘de verilen formdadir.
Kanit 6.2: S = B,,(R; o) olsun.
i) Onteorem 6.1 den kolayca ispatlanir.

1) Varsayalim ki, S nin idempotenti a = [a; (ai' ])] olsun. a? = a ’dan,

a=a?

a; =aa; +a;a;, i=1,..,n icin,

Qi = aa;j + Q;;Qyqj + o+ a5 105 + aga; L <jodcin (i,7) # (1,n),

Aip = A41p + Q1105 + -+ Ay pog g + apa + o(a, a),

olur. Ciinkii, a merkezil idempotenttir ve 1 — 2a € U(R) 'dir. Buradan da kolaylikla
goriiliir ki, (i,j) # (1,n) ifadesini saglayan biitin 1 <i<j<n igin a;, =
(1-2a)o(a,a) ve a;; =0°dw.

Onerme 6.3: n = 1’dir. Asagidaki ifadeler denktir:

1) R halkasi Abeldir.
ii) H,(R; o) halkast Abeldir.
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iii) B, (R; o) halkasi Abeldir.
Kanit 6.3: n = 1 olsun.

)=iii). a? = a € S := B,)(R; 0) alalim ve keyfi olarak késegene ait olan a elemani
ile BE€S alahim. Onteorem 6.2°den e?=e €R oldugunda; a = [e; 1-

2e)o(e, €)E; 1] dir. Ciinkii, e merkezildir, dogrudan yerine yazildiginda géoriiliir

ki;

af = Ba & (1 —2e)ale,e)a+ o(e,a) =a(l—2e)o(e,e)+ ala,e)
S o(e,e)a—ao(e,e) + (1 —2e)o(e,a) — (1 —2e)ala,e) (6.1)
= 0. (esitlige (1 — 2e) birimi eklendiginden dolayt)

Fakat, biz

o(e,e)a—ao(e,e) + (1 —2e)o(e,a) — (1 —2e)o(a,e)

=[o(e,ea) —a(e,a) + ea(e,a)] — [o(ae,e) —a(a,e) +a(a,e)
+o(a,e)e] + (1 — 2e)a(e,a) — (1 — 2e)a(a, e) (6.2)

=o(e,ea) —o(ae,e) + ea(a,e) — ea(e,a)

=o(e,ae) — o(ea,e) + eo(a,e) —o(e,a)e =0
buluruz. Boylece a, S 'de merkezildir.
iii)=ii). H, (R; 0) halkasi, B,(R; ) halkasimin bir alt halkasi oldugu agiktir.

ii) >i). e2=e €R ve a € R olsun. a = [e; (1-2e)o(e, 9)51,n+1] ve (n+1) X
(n+ 1) tipinde birim matris olan I, icin, = al,,,’i yazalim. a, Onteorem
6.2°den dolayr S’nin idempotentidir, boylece hipotezden dolayt merkezildir.

Buradan, aff = Ba olur. Bu da ea = ae oldugunu gosterir.

Eger bir halkamin her elemani (tek olarak) bir idempotent ve bir birim
elemanmin toplami seklinde yazilyyorsa, bu halkaya temiz (U-temiz) halka denir.

I € J(R) saglayan bir [ ideali i¢in R halkas1 temizdir ancak ve ancak R /I temizdir ve
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idempotentleri I’nin idempotentleridir. Buradan, her n = 1 i¢cin R halkas1 temizdir
ancak ve ancak H,(R;o) halkasi temizdir, ifadesi elde edilir. Bir R halkas1 U-
temizdir ancak ve ancak R[[x]] bir U-temiz halkadir [12, Sonug 10]. Giinkii, U-temiz
bir halkanin goriintiisii yine bir U-temiz halkadir [12, Teorem 22]. Buradan R, U-
temiz halkadir ancak ve ancak R[x]/(x™*1) halkasi U-temiz halkadir. Ayrica, eger
o = 0 ve R, U-temiz halka ise [12, Ornek 8]’den B,,(R; 0) halkas1 U-temiz halkadur.

Buradan diger goriislere bakalim:

Onerme 6.4: n > 1 olsun. R halkasi U-temizdir ancak ve ancak H,(R; o) halkas: U-

temizdir ancak ve ancak By, (R; o) halkast U-temizdir.
Kanit 6.4: S = H,(R; 0) ve T = B,(R; 0) olsun. Asagidaki ifadeler saglanir:

1) Eger R, S, T halkalarindan biri temiz ise aynist digerleri i¢in de dogrudur.

1) Eger R, S, T halkalarindan biri Abel ise aynist digerleri i¢cin de dogrudur.
i) R/J(R) = §/](S) = T/J(T).

Buradaki iddiamizi [12, Teorem 20] 'nin ispatindan elde ederiz.

Her zaman H, (R; o) ve R[x]/(x™1) halkalarinin izomorfik olma &zelligini

saglamaz. Bunu bir 6rnekle gdsterecegiz:

Ornek 6.5: Ohnuki, Takeda ve Yamagata’min &rnegini kullanacagiz. K =
Z,(u,v); Z, lzerinde uve v gibi iki degere sahip rasyonel fonksiyonlarin cismi
olsun. K[X,Y], K tizerinde X ve Y degerli polinom cebiri olsun, L = K[X,Y]/(X? —
u,Y? — v) ve x,y sirastyla L’de X, Y nin rezidii smiflar1 olsun. [, m,p, q € {0.1} i¢in
o:LXL-L,olxty™ xPy?) = lgx"*Py™*4 geklinde tanimlansin. [13, Ornek 5.6,
sayfa 669]’dan o bir Hochschild 2-esdevirlisidir. o(x%y!, x1y?) =0 ve
o(x'yt, x%1) = xv # 0 yazalim. Fakat, H;(L; L) Abel oldugundan, ¢ nmn simetrik
oldugu kolayca goriiliir (yani, biitiin a, b € L i¢in o(a,b) = o(b,a)’drr). Buradan,
H,;(L; L) degismeli degildir ve bdylece H,(L; L) % L[t]/(t?) olur (burada L[t], L

iizerinde t degerli polinom halkasidir), ¢linkii sonuncusu degismelidir.
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Biz burada verilen bazi R halkalarindan H,(R;o0) % R[x]/(x™1) veya
H;(R; M) = H,(R; M) sonucunu elde edecegiz.

Onteorem 6.6: M,R halkasi iizerinde bir bimodiil olsun ve d:RX R = M bir
Hochschild 2-esdevirlisi  olsun. Biitiin r,s € R icin o(r,s) = o(r,1)s den

H;(R; M) = Hy(R; M) saglamr.

Kamit 6.6: Eger biitiin r,s € R icin o(r,s) =a(r,1)s saglamrsa buradan;
0:Hy(R; M) - H;(R; M), (r,x)— (r,x —o(r, 1)) ifadesinin  gerekli  bir

izomorfizma oldugu kolayca dogrulanabilir.

R =7 ya da R = Z,, durumlarinda; her r,s i¢in a(r,s) = o(r,1)s ifadesi

daima dogrudur. Boylece asagidaki iki sonucu verebiliriz:

Sonug 6.7: M bir Abel grup oldugunda o:7 X Z — M bir Hochschild 2-esdevirlisi
olsun. Buradan, Hy(Z; M) = Hy(Z; M) 'dir.

Sonu¢ 6.8: M, Z, tizerindeki bir bimodiil, o:7Z, X Z, » M bir Hochschild 2-
esdevirlisi olsun. Buradan, H;(Z,; M) = Hy(Z,;; M) 'dir.

Onerme 6.9: M bir R Boolean halkas: iizerinde bimodiil ve o:R X R —» M bir

Hochschild 2-esdevirlisi olsun. Her a,b € R i¢cin Hy(R; M) = Hy(R; M) 'dir ancak

ve ancak

o(a,b) = ao(b,b) + o(a,a)b + o(ab,ab) (6.3)
‘dir.
Kanit 6.9: S = Hy(R; M) ve T = H;(R; M) olsun.

(). Hipotezden dolayi, 6:S > T, (a,x)+— (a,x + o(a, a)) doniisiimii

gerekli bir izomorfizmadir.
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(=). Varsayalim, 6:S —> T bir izomorfizma olsun. a € R i¢in, 6(a,0) =

(a’,y) olsun. Ciinkii (a,0), S’de idempotenttir, (a',y) = (a',y)?
(a’, o(a’, a’)) ‘dir. Boylece,

0(a,0) = (a’, o(a’, a’)) (6.4)

olur.  Ciinkii, 9(](5)) =J(T) =)D M,a— a' doniisiimii R’nin  bir
otomorfizmasidir. Biitiin a,b € R i¢in, 8(ab,0) = 6(a,0)8(b, 0) oldugundan da,

o(a’'b’,a’b’) =a’'a(d’,b") +0(a’,a’)b’' +o(a',b") (6.5)
bulunur. a' ile a’y1 ve b' ile byi esitlikte yer degistirdigimizde, biitiin a, b € R i¢in,
o(ab,ab) = ac(b,b) + o(a,a)b + o(a,b) (6.6)
elde edilir.

Onerme 6.10: R bir Boolean halkasi ve o:R X R = R bir 2-esdevirlisi olsun.

Buradan, H,,(R; o) = R[x]/(x™*1) olur.

Kanit 6.10: a,b € R olsun. Buradan,
ao(a,b) + o(a,a)b = o(a,b) + o(a,ab)
ao(b,a) + o(a,b)a = o(ab,a) + o(a, ba) (6.7)
bo(a,a) + o(b,a)a = o(ba,a) + o(b,a)

bulunur. Ug esitlige de sirasiyla sol ve sag yonlere ekleyerek;

o(a,b) =o(b,a) (6.8)

elde edilir. Ayrica,
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ao(b,ab) + o(a,b)ab = o(ab,ab) + a(a, ab)
o(b,b)a + bo(b,a) = a(b,ba) + o(b, a) (6.9)

buluruz. Son esitligi a ile ¢carparsak;
o(b,b)a + abo(b,a) = ao(b, ba) + ac(b,a) (6.10)

elde edilir. Simdi (6.8) den dolay, birinci, besinci ve yedinci esitlikleri sirasiyla sol

ve sag yonlere ekleyerek;

ao(a,b) +o(a,a)b + ao(b,ab) + o(b,b)a

= g(a,b) + a(ab, ab) + ac (b, ab) + ac (b, a) (6.11)

elde edilir. Bu,
o(a,b) = ao(b,b) + o(a,a)b + o(ab,ab) (6.12)

bulunur. Simdi (6.8) ve (6.12) den;

H,(R; o) — R[x]/(x™1Y), (ag, -, n_1,ay) > (ag, ., an_1, ay + (aq, ay))

ile verilen doniigiim gerekli bir izomorfizmadir.
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