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OZET

Bu calismada genellestirilmis Zakharov-Shabat (ZS) sistemi ele alinmig ve
Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS) yontemi kullanilarak bu sisteme karst gelen
bir lineer olmayan evrim denklemleri sinifi Lax-¢ifti cinsinden elde edilmistir. ZS
sisteminin iki denklemden ibaret oldugu ve potansiyelin reel ve simetrik oldugu
durumda tum eksende ters sagilma problemine ait sonuglar incelenmistir. Bu sonuglar
kullanilarak integral terim iceren Klein-Gordon (IKG) denkleminin, ters sacilma
dontigiimii (TSD) yontemi ile N-soliton ¢6ziimii elde edilmistir. Ayrica bu denklemin
tek-soliton ¢6ziimii yalniz dalga ¢oziimii seklinde bulunmus ve ¢o6ziimler

karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Zakharov-Shabat (ZS) Sistemi, Ablowitz-Kaup-Newell-
Segur (AKNS) Yéntemi, Ters Sacilma Déniisiimii (TSD), Integral Terim Iceren
Klein-Gordon (IKG) Denklemi.



SUMMARY

In this work, the generalized Zakharov-Shabat (ZS) system is considered and a
class of nonlinear evolution equations corresponding to this system is obtained in terms
of Lax-pair by using the Ablowitz-Kaup-Newell-Segur (AKNS) method. The
necessarily results for the inverse scattering problem on the whole axis is examined
when the ZS system consists of two equations and the potential is real and symmetric.
Using these results, the N-soliton solution of the Klein-Gordon equation containing
integral terms (IKG) is obtained by using inverse scattering transformation method.
Then, the single-soliton solution of this equation is obtained as a travelling wave

solution and these solutions are compared.

Keywords: Zakharov-Shabat (ZS) System, Ablowitz-Kaup-Newell-Segur
(AKNS) Method, Inverse Scattering Transform (IST), Klein-Gordon Equation
Containing Integral Term (IKG).
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1. GIRIS

Soliton dalga cozlUmlerinin incelenmesi ilk olarak 1834 yilinda J. Scott
Russell’m yaptigi gozlemlerle basladi. Russell, dar bir su kanalinin yaninda
gbzlemledigi bir dalganin bagka bir dalga ile etkilesime girdikten sonra bir bigim
degisikligi veya hiz azalmasi olmadan kanal boyunca seyrini siirdiirdiigiinii not
etmistir. Russell’in bu gozlemleri matematik, fizik ve miihendislik alaninda sayisiz
arastirmanin yapildigi ve bircok gelismenin yasandigi ¢alismalara onciiliik etmistir
[1].

1871 yilinda J. Boussinesq [2] ve 1876 yilinda Lord Rayleigh (J. W. Strutt) de
soliton dalga ¢6ziimlerini elde etmistir [3]. Fakat 1895 yilinda D. J. Korteweg ile G.
de Vries’in orta buyiklikte ve sig su dalgalar1 igin tiirettikleri denklem (KdV
denklemi), o ana kadar mevcut olan tiim tartismalar1 sona erdirmistir [4].

Daha sonra 1960 yilina kadar KdV denkleminin yeni uygulamalar
kesfedilemedi. 1960 yilinda ¢arpismasiz hidromanyetik dalgalar iizerinde ¢alisan C. S.
Gardner ve G. K. Morikawa da KdV denklemini elde ettiler [5]. KdV denklemi ile
ilgili son kesiflerin yol gostericisi olan problem E. Fermi-J. Pasta-S. Ulam (FPU)
problemiydi (1955) [6]. 1963 yilinda M. D. Kruskal ve N. J. Zabusky, FPU problemini
bir siireklilik modeli ile ele alarak KdV denklemi ile dogrudan iliskili bir denkleme
indirgediler. Caligmalarinin sonunda t = 0 aninda boyutlar1 farkli iki dalganin
birbirleri ile etkilesime girmelerinin ardindan siire uzadik¢a biiylik olan dalganin
kiiciik olan dalgadan ayrilarak ilk seklini ve hizim1 kazandigimi kesfetmislerdir.
Etkilesimin tek etkisinin faz kaymasi oldugunu gozlemlemislerdir. Kruskal ve
Zabusky parcaciklara benzerliginden dolay: bu tip dalgalara solitonlar adin1 verdiler
[7].

1968 yilinda R. M. Miura, KdV denklemi tizerinde 6zel dontistimler ile birkag
tane korunma yasasi elde etmistir. Daha sonra bu korunma yasalarinin sonsuz sayida
oldugu varsayildi. Miura’nin 6zel doniisiimler ile elde ettigi yeni denkleme modifiye-
KdV (mKdV) denklemi adi verildi [8].

Bu kesiflerden kisa bir siire sonra C. S. Gardner, J. M. Greene, M. D. Kruskal ve
R. M. Miura yeni bir matematiksel fizik yontemine 6ncilik ettiler. Bu yontem ters
sacilma déniisiimiidiir (TSD). Ozellikle diiz ve ters sagilma doniisiimlerini kullanarak

KdV denklemi icin bir ¢6ziim yontemi verdiler [9]. Ancak bu yontemin fiziksel olarak



6nemli olan diger lineer olmayan evrim denklemlerine uygulanip uygulanamayacagi
acik degildi. 1972 yilinda V. E. Zakharov ve A. B. Shabat yontemin tesadiif olmadigini
gosterdi (ZS yontemi) [10, 11, 12]. ilk olarak 1968 yilinda P. D. Lax’1n kullandig1 bir
teknigi kullanarak Schrddinger denklemi ile belirli bir lineer sag¢ilma probleminin

iliskili oldugunu gosterdiler. Lax yontemi [13] asagidaki gibidir:

Lu = Au, (1.1.a)

us = Mu (1.1.b)

sistemi verilsin. Bu sistemde (1.1.a) denklemi, L operatorine bagli spektral problem,
A spektral parametre ve (1.1.b) denklemi ise u = u(x,t) ozfonksiyonunun M
operatrune bagli evriminin denklemidir. (1.1.a) denkleminin t’ye gore tiirevi alinir

ve A; = 0 oldugu varsayilirsa

Liu + Luy = Aug (1.2)

denklemi elde edilir. (1.1.b)’nin (1.2) denkleminde yerine yazilmasi ile

L +[LM]=0 (1.3)

denklemi elde edilir. Burada [L, M], L ve M operatdrlerinin komitatoridur,

[L,M] = LM — ML’dir. Eger L ve M uygun segilirse (1.3) denklemi, lineer olmayan
bir evrim denklemi igerir. Lax, L verildiginde (1.3)’ii asikar olmayan hale getirmek
icin M’nin nasil olusturulacagini gosterir. Fakat bu yontemi uygulamak genellikle
guctir. Cunku uygun bir L ve M ayarlamak her zaman kolay degildir. Ayrica bu
yontem ile bu denklemden sin-Gordon denklemi elde edilemez.

Lax yontemine alternatif olarak 1974 yilinda Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur
yeni bir yontem gelistirdiler (AKNS yontemi) [14, 15, 16]. AKNS ydntemi, uygun bir
sacilma problemi verildiginde bazi yontemler ile bu sagilma problemini lineer
olmayan evrim denklemlerine doniistlrir ve bu evrim denklemleri TSD veya baska

yontemler ile ¢ozulebilir.



u, = Xu, (1.4.9)

ur=Tu (1.4.b)

iki lineer denklemi ¢alisilsin. Burada u = u(x, t) bir n-boyutlu vektor, X ve T ise
n X n boyutlu matrislerdir. Bu yontemin isleyisi asagida verilen ve Frobenius Teoremi

olarak adlandirilan teoreme dayanir:

Teorem 1.1 (Frobenius Teoremi) [17] : (1.4.a) ile (1.4.b) sistemlerinin uyusan olmasi

icin

X,—T,+[X,T] =0 (1.5)

esitliginin saglanmasi (Frobenius kosulu) gerek ve yeterdir. Burada X ve T, n Xn
boyutlu matrisler; [X, T], X ile T matrislerinin komutatorudir, [X,T] = XT — TX 'dir.
|

(1.4.a) denkleminin t’ye gore ve (1.4.b) denkleminin x’e gore tiirevi alinip elde
edilen denklemler esitlenip diizenlenirse X, — T, + [X,T] = 0 denklemi elde edilir.
Bu denklem aslinda Lax yonteminde verilen (1.3) denklemine esdegerdir.

AKNS yontemi, [15], [18] ve [19] makalelerinde asagida ifade edilen Kklasik

Zakharov-Shabat sistemine uygulanmustir:
Uy = —iUs + quUy, (1.6.2)
Uy, = TUq + iEU,. (1.6.b)
Bu sistemde ¢ sifirdan farkli 6zdeger, i2 = —1, q = q(x,t) ile v = r(x,t)

katsayilar ve u; = uq(x, t) ile u, = u,(x,t) 6zfonksiyonlardir. (1.6) sistemi zamana

bagli en genel olarak izleyen bi¢cimde yazilabilir:



Uy = Auq + Buy, (1.7.a)
uZt = Cu1 + Duz. (17b)

Bu sistemde A = A(x,t,&),B = B(x,t,¢),C =C(x,t,§) ve D =D(x,t,¢)
olacak sekilde u; ve u,’den bagimsiz skaler fonksiyonlar, u; = u,(x, t) ile
U, = uy(x,t) Ozfonksiyonlardir. (1.6) ve (1.7) sistemlerine AKNS yontemi
uygulanip, bu sistemlerin uyusan olmasi i¢in uygun A, B, C ve D segilebilir. Secilen
A,B,C ve D’ye genigletme yontemleri uygulanarak matematiksel fizikte dnem arz

eden KdV, Schrédinger ve sin-Gordon denklemleri elde edilebilir:

Uy + 6UUy + Uy, = 0 (KdV)

u . * . .
uttt} = F(u, U, Uy, oo s Uy ) ) = iU = Uy, + ku?u* (Schrodinger)  (1.8)

U — Uy = Sinu (Sin — Gordon).

(1.6.b) denkleminin x’e gore tiirevi alinip (1.6.a) ile ortak ¢ozulirse ve r = —1

alinirsa
Upxx T+ (52 + Q)uz =0 (1-9)

denklemi elde edilir. Bu denklem Schrddinger sagilma problemidir. Bu durumda
Schradinger denkleminin lineer olmayan durumu 6nem arz eder. Burada &2, (1.1.a)
denklemindeki A roliinii oynar. r = +q* (q*, ¢’nun kompleks eslenigi) veya q reel
olmak Uzere r = +q oldugunda fiziksel olarak anlamli, lineer olmayan evrim
denklemleri elde edilebilir. Ozellikle r = —1 alinarak elde edilen Schrodinger

denklemi sayisiz arastirmaci tarafindan ¢aligilmustir.



Bu tez calismasinda asagida verilen birinci dereceden adi diferansiyel denklem

sisteminin 6zel bir durumu g¢alisilmistir:

d
L(y) = iaau+Q(x)u=lu, —00 < x < 400,

(1.10)

=[5 ) e=lo Gl

(1.10) adi diferansiyel denklem sistemine literaturde Dirac tipli sistem denir. Bu
sistemde L, , my X my, boyutlu birim matris; Q,, m; X m;, boyutlu, @, ise m; X m,
boyutlu kompleks degerli, bilesenleri 6lgiilebilir ve sonsuzlukta keskin azalan matris
fonksiyonlardir. A spektral parametre ve i2 = —1°dir. Q matrisine sistemin potansiyeli
denir. (1.10) sistemi ayrica genellestirilmis ZS veya AKNS sistemi olarak da
isimlendirilir. ZS veya AKNS sistemi olarak isimlendirilmesinin sebebi onun birgok
lineer olmayan evrim denkleminin integrallenmesinde yardimci lineer spektral
problem olarak kullanilmasindan dolayidir. (1.10) sistemi igin ters sagilma problemi
m; = 1, m, = 1 durumunda [20] makalesinde, m; = 1, m, = 2 durumunda [21, 22,
23] makalelerinde ve onlarin bazi lineer olmayan denklemlerin integrallenmesinde
kullanilmas1 ise [24, 25, 26, 27] makalelerinde c¢alisilmistir. m, # m, durumu
arastirmacilar tarafindan yogun bir sekilde ¢alisiimamistir. Temel giigliik, yar1 eksen
tizerinde TSD’nin ¢6zlimiiniin tekligini saglayan yeterli sayida sacilma problemini
belirlemektir. (1.10) sistemi igin yari eksen {izerinde 6zeslenik potansiyelli diiz ve ters
sa¢ilma problemi [28, 29] makalelerinde ¢alisilmistir. Bir ters problemin ¢dziimlerinin
tekligi, farkli kompleks 6zdegerlere sahip olan o kdsegen matrisli birinci dereceden
sistem icin [30] makalesinde ¢alisilmustir. (1.10) sistemi daha genel olarak tekil
olmayan ¢ kosegen matrisi i¢in sonlu bir aralikta [31, 32] makalelerinde galigilmistir.

(1.10) sisteminde m; =1 ve m, = 2 alinarak asagida verilen sistem elde
edilebilir [24]:

@1 oA py %)
o =0, ¢ =|P2{, U=|q a4 O (1.11)
(p3 q2 0 azl’{




Bu sistemde ¢, = @ (x,t),k =1,2,3; p, = pp(x,t),q, = g,(x,t),n =1, 2;
@, Ve a, reel sabitler, i? = —1 ve A sifirdan farkli spektral parametredir. Bu sisteme
AKNS yontemi uygulanarak 6zel doniisiimler ile integral terim iceren Klein-Gordon
(IKG) denklemi elde edilmistir. Klein-Gordon denkleminin (genellikle bu denklemin
0zel durumu olan sin-Gordon denkleminin) 6zel ¢6ziimlerinin bulunmasi i¢in daha ¢ok
diz yontemler mevcuttur. Bu denklemi integrallemek icin Backlund doniisiimii [33]
makalesinde, Darboux doniisiimii [34] makalesinde, Dressing yontemi yardimi ile
¢ozlim [35] makalesinde ve Hirota bilineer form yardimi ile ¢oziim [36] makalesinde
calisilmigtir.

Bu tez ¢alismasinda (1.11) genellestirilmis ZS sistemi i¢in AKNS yo6ntemi
kullanilarak lineer olmayan bir evrim denklemleri sinifi Lax-Gifti cinsinden elde
edilmistir. Daha sonra ZS sisteminin iki bilesenden ibaret oldugu ve potansiyelinin
reel ve simetrik oldugu durumda tiim eksende ters sagilma problemine ait sonuglar
verilmistir. Bu sonuglar kullanilarak literatiirde ¢ok bilinmeyen bir 6zel durumda (IKG
denklemi) TSD uygulanarak N-soliton ¢oziimler elde edilmistir. Ayrica bu ¢6ziim,
daha 6nce bulunan yalniz dalga ¢6ziimii ile karsilastirilmistir.

Bu tez caligmasi asagidaki gibi organize edilmistir:

Birinci boliim giris béliimiidiir. Ikinci boliimde klasik ZS sistemi icin AKNS
yontemi ile sin-Gordon, sinh-Gordon, Schrodinger, KdV, mKdV ve Dym’s
denklemleri elde edilmistir. Tiim eksende ZS sistemi i¢in diiz ve ters sag¢ilma problemi
ve sagilma verilerinin evrimi anlatilmistir. Ugiincii boliimde genellestirilmis ZS igin
daha farkli evrim denklem ciftleri elde edilmistir. Tiiretilen bu evrim denklemlerinin
bir 6zel durumu olan IKG denkleminin tek-soliton ve N-soliton ¢ozimleri bulunup

karsilastirilmistir.



2. EK BILGILER
Bu boliimde ileride kullanilacak bazi yontem ve teknikler anlatilacaktir.

2.1. ZS Sistemi Icin AKNS Yontemi

Bir 6nceki bolimde Zakharov-Shabat (ZS) sisteminden kisaca bahsedilmisti. Bu
bolumde ZS sistemine AKNS yonteminin nasil uygulanacagi ve uygun genislemeler
ile matematiksel fizikte 6nem arz eden KdV, Schrddinger ve sin-Gordon denkleminin
nasil elde edilecegi detayli olarak anlatilacaktir [15, 16].

(1.7.a,b) sisteminde D = —A alinarak olusturulan iki bilesenli ZS sistemi igin

Frobenius teoremi [17] asagidaki sekli alir:

Teorem 2.1: (1.6.a,b) ile (1.7.a,b) sistemlerinin uyusan olmasi igin A, B, C ve D

katsayilarinin

A, =qC — 1B, (2.1.2)
B, + 2iéB = q, — 2Aq, (2.1.b)
Cy — 2i&C =14 + 2Ar (2.1.0)

diferansiyel denklem sistemini saglamasi gerek ve yeterdir.

fspat:
(1.6.a,b) ve (1.7.a,b) sistemlerinin uyusan olmast A, B, C ve D Uzerinde belirli

kosullarin gerceklestirilmesi ile miimkiindiir. (1.6.a,b) denklemleri t 'ye gore, (1.7.a,b)

S . . d
denklemleri x e gore tlrevlenir ve d—i = 0 alimirsa

Upye = —8Uge + qely + qUy, (2.2.a)

Upxe = Uz + TeUy + UL, (2.2.b)



Uity = Axuq + Auqy + Byu, + Bu,,, (2.3.2)
uth = Cxul + Culx + Dxu,z + DuZx (23b)
denklemleri elde edilir. (2.2.a) denklemi ile (2.3.a) denklemi esitlenirse
_ifult + Qtuz + quZt = Axul + Aulx + Bqu + BuZx, (24‘3)
—ié[Auq + Buy] + qiuy + q[Cuy + Duy|
(2.4.b)
=A,uy + A[—iéuy + quy| + Byu, + Blruy + iéu,]
elde edilir. Son denklemde u, ile u, lineer bagimsiz oldugu igin katsayilar esitlenirse
A, =qC — 1B,
(2.5)
By +2iB =q. — (A—D)q
denklemleri bulunur. Benzer sekilde (2.2.b) denklemi ile (2.3.b) denklemi esitlenirse
ifuyy + reuy +rug = Couq + Cuqy + Dyuy + Duyy, (2.6.a)
ié[Cuy + Duy| + ryuy + r[Auy + Bu,]
(2.6.b)
= Cxu1 + C[_lful + quz] + Dxuz + D[Tu1 + quz]
elde edilir. Son denklemde w, ile u, lineer bagimsiz oldugu i¢in katsayilar esitlenirse
C,—2iC=1r.+(A—-D)r,

(2.7)
D,=1rB—qC



denklemleri bulunur. (2.5) ve (2.7) denklemlerinde D = —A yazilarak (2.1) sistemi

elde edilir. m

Bu durumda (2.1) sistemi A, B ve C icin ¢Ozulecektir. Bulunan bu ¢ézimler,
(1.6) ve (1.7) sistemlerinin uyusan olmasini saglayacaktir. (2.1) denklem sisteminin
¢6zUmi icin alternatif yontemler vardir. Bu ¢alismada ¢ 6zdegerine gére genisletme
yontemi kullanilacaktir. Asagida verilen genisletme yontemi ile matematiksel fizikte

onem arz eden sin-Gordon ve sinh-Gordon denklemleri elde edilecektir.

_alx,t) B - b(x,t) c c(x,t)

A ) ) 2.8
; g ; @9
alinsin. (2.8) denklemleri (2.1) sisteminde yerlerine yazilirsa
a, qc rb
& & &
b, 2aq
—+ 2ib =q; ——, 2.9
g de 3 (2.9)
Cy )y N 2ar
——2ic=1r+—
§ ¢

denklemleri elde edilir. (2.9) denklemlerinde % ve 1 lineer bagimsiz oldugu icin

b, = —2aq, (2.10.a)
b= —éqt, (2.10.b)
Cy = 2ar, (2.10.c)
c= %rt, (2.10.d)



a,=qc—rb (2.10.e)

olur. (2.10.b) ve (2.10.d) denklemleri (2.10.¢)’de yerlerine yazilirsa

ay = (ar); (211)

elde edilir. (2.10.b) denkleminde her iki tarafin x’e gore tiirevi alinip b, yerine (2.10.a)

denklemindeki esiti yazilirsa
qx = —4iaq (2.12)

denklemi elde edilir. Benzer sekilde (2.10.d) denkleminde her iki tarafin x’e gore

tiirevi alinip ¢, yerine (2.10.c) denklemindeki esiti yazilirsa
Ty = —4iar (2.13)

denklemi elde edilir. (2.11), (2.12) ve (2.13) denklemlerinde 6zel se¢im olarak

_ S — g — W
a = cosu, b—c-4smu, q=-1r=—3 (2.14)
alinirsa matematiksel fizikte 6nem arz eden
Uy = Sinu (2.15)

sin-Gordon denklemi elde edilir. Benzer sekilde (2.11), (2.12) ve (2.13)

denklemlerinde 6zel se¢im olarak

_ i — =t — = U
a—4coshu, b= c=,sinu, q=r1=- (2.16)

alinirsa
Uy = Sinhu (2.17)
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sinh-Gordon denklemi elde edilir.
(1.6) sisteminde r = —1 alinarak elde edilen (1.9) Schrédinger denklemi
kullanilarak izleyen ¢aligmalar yapilabilir:
Uy + A+ qu=0, (2.18.a)

u; = Au + Bu,. (2.18.b)

Burada A = &2, A ile B ise u’dan bagimsiz skaler fonksiyonlardir. (2.18.a)

denklemi t’ye gore, (2.18.b) denklemi de iki kez x’e gore turevlenirse

Upye + QU+ (A + Qu, =0, (2.19.2)

Uy = Ayt + (245 + By )y + (A + 2By ) Uyy + Bllyyy (2.19.b)

denklemleri elde edilir. (2.18.a) denkleminden u,, Ve u,,, €elde edilip, (2.19.b)

denkleminde yerlerine yazilip, (2.19.a) ve (2.19.b) denklemleri ortak ¢ozuldiikten

sonra u ile u, lineer bagimsiz oldugu i¢in katsayilari esitlenerek

Ay —2By(A+q) —Bq,+q; =0, (2.20.2)

Byx + 24, = 0 (2.20.b)

denklemleri elde edilir. A ve B fonksiyonlari asagidaki gibi genisletilebilir:

A=A A+ A, (2.21.a)

B = B,A+ B, (2.21.b)

(2.21) denklemleri, (2.20) sisteminde yerlerine yazilirsa B; = by, 4, = a4,

b b o= el -
By = —%q ve 4, = 14q" + a, elde edilir. Burada by, a; ve a, sabittir. Ozel olarak

b, = 4 ve ay, = a; = 0 alinirsa matematiksel fizikte 6nemli olan

11



G +64qx + Gxxx =0 (2.22)
KdV denklemi elde edilir. Bu denklemin zamana bagli 6zfonksiyonlari
U = qu+ (41— 2q)uy, (2.23)
olur.
Genisletme prosediiriine devam edilsin. &’ya bagli 2. dereceden genisletme
asagida verilmistir:
A = Azfz +A1€ +A0,
B = Bzfz + Blf + Bo, (224’)
C = szz + Clé + Co.
(2.24) denklemleri (2.1) sisteminde yerlerine yazilarak ve lineer bagimsizliktan
dolay1 ayn1 dereceli & ’larin katsayilar esitlenerek Ag, A4,, A,, By, By, By, Cy, C; Ve C,

katsayilar1 bulunabilir:

Afoz + Ale + AOx

(2.25.a)
= q(C28% + C1& + Cy) — (B¢ + B1& + By),
Byx§? + B1x§ + Box + 2i§(B28? + B1§ + By)
(2.25.b)
=qr — 2(A26* + A1$ + Ap)g,
Coxé? + C1x& + Cox — 2i8(C28% + C1€ + Cp)
(2.25.0)

== T‘t + Z(Azfz + Alf + Ao)r.
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Dikkat edilirse (2.25.b) ve (2.25.c) denklemlerinde B, = C, = 0 olur. Bu nedenle
(2.25.a) denklemindeki A, sabit say1 olur. A, =a, olsun. Benzer sekilde katsayilar

esitlenirse B; = ia,q ve C; = ia,r elde edilir. Bu nedenle A, sabit say1 olur. Genellik
Ax Ty

bozulmadan A, = a, = 0 denilebilir. Devam edilirse B, = — 2% ¢, = :

2

ve

Ay = % + a, elde edilir. Burada a, sabittir. Genellik bozulmadan a, = 0 alinabilir.

(2.25.b) ve (2.25.c) denklemlerinde £°°larin katsayilar1 esitlenirse

1

— 5 020 = e — 42477, (2.26.2)
1
2 Qalex =Tt + a,qr? (2.26.b)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde r = +q* ve a, = 2i almnirsa (2.26.a) ve

(2.26.b) denklemleri uyusan hale gelir ve Schrodinger denklemi elde edilir:

iqr = qux + 279" (2.27)

Bu denklemde isaret ( + ) alinirsa soliton ¢oztmleri bulunabilir.

Ozetle, eger (1.6.a,b) ve (1.7.a,b) denklemleri 6zdeger problemi varsayilirsa o
zaman bir uyusma kosulu (2.1.a,b,c) olur. Ornegin, (2.24) denklemleri (2.1.a,b,c)
denklemlerinde yerlerine yazilirsa ve r = +q* alinirsa

A= +2i&? +iqq*,
B = 2q¢ + iq,, (2.28)

C=+2q"¢tiq,”

denklemleri elde edilir. Bu sistem (2.27) denklemini saglayan q(x,t) icin (2.1)

sistemini saglar.
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&’ya bagh 3. dereceden genisletme asagidaki gibidir:
A= A38% + 487 + Aé + Ay,
B = B3&3 + B,¢E% + B§ + B,, (2.29)
C = C3&3 + C,¢% + C1€ + C,.
(2.29) denklemleri (2.1) sisteminde yerlerine yazilarak ve lineer bagimsizliktan
dolay1 ayn1 dereceli ’larin katsayilar esitlenerek Ay, A4, Ay, Az, By, By, By, B3, Cy,

C;, C, ve (5 katsayilar1 bulunabilir:

A3x§3 + AZxE2 + Ale + AOx

(2.30.a)
= Q(C3f3 + Cz‘fz + G ¢+ Cpy) — 7”(3353 + Bzfz + B;¢ + By),
B3x&3 4+ By &% 4 By & + By + 2i8(B3&3 + By&% + B1¢ + Byy)
(2.30.b)
=(q; — 2(A3f3 + Azfz + A€+ Ap)g,
C3x83 + Cp8? + 1 + Cop — 2i8(C383 + 8% + (1€ + ()
(2.30.0)

=1 4+ 2(A4383 + A,8%2 + A& + Ap)r.

Dikkat edilirse (2.30.b) ve (2.30.c) denklemlerinde B; = C3; =0 olur. Bu
nedenle (2.30.a) denklemindeki A5 sabit say1 olur. A; =asz olsun. Benzer sekilde
katsayilar esitlenirse B, = iazq ve C, = iasr elde edilir. Bu nedenle A, sabit say1

olur. A, = a, olsun. Devam edilirse

1

B, = ia,q — Ea3qx, (2.31.a)
1

Cy =iar + §a3rx, (2.31.b)
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1
A= 3 (azqr + a;) (2.31.0)

elde edilir. Burada a; integralden gelen sabittir. Son adimda

[ 1 i i
B, = T Bxx T 5 A2 + Eangr + 74 (2.32.2)
i 10
Co = =7 Qs + 5 ATy 503477 + Sy, (2.32.b)
i 1
Ay =— 7% (qry —7qx) + 5 @2q7 t+a (2.32.0

elde edilir. Burada a, integralden gelen sabittir. Oyleyse A, B ve C asagidaki gibi

bulunur:

3 , 1 1 iasz
A=azé’ +ayé° + > (azqr + a)é + Eazqr ~ (qry — qxr) +ay, (2.33.2)

_ , 1 _ i 1 i

B =iazq§® + (lazq - Eaz%c) §+ (la1q + §a3q2r T 5 %qx ~ Za3qxx)'(2-33-b)
) ) 1 ] i 1 i

C =iazré? + (lazr + E%Tx) &+ (la1T + §a3qr2 + Eazrx — Za3rxx). (2.33.0)

(2.30.b) ve (2.30.c) denklemlerinde &°’larin katsayilar1 esitlenirse (2.33)

denklemlerinin evrim denklemleri
. 1 .
qe + ia3 (Qxxx - 6quIx) + EaZ (Qxx - 2q2T) —la1qy — 2a0q = 0, (2.34.2)
e + 2 Q3 (e — 6q77y) — 2 (e — 2qr2) — a7 + 227 =0 (2.34b)

olur. (2.34) sisteminde ay = a; = a, =0, a; = —4i ve r = —1 alinirsa tekrardan

matematiksel fizikte 6nem arz eden (2.22) KdV denklemi, r = +q alinirsa

15



q: + 6CIZCIx + Qxxx =0 (2-35)

mKdV denklemi elde edilir. Ayrica not edilebilir ki ag = a; = a3 = 0, a, = —2i ve
r = +q" almursa (2.27) Schrodinger denklemi elde edilir.

Bu yaklasim birgok arastirmaci tarafindan ¢alisiimistir. Ornegin, D. J. Kaup ve
A. C. Newell (1978) [18] ile M. Wadati, K. Konno ve Y. H. Ichikawa (1979) [19]
izleyen ¢alismay1 yapmuslardir:

(1.6) sistemi yerine

Uy, = —iéuq +&quy, (2.36.a)

Uy, = Eruy + iU, (2.36.b)

sistemini kullanip, bu sistemin (1.7) sistemi ile (D = —A alarak) uyusan olmasi

neticesinde

A, =¢&(qC —rB), (2.37.a)
B, + 2iéB = é(q; — 24q), (2.37.b)
C, — 2iEC = E(ry + 247) (2.37.0)

sistemini elde etmislerdir. (2.37) sisteminde &’ya bagli olarak (2.29) genislemesi

uygulanip, r = —1ve g = v — 1 alinarak A, B ve C’yi

1 3
A= —4iv 283 — v 2, &2, (2.38.a)
1 _3 _3
B =4v"z2(v — 1)& + 2iv 21, &% — (v zvx) ¢, (2.38.b)
X
_1
C = —4v 2&3 (2.38.0)
_3
olarak bulmuslardir. (2.29) genislemesinde vy = Byy, By = Ay, Ve A, = —v zv, olur.
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3
Dolayisiyla v, = (—v ™ 2v,),, elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

1

Ve = 2(V 2)sxx (2.39)
Dym’s denklemi elde edilir.

2.2. Ug Bilesenli ZS Sistemi i¢cin AKNS Yéntemi

Bu bolimde (1.11) ZS sistemine AKNS yonteminin nasil uygulanacagi ve uygun
geniglemeler ile Schrddinger denklem ciftinin ve mKdV denklem ¢iftinin nasil elde
edilecegi agiklanmustir [24].

(1.11) sistemi ile ifade edilen ii¢ bilesenli ZS sistemini ele alalim:

-ip, = Up = U(u, Do,

(2.40)
a A py P2
U= Uksxz3=|q a4 0
q- 0 a4

Bu sistemde a; ve a, reel sabitler, A spektral parametredir. u ise asagidaki

sekilde ifade edilmis dort boyutlu potansiyeldir:

u=q")" p=0@.Lr) 9= (919" (2.41)

(2.40) sisteminde kolaylik olmasi amaciyla @ = a; — a, alinabilir. Bu sisteme

bagli soliton ¢oziimlerin elde edilmesi amaciyla 6nce
W, =i[U, W] (2.42)
seklindeki denklem ele alinsin. Burada denklemde W’ nun

a b

. (2.43)

we|
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oldugu varsayilsin. Burada a bir skaler, b” ve ¢ iki boyutlu stitun matrisler ve d ise
2 X2 boyutlu bir kare matristir. [U,W] ise U ve W matrislerinin
komdutatorudir, [U, W] = UW — WU dur. O halde (2.42) denkleminden

a, = i(pc —bq), b, =i(aib + pd — ap), (2.44.2)

¢y = i(—aic+qa—dq), d,=i(gb—cp) (2.44.b)

elde edilir. (2.42) denkleminin seri ¢6zumi

_[a b]_ —m
w=[* " _Zwm/l m >0 (2.45)
m=0
olarak aranabilir. Burada
[m] [m]
— —_la b [m] — [m] [m]

W = Win08) = { d[m]]'bm = (b0,
(2.46)

cml — (cl[m],cz[m])T,d[m] - (dkl[ml)zxz, m>0.

Baslangic adim olarak,

plol = o, ol =0, a9 =0,4,1 =0 (2.47.2)

alarak (2.44) sistemi igin rekiirans bagintisi olusturulsun. Bunun igin (2.44.a)’da
bulunan b, = i(aAb + pd — ap) denkleminde Ab yalniz birakilsin:

1
Ab = p (—ib, — pd + ap). (2.47.b)
(2.45)’den dolay1

1
b[m+1] — E(_lbx[m] _ pd[m] + a[m]p)’m >0 (247C)
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elde edilir. Benzer sekilde (2.44.b)’de bulunan ¢, = i(—aAc + qa — dq)

denkleminde Ac yalniz birakilsin:
1
Ac = o (icy + qa —dq). (2.47.d)
(2.45)’den dolay1

cm+1l = é(icx[m] +qam™ —dlmg),  m=0 (2.47.¢)
elde edilir. Ayrica (2.44) denklemlerinden (2.45) kullanilarak
a, ™ = i(pctm! — plmlg), a, ™ = i(gpt™ — clmlp),m =1 (2.47.0)
elde edilir. Baslangi¢ degerleri asagidaki gibi segilsin:
al’l = g,,dl% = g, I,. (2.48)

Burada S, ve B, keyfi reel sabitler; I, 2 x 2 boyutlu birim matristir. (2.47.f)’de

integral sabitleri 0 alinsin. Yani,
Wolyeo =0, m=>1 (2.49)
olsun. Bu nedenle (2.48)°de al® ve dl° ile verilen tim W,,,, m > 1 matrisleri tek

olarak belirlenecektir. Ornegin, (2.47) denklemlerinde f =, — B, ve 1 <k, 1 < 2

olmak iizere, dogrudan hesaplama ile asagidaki denklemler elde edilebilir:

bk[l] = gpk, el = qu, altl = o, dkl[l] =0; (2.50.2)
bk[Z] = _ﬁipk,x' Ck[2] = %iqk,x' (250b)

B B
a? = — £ (11 +p2a2), A = S (2.50.¢)
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b = =L Do + 2(p11 + P202)Pi) (2:50.d)
o 3 = —% [qk,xx +2(p1qs + quz)Qk]: (2.50.e)

¥ = — L i(p1are = Prxts + P2Gzx —P2202),  (250.)

dkz[g] = _ﬁi(pl,qu — Pikx); (2.50.g)

a3
b = L i[pi e + 3101 + P202)Prcs + 31201 + P2242)Pi], (2.50)
! = =L i[ Qe + 30101 + P22 Qix + 3(Pr1x + Palen) W), (250K)

al* = % [3(P1G1 + P2G2)* + P1G1xx — Prxd1x T Prax 1
(2.50.0)

+p2 q2,xx — P2.xq92,x + pz,xeZ]'

B
d™ = — [300(P1G1 + P292) Gk + Prax@h = Puxiex + Piix]-  (2.50.m)

(2.47.f)’den dolay1 (2.47.b) ve (2.47.c) denklemlerinden asagidaki rekiirans
bagintisi elde edilebilir:

[m+1] [m]
C _ C
[b[m+1]T] =¥ [b[m]T]’ m=1 (2.51)
Burada ¥,
- 2
. (a " Z qka‘lpk> I +qd~'p —qo~tq" — (qoqM)T
l k=1
lIJ == E 2
pTo~p+ ("o p)” - (0 + Z pka‘lqk> L, —pTo~'q"
k=1 -
(2.52)
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biciminde 4 x 4 boyutlu bir matris operatordar.
Tum r = 0 tam sayilar1 i¢in soliton ¢oziimleri elde etmek amaciyla asagida

verilen Lax matrisleri dahil edilsin:

.
VIl = v, 2) = (Vg )axs = Z W X r 20,
k=0

(2.53)
U, - v +ifuv) = 0,r > 0.

Boylece (2.53) sistemi ile (2.42) denklemi asagida verilen 4 bilesenli AKNS

soliton ¢ozumlerini tiretmis oldu:

T
Uy = [q ]t =1 [—ac[”” ,7 = 0. (2.54)

(2.54) soliton ¢oztimlerinde ilk iki lineer olmayan sistem asagida verilmistir:
Pit = _%i[pk,xx + 2101 + P20, 1 Sk <2, (2.55.2)

it = %i[qk,xx + 2101 +P202) k], 1 Sk <2 (2.55.b)

ve

Pt = =5 [Powax + 30101 + P202)Pix + 3(Pr21 + P2xa)Pi] 1Sk 2,
(2.56.a)

g
e = = 75 |Qrox + 30101 + P292) Qe + 3(P1q1x + P2d22) k], L Sk < 2,
(2.56.b)

Bu sistemler sirasiyla Schrodinger denklem ¢ifti ve mKdV denklem ciftinin 4

bilesenli AKNS versiyonlardir.
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2.3. Tum Eksende ZS Sistemi i¢in Diiz ve Ters Sacilma
Problemi

Bu bolimde (2.1) sistemi ile iliskili diiz ve ters sagilma problemi incelenecektir
[15,16].

(2.1) sisteminde q ve r’nin |x| — oo i¢in keskin azaldig1 varsayilsin. Bu duruma
gore @, @, ¥ ve ¥ ozfonksiyonlar1 &€ = { (¢ = ¢ + in olarak da not edilebilir)

0zdegeri igin izleyen sinir kosullari ile tanimlanabilir:

o~ (g)e ¥~ (1) e
X - —00 X — +oo
(2.57)
T~ (e T~ (p)e
X - —00 X — +oo

(2.1) sisteminin bu ¢6ziimleri zaman sabit alinarak (t = 0) tanimlanmigtir.
u(x,{) ve v(x,{), (2.1) sisteminin iki ¢6zumi olsun. Burada u(x,{) ve v(x,{)

sirastyla u; (x, ¢) ve v;(x, ), i = 1,2 bilesenli 2x1 boyutlu vektorlerdir. O halde

d
aW(u, v)=0 (2.58.a)

olur. Burada W (u, v), u ile v’nin Wronskian determinantidir:
W(u,v) = u v, — u,v;. (2.58.b)

W@, ®)=-1ve WHW,¥ ) =—1 oldugu (2.57)’den gorllebilir. ¥ ve ¥

cozlimleri lineer bagimsiz oldugu igin
®=a(Q¥ + b)Y, (2.59.a)

® =-a(Q¥ + b(OF (2.59.b)
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olarak yazilabilir. Ayrica sagilma matrisi genellikle asagidaki gibi tanimlanir:

S = (E ). (2.60)
(2.59) sistemi ve W (®,® ) = —1 esitligi kullanilarak

a(9)a(d) +b(HbE) =1 (2.61)

elde edilir. Simdi sagilma verilerinin asagidaki analitik 6zellikleri olusturulsun.

q,7 € Ly oldugunda e¥*® ile e "¥*Y iist yar1 diizlemde; e %¥*® ile e¥*F ise
alt yar1 diizlemde analitiktir. Bu nedenle a = W(®,¥ ) = o, ¥, — ¥, &, iist yari
duzlemde; benzer sekilde a = W(®,¥ ) ise alt yar1 diizlemde analitiktir. Genel
olarak b = — W(®,¥) ile b = W(®,¥ )'nin herhangi bir yerde analitik olmasi
gerekmez. Bu ozellikleri kullanmak igin genellikle sagilma problemi bir integral

denkleme déniistiiriiliir. Ornegin, (2.1) sistemi @ igin

X y
D (x, e =1+ jdy jdz q(y) r(2) 2802, (z,§)el? (2.62.3)
veya
X
B, (x, )eld® = 1+ f M(x,y,6)®,(y, e dy, (2.62.b)
X
®, (x, E)e i = f G (y) b, (y, £)e &Y dy (2.62.0)

denklemlerini saglar. Bu denklemlerde

M(x,y,8) =1(y) f;eZif(z_”q(z)dz. (2.62.d)
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q ve r ¢ok kiiciik olmadig siirece (2.1) sagilma problemi ayrik 6zdegerlere sahip
olabilir. Bu durum a(¢) iist yar1 diizlemde bir sifira sahip oldugunda veya a(§) alt yar1
diizlemde bir sifira sahip oldugunda meydana gelir. a(¢)’mn sifirlar &,

k =1,2,...,N ile gosterilebilir. O zaman ¢ = §;’da @ ile ¥ orantilidir:

®=C, Y. (2.63.2)

Benzer sekilde a(&)’n sifirlar1 &, k = 1,2, ..., N ile gosterilebilir. O zaman

& =§,’da @ ile ¥ orantihidir:

d=C 7. (2.63.b)

|x| = oo icin q ve r keskin azalirsa a, b, @ ve b tam fonksiyonlardir. Bu durumda
bveb, C, = b(&,) ve C, = b(&,) olarak genisletilebilir. Kolaylik agisindan tiim n’ler

icin

Zgg”dx < (2.63.0)

I

oldugu varsayilabilir. Bu durumda a(¢) ve a(§) reel eksen lizerinde analitiktir. Ayrica
iist yar1 diizlemde ve alt yar1 diizlemde de analitiktir. Bu a(§)’nin Im( &) 2 0 igin
yalnizca sonlu sayida sifir1 oldugu anlamina gelir.
Bir 6zdeger problemi olarak (2.1) ile (2.57) denklemleri Schrodinger
denkleminden birkac agidan farklidir. Ornegin,
i) a(&)’nm sifirlarinin imajiner eksenle sinirli olmasi gerekmez,
ii) a(&) cok katl sifira sahip olabilir,
iii) a(¢), Im(&)’da yok olabilir.
r, q" ya da q ile orantili oldugunda fiziksel olarak 6nemli bir durum meydana

gelir. r = +q* oldugunda (2.1) sisteminden asagidaki simetri bagintilari elde edilir:

5 (T8 = (F o, (%,
Y(x,§) = (ﬂz,l*(x’f*)), d(x,8) = (_ (Di*(x’f*)). (2.64.a)
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Bu durum
a) =a*(§"),b(§) = Fb*(§") (2.64.b)
olduguna isaret eder. Sonug olarak
N=N, & =&, C, =FC,~ (2.64.0)

olur. Benzer sekilde r = +q oldugunda (2.1) sisteminden

P(x, &) = (_%(x’_f) ),E(x, £) = (f;’;ig :2) (2.65.2)

bagintilari elde edilir. Bu durum
a§) =a(=§), b)) =Fb(=¢) (2.65.b)
olduguna isaret eder. Sonug olarak
N =N,§ = —&,C, = FCp (2.65.0)

olur. Eger r = +q alinirsa ve q reel ise yukarida verilen tiim simetri durumlari saglar.
Bu durum &, bir 6zdeger oldugunda -&, " 1n da bir 6zdeger olduguna isaret eder. O
halde 6zdegerler ya sanal eksen iizerindedir ya da bir ¢ift olurlar. Yukarida verilen
bagintilar matematiksel fizikte 6nem arz eden mKdV, Schrodinger ve sin-Gordon
evrim denklemleri i¢in 6nemli isaretlere sahiptir.
Ek olarak asagidaki 6zel durumlar not edilebilir:
i) r = +q” oldugunda (2.1) 6zdeger problemi Hermitian’dir. Bu durumda
|x| = o0 oldugunda g — 0 i¢in Im & > 0 durumunda 6zdegerler mevcut degildir.
ii) r = —q" oldugunda sinir durumlarinin olmayacagindan emin olmak igin bazi
tahminler verilebilir.
Bu baslikta su ana kadar anlatilanlar genel olarak diiz sagilma problemi ile
ilgiliydi. Simdi ters sagilma problemi incelenecektir. Sacilma verileri olan a, a, b ve

b’nin tam fonksiyonlar oldugu varsayilarak ters sagilma formiilleri tiiretilecektir.

25



Bunun icin de [x| — oo i¢in g ve r’nin herhangi bir eksponensiyal fonksiyondan daha
hizli azaldigin1 varsaymak yeterlidir.
Oncelikle ¥ ve ¥ 6zfonksiyonlar icin asagida verilen integral gdsterimlerinin

oldugu varsayilsin:

Y = ((1)) elx + f K(x,s)e®%ds, (2.66.a)
X
P = (é)e-ifx + j K(x,s)e"%5ds . (2.66.b)
X

Burada é = ¢ +in,n = 0 ve K ile K iki bilesenli vektdrlerdir. Yani

K5 = (o ), Kxs) = (%g 3) (2.66.0)

bicimindedir. K ve K’1igeren integralli terimler x = oo’daki sinir degerleri ile gercek
ozfonksiyonlar arasindaki farki temsil eder. Uygun siir kosullarini olusturmak i¢in
integralli terimlerin x’den oo’a gittigini varsaymak dogaldir. Ayrica (2.66) sisteminde
K ve K cekirdekleri & 6zdegerinden bagimsizdir. Ispat igin (2.66) denklemlerini (1.6)
ozdeger probleminde yerine yazmak yeterlidir. Ornegin (2.66.a) icin bu durum

uygulansin:

f e [(3, — 3)K: (x, 8) — q(0)Ky (x, ) ds

(2.67.a)
~[q () + 2K, (x, 0)]e % + lim K, (x, 5)e ] = 0,

f els[(0, + 8,)K,(x,5) — r(x)K;(x,5)]ds

(2.67.b)
— lim [Kz(x, s)eifs] =0.
S—00
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Ky(x,x) = =5 q(x), (2.68.2)

SlLr?oKz(x, s)=0 (2.68.b)

siir kosullarina bagli olarak
(0 — 09)K1(x,5) — q(x)K,(x,5) = 0, (2.69.3)
(0, + 0,)Ky(x,5) —r(x)K1(x,s) =0 (2.69.b)

denklemlerine sahip olmak gerekli ve yeterlidir. (2.68) sinir Kosullarina bagl olarak

(2.69)’un bir ¢ozlimiinii gormek i¢in asagidaki koordinatlar tanitilsin:

U= %(x +5), (2.70.a)

V= %(x —5). (2.70.b)

(2.70) koordinatlarinin kullanimi ile (2.69) ve (2.68) denklemleri asagidaki

denklemlere doniisiir:
OyK1(u,v) —qu +v)K(pv) = 0,

0, K, (u,v) —r(u +v)K;(u,v) =0,
(2.71)

K11, 0) = —>q(w),

Jim, K (u,v) = 0.

V—>00

Karakteristikler teorisinden dolay1 ¢oziim vardir ve tektir. Benzer sekilde K da

varligi ve tekligi gosterilebilir.
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Simdi ters sagilmanin lineer integral denklemi (Gel’fand-Levitan-Marchenko
(GLM) integral denklemi) tiretilsin. Bir C konturu Uzerinde & = —oco +i0* dan
baslayan, a(£)’1n tiim sifirlarinin {izerinden gegen ve & = +00 + i0* da sona eren bir
¢ kompleks diizlemi diisiiniilsiin. g ve r lizerinde keskin bir azalmaya sahip olundugu

icin st yar1 diizleme dogru genisleme yapilabilir 6yle ki

47(3(7,{) — W @
) Y(x, &)+ 2@ Y(x,&). (2.72)

(2.66) denklemleri (2.72)’de yerine konularak

[ee)

— 1 —iéx 74 —iés B 0 iéx iés
—(O)e +fK(x,s)e ds+a(f) (1)6 + | K(x,s)e"%ds
X

X

@
a
(2.73)

elde edilir. y > x olmak Uzere, 6(x) = (i) fc e*d¢ alinarak (8(x) Dirac delta

fonksiyonu) bu denklem iizerinde ¢aligilirsa integraller degisir ve

I=K(xy)+ (2) F(x+y) + xf K(x,5)F(s + y)ds (2.74.3)

elde edilir. Burada
F(x) = (%) fc g(e)eifxdg, (2.74.b)
I= (%) fc %ei@da (2.74.c)

Cinkil ®e®* {ist yar1 diizlemde analitiktir. y > x ve C konturu a‘mn tiim

stfirlari tizerinden geger. Bu nedenle I = 0 olur. Boylece
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o)

K(x,y) + ((1)) F(x+y)+ f K(x,8)F(s+y)ds =0 (2.75)

X

elde edilir. Benzer olarak (2.59.b)’nin alt yar1 diizlemde analitik genisletilmesi ile

o

K(x,y) — ((1)) F(x+vy)— f K(x,)F(s+y)ds =0 (2.76.a)

X

elde edilir. Burada

1

Fx) = (E) fc g(g)e—ifxdf (2.76.b)

ve C, C gibi bir konturdur ama @(&)’1n tiim sifirlarinin altindan gecer. Bu formdillerin
Ozel bir durumu a(§)’m reel eksende kaybolmadigi (§ = ¢, n=0) ve a(§)’m basit
sifirlara sahip oldugu varsayilarak elde edilir. (2.74.b) ve (2.76.b)’de kontur
integrasyonu

1 [ b iéx : N i&ix
Fo) =5 [ (e dg - LZ Celé, (2.77.2)
—o0 j=1
© _ N
1 b —iéx : ~ i x
Fo) =5 [ 2(@e ¥ dg + LZ Ceié (2.77.b)
o =
verir. Burada
SLACT gy, L) (2.77.0)

1T T )

a, a, b, b’nin genisletilemedigi daha yavas eksilme durumunda (2.77.a,b)

durumlar hala gegerlidir. Ama C; ve C_'] normallestirilmis katsayilari, @; = @ (x,¢;),

¥, dzfonksiyonlarinin orantilihiindan bulunur. Ornegin, @; = C,¥; ve C; = aC—,’] gibi.
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(2.75) ve (2.76) integral denklemleri agsagidaki gibi tanimlanmis uygun bir tekil

matris denkleminin i¢ine yazilabilir:

K, K -F
K= (1?: K:) F = (2 OF). (2.78.2)
Bu sekilde
B, y)+Flx+y)+ f B(x,s)F(s+y)ds =0 (2.78.b)

denklemi elde edilir.

Daha 6nce bahsedildigi gibi r = +q* 6zel durumunda sayisiz simetri bagintilari

vardir. (2.64) ve (2.65) denklemleri kullanilarak

F(x) = ¥F*(x), (2.79.a)
= _ (K ()
K(x,y) = ( N ;1* o y)) (2.79.b)

elde edilir. (2.78.b) integral denklemi yukarida verilen simetri kosullar1 ile

Kl(x,y)iF*(x+y)$J J Ki(x,2)F(z+ s)F*(s + y)dsdz = 0

(2.80.a)

denklemine indirgenir. Bu denklemde eger r = +q ve q reel ise 0 halde F(x) ve

K (x, z) de reeldir. Sonug olarak (2.68) kullanilarak potansiyel
q(x) = —2K;(x, x) (2.80.b)

olarak bulunur. (2.75)’in daha genel durumunda r(x),
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r(x) = —2K,(x, x) (2.80.0)
denklemini saglar ve (2.80.b) ile ayn1 sekilde elde edilir.

Simdi (2.18.a) Schrodinger 6zdeger problemi igin ters sagilmanin sonuglar

verilsin. A = k2 igin @, ¥ ve ¥ dzfonksiyonlar asagidaki gibi tanimlansin:

P~e ¥ x — —oo, (2.81.a)

PetkX PogkX x5 too, (2.81.b)

¥ ve ¥ 6zfonksiyonlarinin Wronskian’1 (k # 0) olmak tizere, bu fonksiyonlarin

lineer bagimsiz olduklarin1 gosterir. Bu nedenle

@ =ak)¥? + b)Y (2.82.a)

yazilabilir. Yansima katsayis1 p(k) = b(k)/a(k) seklinde ve gegisme katsayisi
(k) = 1/a(k) seklinde tanimlanir. (2.82.a) denklemi ve bu denklemin trevi, a ve b
icin dolayisiyla p igin denklemler verir. Yansima katsayisi adinin kullanilmasimin

sebebi

@ =¥ + p¥ (2.82.b)
denkleminin dalga denklemine benzerliginden dolayidir. Burada ¥ gelen dalgadur,
e~ ¥ x — +oo olarak not edilebilir. 1,, = —k,,? 6zdegerleri, &, = ®(x, k,,) ve ¥,’in
|x| = oo i¢in kayboldugu ve

@, = C,¥, (2.83.a)

ile iligkili sayilardir. Kullanilacak normallestirilmis katsayilar asagidaki gibi

tanimlanir:

Tt (2.83.b)
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Ozdegerler a(ix,) = 0 denklemi ¢ozilerek bulunabilir.
Bu bilgi ile ters sagilma teorisi bir u potansiyelinin yeniden yapilandirilmasina

izin verir. Temel sonuglar asagidaki gibidir. Oncelikle

+o0oo N
1 .
FGo = f p(k)e**dk — iz Cpe ¥ (2.84.a)
—00 n=1

denklemi hesaplanir. Daha sonra y > x olmak lzere, K(x,y) i¢in

e}

K(x,y)+F(x+y)+ f K(x,z)F(z+y)dz=10 (2.84.b)

X

integral denklemi ¢oziiliir. Potansiyel asagidaki baginti ile yeniden yapilandirilir:

q(x) =2 ;—x K(x,x). (2.84.0)

2.4. Sacilma Verilerinin Evrimi

Bir 6nceki boliimde genellestirilmis Zakharov-Shabat sagilma problemi ve
Schrodinger sagilma problemi ile iliskili ters sagilma denklemleri gelistirildi. Bu

bolimde KdV denklemi iizerinden evrim yapilacaktir [15, 16]. Bu durum,

b
SE) = {5 (€2 O] (285)

sacilma verileri verildiginde (ayrik 6zdegerler, normallestirilmis katsayilar ve yansima
katsayis1), bu veriler ile iligkili integral denklemin ¢oziilebilecegi anlamina gelir. O
halde integral denklemin ¢6zumi, potansiyeli verir. Bu durum herhangi bir ¢t aninda
yapilabilir. Boylelikle t bir parametre olur. t = 0°da baz1 linecer olmayan evrim
denklemlerine kars1 gelen bir fonksiyonun baslangi¢ degerleri verilir. Daha sonra bu
baslangi¢ potansiyelinin S(&; t = 0) sagilma verileri ile eslestirilmesi icin diiz sagilma

problemi kullanilir. Bu boliimde tiim ¢t > 0’lar i¢in sagilma verilerinin nasil elde
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edilecegi gosterilecektir. Bu bilgiler ile tim t > 0’lar icin potansiyel elde edilebilir ve

lineer olmayan evrim denkleminin ¢ozimi bulunabilir.

Oncelikle (1.6) ve (1.7) denklemlerinin ¢dziimleri yorumlanarak baslansin. Bir

onceki bolimde [x| — oo i¢in g, — 0 almanin yine |x| — oo igin

A-A(&),D->—-A_(),B,C-0

(2.86)

Ozelliklerine sahip biiylik bir denklem smifi verildigi goriildii. Zamana bagh

ozfonksiyonlar asagidaki gibi tanimlansin:

dO = peA®

PO =Fe AW

WO = =AM

PO = PeA®),

(2.87.a)

(2.87.b)

Burada @, @, ¥ ve ¥ fonksiyonlar1 (2.57) sinir kosullarina sahiptir ve (1.6)

denklemlerini saglar. Not edilebilir ki (1.7) zamana bagl evrim denklemleri sabit sinir

kosullarina sahip olamaz. Bu nedenle (2.57) sinir kosullar1 (1.7) denklemlerini

saglamaz. Ornegin, @ ’nin zamana bagl evrimi

do® (A B
dt
gosterir ki @,
ae (A —A_($)
dt C

denklemini saglar. Eger

1

<D=a¢+b'1’~a(0

bagintilar1 kullanilirsa (2.89) denklemi

D —A$)

)e‘isx +b ((1)) e*  (x > )

(2.88)

(2.89)

(2.90)
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<abee;> - (—m-(?)z»eifx) (291)

olur. Bu nedenle asagidaki denklemler elde edilir:
a(§,t) = a(§,0), (2.92.2)
b(§,t) = b(§,0)e 24, (2.92.b)

(2.92.a)’dan &, 6zdegeri zamana gore sabitlenmistir. Benzer yolla
G(O:0(5) = GOYED. G =5 (293)
normallestirilmis katsayilar tanimi1 kullanilarak
Ci(t) = Cjoe 4Gt j=12,..,N (2.94)

elde edilir. Burada Cj, = Cj(t = 0). Sagilma verilerinin {ist yar1 diizlemde

genisletilebildigi durumlarda C; = — sonucu,
J

b‘ ,t b IO
o =280 _ b¢ )e—ZA_@,-)t:leoe—ZA-(fj)t (2.95)

GO =0 @0 @G0

verir. Benzer sekilde @ = —a¥’ + b¥ kullanilarak zamana bagh S(&; t) sagilma verisi

elde edilebilir:
a(¢,t) = a(,0),
b(¢,t) = b(£,0)e?A-)t, (2.96)

Ci(t) = C‘j’oeth(?;‘)t_
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Bu sonuglar bir 6nceki bolumde tiretilen evrim denklemlerine gore, (2.77) ters

sacilma denklemlerinde F(x, t) ve F(x, t) nin zamana bagimliligin1 verir:

+ 00 N
1 b . )
F(x,t) = E f a (¢,0) elix—ZA_(()tdZ _ iz Cj‘oelfjx—ZA_(fj)t’
-0 j=1

(2.97.a)

+00 N
_ 1 b . _ = =
F(x, t) — % E (E: 0) e—l<x+2A_({)td( + iz Cj,Oe—Lé’jx+2A_($])t'
—00 ]:1

(2.97.b)

(2.97) formiilleri, bir lineer problemin Fourier integral ¢oziimlerine karsilik

gelir. Lineer olmayan evrim denkleminin ¢ozumi (2.75)’in ¢ozumu ile elde edilir.
Ayrica integral denklemlerin x — oo i¢in basite indirgendigi unutulmamalidir.

Ornegin (2.75)’de kullanishilik icin r = Fq* aliirsa K;(x,y) < £F*(x + y) elde
edilir. Bu nedenle (2.80.b)’den

17 /by o
qCr.t) o« f (5) (£, 0) e 28240 ¢ (2.98)

elde edilir. &;’ler {ist yari diizlemdedir ve bu nedenle katsayisi x — oo igin

eksponsiyonel olarak kuguktir. Bu nedenle x — oo igin problem, ¢6zimleri g’nun
1
7 f a(k)ettkx—wltl g (2.99)

bi¢iminde ifade edildigi lineer problem egilimindedir. Burada

w(E) = —2iA" (‘f). (2.100)

2
r = +q" oldugunda, A_(§) sadece imajinerdir. Bu nedenle
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w(é) = 2iA_ (%’;) (2.101)
elde edilir.

Simdi KdV denklemi i¢in sagilma verilerinin zaman i¢inde nasil gelistigi
anlatilsin. Daha 6nce Schrodinger sagilma problemi icin a(k, t) ve b(k,t), (2.82) ile

tanimlandi;

a(k,t) = a(k,0), (2.102.a)
b(k,t) = b(k,0)e8k’t (2.102.b)
Ca(t) = Croe®r’t, n=1,..,N. (2.102.0)

Ayrik Ozdegerler, iist yar1 diizlemde a(k,t)’nin sifirlaridir. Ozdegerlerin
zamana gore sabit oldugu ve p(k,t) = b(k,t)/a(k,t) yansima katsayisinin zaman
icinde evrildigi aciktir. Ozel olarak (2.23) KdV denkleminin dp/dt = —8iw(k)p
olduguna dikkat edilebilir. Ayrica w(k) = —k3, KdV ile iliskili problemin dagilim
iliskisidir.

Schrédinger probleminde, ayrik 6zdegerlerin yani a’nin sifirlariin yalnizca
imajiner eksende meydana geldigi ve basit olmas1 gerektigi gosterilebilir. Ayrica
(2.84)’de goriilen normallestirilmis katsayilarin pozitif olmasi gerektigi gosterilebilir.

Bundan sonra
—iCp = cp? (2.103)
yazilabilir. Normallestirilmis katsayilarin pozitifligi izleyen sekilde belirlenebilir.
Tiim fonksiyonlarin {ist yar1 diizleme genisletilebilecegi varsayilir. Sonra bir
k, = ik, 6zdegerinde x — oo igin
o(k,) = @, = C,¥,~C,e "%, (2.104.a)

% @ (1) ~a' (i) P, ~a' (k) e ™. (2.104.b)
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Burada C,, zorunlu olarak reeldir ve tiim x’ler igin
= (@ Py — PDy) = 2iky P2 (2.105)

olur. (2.105)’in sol kisminda (2.104) asimptotikleri kullanilirsa x,,’de

+00 5
(i) = —i (Lwcﬂ) (2.106)
bu sebepten dolay1
_iF A2
—iC, = = 2 (2.107)

a'(cn) [T oZdx

bulunur. Bu nedenle (2.84) Gel’fand-Levitan denklemindeki ¢ekirdegin ayrik kismi
icin
N

Fy(x) = Z e, 2(£)e"n (2.108)

n=1

bulunur. Burada c,(t), (2.102)’den dolay1
cn(t) = ¢, (0)e¥n’ (2.109)
olur.

Simdi, KdV denklemi ile iliskili N-soliton ¢ozimleri turetilecektir. Bu amacla

(2.84.b) denklemindeki p(k) yansima katsayisi sifir almir. (2.108) verildiginde
K(x,y),

N N oo
K(x,y) + Z Cpp 2 iemx+y) 4 Z cmze"‘myf e *m?K (x,z)dz = 0
m=1 m=1 x

(2.110)
denklemini saglar. K (x, y) i¢in izleyen sekilde bir natiirel form varsayilsin:
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N

K(x,y) =— Z Cm ¥ (x)eimY, (2.111)

m=1

(2.111) denklemi, (2.110)’da yerine yazilip, denklem diizenlenip, e™"*mY nin

katsayilar1 esitlenirse

e _(Kn+’€m)x

m = cme_"mx (21123)
n m

N
() + ) Cmn Pa®)
m=1

elde edilir. E ve ¥, m. bilesenleri sirasiyla c,,e ~*m* ve ¥, olan sutun vektorler ve C;

m, n bilesenleri

CmCné —(Kkm+Kn)x

(Km + Kp)

(2.112.b)

Conn =

olan N x N boyutlu bir matris olsun. O halde (2.112.a) denklemi asagidaki gibi matris

formda yazilabilir:

(I+C)¥ =E. (2.112.0)

Burada I, N x N boyutlu birim matristir. € pozitif tanimli oldugu igin

(2.112.c)’nin bir ¥ ¢oziimiine sahip oldugundan emin olunabilir. Yani,

NN o~ Cem+cn)x Py ’
PTCP = Z Z P CpCp—————— CRETRLL P, f Z Bpcpe ™ % | dz 2 0. (2.113)
n=1m=1 m n ¥ \m=1

(2.112.c)’nin bir ¢oziimii Cramer kurali ve determinantlarin standart

genislemesi ile asagidaki gibidir:

N

Y (x)=A"1 Z cpe Q.. . (2.114.a)

m=1
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Burada A= det(I + C) ve Q,, matrisin I + C kofaktorlerini ifade ediyor. n.

siitun boyunca genisleme yapildi. Benzer sekilde A asagidaki genisleme ile verilebilir:

N e_(Km+K7‘L)x
1= (bt enen )
( mn Cmcn (Km + Kn)>an

m=1
(2.111)’den K(x,y)’de x = y alinirsa

N N

K(x,x) =—-A"1 Z z Cmcne_(xm-i-xn)men

m=1n=1

elde edilir. (2.114.b)’nin tiirevi alinirsa

dA N N
a == Z Z Cmcne_(xm+xn)men
m=1n=1

elde edilir. (2.115) ve (2.116) denklemleri ortak dizenlenirse

144
dx

K(x,x) = A~
bulunur ve (2.84.c)’den dolay1 potansiyel

2

= 2—logA
q(x) 752 09

denklemini saglar.

(2.114.b)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)
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3. FARKLI EVRIM DENKLEMLERININ
TQR@TigMESi VE BU DENKLEMLERIN
COZUMU UZERINE CALISMALAR

Bir Onceki bolumde ZS sistemi igin AKNS ydnteminin nasil uygulanacagi
anlatildi. Bu yontem neticesinde uygun secimler ile matematiksel fizikte 6nem arz
eden bazi evrim denklemleri elde edildi ve bu evrim denklemlerinin ¢éziimlerinin nasil
bulunacagi agiklandi. Bu bélimde daha 6nce de kullanilan (1.11) sistemi igin uygun
yontemler ile bazi evrim denklemleri elde edilecek ve bu denklemlerden IKG

denkleminin tek-soliton ve N-soliton ¢6ziimleri bulunacaktir.

3.1. Uc Bilesenli ZS Sisteminden Farkl Evrim
Denklemlerinin Tlretilmesi

Bu bolimde (1.11) sistemine [24] AKNS yodntemi uygulanarak farkli evrim

denklemleri elde edilecektir. (1.11) sisteminin diizenlenmis hali

D1
%)
]

A ipy ip,
iqu iaA 0
iq, 0 ia,A

P1x
Pox
P3x

(3.1)

seklindedir. Bu sistemin zamana bagli en genel ifadesi

D1t
Dot
P3t

(3.2)

a
d
k

olarak yazilabilir. Burada a = a(x,t, 1), ..., m = m(x, t, 1), @1, ¢, Ve @3 ’den

bagimsiz skaler fonksiyonlardir. (3.1) ve (3.2) sisteminden

P1x = LA AQ; + ip1@, + ip2 @3, (3.3.a)

$2x = 1q11 + ia2A¢,, (3.3.b)
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P3x = 14201 + lazA@;

denklemleri ile

@1t = a@q + b, + ces3,

@2t = dos+e@; + fos,

Y3t = koy + Lo, + me;

(3.3.0)

(3.4.9)

(3.4.b)

(3.4.0)

denklemleri elde edilir. Ug bilesenli ZS sistemi i¢in Frobenius teoremi [17] asagidaki

sekli alir:

Teorem 3.1: (3.3.a,b,¢) ile (3.4.4, b, ¢) sistemlerinin uyusan olmasi igin a, b, c, d,

e, f, k, L ve m katsayilarinin

a, = ip;d + ip,k —iqib —iq,c,

b, = iaAb — ipja + ipie + ip,l + ip1e,

Cy=laAc +ipf — ipyatip,m + ipyy,

d, = —iaAd +iqia — igie — iq.f +iqqs

e, = iq;b — ip.d,

fx = iqic — ip,d,

k, = —ialk —iq;l + iqza — ig;m + iqyy,

lx = qub - l:plk,

m, = igq,c — ipk

(3.5.a)

(3.5.b)

(3.5.0)

(3.6.a)

(3.6.b)

(3.6.0)

(3.7.a)

(3.7.b)

(3.7.0)
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diferansiyel denklem sistemini saglamasi gerek ve yeterdir. Burada a = a; — a,.

jspat:
(3.3.a,b,c) ve (3.4.a,b,C) sistemlerinin uyusan olmasi a, b, c, d, e, f, k, Lvem
tizerindeki belirli kosullarin gerceklestirilmesi ile miimkiindiir. (3.3.a,b,c) denklemleri

" . o . da
t 'ye gore, (3.4.a,b,c) denklemleri x e gore tlrevlenir ve == 0 almmirsa

P1xt = Q1 AQ ¢+ iD1e @t IP1 Pt P23t ID2 P31, (3.8.a)
P2xt = 1q1eP11 iq1P1ct LA AQyy, (3.8.b)
P3xt = IqatP1t iG201ct 1A AQ3; (3.8.)
denklemleri ile
P1tx = AxP1t AQ1xt by@at bPoyt Cp3t C@3zy, (3.9.a)
Patx = Ay @1t A1yt exPat e@oxt @3t f 3y, (3.9.b)
P3tx = Kx@1t k@1t Lot Loyt my@st mes, (3.9.9)

denklemleri elde edilir. (3.8.2) ve (3.9.a) denklemleri esitlenirse
a1 AQqet ip1e@ot IP1P2ct P2 @3+ ID2 3t

(3.10.a)
= AxP1 + a@ix + by @y + oy + @3 + CP3y,
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iayAlag, + bp, + co3l+ ipire;
+ipi[ds +epy + fo3l+ ipe@st ipalke, + Lo, + mes]
(3.10.b)
= ayp 1t alia;Adg; + ip;@; + ipr@s]

+by ot bliq 1 + i A@a+e @3+ cliqapy + i Ags]

elde edilir. (3.10.b) denkleminde lineer bagimsizliktan dolay: sirasiyla @4, @, Ve
@3 tlin katsayilar: esitlenip, ay — a, = a alimarak denklemler diizenlenirse (3.5)

denklemleri bulunur. (3.8.b) ve (3.9.b) denkilemleri esitlenirse

[q1:P11 11 P11+ LA Ay,

(3.11.a)
=dy @1t dQixt exPrt et @3t fP3y,
iq1¢@1% iq1[a@y + b, + c@s]+ iayAlde, + ep, + f@s]
= dypt+dliag A, + ip1@; + ip@s] (3.11.b)

+e ot eliqipq + iax @y ]+ fr@s+ fliqapy + i Ags]

elde edilir. (3.11.b) denkleminde lineer bagimsizliktan dolay: sirasiyla @4, @, Ve
@3 iin katsayilari esitlenip, a; — a, = a alinarak denklemler diizenlenirse (3.6)

denklemleri bulunur. Benzer sekilde (3.8.c) ve (3.9.C) denklemleri esitlenirse
G2t @1+ iq291¢T 1A Q3

(3.12.2)

= kx§01+ k§01x+ lx§02+ l(p2x+ mx(p3+ ma@sy,
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IQ2e@1% iq2[a@, + b, + c3]+ i Alkg; + Lo, + mes]
= kypit klia;A@; + ip1@, + ipa@3]+l0; (3.12.b)
+1[iqi1 + iaA@, ]+ my@z+ mliqaeq + i Ags]

elde edilir. (3.12.b) denkleminde lineer bagimsizliktan dolay: sirastyla @1, @, Ve @3’
tin katsayilar egitlenip, &, — a, = a alinarak denklemler diizenlenirse (3.7)

denklemleri bulunur. m

Simdi (3.5), (3.6) ve (3.7) denklemleri Uzerinde &zel secimler ve 06zel
donisimler kullanilarak farkli evrim denklemleri elde edilsin.
(3.5), (3.6) ve (3.7) denklemlerine asagida verilen genisletme yontemi

uygulansin:

A(x,t) B(x,t) C(x,t)
a= b = =

13.
PR T ¢ PR (3.13.a)
D(x,t) E(x,t) F(x,t)
= = = 13.
d A_ ) e A ) A 4 (3 3 b)
K(x,t) L(x,t) M(x,t)
k= 1 = 7 ,m= T (3.13.0)
Bu yontem neticesinde
A, =ip:D +ip,K — iq1B — iq,C, (3.14.9)
. . . 1
B, =ip,E —ip;A + ip,L, B = — P (3.14.b)
. . , 1
Cy = ip1F +ip,M — ip,4, C = _EPZt' (3.14.0)
1
DX = lqlA - lqlE - iqu, D= qut' (3-14.d)
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E, =iqiB — ip.D, (3.14.e)

E. =iq,C —ip,D, (3.14.9)

K, = —iq.L +ig,A — iq, M, K = %th, (3.14.g)
L, =iq,B —ip,K, (3.14.h)

M, =iq,C — ip,K (3.14.0)

denklemleri elde edilir. (3.14) denklemleri dlizenlenirse

Ay = é(Pﬂh + P292) e (3.15.a)
E, = —é(mql)p (3.15.b)
F = —é(pqu)t. (3.15.0)
Ly = —é(qu)t. (3.15.d)
M, = —é(pzqz)t (3.15.€)

denklemleri bulunur. (3.14) ve (3.15) denklemlerinde 6zel se¢imler olarak

1 i i
B=C=D=K=—sinuyA=—cosu,E=F=L=M=——cosu,
2a a a

(3.16)

Pr=D2=—"0q1=—(qy = ——F

alinirsa matematiksel fizikte 6nem arz eden u,, = sinu (sin-Gordon) denklemi elde
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edilir. Burada u = u(x, t).
(3.5), (3.6) ve (3.7) denklemlerinde 6zel secim olarak p;=p, =g, =q, = p

alinirsa asagidaki denklemler elde edilir:

a, = ipd + ipk — ipb — ipc, (3.17.a)

b, = iaAb — ipa + ipe + ipl + ip,, (3.17.b)
cy=laAc + ipf — ipatipm + ipy, (3.17.0)
d, = —iaAd + ipa — ipe — ipf + ip;, (3.17.d)
e, = ipb — ipd, (3.17.e)

fx = ipc — ipd, (3.17.9)

k, = —ialk —ipl + ipa — ipm + ip,, (3.17.g)
l, = ipb — ipk, (3.17.h)

m, = ipc — ipk. (3.17.0)

(3.17) denklemlerinde 6zel se¢imler olarak

a=Ab=c=Bd=k=",e=f=l=m="

(3.18)
alinirsa
A, = ipC — 2ipB, B, = iaAB + ipD — ipA + ip,,

(3.19)
C, = —iaAC + 2ipA — 2ipD + 2ip,, D, = 2ipB — ipC
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denklemleri elde edilir. (3.19) denklemlerinde D = —A alinirsa

A, = ipC — 2ipB, (3.20.a)
B, = iaAB — 2ipA + ipy, (3.20.b)
Cy = —iaAC + 4ipA + 2ip, (3.20.0)

bulunur. (3.20) denklemlerine

A :K(x,t) B :L(x,t) c :M(x,t)

) ) 3.21
A A A ( )
genisletme yontemi uygulanirsa
K, = ipM — 2ipL, (3.22.a)
1
L, = —=2ipK,L = — Do (3.22.b)
2
M, = 4ipK,M = L (3.22.0)
denklemleri elde edilir ve (3.22) denklemleri diizenlenirse
4i
K = — | PP dx + ¢y, (3.23.2)
1
L= — P (3.23.b)
2
M = Ept (3.23.0)

denklemleri bulunur. Burada c, integral sabitidir. (3.23) denklemleri (3.21)’de

yerlerine yazilirsa
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A—4if dx + 20 3.24
_al ppt X /1’ (' 'a)

1
B=——p,, 3.24.b
a/lpt ( )
C = 2 3.24
- alpt' ( . 'C)
p=_2X dx — 2 3.24.d
- CZ/1 ppt X A ( . . )

elde edilir. (3.24) denklemleri (3.20)’de yerlerine yazilirsa, ¢, = i alinirsa ve

integralli terimin x’den oo’a gittigi varsayilirsa

Per = 4p j (PD)edx +p (3.25)
X

evrim denklemi elde edilir. Bu denklem integral terim iceren Klein-Gordon (IKG)

denklemidir.

Onerme 3.1: (3.14) sisteminde potansiyel, p; = q; Ve p, = q, ozelligini saglarsa ve

integralli terimlerin x 'den oo ’a gittigi varsayilirsa

+00 +00 +oo

Piex = P1 Zf (P12)tdx+f (Pzz)tdx +sz (p1p2)edx,
X X X

(3.26)

+ oo +oo +oo

Patx = p1f (p1p2)edx + p, f (p1®)edx + Zf (p2%)dx
X X X

lineer olmayan evrim denklem cifti elde edilir.
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jspat:
(3.14) denklemlerinde p; = q; ve p, = q, durumu incelensin. Bu durumda
(3.14) denklemlerinde A=—-E —M,B=—-D,C =—K ve F =1L oldugu acikca

gorilebilir. Denklemler dizenlenirse

B=_2 C=_2 ]
- aplt' - ap2t'
—(3.27.a)
Eo=—s0  F=——(wde M=)
x = apl tr x = ap1p2t' x = apz t |
—(3.27.b)

elde edilir. (3.27.a) denklemleri, (3.27.b) 'de yerlerine yazilirsa ve integralli terimlerin

x’den oo ’a gittigi varsayilirsa (3.26) evrim denklem cifti elde edilir. m

Onerme 3.2: (3.14) sisteminde potansiyel, p; = —q, Ve p, = —q, ézelligini saglarsa

ve integralli terimlerin x ‘den oo 'a gittigi varsayilirsa

+00 +00
Pitx = —P1 lzj (P12)tdx + j (Pzz)tdx] - PzJ (p1p2)edx,
X X

(3.28)

+ o0 + oo + o0

Potx = _plj (p1p2)edx — p; J (p12)tdx + Zf (Pzz)tdx
X X X

lineer olmayan evrim denklem cifti elde edilir.

fspat:
(3.14) denklemlerinde p; = —q, ve p, = —q, durumu incelensin. Bu durumda
(3.14) denklemlerinde A=—-E—-M, B=D, C=K ve F =L oldugu acikca

gorilebilir. Denklemler diizenlenirse (3.27) denklemlerinden farkli olarak
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i i i
E, = a (Plz)t, E = E (P1p2)es M, = a (Pzz)t (3.29)

denklemleri elde edilir. (3.29) denklemleri (3.27.a) 'da yer alan B = —iplt ve

C = —%pz,: denklemleri ile birlikte (3.27.b)’de yerlerine yazilirsa ve integralli

terimlerin x ‘den oo ’a gittigi varsayilirsa (3.28) evrim denklem cifti elde edilir. m

Onerme 3.3: (3.14) sisteminde potansiyel, p; = q,* ve p, = q,* 6zelligini saglarsa

ve integralli terimlerin x ‘den oo’a gittigi varsayiirsa

+00 +00 +00

Pre = 1 |2 f Ipal?,dx + f P12, dx| - pa f (P11 )ed,
X X X

(3.30)

+00 +00 +00

Patx = P1f (p1"p2)edx + D2 f Ip,|?,dx + Zf Ip2|?,dx
X X X

lineer olmayan evrim denklem cifti elde edilir. Burada q,* ve q,* sirasiyla q, ve

q, 'nin kompleks eslenigidir.

fspat:
(3.14) denklemlerinde p; = q,* ve p, = g,* durumu incelensin. Bu durumda
(3.14) denklemlerinde A = E* + M*,B = —=D*,C = —K" ve F = —L" oldugu gorulur.

Denklemler diizenlenirse (3.27) denklemlerinden farkli olarak

i i i
Ey = _E|P1|2t; F = _E(pfkpz)t, M, = T2 |P2|2t. (3.31.a)
B, = ipy(2E + M) — ip,F~,
(3.31.b)
denklemleri elde edilir. (3.31.a) denklemleri (3.27.a) 'da yer alan B = —iplt ve
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C = —§P2t denklemleri ile birlikte (3.31.b)’de yerlerine yazilirsa ve integralli

terimlerin x ‘den oo ’a gittigi varsayilirsa (3.30) evrim denklem cifti elde edilir. m

Onerme 3.4: (3.14) sisteminde potansiyel, p; = —q,* ve p, = —q,* ozelligini

saglarsa ve integralli terimlerin x 'den oo ’a gittigi varsayilirsa

+ o0 + oo + oo

Piex = —P1 Zf Ipllztdx+f Ip2|?,dx +pzf (p1p2")edx,
X X X

(3.32)

+00 +00 +00

P2tx = —P1f (p17p2)edx — P2 f Ipal? dx + Zf |p|?, dx
X X X

lineer olmayan evrim denklem cifti elde edilir. Burada g, ve q,* sirasiyla q, ve

q, ‘nin kompleks eslenigidir.

fspat.'
(3.14) denklemlerinde p; = —q," ve p, = —q," durumu incelensin. Bu durumda
(3.14) denklemlerinde A =E*+ M*,B =D",C = K" ve F = —L" oldugu goriiliir.

Denklemler diizenlenirse (3.27) denklemlerinden farkii olarak

i i i
E, = . |p1|2t' F = E(pl*pz)t' M, = - |p2|2t (3.33)

ve (3.31.b) denklemleri elde edilir. (3.33) denklemleri (3.27.a) 'da yer alan
B = —iplt, C = —%pz,f denklemleri ile birlikte (3.31.b) de yerlerine yazilirsa ve

integralli terimlerin x’den oo’a gittigi varsayilirsa (3.32) evrim denklem cifti elde

edilir. m
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3.2. Integral Terim i¢eren Klein-Gordon (IKG)
Denkleminin Yalmiz Dalga YoOntemi ile Tek-Soliton
Coziimlerinin Bulunmasi

Bu bolimde (3.5), (3.6) ve (3.7) denklemleri Uzerinde 6zel secimler ve Ozel
doniisiimler kullanilarak elde edilen (3.25) integral terim iceren Klein-Gordon (IKG)
denkleminin tek-soliton ¢ézimleri bulunacaktir. Bu ¢6ziimler bulunurken yalniz dalga
yontemi kullanilacaktir. Yalniz dalga yontemi asagidaki gibidir [17]:

Ozel durumu
F(p, 0.p, 0xp, ..., 0.0,Fp) = 0 (3.34)
seklinde olan bir lineer olmayan evrim denklemi verilmis olsun. Bu denklemde
p(x,t) = h(lit + Lhx + xp ) (3.35)
seklinde ¢ozlim aransin. Burada [, [, ve x, sabitlerdir. (3.34) denklemi
F(h ik, ., L P R@P) = 0 (3.36)
seklinde adi diferansiyel denkleme doniisiir. Daha sonra (3.36) denkleminden, adi
diferansiyel denklemler icin ¢oziim yontemleri kullanilarak elde edilen p(x,t)
fonksiyonu, (3.34) denkleminin (3.35) seklinde ¢oziimiidiir. Bu ¢6ziime D’Alembert
yontemi veya yalniz dalga yontemi denir. Yalniz dalga yonteminin uygulanmasina

asagidaki ornekler verilebilir:

1) Pt + 6pPx + Pyxx = 0 (KdV) denklemi i¢in yalniz dalga ¢6zimdi:

a

2ch? [g (x —at — xo)] '

p(x,t) = > 0. (3.37)
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(3.37) denkleminin grafigi asagidaki gibidir:

/A F(x)

L =]

Sekil 3.1: Denklem (3.37) i¢in Grafik.

i) Pt — Pxx = —9gSinp, g > 0 (sin-Gordon) denklemi i¢in yalmiz dalga

¢cozumu:

xX—at—xg

+
p(x,t) = 4arctge_\/§ Vi-a? | (3.38)

(3.38) denkleminin grafigi asagidaki gibidir:

Sekil 3.2: Denklem (3.38) I¢in Grafik.

iil) Per — Pxx = geP, g > 0 (Liouville) denklemi i¢in yalniz dalga ¢6zim:

a?(1—a?)
p(x,t) =In — , 0<a<l. (3.39)
2gch? [5 (x —at — xo)]
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(3.39) denkleminin grafigi asagidaki gibidir:

f(x)
AN\

a*(1-a%)
29

In

Sekil 3.3: Denklem (3.39) I¢in Grafik.

(3.25) IKG denklemine
p=h(x+£>, c>0, h>0 (3.40)
doniistimii uygulanirsa
h' = —4h3c + ch (3.41)
denklemi elde edilir. z = x + E olmak tzere,

_du_dudh_ du

h=u, h —E—%E—u%

(3.42.2)

doniistimleri ile (3.41) denkleminin mertebesi diisiiriiliirse asagidaki denklem elde
edilir:

du

— = —4h3
udh 4h°c + ch. (3.42.b)
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(3.38) denklemine izleyen adimlar uygulanirsa

udu = (—4h3c + ch)dh,

u? = —=2h* + ch? + ¢y, ¢o=0,

(3.43)
u = hy—2h?% +c,
dh
E = h\/ —2h? + ¢;
dh d (3.44)
——=daz .
hvV—2h? + ¢
denklemi elde edilir. (3.44) denklemi integrallenirse
1 (V=2hZ+c++c
——In =zZ+c (3.45)
Ve h

elde edilir. Burada c; integral sabitidir. (3.45) denkleminde h yalniz birakilirsa

2\/Eex/zz+clx/f

- 1 + 2e2Vez+2c1Vc (3.46)

bulunur. (3.46) denklemi (3.41)’in tek-soliton ¢oziimudur. (3.46) denkleminde 6zel

olarak ¢ = 1, ¢; = 0 alinirsa agagidaki denkleme indirgenir:

2e”

h=————.
1+ 2e?z

(3.47)
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(3.47) denkleminin grafigi agagidaki gibidir:

h(z)

2/3

e

0 z

Sekil 3.4: Denklem (3.47) Igin Grafik.

Bu sekilde lir+n h(z) = lim h(z) = c,, ¢, sabit, ¢dziimlerine yalniz dalga
Z—>+ 00 Z—>—00

¢OzUimu denir.

3.3. integral Terim iceren Klein-Gordon (IKG)
Denkleminin N—Soliton Cozimlerinin Bulunmasi

Bu bolumde (1.11) sistemi 6zel doniisiimler ile iki boyuta indirgenip reel ve
simetrik ZS sistemine benzetilecek ve bu sistemin N-soliton ¢ozimleri TSD yontemi
ile bulunacaktir.

(3.3) sisteminde 6zel secimler olarak p;, = p, = q; = q, = p alinirsa

P1x = layA@q + ip(@y + @3), (3.48.a)
Q2x = i@y + lay Ay, (3.48.b)
P3x = ip@y + iax A3 (3.48.0)

denklemleri elde edilir. Bu sistemde (3.48.b) ile (3.48.c) denklemleri taraf tarafa

toplanip ¢, = v, Ve @, + @3 = v, alinirsa
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Vix = Q1 AV + ipVy, (3.49.3)

Vo = 2ipVy + iyAV, (3.49.b)

sistemi elde edilir. Bu sistem ZS sisteminin bir modifikasyonudur. Burada |x| — oo

icin p — 0. Kullanishilik agisindan —a; = a, = £, > 0 alinirsa (3.44) sistemi

Vix = —ifAvy + ipv,, (3.50.a)

Uy = 2ipvy + if AV, (3.50.b)

sekline doniistir. (3.50) sisteminin zamana bagimli en genel hali asagidaki sekilde

yazilabilir:
Ve = Avy + By, (3.51.a)
vy = Cvq + Dvs,. (3.51.b)
(3.50) ve (3.51) sistemlerine AKNS yontemi uygulanirsa (3.20) sisteminin

aymst elde edilir. Bu durum ashinda (3.50) sisteminin ¢6ziminin (3.25) IKG

denkleminin ¢éziimiine esit olduguna isaret eder.

(3.50) sisteminde (3.50.a) denklemi /2 ile garpilip bu sisteme

ir

V2v, = uy, Vy = Uy, p = _ﬁ (3.52)
doniistimleri uygulanirsa
Uy, = —ifAuy + 1uy, (3.53.a)
Uy = TUy + ifAU, (3.53.b)
sistemi elde edilir. Ayrica (3.25) denkleminde p = — % déniisiimii uygulanirsa IKG
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denklemi,
Tex = —2rf (rH)dx +7r (3.54)
X

denklemine doniigiir. Simdi (3.53) sisteminin sagilma verileri bulunup TSD ydntemi

ile ¢cozimi elde edilebilir.

Teorem 3.2: Reel ve simetrik potansiyelli ZS sisteminin ((3.53)) r(x, t) katsayisi, IKG

denklemini ((3.54)) saglarsa o halde bu sistemin sa¢ilma verilerinin evrimi asagidaki

sekli alir:
a(4,t) = a(4,0),
t
b(A,t) = b(A,0)eis, (3.55)
_t
Cp(t) = Cpoeihin,
fspat:

(3.53) sisteminin zamana bagimli en genel hali
vi, = Av; + B, (3.56.a)
vy = Cvy + Dv, (3.56.b)
olarak yazilabilir. Burada A=A t,1),B=B(xtA),C=C(xtA)ve

D =D(x,t,A), v, Ve v,’den bagimsiz skaler fonksiyonlardir. (3.53) ve (3.56)

sistemlerine AKNS yontemi uygulanirsa
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B, = —2iBAB — 2rA + (3.57)
Cy, = 2iBAC + 214 + 1,
sistemi elde edilir. (3.57) sistemine

K(x,t L(x,t M(x,t
A (X)B=(X)C= (x, t)

genisletme yontemi uygulanirsa
_
K = Ef 1 dx + ¢, (3.59.a)
v i
L= _ﬁrt' (3.59.b)

_

M= ﬁrt (3.59.0)
denklemleri bulunur. Burada c, integral sabitidir. (3.59) denklemleri (3.58) 'de
verlerine yazilirsa

. [ Co
A= [ﬁf rre dx + K (3.60.2)
[ 3.60.b
- Zﬁlrt, ( . ' )
= 3.60
=25 T, (3.60.c)
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I

if dx — 2 3.60.d
7 1 dx h (3.60.d)

elde edilir.

(3.53) sisteminde A dzdegeri icin asagidaki sinwr kosullar ile verilen @, ¥, @

ve ¥ ozfonksiyonlar: tanimlansin:

(3.61)

W, Wronkskian determinant olmak tizere, W(®,® ) = -1, W(¥,¥) = —1

olur. Demek ki ¥ ve ¥ fonksiyonlar: lineer bagimsizdir. Bu nedenle ® ve @
fonksiyonlari

® =aQ)¥? +bVY, (3.62.a)
® =—-a()¥ +bM)¥P (3.62.b)

olarak yazilabilir. Simdi |x| - o icin A - A_(1), D » —A_(1), B,C — 0 olacak

sekilde zamana bagh ozfonksiyonlar tanimlansin:

¢(t) — @eA/—(t)’ lp(t) f— llue_‘zi—(t)’

(3.63)
a(t) = ae_g—(t)’ ll_l(t) = (Tle}{—(t).

Burada @, @ , ¥ ve ¥ fonksiyonlar: (3.61) simir kosullarina sahiptir ve (3.53)
denklemlerini saglar. Not edilebilir ki (3.56) zamana bagli evrim denklemleri sabit
smir kosullarina sahip olamaz. Bu nedenle (3.61) sunir kosullar: (3.56) denklemlerini

saglamaz. Ornegin, @’ nin zamana bagl evrimi

60



QU
S
Il
—
[qp Ve
(¢
N———
4

gosterir ki @,

denklemini saglar. Eger

®=a¥ +b¥ ~a (é) e hAx 4 p ((1)) e (x - o)
bagntilart kullanilirsa (3.62) denklemi
a.e” P 0
< byeBM > ) (—zA_u)beiW)
olur. Bu nedenle asagidaki denklemler elde edilir:

a(AL,t) = a(4,0),

b(A,t) = b(A,0)e 24Dt

Co(t) = Cpoe 24t n = 1,2, ., N.

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68.2)

(3.68.b)

(3.68.0)

Burada C,,(t), normallestirilmis katsayilar tammi kullanilarak elde edilmistir.

(3.68) denklemleri diizenlenirse asagidaki denklemler elde edilir:

a(A4,t) = a(4,0),

<04
)

b(A,t) = b(1,0)e %2

Cn(t) == Cn’oe In-,

(3.69)
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(3.69) sisteminde ¢, = — ﬁ alimirsa (3.55) sistemi elde edilir. m

(2.97.a) denkleminin ayrik kisminda normallestirilmis katsayilarin pozitif

t
olmast i¢in A, = ik, —iC, = c¢,? almirsa c, (t) = ce 2B*n, C sabit, olur ve

a(A,t) = a(4,0),

b(A,t) = b(A, O)eiﬁ%, (3.70)

t

Cn(t) = Cn,Oe_m
elde edilir.

Teorem 3.3: Reel ve simetrik potansiyelli ZS sisteminin ((3.53)) r(x, t) katsayist,
IKG denklemini ((3.54)) saglarsa ve ayrica bu sistemin yalmzca ayrik spektrumu

varsa o halde bu sisteme karsi gelen Gel fand-Levitan-Marchenko (GLM) denklemi,

2t oo

N _B’Cny_zﬁ’cnx_m
f K(x,z;t)e Prnzdz

K(x,y;t) +c4z

e 2B Ky J
(3.71)
N t
_ Z Cze—ﬁKn(x'i'Y)—m
n=1
olur ve katsayinin yeniden ingasi formiilii
r(x,t) = —2K(x,x; t) (3.72)

seklini alir.

fspat.'
(3.70) sagilma verileri (2.97.a) denkleminde yerine yazilirsa
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+0o N
1 b(,t) iBAx——
Fx,t) =— | —= iB2d 2 2(t)eFrnx
(x,t) an a()l,t)e A+ ) ¢, (e
—00 n=1
(3.73)
elde edilir. (3.73) denkleminin sadece ayrik kismi alinirsa
N
Fp(x,t) = Z c, 2 (t)e Frnx (3.74)
n=1

denklemi elde edilir.
(2.80.2) denkleminde eger r(x, t) reel degerli ise 0 halde F(x,t) ve K(x, z; t)

de reel degerlidir. Bu durumda GLM denkleminin zamana bagl hali
Kx,y;t) —F(x+y;t) + j j K(x,z;t)F(z+ s;t)F(s + y;t)dsdz =0 (3.75)
X X

seklinde olur. Burada F (x, t), (3.74) denkleminden dolay

N
t
F(x,t) = z c2e P (3.76)

n=1

alimirsa

00 00 N
2t
K(x,y;t) + f f K(x,zt) Z ¢t e Prnlt Bt g dsdz
X X n=1

(3.77)

N
¢
_ Z Cze—.BKn(x"'Y)—m

n=1

denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

63



© N o)

2t
K(x,y;t) +f K(x,z;t) Z c4e_ﬁK"(Z+y)_mf e~ 2PxnSdsdz

X n=1 x
(3.78)
N
_ Z 2 e—ﬁm@w)—ﬁ'
n=1
ot N C4e—ﬁxn(z+y)—2/31cnx—% N .
K(x,y;t) + j K(x,z;t) Z dz = z Cze—ﬁkn(xﬂo—m
4 25 4
X n=1 n=1

(3.79)

bulunur. (3.79) denklemi duzenlenirse (3.71) denklemi elde edilir. (2.80.b)

kullanilarak katsaymmin yeniden insast formiiliiniin zamana bagl hali olan (3.72)

denklemi bulunur. =

Teorem 3.4: Reel ve simetrik potansiyelli ZS sisteminin ((3.53)) r(x, t) katsayisi, IKG
denklemini ((3.54)) saglarsa ve ayrica bu sistemin yalnizca ayrik spektrumu varsa o

halde bu sistem icin ters problemin ¢ézimd,

N N
t
r(x,t) = —2A71 z z c2e Blmtxgo, (3.80)

m=1n=1

seklinde olur. Burada A= det(I + A); I, N X N boyutlu birim matris; A; m,n

bilesenleri

. e—ZEKnx—% e‘ﬁ(Km+Kn)x
A = 3.81
mn = e Bl o) (3:81)

olan N x N boyutlu bir matris ve Q,,,,, matrisleri (I + A) ‘mn kofaktorleridir.
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jspat:
(3.71) denkleminde nattrel form olarak

N
K(x,y;t) = z ce PrYK (x,t) (3.82)
n=1
segilirse ve denklemde yerine yazilirsa
N N e‘BKny_ZBKnx_% ° N
Z Ce_BKnJ’Kn(x, t) + ¢t Z f Z Ce_B(Km+Kn)ZKm(X, t)dz
2B Ky
n=1 n=1 x m=1
(3.83)
N t
— Z Cze—ﬁxn(x"'Y)—m
n=1
elde edilir. Bu denklem diizenlenirse
2t
N 2BRnx Bty N

t
K ,t + 4 Z K ,t — Z _,B'Cnx—m
o) +e 2Bren Blion F 1) kmt) = ce

mmn=1 n=1

(3.84)
bulunur. (3.84) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

N _ __2t N
2BKnx—p o~ Bkm+Kn)x

t
S+ K = S e s
Z mn e Bl oy | O “

mmn=1 n=1

(3.85)
Burada

_{1 ,m =nise

0,m=#*nise (3.86)

6mn
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Brnx

t
E ve K, n. bilesenleri sirasiyla ce Brn ve K, olan sutun vektorler ve

A; m,n bilegenleri (3.81) olan N x N boyutlu bir matris olsun. O halde (3.85)

denklemi asagidaki gibi matris formda yazilabilir:
(I+A)K =E. (3.87)

Burada I, N x N boyutlu birim matristir. A pozitif tanimli oldugu i¢in (3.87) nin
bir K ¢bzimine sahip oldugundan emin olunabilir. (3.87) nin bir ¢ozimi Cramer

kurali ve determinantlarin standart genislemesi ile asagidaki gibidir:

N
t
K,(x,t) = A1 2 ce P T, (3.88)
n=1

Burada A= det(I + A) ve Q,,, matrisleri (I + A)"mun kofaktdrleridir. n. siitun
boyunca genisleme yapildi. (3.82) denkleminde K (x, y; t) 'de x = y alinirsa ve (3.88)

denklemi bu denklemde yerine yazilirsa

N N
t
K(x,x;t) =A™ z z c2e Plembin g (3.89)

m=1n=1

elde edilir. (3.72) denkleminden dolay: katsayinin yeniden ingasi formiilii

N N
t
r(x,t) = —2A71 Z z 2 Plmtx g, (3.90)

m=1n=1
olarak bulunur.

Sonug: (3.90), IKG denkleminin ((3.54)) ¢6zimudir. Bu tip ¢ziime N-soliton ¢éziim

denir. m
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(3.90) ¢Oziimiinii bir 6nceki boliimde yalniz dalga yontemi ile elde edilen (3.46)

tek-soliton ¢6ziimii ile kiyaslamak amaciyla (3.84) denkleminde m = n = 1 alinirsa

t
K,(x,t) = ce PX*p (3.91)
elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

4,82K12ce_ﬁK1x_ﬁ_It<1
Ki(x,t) = = (3.92)
452K, % + cte” P T

bulunur. (3.92) denklemi (3.82)’de yerine yazilir ve x = y alinirsa

Zﬁle

4B%K,*c?e ma
K(x,x;t) = P Ky (3.93)
4BPK2 + cte P
elde edilir. (3.90)’dan dolay1
8B%K,*c?e ~2hKaxe BK
r(x,t) = — ! (3.94)
4B2K,% + cte ~4fKyx- ﬁ’K

bulunur. IKG denkleminde ((3.54)), (3.94) denklemi yerine yazildiginda esitligin
saglandigi kolaylikla goriilebilir.
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4. SONUCLAR ve YORUMLAR

Bu tez c¢alismasinda, ii¢ bilesenli Zakharov-Shabat sisteminin bir 0zel
durumunda (reel ve simetrik potansiyelli durum) ters sa¢ilma problemi, integral terim
iceren Klein-Gordon denkleminin soliton ¢oziimlerinin bulunmasina uygulanmustir.
Daha 6nce Klein-Gordon denkleminin bir 6zel durumu olan sin-Gordon denkleminin
soliton ¢6ziime sahip olmasi1 matematiksel fizikte ¢ok 6nemli bir gerceklik olarak
biliniyordu. Bu  sebepten  dolayr  Klein-Gordon  denkleminin = bagka
modifikasyonlarinda da soliton ¢6zliim 6zelliginin saglanacagi ongoriilebilirdi.

Bu tez calismasi ileride, asagida verilen problemlerin ¢oziilmesine Onayak

olabilir:

i) Zakharov-Shabat sistemi i¢in ters sagilma probleminin uygulanabilecegi ve
matematiksel fizikte onem arz eden bir kisim lineer olmayan evrim denklemlerinin
bulunmasi.

ii) Klein-Gordon denkleminin soliton ¢6ziim oOzelligine sahip baska
modifikasyonlarinin bulunmasi.

iii) Integral terim igeren Klein-Gordon denklemi i¢in baslangi¢ deger probleminin

¢ozlimiiniin varliginin ve tekliginin incelenmesi.
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