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OZET

TEZ BASLIGI: Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Géziimiinde
Wiener — Hopf Teknigi
YAZAR ADI : Memet DEMIRCI

Bu tez calismasinda Fourier integrallerinin bir takim analitik 6zelliklerinden
bahsedilerek, Wiener — Hopf tekniginin genel izahi yapilmis, miikemmel iletken
yarim diizlem problemi ¢oziilmiis, belirli simir sartlarin1 saglayan Kelvin dalgasi
tanitilmig, bu dalganin bir problem sistematigi cercevesinde ele alinarak ¢oziimii
Wiener — Hopf teknigi kullanilarak yapilmistir. Ayrica bu teknigin bir kismi tiirevli
diferansiyel denklemle birlikte verilen ve bazi sinir sartlarin1 saglayan karma sinir

deger problemlerinin ¢zlimiine uygulanmasi yapilmistir.



SUMMARY

TITLE OF THE THESIS: Wiener — Hopf Technique For Solving Partial
Differential Equation

AUTHOR: Memet DEMIRCI

In this study,it has been demonstrated the some important analytical properties
of Fourier integrals, showed the general technique of Wiener — Hopf equation. In
addition to this Kelvin vawes is introduced and also this problem is solved with
Wiener - Hopf technique with a problem systematic. Furthermore this tehnique is
used for some partial differantial equations which are given with some boundary and

initial conditions.
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TESEKKUR

Matematik 6grenimim boyunca, benimle ve tiim arkadaslarimla bir hoca-
ogrenci iliskisinden ¢ok, bir arkadas havasinda iletisimini siirdiiren ve hep ileriye, en
iyiye, en dogruya, yonelik davranislar sergilememizi destekleyip, ilkeli hareket
etmemiz konusunda bizi cesaretlendiren, bizi birer miicehhez matematikgi olarak
yetistirmeye calisan, biitiin hocalarima tesekkiirlerimi sunmay1 bir bor¢ bilirim. Bu
calismam da benden yardimlarini esirgemeyen saygideger hocalarim Prof.Dr. Alinur
BUYUKAKSOY, Dog¢.Dr. Mansur ISMAILOV ve Ogr.Gor. Aysegiil ISIKYER e
tesekkiirlerimi sunar, bilim diinyasinda ki bir¢ok basarilarinin devamini diler, hayat

ile daha barisik yasamalarini temenni ederim.

Egitimim boyunca benden hi¢bir zaman maddi ve manevi gii¢lerini
esirgemeyen aileme ve ¢ok degerli biiyiiklerim sayin Engin HUNDUR, Iznullah
SARI ve Giil KAYA’ya tesekkiirlerimi sunarim.
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1. K. T.D.D.’LERIN FOURIER YONTEMIYLE
CcCOZUMU

1.1. Fourier Yontemi

Bu boliimde ilerideki incelemelerimiz i¢in temel olusturacak olan Fourier
doniistimiine ve Fourier integralleri ile gosterilen fonksiyonlarin regiilerlik
ozelliklerine kisaca deginecegiz. Bu yontem degiskenlerine ayirma yodnteminin

sonsuz bolgeler i¢in bir uzantist olarak gortilebilir.

1.2. Fourier Transform Cifti

Reel eksen boyunca mutlak integrallenebilir herhangi bir f(x) fonksiyonun

Fourier donilistimii « bir kompleks parametre olmak iizere;
1 T iax
F(a):-jf(x)e dx (1.1)
2r =,

integrali ile tanimlanir. f(x)

f.(x), x>0
S(x)= (1.2)
f (%)), x<0

olmak iizere F(«) yarisonsuz (0,0) ve (—o0,0) araliklarinda yazilmis
1 T iax
F(a)==—] f.(x)e“"dx (1.3)
27,

Ve

0
F(a)= i L 1 (x)e dx (1.4)
integrallerinin sliperpozisyonu olarak
Fa)=F (a)+F () (1.5)
seklinde gosterilebilir. Reel eksen boyunca mutlak integrallenebilir herhangi bir f'(x)

fonksiyonun ters Fourier doniisiimii « bir kompleks parametre olmak iizere



1 T iax
f@=o- jw F(a)e“da (1.6)
integrali ile Tanimlanir. Burada

olarak ifade edilir. Daha sonra tiirevli fonksiyonlarin Fourier transformu verdikten
sonra yukarida anlatilan bazi integrallerin regiilerlik ozelliklerini agia ¢ikarmak

bakimindan 6nemli olan bazi teoremler asagida ispatsiz olarak verilecektir.

1.3.Tiirevli Fonksiyonlarin Fourier Transformu

Bu boliimde bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin adi diferansiyel denkleme
nasil transform edildigini Fourier transformunu kullanarak gosterilir. Zamana baglh
tirevlerin Fourier transformunu, Fourier transformun zamana bagl tiirevleri gibi
verildigini gosterebiliriz Uzaya ait tiirevlerin Fourier transformlar1 fonksiyonun

Fourier transformlarinin ¢arpimidir. Fourier transform operatoriinii kullanmak igin

F yi kullanacagiz.

ou 0

F| —|=—F 1.7
atj Py (u) (1.7a)

F a—uj=in(u) (1.7b)
ox
2

Al L;j=—w2F(u) (1.7¢)
ox

yukaridaki ifadeler Fourier transformun tanimiyla elde edilebilir.

Ornek

u,(x,t)=ku_(x,t) (1.7d)
ifadesi

0 8

EU(X’Z): —kw'U(a,t) (1.7e)

haline doniistir.

u(x,t) nin Fourier transformu U(e,t) iken, yukaridaki ifade bir adi diferansiyel

denklem haline gelir ki ¢6zlimii bilindigi gibi asagidaki gibidir.



U(a,t)=C(a)e "

buradaki C(w) baglangi¢ kosullarinin transformuyla bulunabilir.

u(x,0) = f(x)
U(a,0)=F(a)

Boylece ;

c(a)=F(a)

ifadesini elde ederiz.

1.4. Temel Teoremler

Teorem 1

x €(0,00) igin

f.(x) fonksiyonu her

R>0i¢in (0,R)

(1.7)

(1.7g)
(1.7h)

(1.71)

araliginda

integrallenebilir ise ve abir reel say1r olmak iizere x - i¢in f (x)~ Ae” gibi

iistel mertebeden olusuyorsa

F.(a)= i j f(x)e™ dx

(1.8)

ile taniml1 F () fonksiyonu kompleks « diizleminin Im{a}>a ile belirli st

yarisinda « nin regiiler fonksiyonudur.

» Re{a}

Im{a}

A
O I A
O 2 A
; / e
SAVEe. o8
0 LSS
i/// ) /// y // ;/ L,
A A A e
__________ AL

Sekil .1.1. F («) mn regiilerlik bolgesi



Teorem 2

x €(—,0) igin f (x) fonksiyonu her R>O0i¢in (—R,0) aralifinda
integrallenebilir ise ve b bir reel say1 olmak iizere x — —oo igin f (x)~ Be™ gibi

istel mertebeden olusuyorsa
1 :
F(a)==—[ f (x)e""dx (1.9)
2r 2,

ile tamiml1 F (er) fonksiyonu kompleks a diizleminin Im{a} < b ile belirli {ist

yarisinda o nin regiiler fonksiyonudur.

N NUON N
§ NN EEENERN §
; 0 — Rel{a}
§ \\\§ TR \\\\ \\\i
i\ NN N \\ \

Sekil.1.2. F (a) nin regiilerlik bolgesi

Teorem 3

X € (—00,00) i¢in tanimli bulunan f(x) fonksiyonunun
f.(x) x>0
fx)=
f(x) x<0 (1.10a)
ile belirlenen f (x) ve f (x) parcalar: sirasiyla teorem 1 ve teorem 2 deki

Ozelliklere sahip bulunsunlar ve @ <5 olsun. Bu halde



F(a)= j F(x)e“ dx (1.10b)

ile tanimh F'(«) fonksiyonuIm{a} € (a,b) ile belirlenmis yatay bant i¢inde « ’nin

bir regiiler fonksiyonudur ve L bu bant i¢indeki herhangi bir yatay dogruyu

gostermek tlizere soyledir

[ Faye™ ax =2i{ f(x+0)+ f(x—0)) (1.10c)
T T

Im{a}

F (o) nim regiilerlik bolgesi

YAV o/ L S/
AWARVA\VAWACZAVANAN

» Re{a}

\ \ \ F_(Sz) nlsieéﬁlerlhcbéléesi \

Sekil.1.3. F(«) nin regiilerlik bolgesi



Teorem 4

Bir f(x) fonksiyonu, x €(0,/)acik araliginda en fazla sonlu sayida siireksizlik
noktasina sahip ve bu xe[0,/] kapali araliginda mutlak integrallenebilir reel

degiskenli fonksiyon ise
1| .
P(a)=— j F(x)e““dx (1.11)
27y,

ile tamiml1 P(e) fonksiyonu o nin bir tam fonksiyonudur.



2. WIENER - HOPF DENKLEMININ GENEL
1ZAHI

2.1. Giris

Fourier transform metodu ile kismi tiirevli diferansiyel denklemler
coziilirken karsilasilan 6nemli bir zorluk genel bir transformun bulunmasidir ki bu
transformun verilen uzaya ait bazi bolgelerde uygulanmasi giictiir. Ilk defa bir
integral denklemi ¢6zmek amaciyla N. Wiener ve E.Hopf tarafindan onerilen asagida
yazilacak denklem sonralar1 degisik uygulama alanlar1 bulmustur. Bu metot
radyasyon ve kirmmim problemlerinde kullanilmaya baslandi ki; bu sayede daha
biiyiik bir uygulama alan1 bulmus oldu. Ornegin bu teknigin kullanilmasiyla kirinim
problemi bir tekil integral denklemin ¢ézlimiinii bir yar1 sonsuz bolgedeki karsiligina
indirgemis oldu. Wiener — Hopf teknigi Fourier transformlar1 sinirlar1 kesin olarak
belli olan bir bolgede tanimlayarak ve fonksiyonlarin teorik analizini kullanarak tam

¢ozlim icin, bolgeyi pargalara ayirir.

Bu teknigin kullanimai, orijinal formiilasyonu sayesinde dual integral denklemin

cinsinden ifade edilmesiyle daha basit bir hale gelmistir.

2.2. Wiener — Hopf Problemi

a<b olmak tlizere Imk>a ve Imk<b bagintilartyla tanimhiz, ve 7_
bolgelerinin iginde (muhtemelen k& =oco hari¢) her yerde regiiler olan @ (k) ve
@ (k) fonksiyonlarini goz oniine alalim. Teorik ve pratik bakimindan ¢ok biiyiik bir
oneme sahip bulunan sinir deger problemlerinin bir kism1 ®_(k) fonksiyonlarinin
bulunmasina indirgenirler. Oyle ki bunlarz = 7, M 7_ ara kesit bolgesinde

D, (k) +G(K)D_(k) = g(k) 2.1)

denklemini saglarlar.



Iste (2.1) denklemine Wiener — Hopf denklemi denir. (2.1) denklemindeki
g(k) =0 olursa denklem homojen Wiener — Hopf denklemi adin1 alir. Burada (2.1)

denkleminden daha karmasik bir yapida olan
AW (k) + B(k)W _(k)+C(k)=0 (2.2)
seklinde olan denklemin izah1 yapilacaktir.
[lk olarak 7, ver_ bolgelerini belirleyelim. Burada

7, ={k:Imk>a},r ={k:Imk <b} yan diizlemleri lizerinde sirasiyla W (k) nin ve

W_(k) nin analitik oldugunu kabul ediyoruz. (Bak. sekil 2.1)

| Im{k}

A

Relk}

B v

sekil 2.1 W_(k) fonksiyonlarinin analitiklik bolgeleri

T=7 N7
Burada  (2.2) denklemi ile verilen  A(k),B(k) ve C(k) fonksiyonlarinin
7 <Imf{k} <7, bolgesinde analitik (yani sifirlarinin olmadigini) kabul ediyoruz.

(2.2) denkleminde

By V()

A(k) V. (k) @3



olsun. V, (k) fonksiyonu Im{k} >z ve V (k) fonksiyonu Im{k} <7, bolgelerinde
analitik olsun, dyle ki; 7. <Im{k} <z, ile 7. <Im{k}<rz, niin ara kesitleri bos

olmasin. Bu sart altinda (2.3) denklemini (2.2) de yerine yazalim.

W0+ =By 4 CO
GRS

0

C(k)

V(KW (k) +V_(k)W_(k) +m

V.(k)=0 (2.4)

Simdi (2.4) denklemindeki Zillg V. (k) ifadesini ele alalim.

CE) iy -
0 =D.0+ D0 2.5)

seklinde oldugunu kabul edelim. Oyle ki; D, (k) fonksiyonu . bdlgesinde ve
D_(k)fonksiyonu 7’ bolgesinde analitiktir. Burada 7 <Im{k}<rz, ile

7. <Im{k} <z, bolgelerinin ara kesiti bos degildir. Bu sart altinda (2.5) denklemini
de yerine yazilirsa ;

V(KW (k)+D, (k)+V (kYW (k)+D_(k)=0 (2.6)
elde edilir. Bu takdirde

¢(k) =V ()W, (k) + D, (k) = ~[V_(k)W_(k) + D_(k)] 2.7)
olur. Burada (2.7) denklemindeki esitligin sol tarafi 7, ve esitligin sag tarafi 7
bolgesinde analitiktir. Boylece analitik devam ilkesini kullanirsak ¢@(k) tim
diizlemde analitiktir. Eger ¢(k) i¢in k — oo iken sinirli ise bir sabittir.

dk)=c c: sabit
V.(RW, (k) +D,(k)=c

(2.7a)
V(KW _(k)+D_(k)=-c
almabilir. Buradan
_c—D, (k)
W (k)= NACE (2.7b)

vE
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—c—D (k)

W) =— o

(2.7¢)

¢Oziimleri elde edilir.

(2.3) ve (2.5 )tiirtindeki faktorizasyon ve dekompozisyonlari ile (2.2) denkleminin
¢oziim teknigine Wiener — Hopf teknigi adi verilir. (2.3) ve (2.5) tiirtindeki
faktorizasyon ve dekompozisyonlarinin miimkiin olup olmayacagini asagidaki

teoremlere dayanarak verebiliriz.

2.3 Temel Teoremler

Teorem 1

F(k) fonksiyonu 7=7, N7 arakesit bolgelerinde analitik olsun. O halde
F(k)y=F (k)+F (k) gosterimi gecerlidir. F,(k) fonksiyonu 7, bdlgesinde ve

F (k) fonksiyonu 7_ bolgesinde analitik ve buna ek olarak |k| — 00 i¢in arg(k) dan

bagimsizdir.
Ispat:
JIm ik}

b
Dy e
| ky |
« l "> Reik)

E_Al A] T
A e B
a
v

sekil 2.2 Integralin hesaplanacag egri
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Yukarida ki sekil 2 de goriildiigii gibi k diizleminde, 7 bdlgesi i¢inde keyfi
birk, noktasi alalim. Bu noktay1 igceren ABCD dikdértgenini ¢izelim. Cauchy
integraline gore asagidaki ifadeyi yazabiliriz.

1 ¢ Fl
Flk)=— | —>a
(k) =— | —— (2.8)

ABCD

olup biraz daha acik ifade edersek,

1 —A +it, F ~ 1 A ity F .
Fl)==— | @ g - | @ 4
27i iy © _ko 27i ity Z _ko
1 A +ity F(Z) 1 — A +ity F(Z)
+— dz+— | dz (2.9)
27i A+t Z_ko 27i A+t _ko
olur.
|z| — o iken F(z)— 0oldugundan dolayr 4, — o igin
A +ity _
J‘ F(Z) dz = F(ZO) (tl_tz)zl(tl—tz) (210)
i, 2Ky z,—k, (zo —k,)
F(zy)
ve
A +ity
lim j LG (2.11)
Ao A +ity Z— Ky
olur. Ayni sekilde son ifadede sifira esit olacaktir.
F(k,)= ! | F) g | FG) 4 (2.12)
27 i 2T k, 27 i 2T k,
o0+ity
F+(k0)=i FG 4 (2.13)
27i i, 2 k,
00+ity
Ff(ko)=—L Malz (2.14)
27i i 2T k,

(2.13) ve (2.14) dan F(k,)=F, (k,)+ F (k,) olur. Parametreye bagli integralin
ozelliklerine gore son integraller i¢in k&, parametresine baghh ve Imi{k }<¢
bolgesinde olacaktir. ¢, vet, keyfi olduklarindan F, (k,) veF (k,) fonksiyonlari

sirastyla Im{k,} > ¢, ve Im{k,} <¢ bolgelerinde analitiktir.
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Teorem 2

Kabul edelim kig(k), a <Im{k} <b bolgesinde analitik ve hicbir yerde sifira

donlismez olsun. |t|—>oo icin arg(k) dan bagimsiz olarak ¢@(k) -1 olsun. Bu

durumda ¢(k) =@, (k)+¢ (k) yazilabilir. (¢ (k) ve ¢ (k) fonksiyonlar: sirasiyla

Im{k} >a ve Im{k} < b bolgelerinde analitiktir.)
Ispat:

F(k)=Ing(k) ve F(k)=F_(k)+F (k) olsun. Buradaki F (k) fonksiyonu
Im{k}>a ve F (k) fonksiyonu da Im{k}<b bolgesinde analitik fonksiyonlar

olarak belirleyelim.

¢, (k) =exp[F, (k)]
F (k) =Ing, (k)
¢ (k) =exp[F (k)] F (k) =Ing (k) (2.15)
olur.

Buradan Ing,_ (k) +Ing (k)¢ @(k)=¢.(k)+¢ (k) bulunur.

2.4. Ornekler

a) (2.1) denkleminde verilen ¢ekirdek G(k) fonksiyonu icin faktorizasyon

Ornekleri;

Gla)= 205 " olsun. @ ve b olarak cesitli degerler s6z konusu olabilir. Bu
o+

durumlarda ayrimda farkli olacaktir. Bu durumla ilgili olarak asagida degisik

bolgeler verilmistir.
I- 7:a<Imi{a}<-1 ;
II- 7 —-1<Im{a}<0 ;
I1I- 7 :0Im{a} <1

3
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IV- r l<Imi{a}<b ;

G(a) fonksiyonu  G(«) :% olacak sekilde ¢ (a)ve ¢ (a) fonksiyonlarini
a

bulalim.
a’ +1
lLicin ¢ ()= , ¢ (@)=1
II icin go_(a)za_l , ¢+(0€)=L.
a a+1
. . . a
li¢in ¢ (@)=a—-i , ¢ (a)=——
a+i
. . a
IVigin ¢ (a)=1 , ¢(a)=—
a +1

bulunur. Buradaki 6rnek i¢in a=-1 ve b=1 bandi s6z konusu olabilirdi. Bu

durumda olusan yatay bant icinde G(«) regiilerdir. Ancak bu halde « =0 noktasinda
G(a) nin sifir olmast nedeniyle @ (0) =0 olmas: gerekir. Bu durumda @ (a)nin
tizerine soyle bir ek kosul konmasi gerekir: @ () nin sadecer icinde sifirlar

olabilir ki bunlar ayn1 zamanda G(«) nin 7 igindeki sifirlaridir.

Im{a}

> Rela}

sekil 2.3 f(a) nin regiilerlik bolgesi

b) Dekompozisyon 6rnegi verelim;

¢ €(0,7/2) ve k birinci kadranda bir kompleks say1 olmak iizere

(o — k)l/z

Bak sekil2.3
a—kcosg ( ’ )

fla)=
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fonksiyonun Wiener — Hopf dekompozisyonunu goz oniine alalim. (a—k)"?

i¢in
sekilde 3 de gosterildigi gibi kesilmis « diizleminin herhangi bir kolu sec¢ilmis
olsun.

Im{k cos ¢} < Im{a} <Im{k} seridi icin yukarida verilen teoremler saglandigindan

dolay1
1 (z—k)"” .

fie=52], G keosd)o—a) (2-16)
- 1 (Z—k)l/z

J(e)= 27ziL(z—kcos¢)(z—a) ‘ @17

yazilabilir. Bu integrallerin integral ¢izgilerinin altinda yer alan kutuplara iligkin

rezidiilerinin toplamina esit olmas1 gerekmektedir. f, () nin sadece z = k cos ¢

ve f (a)nin hemz=kcos¢ ve hem z=a kutuplarmin katkis1 séz konusudur.

Buradan
kcos ¢ —k)'"? ~(a—k)"* = (kcosg—k)"*
ﬁ(a):—( $—k) (@)= (@—k)"" —(kcosg—k) (2.18)
kcosgp—a a—kcosg
oldugunu gosterelim.
Herhangi bir ¢ egrisi lizerinde g(z) fonksiyonu i¢in
P
g(z)=27i)_ Rez(a,) (2.192)
k=1
olup,
Rez(a -t | 4" [(z-a,)"2(2)] (2.19b)
L m=-] dz! W8 '
formiilii ile bulunur. Buradan
z=kcos¢
1¢in;
_ 1/2
lim (z—kcos¢) (z=k)
zkcosg (z—kcos@)(z—a)
12 2
~ lim (z—k) _ (kcosgp—k) (2.20)

kst (z—q)  (kcosd—a)
Ve

z =« kutup noktasi i¢in
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lim(z— o) G0 (a=-k)” (221)
>a (z—kcosg)(z—a) (a—kcosg)

bulunur . Boylece

(@)= (@=k)"” | (kcosg—k) (2.22)

(x—kcos@) (kcosgp—a)
bulunmus olur. Bu ifade biraz diizenlenip f(a)= f,(a)+ f () denkleminde yerine
yazilirsa sonugta

_(kcosg—k)"

Jul@)= (kcosgp—a)

(2.23)

bulunmus olur.
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3. ELEKROMANYETIK DALGALARLA
ILGILi BAZI KOSULLAR

3.1. Elektromanyetik Sinir Sartlar:

Elektromanyetik sinir sartlar1 hakkinda asagidaki genel ifadeleri syleyebiliriz.
1) Bir E alaninin teget bileseni, bir ara yiizeyde siireklidir.

2) Bir H alanin teget bileseni, bir ylizey akimimin bulundugu bir ara yiizeyi

gecerken stireksizdir.

3) Bir D alaninin normal bileseni, bir yiizey yiikiiniin bulundugu bir ara yiizeyi

gecerken siireksizdir.

4) Bir B alaninin normal bileseni, bir ara yiizeyi gecerken siireksizdir.

3.2. Diizlem Elektromanyetik Dalgalarin Yansimasi Ve

Kirilmasi

Pratikte dalgalar c¢ogunlukla farkli ortam parametrelerine sahip g¢esitli
ortamlarin  bulundugu smirli  bolgelerde yayilirlar. Bir ortamda yayilan
elektromanyetik bir dalga, farkli 6zempedansh baska bir ortama rastladigi zaman,
ortamlar arasindaki farkliligin belirledigi oranda bir yansimaya wugrar. Bir
elektromanyetik dalga, dalganin geldigi ortaminkinden farkli bir 6zempedansa sahip
olan bagka bir dielektrik ortamin sinir yiizeyine geldigi zaman gelen giiciin bir kismi1
yansitilir, bir kismi da gegirilir. Eger ortamin siireksizligi séz konusu ise gelen
dalganin bir kismu yansitilir, bir kismi gecirilir. Hem gelen, hem yansiyan dalgalar

ayn1 hizla yayildiklarindan gelis agis1 ve yansima acis1 birbirine esit olmalidir.

3.3. Radyasyon Kosullari

Elektro manyetik alanin » — coicin gecerli asimptotik ifadesini sagladigi

bagmtilardir. Burada rile herhangi bir noktadan itibaren Olgililen uzaklik
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gosterilmektedir. Bir dalgay1 yaratan kaynaklar sonlu bir bolgede bulunuyorsa, s6z
konusu dalga ¢ok uzaklarda sonsuza dogru yayilan bir dalga durumundadir. Boyle
bir dalganin sonsuzdan yansiyip geri donmesi de s6z konusu degildir. Kirinim
problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan yontemlerin bir kismi bu 6zelligi gz oniinde
bulundurmamiz1 gerektirir. Bunu ifade eden baginti Sommerfeld radyasyon kosulu
olarak adlandirilir ve soyle ifade edilir

(g—u—ikujzo(r"), r— o0 (.1)

-
Iki boyutlu problemlerde p:%, tic boyutlu problemlerde de

p =1lolmaktadir. Burada goziiken u,r dogrultusuna transvers yondeki herhangi bir

alan bilesenini gdstermektedir.
3.4. Yarim Diizlemde Dalganin Kirinima

Isik ekranin u¢ kisimlarindan gegebilir diger kisimlarindan gecemez. Ug
noktadan itibaren i¢ce dogru hafif bir yayilma gosterir. Sonra soniimlenir buna kirmnim
yada difraksiyon denir. Dalgay1r karakterize eden kirmmim sonucu parametrenin
degisimi asagidaki homojen denkleme indirgenir.

2 2
u u

§+§+k2u=0 (32)

Yukarida yazilan homojen kismi tiirevli diferansiyel denklem Helmholtz

denklemi olarak adlandirilir.



4. MUKEMMEL ILETKEN YARIM DUZLEM
PROBLEMI

4.1. Miikemmel iletken Yarim Diizlem

Yarim dizlem:

1%

?, Tn =e, , X

Sekil.4.1. Yarim Diizlem

Yarim Diizlem

S={(x,y,2):x>0,y=0,z € (—o0,0)}
ayrit

C={(x,y,2):x=0,y=0,z € (—o0,0)}
gelen dalganin elektrik alani

Ei =u'(x, y)_éz

1o = — oS ¢02x —sin¢02y

F o xes o420

gelen dalga diizlemsel dalga oldugundan

iknor _ e—ik(xcos¢0+ysin¢0 )

u‘(x, y)=e

burada ki k, ortamin dalga sayisidir.

18



Gelen dalganin manyetik alani:

—i 1= =i

H =—noxE
z

—

1 = i p
H =——(—cos¢,ex—sing,e,)xu'(x,y)e:
z

H :—l(Sil’l¢o_éx _COS¢0;J’) ui(x’y)
z

olarak bulunur. Buradan

—i 1. - —i 1 - ) —i
H:=—-—singu'(x,y) ve H,=—cosgye, dir. (Hx
z

r=——
z

y yoniindeki manyetik alan bilesenidir.)

E : Toplam Alan
E : Gelen Alan
E : Sagilan Alan

19

(4.1a)

x yOniindeki, ﬁly

E =u(x, y)éz olmak iizere, E =E +E dir. ilk olarak burada yer alan

u(x, y) sagilan alanin kompleks ifadesi bulunmalidir.

Bunun saglanabilmesi i¢in bir takim ifade ve belirlenecek olan kosullar ortaya

konmalidir.

1) Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler kullanilacak

Toplam alan Helmholtz denklemini saglamalidir.

—T =T
AE +k°E =0 (x,y)eS

A’ +u)e: +k*(u' +u)e- =0
A +u)+k*(u' +u)=0

Au' +kEu' +Au+ku=0

ou

— =—ikcosgu'
. %,
2
% = (~ikcos@,)’u’ = -k’ cos’ gu'
M _ _iksin dou'
oy
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2
ZV—LZ‘ = (—iksing,)’u' = k> sin® g’
—k* cosgyu' —k*singu’ +—k*u' + Au+k’u=0
Ku' +ku' +Au+ku=0
Au+k’u=0 (4.1b)

Buradan sacilan alan Helmholtz denklemini saglar.

2) Sinir kosullar1 belirlenmelidir.

Yiizeyin altinda ve istiinde elektrik alanin tegetsel bilesenleri stirekli

olmalidir.
nxE | =0=u(x,0")+u' (x,07) = u(x,07) +u' (x,07) (4.1¢)
y=0
u(x,0") =u(x,0") x>0 (4.1d)

Manyetik alanin saglayacagi kosullarda olmalidir.

E =u(x,y)22 = rotE —iw,uﬁs =0 (4.1e)
H =—LrotE :_—lrot(uséz) (4.19)
wu wu

7ot ow, i ou e (4.1g)
wi Oy wi Ox

- —T —

n XH = Js
y=0

- i ou- 1. - | Ou - , -~ -

e, X —La—uex——sm%ulex} +La—uex+lsm¢ou’ex =Jy
Wit Oy z v WH oy z =0

L au(x,o )_au(xao ) :js x>0 (41h)

wu| oy oy

Miikemmel iletken yiizeyde alttan ve iistten yaklasirken,

wru| =ulvu| (4.1i)
y=0 y=0

u(x,0") = —u'(x,0") = —e % x>0 (4.1j)
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olmak zorundadir. y =0, x <0 bolgesinde u(x, y) ve tiirevleri sifir olmalidir

u(x,0") =u(x,07) , x<0

(4.1K)
ou(x,0")  Ou(x,07)
oy oy

x<0

3) Ayrit kosullar1 kullanilmalidir.

Miikemmel iletken yiizeyde

u(x,0)=o0(1) (x—>0)

au(a);, 0) _ 0(|x|71/2) (x —0)

(4.11)

4) Radyasyon kosullar1 kullanilmalidir.

limu(x,y) <o

olmalidir. (r =x*+y’ )

(4.1m)

Yukarida belirlenen kosullar altinda Au+k’u=0 denklemi ¢oziilebilir. Bu

denklem ilk olarak kartezyen koodinatlardaki karsilig1 yazilmalidir
2 2
UL O fu=0 (4.2)
ox° Oy
Bu denklem i¢in Fourier transformunu yiizeye teget olan eksen boyunca yani

ekseni boyunca alinirsa bir adi diferansiyel denklem bulunur

~ 1 % .
(e, y) = [ ulx, y)e™d

(4.3a)
(a bir komleks say1)
1 70u 1 %0u, KT .
— | —“dx+— | —“dx+— | u(x,y)e““dx=0 4.3b
27 2 ox 27 _-[O oy’ 27 J () (4.3b)

—0

1 iax
=—| e e
2

—laj e““dx :l+—— J ue””der% J. u(x, y)e“dx=0

—00
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© . © 2 ®
— 1 iaxa_u _ﬂueiax = .[ ueiaxdx

27 oOx|, 2=« e 27

5 ~ -
=§u(05,y)+(k2 —au(a,y)=0 (4.3c)

Buradan bu denklem bir adi diferansiyel denklem gibi davranir. Yani

asagidaki gibi yazilabilir.

d*u(a, y)

o +(K -, y)=0, K(a)=k>-a (4.3d)

Bu denklemin ¢oziimii

A(a)e™ " + C(a)e ™ | y>0

u(a,y)
B(a)e ® @7 4 D(a)e™ @ | y<0 (4.4)

K(a)=k —a* K(0)=k
K(a)= im =iy(a)
(o) = \/ﬁ 7(0) =—ik
olarak belirlenirse ;l(a, ¥) ¢0zlimii soyle olur.
A@)e 7' + C(a)e” ™’ y>0

u(a, y)

B(a)e” " + D(a)e ", y<0 (4.5)

a—> o icin y(a) —>|a| olur, y>0 ve y <0 bdlgelerinde radyasyon kosulunun

saglanabilmesi i¢in C(«) ve D(«) katsayilariin sifir olmasi gerekir. O halde;
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A()e™ y>0
u(a, y)
B(a)e ™, y<0 4.7)
bulunmus olur. Boylece problem A(a)ve B(«) spektral katsayilarini bulmaya

indirgenmis olur. Simdi sinir kosullar1 uygulanirsa asagidaki ifadeler bulunmus olur.

u(x,0") =u(x,07) x €(—o,00)  smir sartina Fourier transformu uygulanirsa

u(a,0") =u(e,07) elde edilir. Buradan ;

A(@)e™ ™" = B(a)e ™ yani A(a)=B(a) (4.8)
olur.
—g reosh x>0
u(x,0%)
S(x) x<0 (4.9)

yine Fourier transformu uygulanirsa

0

0
U(Q"O‘*') :L J. f(x)eiaxdx+LJ.e—ikxcos¢oeiaxdx
e T (4.10
u 0(,0* :A a)=—— X eiaxdx+——eix(a’kcos¢0) ®©
( e 2”£f( ) 27 a—kcos g, ‘0

f(x), x > —oo i¢in silindirik kaynagin yaratti1 alan gibi davranir.

—ikx

f(x)= 0[%} , X —> —00 [ I "y Im{a — k) < Oj

—00

yukaridaki ikinci integralin yakinsak olmasi i¢in ise Im{a—kcosd,} >0 yani

Im{a} > Im{kcosg,} olmalidir.

Bu takdirde

A)=® (@)-——— 1 Im{kcosd,} <Ima <Imk (4.11)
2w o —kcosg,



0
O ()= i I f(x)e™dx dir. Im{a} < Im{k} bolgesinde analitik fonksiyondur.

Im{a}
A
k /
____________________________ kcos@y -
0 » Re{ar}

Sekil.4.2. Regiilerlik bolgesi

g(x) , x>0

Ou(x,0")  ou(x,07) _
oy oy

0, x<0 (4.12)

yine Fourier transformu uygulanirsa

+ - 0 2
Ou(x,0") du(x,0) _ 1 [ 0 s s [ ge=ax (4.13)
oy dy 27 J, 27,

—ikx cos g,

Burada ki g(x), e gibi davranir ve sag taraftaki (+) tip bir fonksiyondur.

Buna gore

iK(a)A(a) - (-iK(a)B(a)) = D ()

) (4.14)
2IK(a)A(a) =D, (a)
1
Ala) = K@) D () (4.15)

(4.11) ve (4.15) ifadelerini birlestirirsek
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1 1
a)=b () ———— , Imi{kcos¢g,} <Ima <Imk
2iK (x) C.(@)=2P(2) 2w a—kcosg, { a

elde edilir. Bu fonksiyonel denklem bir Wiener — Hopf denklemidir. Bu ifadeyi biraz
diizenleyip faktorizasyon ve dekompozisyon prosesleri uygulanabilir.

1 K(x)

D, (a)-2iK(a)D_ (0:)—7Z py—y

(4.152)

13

Buradaki @®_(«) fonksiyonunun katsayisina “ ¢ekirdek fonksiyonu denir.”

Daha o6nce anlatildig: gibi ¢ekirdek fonksiyonunu F(a)=F, (a)F (a) gibi yazmaya

1 K(a)

faktorizasyon denir. Esitligin ikinci kismindaki
7T a—kcosg,

fonksiyonu

G(a)=G, (x)+G () gibi ifade etmeye dekompozisyon prosesi denir. Burada
F (a),G(ax) veF (a), G () fonksiyonlart sirasiyla (+) ve (-) bolgelerde

analitiktir.

1.Adim Faktorizasyon

2iK () =2iNk* —a* =2iNk-avk+a (4.15b)

Bu ifade Wiener — Hopf denkleminde yerine yazalim:

D (o) F (a)® (@)= 1 K(a) 1
F+(a) T ra- kcosg F+(a)

(4.15¢)

P () 1 Vk 1
f\/kT ~2iJk-a® (a )_ @ vy (4.15d)

her iki taraf ~/2i ile carpilirsa

(@) _iVa—k 1
NN +V2Vk—a® () rJ7 o kooed (4.15¢)

2.Adim

iNa-k 1
T N2 a-—kcosg,

fonksiyonunu G (a)+G_(a) gibi dekompoze edilerek

yazilmalidir.

Bu proses igin Cauchy Integral formiilii kullanilirsa
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Sekil.4.3. Integrallin hesaplanacagi egri

f(T) - L /@),
UG 27n-" ve J (Z)_2_mg'r z ’

elde edilir. Buradaki f(z), regiiler herhangi bir fonksiyondur.

.[ —da oldugu gdz Oniine alinirsa

i oa—k _ 1 J-L a—k da N 1 '[L a—k da
7 2(a-kcosg)  27i; w2(a—kcosg) a—a 2ri A V2(a-keosg,) a-a
4.150)

G ()= _2Lm' (—27i)[Rez(a) + Rez(kcosd))]

i a-k 1 i ,/kcos¢0 (4.15g)

7 N2 a-kcosg, f;z k cos @, —

i |
G*(a):ﬁna—kcosqﬁo [x/a—k—\/kcosgzﬁo—k} (4.162)

G (a)= 2%”‘(—27ri)[Re z(kcosd,)] (4.16b)
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i | +Jkcosg, —k
G+(a)= (4.16c)
27| a—kcosg
bulunur. Elde edilen bu ifadeler yerine yazilirsa
L)) N
— 2 _G'(a)=G (a)-2Ja— kD (a) (4.16d)

Lkva WNk+a
bu ifadenin sag tarafi (-) bolgede yani Im{a}<Im{k} de esitligin sag tarafi da
Im{a} > Im{k cos¢,} bolgesinde analitiktir. Esitligin sag ve sol yanindaki her iki

fonksiyon da bant i¢cinde birbirine esittir. Analitik devam ilkesi uyarinca

- @(a) i yJkcosd -k
V2Nk+a N2r a—kcosg,

Im{a} > Im{kcosg,}

P(a) =\

l 1
) V27 a—kcosg, [\/a_k —\/kcos¢0 _kJ_z Va—k®_(a) Im{aj <Imik}

(4.17)
P(a); tam fonksiyondur. P(«) tek tiirli olarak belirleyebilmek igin ayrit

kosullarini kullanilmas1 gerekecektir. |a| — 00 igin
(I)_(a) AN a71 glbldlr

1/2

@, (a) > a '~ gibi olup sifira gider.

Buradan Liouville teoremi uyarinca P(a)=0 dir. Daha acik ifadeyle

® (a)— \/—chos%

a—kcosg, (4.18)
1 \/a—k\/kcosqﬁo—k__ 1 Jkcosd,—k
-)= 27ri\/a—k(a—kcos¢0)_ 27i (o —kcosdy) (*.19)

olarak yazilabilir. (4.14) deki A(ax)=

O (a), denkleminde® () yerine
2K (@) () Ja)y

yazilirsa ;



28

1 i\/m«/kcos¢o—k
2iNk—aNk+a a—kcosg,

B 1 Jkcosg, —k
A(a)=B(a) = 27 (@ —kcosqﬁo)m (4.20)

Ala) =

olarak yazilir.

Ayni sonucu @_(«) y1 kullanarak elde etmek de miimkiindiir.
A(a)e™ y>0
u(a, y)
B(a)e ™7 | y<0
ifadesi bulunmustu. Sag¢ilan alan1 bulmak i¢in ters Fourier doniisiimiinii uygulanir.

u(x,y)= J. u(a, y)e ““da L: bant igindeki yatay bir egridir.
L

+iK(a)y—iax

u(x )= 1 J- e
i 2ziy Na—k(a—kcosd,)

dx y#0 (4.21)

Bu integrali k£ — oo icin en dik ini§ ¢izgisi yontemi ile asimptotik olarak
degerlendirebilmeye uygun hale getirmek icin;

X=pcos¢
y=psing
yazip, o yerine de a =—kcost ile tanimli ¢ degigskenini koyalim. Bu doniisiim

asagidaki gibi kesilmis ¢ diizleminin 0<Re(f) <7z bandinda birebir olarak

doniistiirir.

Bu doniisiim uyarinca L integrasyon ¢izgisinin yerini de O<Re(¢t)<x

bandinin i¢cinde kalan 7 egrisi olacaktir. Bu s6zii gegen doniistim uygulanirsa;



Im{¢} T
A

A

>  Reft}

y>0

v

Sekil.4.4. Doniistim

K@)=NK—a? =ia? i > Jk—aVk+a =iNa—kNa+k
a =kcos@, = \Jkcos@, —k = (—i)\Jk—kcos¢ olur.

K(a) = K(~kcost) =\k* —k* cos® t =+/k*(1-cos® 1)

K(t)=ksint olur. Bulunan bu ifadeler yerine yazilirsa

iksint psing+ik costpcos g

u(p, @) = %m(—i)\/(k —kcosg) | c ksin tdt

—k cost—k(—kcost*kcosdg,)

ikpcos(t—¢)

1 sin te
I S ey d 4.22
u(p,9) Mim! kcost+k(cost+cosd,) t 2

elde edilir. Integrantin semer noktasi
t,=¢

kutup noktasi

29
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t,=m— ?,
olur. Cauchy teoreminden yararlanarak 7 ¢izgisini semer noktasindan gegen en dik

inis cizgisiyle ¢akisincaya kadar otelendirelim.

1,

2] >

11 111

Sekil.4.5. Bolgeler

4.2. En Dik Inis Cizgisi (Semer Noktasi) Yontemi

1(k) = [ £(2)e""Vdz ise

k — o0 igin I(k)=e“"*) f(z,). |- %7[ (4.23)
\ kq'(z)

dir. Burada belirtilen z, semer noktasidir.

4.3. Bolgelerdeki Alan Analizi

I-Bolgesindeki Alanin ifadesi

I bolgesinde 7 c¢izgisini semer noktasindan gecen en dik inis ¢izgisiyle

cakisincaya kadar otelerken ¢ = 7 — ¢, kutbunun {izerinden gegilir. Buna gére
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1>7-¢ COSt + COS @, vk +kcost

) t— (1 — ) eikpcos(t—¢)
I—J. =27 lim (7=¢) sint

_1 eikpcos(t—¢)
=27 lim ——sin¢

—>7-¢ Sin t vk +kcost

hPeostz— ) (4.24)

Jk—kcosg,

=27

Sin t eikpcos(t—¢)

1) = ,I Jk +kcost cost+cos ¢0dt q)=ipeost=9) ;= z=¢
q(z,)=ip
q(t)=—ipsin(t—§)=q(z)=q () =0
q () =—ipcos(t—¢) = q (z,)=q () =~ip
Buna gore
](k) — eikp Sin¢ 1 _ 272'
Jk+kcosg cosp+cosg) | k(-ip)
I(k)=2x sing A (4.25)

\k+kcosg(cosg+cosd,) \/E ¢

olur.
ik pcos(w—¢y—¢)

1 1
u(p,0)=———k—kcosg I(k)———.k—kcos¢,2ni ————
(p:6) 2ri Hik) 2ri Z k —kcos ¢,

u(p, 9) =—2mel(k)_eikpcos(z¢o¢)

1 sin ¢ e, -k -
u(p,0)=———1lk—kcosg, | J2x e T | = gihpeost=h=9)
(0:) 2ri & Jk+kcosg(cosg+cosd,) \Jkp

(4.26a)

ifadesi biraz diizenlenirse

iefizr/4 \/1 —CoS ¢0 \/1 —COS ¢0 eikp _ eikpcos(qﬁo +9)

u(p:6)= NEY S (cosg+cosd,) \/E (4.266)

elde edilmis olur.
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Sagdaki ikinci terim ¢ =7 —¢, kutbunun katkis1 olup yansiyan alan teriminden

ibarettir. Sag taraftaki ilk ifade Oz - eksenine cakisik bir ¢izgisel manyetik akim

kaynaginin yarattig1 uzak alan ifadesine benzemektedir. Aradaki 6énemli fark,

_ie—izr/4 \/I—COS¢0\/1_COS¢0
D) = ™ cosprcosr)

katsayisinin her bir ¢ dogrultusu i¢in farkli degerler almasindan ibarettir. Yarim

(4.26¢)

diizlemin ayritindan yayimlaniyor gibi yorumlanabilecek olan sagdaki ilk terim

“ayrittan kirilmis dalga” , D(¢,,¢) ise ¢ yoniindeki “kirmim katsayis1” adini alir.

I1- Bolgesindeki Alan ifadesi

1) Gozleme noktast 7—-¢,<g<rx ile tammh II, bolgesinde ifadesi
gegerliligini korur. Ancak bu halde, Integrantin semer noktasi olan ¢ =7 —g¢, kutbu

ile 7 egrisinin arasindadir. O halde r egrisini semer noktasindan gegen en dik inis
cizgisine kadar oOtelendirirken kutbun iizerinden asilmaz ve dolayisi ile (4.26a)

ifadesinin yerini

u( 9)_13""”4 Jl-cosg\[l-cosg, "
P N2 (cosgp+cosg,) Jkp

1) 7<@<r+¢, ile tammh II, bolgesinde y <0 oldugu i¢in alan ifadesi (4.26a)

alir. (4.27)

dan farklidir.

—iK(a)y—iax

u(x,y):%m.«/(kcos¢—k)j\/a ¢ da

—k\/Ot—kcos¢0

eikpcos(t+¢)

1 sint
u(p,0)=———\/k—kcos dt 4.28
(0:6) 2ri ¢0L/k+kcost Cost +cos g, (4.28)

semer noktasina bakilirsa
|:eik,0cos(z‘-¢—¢):|y — 0
sin(f +¢) =sin2x = t =27 — ¢ olup semer noktasi i¢gin
t,=2n—-¢ ¢ € (7,7 +¢,) oldugundan
t,=2n—¢ (7 —¢,, ) olmahdir.

kutup noktasi
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t=mn—¢, dir
Buradan 7 c¢izgisini en dik inis ¢izgisine kadar otelendirirken ¢ =7 —¢, daki

kutbun iizerinden asilmaz. Bu ifadeden

Im{¢} T

» Re{t}

A
=%

A
R e

v

TS
Sekil.4.6. Degisim1
1 ikpcos(t+¢)
z Jk +kcost cost+cos &,
q(z)=ipcos(t+0) z e(Qn—¢)

q(z,)=ip
q"(t) =—ipcos(t+¢)
q(z,)=-ip

sonug olarak sacilan alanin ifadesi II, bolgesinde oldugu gibidir. Yani

e Jl-cosg\[1-cosg, "
u(p,6)= \/Z (cosg+cosg,) \/E

(4.29)
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III Bolgesindeki Alan ifadesi

7T+¢, <¢p<2r ile belirli III bolgesinde u(x,y)nin ifadesi (4.13) de oldugu
gibidir. Yalniz bu halde semer noktas1 ¢ =27 —¢ ve¢ e (7 +¢,,27) oldugundan
t, =27—¢<e(0,7—¢,) olur. 7 egrisi bu noktadan gecen en dik inis ¢izgisine kadar

otelenirken ¢ = 7 — ¢, daki kutbun iizerinden asilir.

Im{z} T
A

j—j=—2m’Rez(7r—¢o)

A
~

> Re{t}

Sekil.4.7. Degisim2

_ ikpcos(t+¢)
Rez(r—¢)= lim — =79 g, ©

—sinf———
1>7-¢ COSt + COS @, vk +kcost

kpeosd—)

Jk—kcosg,
1 1 . (_eikpcos(zr—yﬁo—qﬁ))
u(p,0)= —2—m.1/k—kcos ¢501(k)—Z—m(—27n)1/k—kcos¢O W
0

Rez(r—¢,)=-

B o4 \/l—cos¢0\/1—cos¢0 e’
u(p.0) = \/ﬂ (cosg+cosd,) \/ﬁ

(4.30) ifadesindeki ikinci terim gelen alana esittir.

. e—ikpcos(%*flj) T+ ¢0 < ¢ <2r (430)
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_ui(x’ y) — _e—ikpcos(%—m

dolayisiyla III bolgesindeki toplam alan sagilan terimden olusur. Gelen dalganin yok

oldugu ¢ = 7 + ¢, cizgisine golge siur1 denir.

4.4. Sonuclar

Yukarida bulunan sonuglar 6zetlenmek istenirse

u' : Toplam Alan

u' : Gelen Dalga

u : Yansiyan Dalga

u’ : Sagilan Dalga
olmak kaydiyla

1)Yansima siirinin gerisinde kalan (I) bolgesinde toplam alan

u" =u'+u" +u’ seklinde ifade edilir.
2)Yansima siir1 ile gélge sinir1 arasinda kalan (1) bolgesinde

u" =u'+u’ olur.
3) Golge smirinin Stesinde, yani (IIT) bolgesinde toplam alan sadece kirinmis alandan
ibarettir.

u' =u’
4) yanstyan dalga, sonsuz genis miikemmel iletken bir diizlemden yansiyor gibidir.
5)Kirinmis dalga, V¢: sabit dogrultusu i¢in, yarim diizlemin ayritina ¢akisik bir
cizgisel manyetik kaynagin yaydigr uzak alan gibidir. Bunun genligini belirten
Kirmmim katsayisi, golge ve yansima sinirlarinin 6tesinde kalan V¢ icin

B o7/ \/1_c05¢0\/1—005¢o
D(¢O,¢)—\/E (cosg+cosd,)

ile verilir.
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5. KELVIN DALGASI

Uzunlugu sonsuz olan bir yatik kapamay1 diisiinelim. —o<x<o ,0<y<a
kanal1 viskozitesi yeterince kiigiik olan veya ihmal edilebilecek bir akiskan ile dolu
olsun. Bu diizglin homojen akiskanin derinligi H olsun. Bu kanalin (yada kapama)
ici x<0 ve y=»b olmak iizere cok kii¢iik bir kalinlikta olsun. Bu kapamanin

icindeki hareketi yonlendiren Shallow-Water denklemleri asagidaki gibidir.

—iwu—ﬁ/:—% (5.1)
ox
—iwv — fu __ % (5.2)
oy
—iwh+ gh 6_u+@ =0 (5.3)
ox Oy

Burada verilen uve v fonksiyonlarix ve y ye bagh hiz fonksiyonlari, #,
H ortalama yiiksekligindeki serbest yilizeyin sapma fonksiyonu, g yer ¢ekimi
ivmesi, f verilen yada belirlenecek konuma gore olan agisal hizdir. Buradaki

kanalin i¢inde ki akiskanin biitiin hareketi e ™ gibi davransin.

B bolgesi

(a,b)

M, o

A bolgesi

Sekil.5.1. Kelvin dalgasinin kirilmasi

(5.1) denklemi (iw) ile, (5.2 ) denklemi (iw) ile ¢arpilirsa

wu —iwfv = —iw% (5.1.1)
ox
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WY+ iwfu = —iw% (5.1.2)
y

denklemleri elde edilmis olur. (5.1) Denklemi (f) ile, (5.2 ) denklemi (—f) ile

carpilirsa
iwuf — [y = _f% (5.1.3)
iwvf — u = f% (5.1.4)

denklemleri elde dilmis olur. (5.1.1), (5.1.2), (5.1.3) ve (5.1.4) denklemleri taraf

tarafa toplanirsa;

> 4oy _ . Oh . Oh
W —=fu= lw6x+f6y (5.4)

w—-fyw= zway f@x (5.5)

denklemleri elde edilir. Benzer sekilde u ve v fonksiyonlar1 da elemine edilerek

asagida yazacagimiz Helmholtz denklemi elde dilmis olur.
2 2
a—il+a—il+k2h:0 (5.6)
ox~ oy
Bulunmus olur. Burada k*>=(w’— f*)/gh olup, w> f oldugu kabul edilir. Bu
problemi bir dalga denklemi formunda verildigi zaman ¢6zebiliriz.

h=¢ = exp[(iwx—ﬁ/)/c] (5.7)

= exp { k[ix cosh(3) — y sinh( )]} (5.8)

Bir Kelvin dalgas1 daha kiiclik olan A kanali i¢ine —co dan orijine dogru bir yayilma

gosterir. Burada £ y1 soyle tanimlayalim. f =/kcsinh(f) , w=kccosh(f) ve

¢’ = gh dir.

Wiener — Hopf teknigi ile ¢ozebilmek icin ilk adim bir toplam olarak ifade
edebilmektir. Bu problemdeki toplam dalga, yansiyan ve iletilen dalgalar1 gosterir.
Ornek olarak A bdlgesinde #, ¢ +¢ den olusurken B bdlgesinde ise sadece ¢
vardir. Ciinkii ¢, (5.6) da ki Helmholtz denklemini saglamak zorundadir. Ayrica ¢

kesinlik ifade eden sinir kosullarinin saglamalidir. Ciinkii burada cismin bir rijid

duvar oldugunu kabul ediyoruz.
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Buradan;
%—tanh(ﬂ)%:o (5.9)
oy ox
—o<x<wo , y=0, a<0, x<0 ,y=>b" bulunur. Ayrica, A bolgesini B

bolgesinden ayiran kisim sonsuz incelikte oldugundan dolayi, bu smira karsilik v

stirekliligini elde etmeliyiz. Buradan;

[Z—f—tanh(ﬂ)%} = {Z—i—tanh(ﬂ)%} (5.10)
—0 <X <00

son olarak sag taraftaki sonsuz hizi 6nlemek i¢in /# ,z =5 de siirekli olmali veya
P(x,b7 )+ @ (x,b) = p(x,b") x>0 igin (5.11)

denklemi saglanmalidir.

Wiener — Hopf tekniginde ki 6nemli bir kisitlama ki genelde sinir (ug) noktasi

(0,b) deki smir kosullar1 olarak adlandirilir. Yani soyle ki;

x—0° ve y=b iken ¢ =o0(1) (5.12)
ve

Y _ oy (5.13)

oy

olmalidir. Bu kosullarin olmasi veya belirlenmesinin nedeni u¢ noktalarinin
geometrik olarak bir tekil nokta olmasindan dolay1 ¢oziimiin tekligini garanti altina
almak ic¢in gereklidir. Bir diger kisitlama isew nin kompleks kisminin yeterince
kiiciik ve pozitif olmasidir. Bu ifadeyi soyle ozetleyebiliriz: Bu sozii gegen ifade bir
yansima realitesidir veya Sommerfeld’in radyasyon kosulunu garanti altina
almasidir. (Sommerfeld’in radyasyon kosulu enerji sonsuzda 1s1 veya 151k yayar.)

w nin kompleks formda olmasinin bir sonucu olarak k& da pozitif &, gibi kiiciik bir

majiner kismi olan bir kompleks ifadedir. Simdi (5.6) ile verilmis Helmholtz
denklemini(5.9)ve (5.11) sartlar1 altinda Fourier transformunu alarakk ¢d6zmeye

calisalim. Her iki tarf i¢in Fourier transformunu sdyle tanimlayalim;
O(a,y) = [ P(x, y)e“ dx 7| < 7, (5.14)

olsun. Burada @ (a,y) ve @ («,y) fonksiyonlarini
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0
D (a,y)= I P(x, y)e' ™ dx T<7, (5.15)

O (a,y)= T¢(x, y)e' ““dx T>-71, (5.16)

a=oc+it ve o,T€ R
olarak belirleyelim.
Acikea ifade edersek

D (a,y)+D (a,y)=D(a,y) dir. (5.17)
Burada dikkat edelim ki (5.14) ve (5.16) genel olarak verilmis « kompleks
diizleminde regiilerdir. (5.6) da verilmis Helmholtz denkleminin her iki yaninin

Fourier transformunu alirsak ;

2
C;y?—yzmzo (5.18)
olup
7/ — aZ _kZ

olarak belirleyelim.
Genel durumda
A(a)e”™ + B(a)e™ , 0<y<b
O(a,y) (5.19)
C(a)e” + D(a)e™ , b<y<a
(5.19) da ki ifadenin y =0 ve y =a daki durumlarina gore her iki tarafinin Fourier
transformunu alirsak ,
®'(a,0) — a tanh(B)D(r,0) = 0 (5.20)
® (a,a)— o tanh(B)D(a,a) =0 (5.21)
elde edilir.Benzer sekilde (5.10) dan
® (a,b”)—atanh(B)P(a,b” ) = D (a,b") — o tanh( B)D(ax,b") (5.22)
(5.20) - (5.22) deki sinir kosulundan
B=14 (5.23)

C- —Asinh(yh) o7

~ sinh[y(a-b)] (529)

veE
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Do —'/1A sinh(yb) o7 (5.25)
sinh[y(a—b)]

olup, burada
a7 + o tanh(f)
y —atanh(f)

olarak belirleyelim. x <0 sart1 altinda (5.9) daki ifadenin —oodan 0 a kadar Fourier

(5.26)

Transformunu alirsak
<D'_(a, b")—atanh(B)P_(a,b") =itanh(3)¢#(0,b) (5.27)

® (a,b”)—atanh(B)D_(a,b ) =itanh(S)¢(0,b) (5.28)

gibi iki denklem elde edilmis olur. Ciinkii ¢(0,6™)=¢(0,b") =¢(0,b) dir. (5.27) ve
(5.28) deki denklemleri (5.22) ile baglantili olarak kullanirsak
®, (a,b”)—atanh(B)D, (a,b” ) +itanh(S)¢(0,b)

=®, (a,b")—atanh(B)D, (a,b")+itanh(B)#(0,b)
(5.29)
=P (a)
son olarak (5.1) in sifirdan sonsuza kadar Fourier transformunu alirsak asagidaki
ifadeyi buluruz.

iexp[—kbsinh(S)] _

D (a,b )+ o+ cosh( ) d (a,b) (5.30)
Daha sonra (5.17), (5.18), (5.19) ile (5.27)-(5.30) ve B’nin tanimindan
P(a)= 2A[7+atanh(,6’)]sinh(7b) (5.31)

olur. Simdi asagidaki gibi tanimlanmis QO (&) fonksiyonunu bulalim.

0 (a) =%[CD+(a,b')—CD(a,b')} (5.32)

(5.19), (5.22), (5.24), (5.26), ve (5.30) denklemleri ile D = Ace™™* dan

20 (a)- iexp[—kbsinh(f)] 2 Ay sinh(ya) (5.33)
B o + k cosh(f) - [y—atanh(ﬂ)]sinh[y(a—b)] '

elde edilir.

A’y1 (5.31) ve (5.33) ‘ii kullanarak yok edersek, son olarak asagidaki formda

olan bir Wiener- Hopf fonksiyonel denklemi bulunmus olur.
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iexp[—kbsinh(fB)] P (a) sinh(ya)
a+kcosh(B)  »*—a’ tanh(B) 4 sinh(yb)sinh[y(a —b)]

20 (a)- (5.34)

Bu ifadeyi biraz diizenleyip analiz edelim. Bu son denklemde Q (&) fonksiyonu
7 <7, icin analitik iken P («) fonksiyonu 7 >-7, da analitiktir. Gene (5.34) ile
verilen Wiener — Hopf denklemini ¢ozerken ¢ok onemli adimlardan bir tanesi
faktorizasyon prosesidir. Faktorizasyon prosesi daha Once anlatildigi gibi
bulacagimiz M («) fonksiyonunu M (a)=M (a)M _(«) gibi ifade etmektir. Burada
sozii gecen M (a),M (a) fonksiyonlar sirasiyla lst ve alt diizlemlerde sifirlari
olmayan fonksiyonlardir. Yani bu diizlemler genel & kompleks diizlemini paylasir.
Faktorizasyon prosesi en onemli adimdir. M («) nin tek degerli veya ¢cok degerli

olusuna bagli olarak iki degisik durumun sonucuna goére yapilir. (5.34) ile verilen

denklemde bir y karekdk fonksiyonu verilmistir. Burada bu fonksiyon y nin ¢ift

fonksiyonudur.

Sonug olarak herhangi bir dallanma noktas1 veya kesim yoktur. Boylece M ()

bir meromorfik fonksiyondur. Meromorfik bir fonksiyon i¢in faktorizasyon metodu

asagidaki teoreme dayanilarak yapilabilir.
5.1. Sonsuz Carpim Teoremi

f(z) zye gore tam fonksiyon olsun. Eger f(z) fonksiyonu z,z,,z,..... gibi basit

kutuplardan olusuyorsa ;

f(2) =f(O)eXp[Zf'(O)/f(O)]f[[l—ZiJ (5.35)
olur.
Bizim problemimiz ise
sinh(yb)sinh[y(a—b)]
y sinh(ya)

M(a) = (5.36)

Sonsuz ¢arpim yontemi pay ve payda i¢in ayr1 ayr1 kullanilirsa

M (a) =M (a)
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_| sin(kb)sin[k(a —b)]
k sin(ka)

} exp [ai/ﬂ[bh(%) +(@=b)In(- f b)]}

H (1+a/a,)exp(iba/nr)
n=1

ﬁ (I+a/a,(a-Db))exp(i(a—b)a/nr)

n=1

/ﬁ(lJra/ana)exp(ia/mz) (5.37)

n=1

olarak bulunur.

Burada a, =iNn’z’ /I’ —k* ve [=a veya bveya (a—b) dir. Karekok pozitif
reel kisma veya negatif sanal kisma sahiptir. Ayrica —k, <7 <k, bandi i¢in bu
faktorizasyon da bulunan M (a) ve M («)fonksiyonlar sirasiyla o diizleminin alt

ve list kisminda sifir olmayan regiiler fonksiyonlardir.

Simdi buldugumuz bu faktorizasyonu (5.34) de yerine yazalim.

ie"""™ P o — k cosh(B)IM_(cx)

2la —kcosh(f)IM _(x)Q (o) -

a+ kcosh(f)
~ cosh*(p)
“la+kcosh(p) Y (39
ve daha sonra
[a —kcosh(B)IM_(«)
a + k cosh(f)
_ [a—kcosh(B)IM_(a)2k cosh(B)M _(—k cosh(S)) (5.39)
- a + k cosh( ) '
olur. Boylece (5.38) de ki ifade
2[a —k cosh(f)IM_(a)Q_(«) —iexp[—kbsinh(f)]
[[& —k cosh(f)IM _(e)+ sk cosh(B)M _(—k cosh(f))]
' a + k cosh(f)
cosh’ .
= (@t kcosh(A)M (@) (@)~ cxplAbsinh(£)]
' 2k cosh(f)M _(—k cosh(f)) (5.40)

a + k cosh(f)
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seklinde olur.

Faktorizasyonun ilk sonucu ve cebirsel islemlerden sonra (5.40) in sol tarafi

7 > -1, da regiiler iken sag tarafi r <7, da regiilerdir. Boylece her iki taraf |r| <7,

badinda regiilerdir. Buradan analitik devam ilkesi uyarinca (5.40) da ki ifade tim «

diizlemin de tanimhdir. Her iki taraf bir P(«) fonksiyonuna sahiptir. P(«)

fonksiyonunu hesaplamak i¢in Liouville teoreminin polinomlar i¢in olan versiyonu

kullanilir. Bu teorem soyledir.

Liouville Teoremi

f(z) fonksiyonu her sonlu z degeri i¢in analitik olsun. z —> o i¢in f(z) = o(|z|k)

oluyorsa f(z) bir polinomdur ve derecesi d°(f(z)) <k dur.

Sonug olarak (5.40) 1in asimptotik davraniginm |a| — oo iken smir kosullarim
kullanarak bulunacak. Buradan Liouville teoremi gosterir ki P(er) bir sabittir. Ciinkii
|a| — o0 altinda P(a) =0 olur. Boylece (5.40) tan

2ikM [k cosh(f)]exp[—kbsinh(f)]
cosh(f)

P (a) fonksiyonu bulundugundan (5.23), (5.24), (5.25) ve (5.31) den

P(a)= M. () (5.41)

A= EM, (@) (5.42)
[ + & tanh(8)]sin(yb) '
B= EM. (2) (5.43)
[y — a tanh(f)]sin(yD) .
_ EM (a)e ™ (5.44)
[¥ —a tanh(B)]sin[y(a —D)] '
ve
_ E'MJr (a)e_” (5 45)
[7 —a tanh(B)]sin[y(a —b)] '
bulunur. Buradan
Fe ikM [k cosh(f)]exp[—kbsinh(/)] (5.46)

cosh(f3)
A,B,C,D degerleri ile ®(er,y) bulunur. Boylece ¢oziimiin son kisminda ®(e, y)

nin tersini bulmak kalir.
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Ornek
—o<x<o , 0<y<h icin

0

_ M@ e S
s ey Lwtanh(ﬂ) [

(5.47)

(5.47) de verilen integrali ¢6zmek i¢in « iist yar1 diizlemini ve reel ekseni igerecek

sekilde bir yarim ¢gember iizerinde hesaplayabiliriz.

Burada yb =nx de basit kutuplar vardir.

n=x1,2,.... ve [yFatanh(f)] nin de rezidii katkis1 olacaktir. Bu sartlar altinda

rezidii teoreminden yararlanirsak

b(x. y) =~ KSNAM 2[k cosh()]exp[—kbsinh( )]
T sinh[kb sinh(3)]

.exp (k[—ix cosh(/3) + y sinh(/3)])
L2 (=D'M,(a,)
b’ 45 a,l(nr/b)’ +a,, tanh’ ()]

. {% cos(nry/b)+a,, tanh(f)sin(nzy/ b)} e (5.48)

Burada a,, =ivn’z’ /b’ —k* dir. (5.48) sag tarafinmn lLkismi 0<y<bh , x<0
kanalinda Kelvin Dalga dolasimi olarak bilinir. Benzer bir metotla kalan bolgede

¢0ziimi bulmak i¢in rezidii teoremini kullanirsak;

(x.y) = —sinh[k(a —b) sinh(f)]exp[—kb sinh( )]
V= sinh[ka sinh(/)]

. exp (k[—ix cosh(S) — ysinh(f3)])

(2E i sin(znb/2)
= Oz,mM(oz,w)[(nﬂ/cz)2 +a_, tanh’ (,B)]

. {ﬂ cos(nzy/a)—a., tanh(B)sin(nzy/ a)} ¢l (5.49)
a

0<y<b, x>0 i¢in

veE
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_ Jkesinh(8)M>[k cosh()]exp[~k(a +b)sinh( )]

- sinh[kd sinh( /)]

.exp(—ixcosh(/)+ ysinh(5)])

B (DM (@)
d*> = [(n;r/2)2 + afd tanhz(,B)]

P(x,y)

{% cos(nz(y—a)/d)+a,, tanh(S)sin(nz(y —a)/ d)} e " (5.50)

b<y<a , —oo<x<o i¢in, Burada d =a—-b olarak belirlendi. Baz1 durumlarda

faktorizasyon bu kadar kolay olmaz.

Ornek
\/w2+/12U+(w)=;—71(w) (5.51)
w—k

Burada 4 >0, U, (w), w kompleks diizleminin iist yar1 diizleminde Im{w} <7

yarim diizlemin de A >7 >0 dir.

Simdi ilk olarak karekok fonksiyonunu vw+ Ain/w—Ai gibi faktorize edelim.
Boylece;

- 1 T (w)
Jw+ A = - 52
wr A, (w) (w—k)\/w—ﬂ,i Jw= i (5-52)

bu denklemin sol tarafi Im{w} > 0 iist yar1 diizleminde analitik iken sag taraftaki ilk
terim alt yar1 diizlemde Im{w} <7 da analitiktir. Ancak birinci taraf 0 <Im{w} <7

analitiktir. Analitik fonksiyonlar teorisine gore bu sag kismin ilk ifadesini iki analitik
ifade cinsinden yazabiliriz. Yani

1 1 1 | 1
w—kNw=2i  (w—kWhk-2i +[\/w—ﬂ,i B \/k_ﬁijw_k (5.53)

bdylece sag tarafin 1.kismi1 Im{w} >0 da analitik iken birinci kisstm Im{w} <7 da

analitiktir. Buradan

: 1 1 1 1 T (w)
Jw+ 4 - = - - .
W AU, ) (w—k)Wk =i L/W—ﬂ,i x/k—ﬂ,z]w—k Jw= i (-39

olur.
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6. WIENER-HOPF TEKNIGi UYGULAMALARI

Ornekl

Wiener — Hopf teknigini kullanarak asagidaki kismi tiirevli denklemi

¢ozlinuz.

4 ——u=0, —w<x<wo 0<z<l (6.1)

sinir kosullart:

lim u(x,z) >0

[x}—>0

ou(x,0) _

0, —0< x <o
0z
u(x,)=e* , x>0 (6.2)
ve
ouxl) x<0 (6.3)
0z
Coziim

1.Adim x e gore Fourier transformunu tanimlayalim.

Ula,z)=—— j u(x,z)e “da (6.4)
2 <,
1 T —iax
U, (a,z) :—Iu(x, z)e "““dx (6.5)
2,
1 0
Ul(a,z)=— I u(x,z)e ““dx (6.6)
2r 2,

Buradan acgikca goriilmektedir ki U(a,z)=U,(a,z)+U _(a,z)dir. Verilen denklem

icin Fourier transformu esitligin her iki yani1 i¢in alirsak
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1 © 2 ) 1 © 2 ) 1 o )
S Sre s — [ Se e [urae ds =0 (6)

elde edilir.Kismi integrasyondan yararlanirsak

2
% dx=db e’ =q
X

ou

—=b (—ia)e ™ dx = da
ox

1 70%u
[=— | —e "“dx
-[ ox?

—0

olarak secelim.

4 ©
I = limL {—iae"’”‘ a—u} +iaj e’ma—udx
A>w D7 ox | e Ox

o [u(x,2)e"™dx =-a’U(a, )

bulunur. Buradan

d*U

dz

elde edilir. Sinir kosullarin1 kullanalim;
U(a,0)=0

ve
u(x,)=e"

siir sartina Fourier tranformunu uygulayalim.

U(a,l)= I e ‘e " dx

2—m2U=O , 0<z<l, m=a’+1

(6.82)

(6.8b)

(6.8¢)

(6.9)

(6.10a)

(6.10b)

(6.10c)
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1
1+icx

Ua])= (6.10d)

U (a,1)=0 (6.10¢)

olarak belirlenebilir.

2.Adim: l.adimda buldugumuz adi diferansiyel denklem ¢oziiliir ve siir kosullari

uygulanirsa
Ula.z) = Aar) S2S00m2) m=a*+1  (6.11)
cosh(m)
ve
U (a,1) = mtanh(m) A(c)
> bulunur. (6.12)
Ul =A@z
3.Adim
A(a) son iki esitlikten yok edilirse
U. (a,1) = mtanh(m) A(a) (6.13)
U (a,])=A(a)—- 1 - (6.14)
i(a—i)
Alx)=U_(a,1)+- - (6.15)
i(a—i)
U;(a,1)=mtanh(m){U(a,l)+ - - } (6.16a)
i(a—i)
bu ifadeyi diizenleyelim.
U+(a,1):m{U_(a,l)+i(a_i)} (616b)

olur.

Buradan mcoth(m) =K, (a)K (a) m =a’+1
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Yerine yazalim.

2
m

K ()

K, (a)U. (a,1)= {U_(a,l) + (6.17)

1
i(a—i)

denklemi elde edilmis olur. Burada en son esitligin sol tarafi Im{k}>—-c, (¢, >0)

iist yar1 diizleminde, sag tarafi da Im{k} <c, (c, >0) alt yar1 diizleminde analitiktir.

4.Adim
Liouville teoremi kullanilarak her iki tarafin j gibi bir sabite esit oldugunu

gosterebiliriz.
A(k) = Lga) bulunur.
m

J yi hesaplamak i¢in

L j &emdx =e x>0 (6.18a)
2r ¢ (a—i)(a+i)
veya
j= 2 (6.18b)
K (i)
olur.
5.Adim

Sonsuz ¢arpim teoremi kullanilarak
K (a)=K (a)=y(ia) (6.19a)

burada

) 1+ - L 5+ _2
v =T] (k—1/2727>  (k-1/2)x
il V+1/ kK27 + 2k

(6.19b)

oldugundan dolay1



u(x,z)=

1 J' l//(—la) COSh(mZ) eiazda (6 19C)

(1) cosh(m)
olur. Son olarak rezidii teoremini kullanarak

21 i l//(_lan) COSh(/’an) ia,x

u(x,z)=e "+ — e (6.194d)
l//(_l) n=0 /’lnan Slnh(/’ln)

bulunur. Burada

x>0,  u=m+1/Dzi  ve a,=i\1+@n+1)’7> /4 dir

\(

e’ 2i i 1 cosh(£4,2) ia

u(x,z)= — — e
v(-1) w(-1):iSay(a,) sinh(x,)

(6.19)

olup,

x<0 wu, =27i ve  a,=iNl+n’z’ dir

50
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Wiener Hopf teknigini kullanarak asagidaki kismi tiirevli diferansiyel

denklemi ¢Oziiniiz.

o’u O’u Ou
—t—== —00 < X <® y>0
ox~ oy ot
sinir kosullar
u(x,ot)y=e** x>0
ou(x,0t) e <0
y
‘l‘im u(x,y,t) >0 ve ‘l‘im u(x,y,t) >0
x| Y|
baslangi¢c kosullar
u(x,y,0)=0 (e>0)

1. Adim

Laplace transformunu tanimlayalim.

s o]

u(x, y,5) = [u(x, y,t)e”"dt

0

2.Adim

Fourier Transformunu tanimlayalim.
E(a,y,s) = J. ;(x,y,s)e’i“xdx
U_+(a,y,s) = _[;(x,y,s)e’i“xdx

0

0
Ul(a,y,s)= f u(x,y,s)e_iaxdx

olup,

t>0 (6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24a)

(6.24b)

(6.24c¢)



E(a,y,s) = a(a,y,s) +i(a,y,s) = J. ;(x,y, s)e " dx (6.24d)

olarak bulunur. Daha sonra kismi tiirevli denklem ve sinir kosullar1 sdyle olacaktir.

2_ —_—
d lzj—(a2+s2)U=0 0<y<oo (6.25a)
dy
u(x,0,s) = j e e dt (6.25b)
0
ou(%.0,5) [-e e (6.25¢)
oy 0

buradan bu sartlara Fourier transformu uygularsak

i

U. (@,0,5) = T (6.26a)
s(a — i)
OU-(a,0,5) _ i (6.26b)
oy s(a + &i)

ve
‘l‘im 5(0{, y,8)—>0 (6.27)
Yo

elde edilir.

3.Adim

2.Adimda bulunan adi diferansiyel denklemin ¢oziimii

l_](a,y,s) = A(a,s)exp[-yVa’® +5] (6.28)
ile
Alet,s) = ————+TU _(a,0,5) (6.29)
s(a —&i)
ve
Voo +sA(a,s5) = AY@08) 0 (6.30)
dy s(a + &)
elde edilir.

4.Adim
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Buradan A(e,s) li ifadeler birlestirilirse asagidaki Wiener — Hopf denklemi

bulunmus olur.

dU+(0(,0,S)+ i __ /—azﬂ{a_(%o’s);} (6.31)

dy s(a+ &i) s(a —&i)

5.Adim

Ja +s = \/ a+ivs \/ a—is seklinde faktorize edildi Burada dallanma

noktalar1 i¢in kompleks k diizleminde [—o0i, —si ]den [—ooi, s ] bir kesim yapalim.

Faktorize ettigimiz ifadeyi yerine yazalim. Buradan asagidaki Wiener — Hopf

denklemi bulunmus olur.
1 dU.(a,0,s) . J=is L1 1
‘/a+i\/; dy s(aa—ei)  s(a+eiQ) \/a+i\/§ \/z\/g

= Jo-ilsU b N ids i
=—a l\/;U(a,O,s)+S(a_gi)[\/a l\/_ \/l\/g} S(a+gi)\/m

= P(a) (6.32)

Burada yazilan P(«) bir tam fonksiyon olup, U. (a,0,s) fonksiyonu Imi{k} > —Js

de ve 5_(a,0,s) fonksiyonu da Im{k}<x/g bolgesinde analitik fonksiyonlardir.

Buradan P(«a) tam fonksiyonunu bulmak i¢in Liouville teoremini kullanarak
|a| — o i¢in P(a) = 0 oldugu bulunur.

A(a,s) = - {i‘/;Jr ! } (6.33)

sta—ei)| a—¢i gieiivs

olarak yazilir.

6.Adim Rezidii teoremi kullanalim ve & — 0igin L_](a, v,8) in ters transformunu

alalim.
Buradan
i _l s L TT
u(x,y,s)=—e "’ +U1(x,,5) x>0 (6.34)
s
ve
u 1 g
u(x,y,s)=—5e’" +Ui(x,y,s) (6.35)x<0
s

U (x,y,s) fonksiyonu soyle belirlendi:
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x=rcosé
olmak iizere; (6.36a)
y=rsinf
Ti(x, y,5) = 2 T sinl(0+i7/2)] (1+LJ exp[—r/5 cosh(z)]dr (6.36b)
2zs ° cos(@+ir) \/;

olarak belirlenmistir.

7.Adim

Son olarak problemi ters Laplace doniistimii alarak ¢O6ziimii bitirelim.
u(x, y,t) nin hata fonksiyonu cinsinden esiti;

x>0 igin
Y
u(x,y,ty=erfc| — [+U,(x, y,t 6.37a
Y f[2\/;j (X, p,0) ( )
x <0i¢in

u(x,y,t)= —{2\/%6—}'2/1 _yerfc(zi\/;ﬂ +U,(x,y,1) (6.37b)

olup, Burada

U/ (x,p,t)= _QTRC {M}dt {[1 _ VCOSh(r)]elfc{rcgi?(T)}}
d t

0 cos(@+i7)

) 2
g exp{w} (6370)
T 4¢

olarak belirlenmistir.
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7. SONUC

Wiener — Hopf tekniginin bir kismi tiirevli diferansiyel denklem ile birlikte
verilen karma smir deger problemlerin ¢oziimiinde c¢ok etkin bir rol oynadigi
goriilerek, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerde ¢6ziim i¢in iyi bir alternatif yol

olarak kullanilabilecegi sonucuna varilmaigstir.
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