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ÖZET 
 

 

Bu çalışmada, koaksiyel bir borudan ses dalgalarının saçılımı Wiener-Hopf 

tekniği kullanılarak incelenmiştir. Dıştaki borunun iç yüzeyi yutucu malzemeyle 

kaplanmıştır ve empedansı  ile gösterilmiştir. Ġçteki borunun ise  için dış 

yüzeyi yutucu malzemeyle kaplanmıştır ve empedansı  ile gösterilmiştir. 

Bu saçılım problemine ilişkin sınır-değer problemi Fourier dönüşümü 

kullanılarak bir Wiener Hopf denklemine indirgenmiştir. Wiener-Hopf denkleminin 

çözülmesiyle saçılan alan analitik olarak bulunmuştur. Saçılan alan bulunurken 

karşılaşılan integral semer noktası yöntemiyle değerlendirilmiştir. Analizin sonunda 

ise, koaksiyel borudaki akustik yutucu kaplamanın ses yayılımına olan etkisi nümerik 

sonuçlar elde edilerek sunulmuştur.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Wiener-Hopf Tekniği, Fourier Dönüşümü, Semer Noktası 

Tekniği. 
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SUMMARY 
 

 

In this study, diffraction of sound waves from a coaxial duct is investigated 

using Wiener-Hopf technique. The outer duct wall is lined from inside and liner 

impedance is denoted by . The inner duct wall is lined from outside and liner 

impedance is denoted by (after body).  

This boundary-value problem related to the diffraction problem has been 

reduced to Wiener-Hopf equation via Fourier transform. The scattered field was 

found analytically by solving the Wiener-Hopf equation. The integral encountered in 

finding the scattered field is evaluated via saddle point technique. At the end of the 

analysis, numerical results illustrating the effects of the acoustic absorbent lining on 

the coaxial duct on the sound spread are presented. 
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1. G�IR�IŞ

Son y�llarda şehirlerin kalabal�klaşmas�yla artan araç say�s� ve alternatif ulaş�m

araçlar�na yönelme, beraberinde önemli bir çevresel sorun olan gürültü kirlili�ginin

de artmas�na sebep olmuştur. Dolay�s�yla araba ve uçaklardan yay�lan gürültünün

azalt�lmas� problemi araşt�rmac�lar�n ilgisini çekmiştir. Bu nedenle çeşitli araşt�rmalar

yap�lm�ş ve gürültü sorunun çözülmesi için baz� yöntemler bulunmuştur. Rawlins, yar�

sonsuz silindirik bir borunun iç yüzeyini akustik yutucu bir malzemeyle kaplayarak ses

dalgalar�n�n radyasyonunu incelemiştir [1]. Munt ise yar� sonsuz silindirik bir boru-

dan ç�kan subsonik jetle sesin etkileşimini Wiener-Hopf metodu ile çözmüştür [2]. Son

y�llarda Demir ve Rienstra çeşitli çal�şmalar yapm�şt�r. En son yapt�klar� çal�şmada,

koaksiyal borudan sesin radyasyonunu incelemişlerdir [3]. Burada, d�ştaki yar� sonsuz

borunun d�ş yüzeyi rigit ve iç yüzeyi kapl�, Z1 empedans� ile ve içteki sonsuz borunun

z> 0 için d�ştan kapl�, Z2 empedans� ile gösterimi ele al�nm�şt�r.

Bu çal�şmada, yar� sonsuz silindirik bir boru ve içerisine yerleştirilmiş z > 0 için

d�ş yüzeyi akustik yutucu malzemeyle kapl� sonsuz silindirik bir boru uçak motorunun

matematiksel bir modeli olarak ele al�nm�ş olup, yutucu malzemenin gürültü yay�l�m�na

etkisi araşt�r�lacakt�r. Bu olay bir s�n�r-de�ger problemi olarak modellenecek ve çözümü

ise bilinen bir metot olan Wiener-Hopf yöntemi kullan�larak analitik olarak elde edile-

cektir. Bu analitik çözümün say�sal olarak baz� gra�klerle gösterilmesi neticesinde,

yutucu malzemenin gürültü yay�l�m�na etkisi yorumlanabilecektir.
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2. PROBLEM�IN FORMÜLASYONU ve ÇÖZÜMÜ

2.1. Problemin Formülasyonu

Zaman ba�gl�l��g� eiωt şeklinde olan harmonik düzlemsel ses dalgas�n��n koaksiyel

borudan radyasyonunu ele alal�m. Bu koaksiyel boru sonsuz ince kal�nl��ga sahip olup

uzaysal bölgede fr = R2;�∞ < z < ∞)g [ fr = R1;�∞ < z < 0g şeklinde tan�ml�

olup (r;z;θ) genel silindirik kutupsal koordinatlar� göstermektedir. D�ştaki borunun iç

yüzeyindeki kaplaman�n Z1 empedans� ile, içteki borunun d�ş yüzeyindeki kaplaman�n

Z2 empedans� ile gösterimi ele al�nm�şt�r. Gelen dalgan�n ve problemin geometrisinin

simetrik olmas�ndan dolay� akustik alan her yerde θ dan ba�g�ms�z olacakt�r. Bu aşa-

mada, akustik bas�nca ve h�za, s�ras� ile, p = � ∂

∂ t
ρ0ψ ve �!υ = gradψ ba�g�nt�lar� ile

ba�gl� ψ (r;z; t) skaler potansiyelini tan�mlamak yerinde olacakt�r. Burada ρ0 d�ş or-

tam�n yo�gunlu�gunu, zaman ba�gl�l��g�ndaki w ise aç�sal frekans� göstermektedir.

Şekil 2.1: Problemin Geometrisi.

Bütün büyüklükler R1;ρ0 ve c0 kullan�larak boyutsuz hale getirilmiştir.

r;z � R1 , p� ρ0 , ω � R1=c0 (2.1)

Analitik uygunluk aç�s�ndan çeverdeki ortam�n biraz kay�pl�, yani ω n�n çok küçük bir

negatif sanal k�sma sahip oldu�gunu varsayaca�g�z. Kay�ps�z durum ise analiz sonunda
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Imω ! 0 yap�larak elde edilecektir.

Problemin toplam alan�n� farkl� bölgelerde z 2 (�∞;∞) için,

ψ
T (r;z; t) =

� �
ψ1 (r;z)+ψ i (r;z)

	
exp(iωt) ; r > 1�

ψ2 (r;z)+ψ i (r;z)
	
exp(iωt) ; r 2 (h;1) (2.2)

şeklinde tan�mlamak uygun olacakt�r. Burada h = R2=R1 dir. ψ1 (r;z) ve ψ2 (r;z)

geçerli bölgede saç�lan alanlard�r. ψ i (r;z) gelen alan� da bir önceki çal�şmadan elde

edilen saç�lan alan�n bu probleme uyarlanmas�yla elde edilmiş olup,

ψ
i (r;z) = � ω

2π

Z
L

Φ+1 (u)
H(2)0 (λωr)
ωH(Z2;u)

e�iωu(z�l)du (2.3)

biçimindedir. Burada Φ+1 (u) bilinen fonksiyondur. Ayr�ca uygunluk aç�s�ndan,

J(Z2;u) =�iJ0 (λωh)=Z2�λJ1 (λωh) (2.4)

Y (Z2;u) =�iY0 (λωh)=Z2�λY1 (λωh) (2.5)

H(Z2;u) = [J(Z2;u)� iY (Z2;u)] =�iH20 (λωh)=Z2�λH21 (λωh) (2.6)

J(Z1;u) = iJ0 (λω)=Z1�λJ1 (λω) (2.7)

Y (Z1;u) = iY0 (λω)=Z1�λY1 (λω) (2.8)
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olarak tan�mlamak uygun olacakt�r.

2.2. Wiener-Hopf Denklem Sisteminin Türetilmesi

ψ1 (r;z), ψ2 (r;z) alanlar�

�
1
r

∂

∂ r

�
r

∂

∂ r

�
+

∂ 2

∂ z2
+ω

2
�

ψ1;2(r;z) = 0 (2.9)

ile verilen Helmholtz denklemini sa�glar. z yönünde Fourier dönüşümü al�narak bu den-

klemlerden aşa�g�daki çözümler bulunur.

ψ1 (r;z) =
ω

2π

Z
L

A(u)H(2)0 (λωr)e�iωuzdu (2.10)

ψ2 (r;z) =
ω

2π

Z
L

[B(u)J0 (λωr)+C (u)Y0 (λωr)]e�iωuzdu (2.11)

Burada L, Şekil 2.2'de gösterildi�gi gibi, kompleks u düzleminin içinde yer alan, reel

eksen boyunca veya yak�n�nda uzanan uygun bir ters fourier dönüşüm e�grisidir. A(u),

B(u) ve C(u) bulunmas� gereken spektral katsay�lard�r. J0 ve Y0 s�f�r�nc� mertebeden

Bessel ve Neumann fonksiyonlar�d�r. H(2)0 = J0� iY0 ise ikinci türden Hankel fonksiy-

onudur. λ karekök fonksiyonu ise aşa�g�daki gibi tan�mlanm�şt�r.

λ (u) =
p
1�u2 (2.12)
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Şekil 2.2: Kompleks u düzlemi.

Ayr�ca ψ1 (r;z) ve ψ2 (r;z) alanlar�n�n belirlenmesinde gerekli olacak s�n�r ve süreklilik

koşullar�n� problemin geometrisinden faydalanarak aşa�g�daki gibi ifade edebiliriz.

∂

∂ r
�
ψ2 (h;z)+ψ

i (h;z)
�
= 0; z< 0 (2.13)

∂

∂ r
�
ψ2 (1;z)+ψ

i (1;z)
�
=� iω

Z1
�
ψ2 (1;z)+ψ

i (1;z)
�
; z< 0 (2.14)

∂

∂ r
�
ψ1 (1;z)+ψ

i (1;z)
�
= 0; z< 0 (2.15)

∂

∂ r
ψ2 (h;z) =

iω
Z2

ψ2 (h;z) ; z> 0 (2.16)

∂

∂ r
ψ1 (1;z) =

∂

∂ r
ψ2 (1;z) ; z> 0 (2.17)
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ψ1(1;z) = ψ2(1;z); z> 0: (2.18)

Ayr�ca r = 1;z= 0 da aşa�g�daki ayr�t koşulu geçerlidir.

ψ
T (1;z) = O

�
z3=2

�
; z # 0 (2.19)

O halde denklem (2.13), denklem (2.14) ve denklem (2.15) ile verilen s�n�r koşullar�n-

dan s�ras�yla,

ω

2π

Z
L

f�B(u)J1 (λωh)�C (u)Y1 (λωh)+ eiωulΦ+1 (u)
H(2)1 (λωh)
ωH(Z2;u)

g

�λωe�iωuzdu= 0 (2.20)

ω

2π

Z
L

fωB(u)J(Z1;u)+ωC (u)Y (Z1;u)� eiωulΦ+1 (u)
H(Z1;u)
H(Z2;u)

g

�e�iωuzdu= 0 (2.21)
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ω

2π

Z
L

f�A(u)H(2)1 (λω)+ eiωulΦ+1 (u)
H(2)1 (λω)

ωH(Z2;u)
g

�λωe�iωuzdu= 0 (2.22)

bulunur. Fourier dönüşümü ald��g�m�zda,

�λωB(u)J1 (λωh)�λωC (u)Y1 (λωh)+ eiωulΦ+1 (u)
λωH(2)1 (λωh)

ωH(Z2;u)

= X+1 (u) (2.23)

ωB(u)J(Z1;u)+ωC (u)Y (Z1;u)� eiωulΦ+1 (u)
H(Z1;u)
H(Z2;u)

= X+2 (u) (2.24)

�A(u)λωH(2)1 (λω)+ eiωulΦ+1 (u)
λωH(2)1 (λω)

ωH(Z2;u)
= X+3 (u) (2.25)

elde edilir. X+1 (u) ; X
+
2 (u) ve X

+
3 (u) aşa�g�daki gibidir.

∞Z
0

∂

∂ r
�
ψ2 (h;z)+ψ

i (h;z)
�
eiωuzdz= X+1 (u) (2.26)

∞Z
0

�
∂

∂ r
�
ψ2 (1;z)+ψ

i (1;z)
�
+
iω
Z1
�
ψ2 (1;z)+ψ

i (1;z)
��
eiωuzdz

= X+2 (u) (2.27)
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∞Z
0

∂

∂ r
�
ψ1 (1;z)+ψ

i (1;z)
�
eiωuzdz = X+3 (u) (2.28)

Denklem (2.16), denklem (2.17) ve denklem (2.18) ile verilen süreklilik koşullar�ndan

s�ras�yla,

ω

2π

Z
L

�ω fB(u)J(Z2;u)+C (u)Y (Z2;u)ge�iωuzdu= 0 (2.29)

ω

2π

Z
L

f�A(u)λωH(2)1 (λω)+B(u)λωJ1 (λω)+C (u)λωY1 (λω)g

�e�iωuzdu= 0 (2.30)

ω

2π

Z
L

fA(u)H(2)0 (λω)�B(u)J0 (λω)�C (u)Y0 (λω)ge�iωuzdu (2.31)

bulunur. Fourier dönüşümü ald��g�m�zda,

�ω fB(u)J(Z2;u)+C (u)Y (Z2;u)g= X�1 (u) (2.32)

�A(u)λωH(2)1 (λω)+B(u)λωJ1 (λω)+C (u)λωY1 (λω) = X�2 (u) (2.33)

A(u)H(2)0 (λω)�B(u)J0 (λω)�C (u)Y0 (λω) = X�3 (u) (2.34)

8



elde edilir. X�1 (u), X
�
2 (u) ve X

�
3 (u) aşa�g�daki gibidir.

0Z
�∞

[
iω
Z2

ψ2 (h;z)�
∂

∂ r
ψ2 (h;z)]e

iωuzdz= X�1 (u) (2.35)

0Z
�∞

[
∂

∂ r
ψ1 (1;z)�

∂

∂ r
ψ2 (1;z)]e

iωuzdz= X�2 (u) (2.36)

0Z
�∞

[ψ1(1;z)�ψ2(1;z)]e
iωuzdz = X�3 (u) (2.37)

Denklem (2.23), denklem (2.24) ve denklem (2.25) ile verilen s�n�r ilişkilerinden,

A(u) =� 1

λωH(2)1 (λω)
X+3 (u)+

1
ωH(Z2;u)

eiωulΦ+1 (u) (2.38)

B(u) =
Y (Z1;u)X+1 (u)+λY1 (λωh)X+2 (u)

λω[Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)]
+
eiωulΦ+1 (u)
ωH(Z2;u)

(2.39)

C (u) =
�J(Z1;u)X+1 (u)�λJ1 (λωh)X+2 (u)

λω[Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)]
�
ieiωulΦ+1 (u)
ωH(Z2;u)

(2.40)

katsay�lar�n� elde ederiz. Bu katsay�lar� denklem (2.32), denklem (2.33) ve denklem

(2.34)'de yerine koydu�gumuzda aşa�g�daki denklemleri al�r�z.

X�1 (u) =
1
λ

Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)
Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)

X+1 (u)

+
Y (Z2;u)J1 (λωh)� J(Z2;u)Y1 (λωh)
Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)

X+2 (u)� e
iωulΦ+1 (u) (2.41)

9



X�2 (u) = X
+
3 (u)+

Y (Z1;u)J1 (λω)� J(Z1;u)Y1 (λω)

Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)
X+1 (u)

+λ
Y1 (λωh)J1 (λω)� J1 (λωh)Y1 (λω)

Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)
X+2 (u) (2.42)

X�3 (u) =
1

λω

J(Z1;u)Y0 (λω)�Y (Z1;u)J0 (λω)

Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)
X+1 (u)

+
1
ω

J1 (λωh)Y0 (λω)�Y1 (λωh)J0 (λω)

Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)
X+2 (u) (2.43)

�
H(2)0 (λω)

λωH(2)1 (λω)
X+3 (u)

N(u), L(u) ve K(u) çekirdeklerini aşa�g�daki gibi tan�mlayabiliriz.

N(u) = λ
Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)
Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)

(2.44)

L(u) = λ
J(Z2;u)Y1 (λω)�Y (Z2;u)J1 (λω)

Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)
(2.45)

K(u) =
2H(Z2;u)

πλ
2
ωH(2)1 (λω) [J(Z2;u)Y1 (λω)�Y (Z2;u)J1 (λω)]

(2.46)

Denklem (2.41)'i kendi içinde düzenleyelim,
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N(u)X�1 (u) =�
2iX+2 (u)

Z2πωh[Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]

+X+1 (u)�N(u)e
iωulΦ+1 (u) (2.47)

Denklem (2.41) ve denklem (2.42)'de X+1 (u)'yu yok edelim,

2iX�1 (u)
Z1πω[Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]

�X�2 (u)

= L(u)X+2 (u)�X
+
3 (u)�

2ieiωulΦ+1 (u)
Z1πω[Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]

(2.48)

Denklem (2.41), denklem (2.42) ve denklem (2.43)'de X+1 (u) ve X
+
2 (u)

0yu yok edelim,

2X�1 (u)
πλω [J(Z2;u)Y1 (λω)�Y (Z2;u)J1 (λω)]

� J(Z2;u)Y0 (λω)�Y (Z2;u)J0 (λω)

λ [J(Z2;u)Y1 (λω)�Y (Z2;u)J1 (λω)]
X�2 (u)+ωX�3 (u) (2.49)

= K(u)X+3 (u)�
2eiωulΦ+1 (u)

πλω [J(Z2;u)Y1 (λω)�Y (Z2;u)J1 (λω)]

elde ederiz. Bu üç denklem Wiener-Hopf denklem sistemidir.
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2.3. Wiener-Hopf Denklem Sisteminin Çözümü

Denklem (2.47)'de

N(u) =
N+(u)
N�(u)

(2.50)

yaz�p her taraf� 1=N+(u) ile çarp�p gerekli düzenlemeleri yapt�ktan sonra kutuplardaki

rezidü katk�lar�n� ç�kar�rsak:

1
N�(u)

X�1 (u)+
∞

∑
p=1

a+p
u�σ

�
p
=

1
N+(u)

X+1 (u)

�(
2iX+2 (u)
Z2πωh

+λ (Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u))eiωulΦ+1 (u)) (2.51)

� 1
N+(u)[Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]

+
∞

∑
p=1

a+p
u�σ

�
p

al�r�z. Burada;

a+p =
2iX+2 (σ

�
p )

Zπωh +λ (Y1 (λωh)J(Z1;σ�p )� J1 (λωh)Y (Z1;σ�p )
N+(σ�p ) ddu [Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]u=σ

�
p

�eiωσ�p lΦ+1
�
σ
�
p
�

(2.52)

d�r ve u= σ�p

Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u) (2.53)
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ifadesinin s�f�rlar�d�r. Ayr�ca, N+(u) veN�(u) s�ras�yla kompleks-u band�n�n üst (Imu>

0 ya da Imu = 0 ve Reu < 0) ve alt(Imu < 0 ya da Imu = 0 ve Reu > 0) yar� dü-

zlemlerinde analitik ve s�f�rlar� olmayan fonksiyonlard�r. Denklem (2.51)'de Liouville

teoreminden;

� 1
N�(u)

X�1 (u) =
∞

∑
p=1

a+p
u�σ

�
p

(2.54)

�
2iX+2 (u)
Zπωh

+λ (Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u))eiωulΦ+1 (u)
�

� 1
N+(u)[Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]

(2.55)

� 1
N+(u)

X+1 (u) =
∞

∑
p=1

a+p
u�σ

�
p

elde ederiz. Denklem (2.48)'de

L(u) =
L+(u)
L�(u)

(2.56)

yaz�p her taraf� L�(u) ile çarp�p gerekli düzenlemeleri yapt�ktan sonra kutuplardaki

rezidü katk�lar�n� ç�kar�rsak;

2iL�(u)X�1 (u)
Z1πω[Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]

�L�(u)X�2 (u)

�
∞

∑
p=1

b+p
u�κ

�
p
�

∞

∑
p=1

a�p
u�σ

+
p
= L+(u)X+2 (u)

�
( 1

λ
Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u))X+3 (u)+

2i
Z1πω

eiωulΦ+1 (u))L+(u)
Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)

(2.57)

�
∞

∑
p=1

b+p
u�κ

�
p
�

∞

∑
p=1

a�p
u�σ

+
p
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al�r�z. Burada;

b+p =�
2i

Z1πω
eiωκ�p lΦ+1

�
κ�p
�
L+(κ�p )

d
du [Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)]u=κ

�
p�

� 1
λ
(Y (Z2;κ�p )J(Z1;κ�p )� J(Z2;κ�p )Y (Z1;κ�p ))X+3

�
κ�p
��
L+(κ�p )

d
du [Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)]u=κ

�
p

(2.58)

a�p =
2iL�(σ+p )X�1

�
σ+p
�

Z1πω
d
du [Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]u=σ

+
p

(2.59)

d�r. u= κ�p ve u= σ+p , s�ras�yla,

[Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)] (2.60)

[Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)] (2.61)

ifadelerinin s�f�rlar�d�r. Ayr�ca, L+(u) ve L�(u); s�ras�yla, kompleks-u düzleminin

üst ve alt yar� düzlemlerinde analitik ve s�f�rlar� olmayan fonksiyonlard�r. Denklem

(2.57)'de Liouville teoreminden ;

2i
Z1πω[Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]

L�(u)X�1 (u)�L�(u)X
�
2 (u)

=
∞

∑
p=1

a�p
u�σ

+
p
+

∞

∑
p=1

b+p
u�κ

�
p

(2.62)
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�( 1
λ
(Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u))X+3 (u)L+(u)

Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)

�
2i

Z1πω
eiωulΦ+1 (u)L+(u)

Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)
+L+(u)X+2 (u) (2.63)

=
∞

∑
p=1

a�p
u�σ

+
p
+

∞

∑
p=1

b+p
u�κ

�
p

elde ederiz. Denklem (2.49)'da

K(u) =
K+(u)
K�(u)

(2.64)

yaz�p her taraf� K�(u) ile çarp�p gerekli düzenlemeleri yaparsak;

�
2X�1 (u)

πλω
� 1

λ
[Y (Z2;u)J0 (λω)� J(Z2;u)Y0 (λω)]X�2 (u)

�

� K�(u)
[Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)]

(2.65)

+ωK�(u)X�3 (u) = K+(u)X
+
3 (u)�

λH(2)1 (λω)

H(Z2;u)
K+(u)eiωulΦ+1 (u)

al�r�z. Sonuçta u= κ+p
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[Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)] (2.66)

ifadesinin s�f�rlar� olarak al�n�p ve

Q(u) = �
λH(2)1 (λω)

H(Z2;u)
K+(u)eiωulΦ+1 (u) = Q+(u)+Q�(u) (2.67)

olarak işaretlenip kutuplardaki rezidü katk�lar� ç�kart�l�rsa;

�
2X�1 (u)

πλω
� 1

λ
[Y (Z2;u)J0 (λω)� J(Z2;u)Y0 (λω)]X�2 (u)

�

� K�(u)
[Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)]

+ωK�(u)X�3 (u)�Q�(u)�
∞

∑
p=1

b�p
u�κ

+
p

(2.68)

= K+(u)X+3 (u)+Q+(u)�
∞

∑
p=1

b�p
u�κ

+
p

al�n�r. Denklem (2.68)'da Liouville teoreminden;
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�
2X�1 (u)

πλω
� 1

λ
[Y (Z2;u)J0 (λω)� J(Z2;u)Y0 (λω)]X�2 (u)

�

� K�(u)
[Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)]

(2.69)

+ωK�(u)X�3 (u)�Q�(u) =
∞

∑
p=1

b�p
u�κ

+
p

K+(u)X+3 (u)+Q+(u) =
∞

∑
p=1

b�p
u�κ

+
p

(2.70)

elde ederiz. Burada;

b�p =

"
2X�1

�
κ+p
�

πλω
� 1

λ

�
Y (Z2;κ+p )J0 (λω)� J(Z2;κ+p )Y0 (λω)

�
X�2
�
κ
+
p
�#

�
K�(κ+p )

d
du [Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)]u=κ

+
p

(2.71)

d�r. Ayr�ca, K+(u) ve K�(u); s�ras�yla, kompleks-u düzleminin üst ve alt yar� düzlem-

lerinde analitik ve s�f�rlar� olmayan fonksiyonlard�r. Buradan;

X+3 (u) = �Q+(u)
K+(u)

+
1

K+(u)

∞

∑
p=1

b�p
u�κ

+
p

(2.72)

olarak belirlenir. N(u), L(u) ve K(u) çekirdek fonksiyonlar�n�n faktorizasyonu Ek1'de

ve Q(u) fonksiuonunun dekompozisyonu Ek2'de gösterilmiştir.
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2.4. a�p ve b�p Aç�l�m Katsay�lar�n�n Belirlenmesi

Denklem (2.52)'yi a+r için ve denklem (2.63)'ü X+2 (σ
�
r ) için düzenleyip iki den-

klemi birbiri içinde toparlarsak, r = 1;2; :::için:

a+r
ZπωhN+(σ�r )L+(σ�r )

2i
d
du
[Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]u=σ

�
r

=
∞

∑
p=1

a�p
σ
�
r �σ

+
p
+

∞

∑
p=1

b+p
σ
�
r �κ

�
p

(2.73)

al�r�z. Denklem (2.59)'u a�r için ve denklem (2.54)'ü X�1 (σ
+
r ) için düzenleyip iki

denklemi birbiri içinde toparlarsak , r = 1;2; :::için:

a�r
�Z1πω

d
du [Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)]u=σ

+
r

2iL�(σ+r )N�(σ+r )
=

∞

∑
p=1

a+p
σ
+
r �σ

�
p
(2.74)

al�r�z. Denklem (2.58)'i κ�r için ve denklem (2.70)'i X+3 (κ
�
r ) için düzenleyip iki

denklemi birbiri içinde toparlarsak, r = 1;2; :::için:

b+r
�λK+(κ�r ) ddu [Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)]u=κ�r
L+(κ�r )

�
Y (Z2;κ�r )J(Z1;κ�r )� J(Z2;κ�r )Y (Z1;κ�r )

�
=

∞

∑
p=1

b�p
κ
�
r �κ

+
p

(2.75)

+
2iλK+(κ�r )eiωκ�r lΦ+1 (κ

�
r )

Z1πω
�
Y (Z2;κ�r )J(Z1;κ�r )� J(Z2;κ�r )Y (Z1;κ�r )

� �Q+(κ�r )
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al�r�z. Denklem (2.71)'i κ+r için ve denklem (2.62)'yi X�2 (κ
+
r ) için düzenleyip iki

denklemi birbiri içinde toparlarsak, r = 1;2; :::için aşa�g�daki denklemi elde ederiz.

b�r
λL�(κ+r ) ddu [Y1 (λω)J(Z2;u)� J1 (λω)Y (Z2;u)]u=κ

+
r

K�(κ+r )
�
Y (Z2;κ+r )J0 (λω)� J(Z2;κ+r )Y0 (λω)

�
=

∞

∑
p=1

a�p
κ
+
r �σ

+
p
+

∞

∑
p=1

b+p
κ
+
r �κ

�
p

(2.76)
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3. SAÇILAN ALANIN ANAL�IZ�I

r > 1 bölgesindeki toplam alan denklem (2.38) yard�m�yla,

ψ1 (r;z)+ψ
i (r;z) =

1
2π

Z
L

�
X+3 (u)

λH(2)1 (λω)
H(2)0 (λωr)e�iωuzdu (3.1)

olarak elde edilir. Ayr�ca H(2)0 (z) nin z! ∞ iken geçerli asimtotik ifadesi [10]

H(2)0 (z) �
r
2

πz
e�i(z�π=4) (3.2)

göz önünde bulundurulursa,

ψ1 (r;z)+ψ
i (r;z) � 1

2π

Z
L

�
X+3 (u)

λH(2)1 (λω)

r
2

πλωr
e�i(λωr�π=4)�iωuzdu (3.3)

elde edilir. Şekil 3.1'den görüldü�gü gibi

r = Rsinθ (3.4)

z= Rcosθ (3.5)

u= cos(θ � iτ) (3.6)

du= isin(θ � iτ)dτ (3.7)
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dönüşümleri uygulanarak ve

λ =
p
1�u2 = sin(θ � iτ) (3.8)

göz önünde bulundurularak

ψ1 (R;θ)+ψ
i (R;θ)

� i
2π

Z
s
L

�
X+3 (cos(θ � iτ))
H(2)1 (ω sin(θ � iτ))

s
2

πωRsinθ sin(θ � iτ)e
�iωRcosh(τ)+iπ=4)dτ (3.9)

integrali elde edilir. Bu integralin,

q(τ) =�Rcosh(τ) (3.10)

d
dτ
q(τ) = Rsinh(τ) (3.11)

q0(0) = 0 (3.12)

τs = 0 (3.13)

semer noktas� tekni�giyle asimtotik ifadesi [6]
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ψ1 (R;θ)+ψ
i (R;θ) � D(θ)

exp(�iωR)
ωR

(3.14)

şeklindedir. Burada,

D(θ) = � i
π

X+3 (cosθ)

sinθH(2)1 (ω sinθ)
(3.15)

şeklindedir.

Şekil 3.1: küresel koordinatlar.
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4. SAYISAL ÖRNEKLER ve SONUÇLAR

Bu bölümde Z2 parametresinin saç�lma üzerindeki etkisini görebilmek için farkl�

frekanslarda uzak alan hesab� yap�lm�şt�r. Problemin parametre de�gerleri Demir ve

Rienstra [5]'den al�nm�şt�r. Bu de�gerler şu şekildedir:

R1 = 0:1985 m (4.1)

R2 = 0:1191 m (4.2)

h= R2=R1 = 0:6 (4.3)

l = 0:1588 m (4.4)

c0 = 340:17 m/s (4.5)

ρ0 = 1:225 kg/m
3 (4.6)

ve iki farkl� frekans için farkl� empedans de�gerleri

f1 = 1250 Hz , ω = 2π f1R1=c0 = 4:58305 , Z1 = 1�7:27i (4.7)

f2 = 4000 Hz , ω = 2π f2R1=c0 = 14:66575 , Z1 = 1�2:14i (4.8)

seçilmiş ve uzak alan ayr�ttan 46 m uzakl�kta, denklem (3.14) ve denklem (3.15) ve

SPL = 20log10

�
jpj

2
p
210�5

�
(4.3)
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kullan�larak hesaplanm�şt�r. Şekil 4.1 ve Şekil 4.2'den görüldü�gü gibi her iki frekans

de�geri için hemen hemen her gözlem aç�s�nda ses bas�nc� seviyesinde bir azalma görülmek-

tedir. Yüksek frekans için bu azalma miktar� daha fazlad�r.
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Şekil 4.1: f1 frekans� için toplam alan.
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Şekil 4.2: f2 frekans� için toplam alan.
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5. SONUÇLAR

Bu tezde, ses dalgalar�n�n iç k�sm� akustik yutucu malzemeyle kapl� yar� sonsuz

silindirik bir boru ve içerisine yerleştirilmiş d�ş yüzeyinin yar�s� akustik yutucu malze-

meyle kapl� sonsuz silindirik bir borudan saç�l�m� incelenmiştir. Probleme ilişkin s�n�r

ve süreklilik koşullar�na Fourier dönüşümü uygulanarak, problem Wiener-Hopf den-

klemine indirgenmiştir.

Saç�lan alan�n analizi bölümünde semer noktas� (saddle-point) yöntemi kullan�larak

saç�lan alan aç�k olarak ifade edilmiştir. Say�sal örnekler ve sonuçlar bölümünde ise

akustik yutucu malzemenin uzak alana etkisi nümerik sonuçlar elde edilerek gözlem-

lenmiştir. Bu k�s�mda farkl� frekans ve empedans de�gerleri için ses bas�nc�ndaki de�gişim

incelenmiştir.

Bu çal�şmadan yap�lan analizlerden yola ç�k�larak, ortam�n ak�şkanl� oldu�gu du-

rumu incelemek mümkündür. Burada akustik yutucu malzeme ile ak�şkan aras�ndaki

etkileşimin ses dalgalar�n�n saç�l�m� üzerindeki etkisi incelenebilir.
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EKLER

Ek 1: Çekirdek Fonksiyonlar�n�n Faktorizasyonu

Bu bölümde N(u), L(u) ve K(u) fonksiyonlar�n�n faktorizasyonu incelenecektir.

N(u) = λ
Y1 (λωh)J(Z1;u)� J1 (λωh)Y (Z1;u)
Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)

(5.1)

L(u) = λ
J(Z2;u)Y1 (λω)�Y (Z2;u)J1 (λω)

Y (Z2;u)J(Z1;u)� J(Z2;u)Y (Z1;u)
(5.2)

N(u) =
N+(u)
N�(u)

, L(u) =
L+(u)
L�(u)

(5.3)

N(�u) = N(u) , L(�u) = L(u)

fonksiyonlar�, dallanma tekilli�gi olmayan sadece basit s�f�rlar� ve basit kutuplar� olan

meramor�k fonksiyonlard�r. Bu fonksiyonlar�n faktorizasyonu aşa�g�daki gibidir:

N(u) fonksiyonu için;

N(u) =
N1(u)
N2(u)

(5.4)

şeklinde düzenleyelim. Buradan N1(u) fonksiyonu için

βm [Y1 (βmωh)J(Z1;αm)� J1 (βmωh)Y (Z1;αm)] = 0 (5.5)
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βm =
q
1�α2m (5.6)

ve N2(u) fonksiyonu için

Y (Z2;σm)J(Z1;σm)� J(Z2;σm)Y (Z1;σm) = 0 (5.7)

olmak üzere

N+(u) =

s
Y1 (ωh)J(Z1;0)� J1 (ωh)Y (Z1;0)
Y (Z2;0)J(Z1;0)� J(Z2;0)Y (Z1;0)

�expf�P(u)g
∞

∏
m=1

�
1+ u

αm

�
e�

u
αm�

1+ u
σm

�
e�

u
σm

(5.8)

olarak bulunur. Burada P(u) sonsuz çarp�m�n asimtotik davran�ş�n� yok edecek şekilde

seçilecektir. Bilindi�gi gibi Bessel ve Neumann fonksiyonlar� büyük argümanlar için

s�ras�yla

Jn (z) �
r
2

πz
cos
�
z� nπ

2
� π

4

�
j zj ! ∞ (5.9)

ve
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Yn (z) �
r
2

πz
sin
�
z� nπ

2
� π

4

�
j zj ! ∞ (5.10)

gibi davran�r [10]. O halde N1(u) fonksiyonunun büyük s�f�rlar� da

sin
�

λωh� nπ
2
� π

4

�
cos
�

λωh� nπ
2
� π

4

�
�sin

�
λω� nπ

2
� π

4

�
cos
�

λω� nπ
2
� π

4

�
(5.11)

= sinλ (ωh�ω)

oldu�gundan

αm �

s
1�

�
mπ

ωh�ω

�2
= m

iπ
(ωh�ω)

(5.12)

davran�ş�na sahip bulunur. Ayn� şekilde

σm �

s
1�

�
mπ

ωh�ω

�2
= m

iπ
(ωh�ω)

(5.13)

bulunur. Yani
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αm � σm (5.14)

d�r. Sonsuz çarp�mlar�n asimtotik davran�ş�

∞

∏
m=1

�
1+

u
ma+b

�
e�

u
ma �

Γ
�b
a +1

�
p
2π

�u
a

�� 12 �u
a

�� b2 e ua(1�C�log( ua)) (5.15)

formülü yard�m� ile αm = m iπ
(ωh�ω) oldu�gu da göz önünde bulundurularak

P1 (u) =
∞

∏
m=1

�
1+

u
αm

�
e
iu(ωh�ω)
mπ

�
s

i
2u(ωh�ω)

e
�iu(ωh�ω)

π

�
1�C�log

�
u

u(ωh�ω)

�
+ iπ2

�
(5.16)

elde edilir. Ayn� şekilde P2 (u) da hesaplan�nca sonuçta; P1 (u) = P2 (u) elde edilir.

Sonuç olarak;

N+(u) �

s
Y1 (ωh)J(Z1;0)� J1 (ωh)Y (Z1;0)
Y (Z2;0)J(Z1;0)� J(Z2;0)Y (Z1;0)

∞

∏
m=1

�
1+ u

αm

�
e�

u
αm�

1+ u
σm

�
e�

u
σm

(5.17)

elde edilmiş olur [7]. Ayn� prosedür L(u) için de izlenirse sonuç olarak,
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L+(u) �

s
J(Z2;0)Y1 (ω)�Y (Z2;0)J1 (ω)

Y (Z2;0)J(Z1;0)� J(Z2;0)Y (Z1;0))
∞

∏
m=1

�
1+ u

{m

�
e�

u
{m�

1+ u
σm

�
e�

u
σm

(5.18)

elde edilmiş olur. K (u) fonksiyonu için juj ! ∞ iken,

K (u) =O
�
u�1
�

(5.19)

K+(u) = K�(�u) (5.20)

K+(u) = O
�
u�1=2

�
(5.21)

K�(u) = O
�
u1=2

�
(5.22)

dir.

Şekil 5.1: K(u)' nun integrasyon konturu.
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C bölgesiniC1;C+;C2 veC� ile oluşturup,C 'nin kuşatt��g� bölgenin içinde y noktas�

alal�m. C 'nin pozitif yönde al�nm�ş olmas� durumunda,

lnK(y) =
1
2πi

I
C

lnK(u)
u� y du (5.23)

elde edilir. C 'nin uçlar� sonsuza götürülürse uçlardan gelen katk� yok olur. Dolay�s�yla,

lnK(y) =
1
2πi

Z
C�

lnK(u)
u� y du�

1
2πi

Z
C+

lnK(u)
u� y du (5.24)

dur. O halde,

K+(y) = exp

8<: 1
2πi

Z
C�

lnK(u)
u� y du

9=; (5.25)

K�(y) = exp

8<: 1
2πi

Z
C+

lnK(u)
u� y du

9=; (5.26)

olarak tan�mlayabiliriz.

K� �Ifadesinin Nümerik Hesab�

[8]' den,
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Şekil 5.2: Kompleks u düzlemindeki düzgün egri.

u= ζ (t) ; ζ (t) = t+ id
4t=q

3+(t=q)4
; 0� t < ∞: (5.27)

t = η(s) ; η(s) =
s

(1� s)2
; 0� s� 1: (5.28)

dönüşümlerimden,

1
2πi

Z
C+

lnK(u)
u� y du=

1Z
0

h(s;y)ζ 0 (η(s))η 0(s)ds (5.29)

elde edilir. Burada d ve q oluşturulan konturun s�ras�yla yükseklik ve genişli�gidir.

Ayr�ca,
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h(s;y) = f (ζ (η(s)) ;y)+ f (�ζ (η(s)) ;y) (5.30)

f (u;y) =
1
2πi

lnK(u)
u� y (5.31)

dir.

Ks(y) = exp

8<:
1Z
0

h(s;y)ζ 0 (η(s))η 0(s)ds

9=; (5.32)

olarak tan�mlarsak,

K+(y) =
�

Ks(y)
Ks(y)K(y)

Im(y)> 0 veya Imy= 0 ve Rey< 0
di�ger halde

(5.33)

K�(y) =
�

Ks(y)
Ks(y)=K(y)

Im(y)< 0 veya Imy= 0 ve Rey> 0
di�ger halde

(5.34)

ifadelerini elde ederiz.
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Ek 2: Q(u) Fonksiyonunun Dekompozisyonu

Bu bölümde,

Q(u) =
�λH(2)1 (λω)

H(Z2;u)
K+(u)eiωulΦ+1 (u) = Q+(u)+Q�(u) (6.1)

fonksiyonunun dekompozisyonu incelenecektir. Cauchy teoremi uyar�nca,

Q+(u) =
�1
2πi

Z
L+

λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)
H(Z2;τ)(τ�u)

dτ (6.2)

d�r. Denklem (6.2) 'nin integrasyon bölgesi:

Şekil 6.1: Kesim çizgisi etraf�nda al�nan integrasyon egrisi.
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1+ τ = teiπ=2 L1 : Kesim çizgisisinin sa�g�nda

1+ τ = te�i3π=2 L2 : Kesim çizgisinin solunda (6.3)

1+ τ = εeiθ Cε : Dallanma noktas�n�n etraf�nda

1+ τ = reiθ Cr : Yar�m dairede

şeklindedir. Denklem (6.2)' nin τ = u da basit kutbu ve τ = �1 de dallanma tekilli�gi

vard�r. τ = u'dan gelen katk�;

I1 =
�λH(2)1 (λω)

H(Z2;u)
K+(u)eiωulΦ+1 (u) (6.4)

şeklindedir. τ =�1 için; L+;Cr;L1;Cε ;L2 kapal� e�grisi pozitif yönlü ve

f (τ) =
�λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)

H(Z2;τ)(τ�u)
(6.5)

olmak üzere

1
2πi

Z
L+

f (τ)dτ+
1
2πi

Z
Cr

f (τ)dτ+
1
2πi

Z
L1

f (τ)dτ

+
1
2πi

Z
Cε

f (τ)dτ+
1
2πi

Z
L2

f (τ)dτ = 0 (6.6)
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d�r. Buradan, r! ∞ için,

Z
Cr

�λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)
H(Z2;τ)(τ�u)

dτ

=

�πZ
0

�λH(2)1 (λω)K+(reiθ �1)eiω(re
iθ�1)lΦ+1

�
reiθ �1

�
H(Z2;reiθ �1)

�
reiθ �1�u

� ireiθdθ ! 0 (6.7)

al�r�z. Ayn� şekilde ε ! 0 için,

Z
Cε

�λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)
H(Z2;τ)(τ�u)

dτ

=

2πZ
0

�λH(2)1 (λω)K+(εeiθ �1)eiω(εe
iθ�1)lΦ+1

�
εeiθ �1

�
H(Z2;εeiθ �1)

�
εeiθ �1�u

� iεeiθdθ ! 0 (6.8)

bulunur. Bu durumda,

� 1
2πi

Z
L+

λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)
H(Z2;τ)(τ�u)

dτ

� 1
2πi

Z
L1

λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)
H(Z2;τ)(τ�u)

dτ (6.9)

� 1
2πi

Z
L2

λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)
H(Z2;τ)(τ�u)

dτ = 0
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elde edilir. Ayr�ca,

H(2)0 (�λωh) = H(2)0 (λωh)+2J0 (λωh)

(�λ )H(2)1 (�λωh) = λH(2)1 (λωh)+2λJ1 (λωh) (6.10)

d�r [10] ve

λ (τ) =
p
(1� τ)(1+ τ) =

p
t (t+2i) (6.11)

ifadesinden

I2 =�
1
2πi

Z
L+

λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)
H(Z2;τ)(τ�u)

dτ

=� 1
2πi

Z
L1

λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)
H(Z2;τ)(τ�u)

dτ (6.12)

� 1
2πi

Z
L2

λH(2)1 (λω)K+(τ)eiωτlΦ+1 (τ)
H(Z2;τ)(τ�u)

dτ =� 1
2πi

∞Z
0

h(t)
(it�1�u)dt

al�n�r. Burada;
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h(t) =
iK+(it�1)eiω(it�1)lΦ+1 (it�1)

H(Z2; it�1) [2J (Z2; it�1)+H(Z2; it�1)]

�2λ
h
J (Z2; it�1)H(2)1 (λω)�H(Z2; it�1)J1 (λω)

i
(6.13)

d�r.

Q+(u) = I1+ I2 (6.14)

oldu�gunu gözönüne al�rsak;

Q+(u) = �
λH(2)1 (λω)

H(Z2;u)
K+(u)eiωulΦ+1 (u)�

1
2πi

∞Z
0

h(t)
(it�1�u)dt (6.15)

elde etmiş oluruz.
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