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OZET

Bu ¢aligmada; skaler dalgalarin, sonsuz ince ve sonlu uzunluklfi&aﬁéél
silindirik ekrandaki kiriniminin, siur deger probleminin, matematiksel olarak
oldukca gelismis ve niimerik olarak etkili yeni bir yontemle ¢oziimii 6ngériilmiigtiir.
Yontem; Orthagonal Polinomlar yaklagimiyla, analitik regiilarizasyon yontemindeki
fikirler tabaminda  gelistirilmistir.  Onerilen regiilarizasyon prosiidiiriiniin
dogrultusunda; bagslangi¢ sinir deger problemleri; esdeger olarak, ikinci dereceden
sonsuz lineer cebir denklemleri sistemine; yani, £ uzayinda kareleri toplanabilir
dizilerden olusan, (I+ H)x=»5b tipi bir denkleme indirgenmistir. Bu denklem;

prensipte, kesme yontemiyle niimerik olarak istenilen dogrulukta ¢6ziimlenebilir.
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ABSTRACT

A new strong mathematically rigorous and numerically effective mefhod for
solving the boundary value problem of scalar wave diffraction by an mﬁmtely thin
circular cylindrical screen of finite length is proposed. The method is based ori the
combination of the Orthogonal Polynomials Approach, and on the ideas of the
methods of analytical regularization

As a result of the suggested regularization procedure, the initial boundary value
problems equivalently reduced to the infinite system of the linear algebraic equations
of the second kind , i..e. to an equation of the type (/ + H)x = b in the space £, of

square summable sequences. This equation can be solved numerically by means of
truncation method with in principle ,any required accuracy.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 KONU VE ONEMI

Son otuz y1l boyunca pek gok bilim adamimin dikkatleri; modern kirtnim teorisinin
kanonik yapilann olan; ve bu tezde incelenen silindirik ekraninda dahil oldugu;
kapatilmamig ekranlarin olusturdugu agik yapilarin kirinim problemlerine y6nelmistir.
Modern kirnim teorisinin evrensel yada 6zel yontemleri bu yapilara uygulanarak,
rolatif etkisi ve dogrulugu kiyaslanmugtir.

Biitiin bu y6ntemler iki ana gruba ayrilabilir: Moment y6ntemi, sonlu fark yéntemi
gibi yontemlerin dahil oldugu ‘direkt yontemler’ ve integral transformasyonlan ile
degiskenlerine ayrigtirma ydntemine dayal ‘niimerik - analitik’ y6ntemler.

Birinci grup yéntemler; baslangi¢ sinir deger problemini fonksiyonel denklemlere
yada 1. dereceden denklem sistemlerine indirger. Bu tiir sistemin en biiylik dezavantajr:
Kullanilan niimerik proseslerin; olduk¢a biiyiik sistemler igin kararsiz olmasi,
dolayistyla yontemin dogrulugu ve olabilirligi iizerinde giiglii kisitlamalara sebebiyet
vermesidir.

Ikinci gruba dahil yéntemler, kural olarak bu tiir bir dezavantajdan bagimsizdirlar
ve 2. dereceden fonksiyonel denklem olugtururlar. Ancak bu tiir yontemler sadece
incelenen ekran yapilar i¢in olugturulmug oldukga 6zel denklemlerdir.

Bizim g¢alismamizin esas amaci; 1. grup yontemler gibi evrensel ve 2. grup
yontemlerden elde edilen cebirsel denklemler gibi karakterize olan, bir yéntem yada
yontemler simfi gelistirmektir. Onerilen yéntem G. Ya. Popov’un yazlarindaki (6rnek
olarak [1,2]’ye bakiniz.) ve [3-5] makalelerindeki analitik regiilarizasyon y6ntemine
dayanir.

Yan ters prosediir formundaki analitik regiilarizasyon teknigi Z. S. Arganovich, V.
A. Marchenko ve V. P. Shestopulov’un [6] makalesinde kirimim teorisine
uygulanmigtir.

Son otuz yilda; Orthogonal Polinomlar Yaklasimi ve analitik regtilarizasyon
yontemlerinin, elastikiyet ve kirinim teorisindeki uygulamalan yogun ilgi gérmiigtiir.
(6rnegin, [7-9] eserleri ve [10-12]’ye 6zellikle bakiniz.) Su anda bu kesiflerden dogan



diigtinceler Matematiksel Fizik ve ntimerik uygulamalari alaninda birer klastk, olafai@t_ -
kabul edilebilir. o

Burada amlan yéntem; yukarida anlatilan kanonik proble
adanmistir. Bu yo6ntem; direkt yontemlere ileri analitik regiilarizasyo
cebirsel sistemlerinin uygulamasim igerir. Bu son asama niimerik-analitik® Qi‘liwllﬁnn‘,
karakteristik ozelligidir. Su anda kullanilmis olan teknik oldukga evrenselcﬁi‘“ve»vo;k "
komplike yapilar i¢in kolayca genellestirilebilir.

1.2 TEZIN AMACI VE ICERIGI

Bu ¢aligmada; Helmholtz denklemlerini saglayan skaler dalgalarin, sonsuz ince ve
sonlu uzunluktaki dairesel silindirik ekranda, kimimi probleminin ¢dziimiinde
kullanilabilecek, matematiksel olarak oldukga gelismis ve sayisal olarak etkili yeni bir
yontem sunulmaktadr. [sekil 1.]

Sekil 1. Dairesel Silindir
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Caliymada kullamlan, direkt ve niimerik-analitk y&ntemler kisaca - sdy[e"‘ -
agiklanabilir: Oncelikle Helmholtz denklemi igin verilen Dirichlet kmmm smir deger
problemiyle bagladik. Green formiiliinii kullanarak sagilan alanin 1ntegral gosterilimini -
elde ettik. S yiizeyi iizerindeki integral gosterilimi; ti¢ boyutlu serbest uzaydaki Green
fonksiyonuyla, sagilan alamin S yiizeyindeki normal tiirevlerinden elde’ dllecek olan
bilinmeyen bir fonksiyonla, carpimim igerir. R

a»\ s

vy . . W
b e B

Bu integral gosteriliminde, siir sartlarnin yerine konulmasi sonucunda; 1.
dereceden ilgili integral denklem elde edilir. Bu iki boyutlu integral denklemin; S
yiizeyindeki Fourier transformu; denklemi; gekirdekleri ve logaritmik tekillikleriyle
birlikte tek boyutlu 1. dereceden bir integral denkleme indirger. Orthogonal polinomlar
yontemi; bu tek boyutlu integral denklemlerin fonksiyonlarini, bilinmeyen
katsayilardan olugmus, 1. dereceden Chebyshev polinomlarim igeren sonsuz Fourier-
Chebyshev dizileri seklinde gosterebilmemizi saglar. Chebyshev polinomlarnmn,
orthogonal 6zelligini kullanarak, her bir tek boyutlu integral denklem; asagida verilen
1. tiirden sonsuz cebrik sisteme indirgenebilir:

Ax=b, | 1)

bu konvansiyonal Orthagonal Polinomlar Metodu kullamminin bir sonucudur.

Bu cebirsel sistem igin analitik regiilarizasyon prosediirii son derece basit bir forma
sahiptir. Bilinmeyenlerin yeni kolon vektSrlerini; y = R™'x, seklinde lineer ters
cevrilebilir R operatorii ile tammlamak gerekir ve denklem (1) ‘in her iki tarafina
etkide bulunabilmek i¢inde lineer ters gevrilebilir L operatorii ile tammlamak gerekir.
Sonug olarak denklem (1) agagidaki forma doniistiirtilebilir;

LARy = Lb, ()

En o6nemli sey, ¢ift tarafli diizenleyici (L,R)’yi diagonal matris ¢ifti haline
getirebilmektir. Bu ¢arpim asagidaki forma sahiptir:

LAR=1+H, 3)

H;XKareleri toplanabilir dizilerden olusmus ¢, Hilbert uzayinda, kompakt bir
operatordiir. Boylece; yukarida bahsedilen her bir boyutlu integral denklem, esdeger

olarak 2. tiirden asagidaki gibi bir denkleme indirgenebilir.
(I+Hy=c, ycet,, 4

H, ¢,’de kompakt bir operatordiir.

Bu denklemin karakteristik 6zellikleri sunlardir;
1) Kisaltilmis sistemlerin y" ¢oziimleri

(I+H")y=c" )
3



e

denklem (4)’de verilen y® ¢6ziimiine y6nelir:

gt I

ly= -y*]|->0, N>« icin, ©)

denklemlerdeki H" ve c"’ ler sonlu boyutsal operatérler ve kolon - vektérlerinin bif
kiimesidir, ve

|t-HY]| >0,

c—c"|>0, Now,igin D
saglanr.
2) Sart sayilary;
vy =1+ B2+ B ®
kisaltilmus sistemlerde tekdiize smirlanmigtir ve sonlu boyutlara sahiptir
vy Sconst, v, v, =|[+H-|7+mD"| ©

Bu yiizden; kisaltilmug sistemlerin ger¢ek niimerik proses yontemiyle ¢6ziimii, biiytik
N degerleri igin oldukga kararhdir.

Sonug olarak; baslangi¢ kirnim probleminin ¢6ziimii niimerik yontemlerle prensip
olarak istenilen herhangi bir dogrulukta bulunabilir.

1.3 KULLANILAN NOTASYON

Bu tezde kullanilan notasyonlar, genel olarak, herkes tarafindan yaygin bigimde
kullanilan standart notasyonlardir. Bu nedenle, bunlan ayrica burada belirtmeye gerek
duymuyoruz.



BOLUM 2

PROBLEMIN FORMULASYONU VE COZUMU

2.1 PROBLEMIN FORMULASYONU

2L sonlu uzunluklu, a yarigapli ve sonsuz incelikte dairesel silindirik bir ekram
goz oniinde bulunduralim.[gekil 1.]. S yiizeyinin dig hatlari civarinda Helmholtz

denklemini saglayan ' ( p), skaler dalgasinin bu silindir {izerine disiiriildiigiinii
varsayalim. Bu durumda Helmholtz denklemini saglayan sacilan alani, yani #° ( p) ’yi
bulmak gerekir.

A+k*)u’(p)=0, peR’\S, 2.1
(

Sommerfeld radyasyon kosullar:

: a(p) . J_
I},ll_lzllpl (Tfpl —iku*(p)| =0 2.2)

ve Dirichlet sinir gartlar1 agagida verilecektir.

Silindirin; sonsuz ince bir ayrtinin bulunmasi nedeniyle, Dirichlet simr
probleminin klasik yaklagimini kulanamay1z.[13]

Bu yiizden, S yiizeyini agik bir kilme olarak tammliyoruz ve &% ‘yi de
manifold S ’i sinurlayan alt ve iist hatlar olarak kullaniyoruz

s={ (p0.2): p=a,pe[-nn],ze(-L,L) } 2.3)
&9 ={ (p.p2): p=a,pel-n,a]z=2L } 2.4)

burada (p,¢,z) kullanilan silindirik koordinat sistemindeki kordinatlardir.
Ikinci olarak, grad u*(p) *nin agagidaki gosterilime sahip oldugunu varsaytyoruz
gradu' (p) = dist(p,&8®)-dist(p, &) | % (p), peR®\S @.5)

5



burada S =SUSYUX®, ve dist( p, & ) fonksiyonlarda p noktasmln, o’S(*)
veya & gevrelerine olan uzaklikligidir ve asagidaki limitlerde geg:erh;dlr <

u(i) (p) — }ig}) us(p + hnp) p c § %Q:VG)
o (p) = hlEPo d)(p + hnp) p eS @7

bunlar S yiizeyi boyunca tiim noktalarda iiniformdur, ve #*® ( p) , ©® (p) peS
limit fonksiyonlar1 Holder sinifi problemleridir. Burada =, S ylizeyinin elemamn

olan, p noktasindaki, S yiizeyinden disa dogru olan birim normal vektordiir, yani

n,=e,, e, silindirik kordinat sisteminde o koordinatimin birim normal vektdridiir.

(2.1) esitilgine gore;
u*(p) e C*(R*\S). 2.8)
oldugu séylenebilir.

Biitlin bunlar1 g6z oniinde bulundurarak; Dirichlet sinir kosulunu asagidaki gibi
tanimlayabiliriz:

w(p)+u'(p)=u(p)+u(p)=0, pes. 9)

(2.5)-(2.7) formiillerinden, bunlarin fiziksel literatiirde iyi bilinen, ince aynt
yakimindaki Meixner durumlan oldugu kolayca anlagilmaktadir.

Standart teknigi kullanarak [13], #'(q) ’nun, kirtum sinir deger probleminin tek
¢oziimii oldugu gosterilebilir.

Asagidaki integrali g6z 6niine alalim,

W(q) = [G(a.p)Z(p)ds,,  qeR’\S, (2.10)
)

G(q,p), R’ uzaymdaki Green fonksiyonudur.

1 e'*ltl—l'l
G(q,p)=——

Z 2.11
4z |q - pl @10

Z(p) ise agagidaki tipte bir fonksiyondur,

. = -
5 B T A
B g
’1&»\:‘»‘ Y



Z(p) = [dist(p, &) -dist(p, )] " h(p), peS, 212 . .

h(p), S yiizeyinde Holder siifindan bir fonksiyondur.

&
R e

Formiil (2.10)’da verilen integral tek tabakanin genellestirilmis potansiyeli oclz;rak
kabul edilebilir, ayrica Z(p)’ nin (2.12)’de verilen ozellifinden dolayi, bu
potansiyelin agagidaki 6zelliklere sahip oldugu ispatlanabilir:

1) S yiizeyinde {iniformluk vardir. [2.6], [2.7)

W®(g) = [Gla,p)Z(p)ds, g €5; (213)

1
Z(p)ds, +=2Z . ;

q9

MW () _ [Za.p)
s

2) W®(q) ’lar S yiizeyinde tiirevleri alinabilir fonksiyonlardir ve bunlarin

yiizey gradyantlan (2.12). formiildeki gibi, S yiizeyinde Holder smufi vektor-
fonksiyon olan A(p) ’ ler gibi gosterilebilir.

3) Formiil (2.14)’te verilen integral, Cauchy asal deger integrali anlaminda vardir
ve § yilizeyinde H6lder simifindan bir fonksiyondur.

(2.14) formiiliinden agagidaki sonug ¢ikanlabilir,

W(+)(q) W(-)(q)
e = Z(p), ges. (2.15)

Green formiilii teknigi kullamlarak elde edilen, (2.1)-(2.9) formiillerinde belirtilen
kirinim probleminin ¢oziimii olan * (q); agagidaki gosterilime sahiptir

u(q)= !G(q,p)-é'dl;p)dsp, g €R\S 2.16)
burada,
sd’;”) ) 0’*4"‘;(40) _ 0”4“'(;(19), pes. 21
dir.



s

(2.5) ve (2.7) nolu formiillere gére & % , (2.12)’de verilen forma sahiptir ve (2.16)’da

verilen integral (2.10), (2.12)’de verilen genellestirilmis tek tabaka po siyeli olarak
kabul edilebilir. (2.16) nolu formiiliin sag tarafindaki bolimiini (2.9)'daki. sir
degerlerine yerlestirdigimizde, formiil (2.13)’e gore asagidaki integral bagintiy:élde
ederiz.

IG(q, p) ) @J;EP) ds, = —ui(q), ges. (2.18)

S

Simdi agagidaki fonksiyonu, bilinmeyen fonksiyon olarak dikkate alalim

_a'(p)
Z(p)=¢6 e (2.19)
ve (2.18)’deki bagmtryida integral denklemi olarak;
(6(g.p) Z(p)ds, =-u'(a). qeS (2.20)
S

bu integraldeki, bilinmeyen fonksiyon Z| ( p) (2.12)’deki gibi bir gésterilime sahiptir.

Integral (2.10)’un; Z(p), (2.20)’yi saglayan yogunluk fonksiyonu olmak iizere
(2.1)-(2.9)’da incelenen kirmim probleminin bir ¢6ziimii oldugu kolayca ispat
edilebilir.

(2.20) denkleminin, Z, ( p) ve Z, ( p) gibi iki ¢6ziimii oldugunu kabul edelim, bu
durumda Z ( p) =Z, ( p), peS oldugunu ispat etmeliyiz. Aslinda
Z,(p) = Z,(p) - Z,(p) *de (2.20)'deki homojen denklemin bir gsziimiidiir. (2.10)’da
verilen integrali Wo(q) olarak varsayalim, bu durumda Z ( p) =2Z, ( p) bir ¢oztimdiir.
Z, (p) , (2.20)°deki homojen integralin bir ¢6ziimii oldugundan, formiil (2.13)’e gore
Wo(q) , (2.1)-(2.9)’da verilen homojen sinir deger probleminin ¢ziimidiir (2 ( p) =0
varsayiliyor). Yukaridada bahsettigimiz gibi sinir deger probleminin ¢dziimii; eger
varsa, tektir. Bu ytizden Wo(q) =0, g€ R*® olmalidir. Bu gergek ve formiil (2.20)’nin

direkt sonucu olarak Z, (p) =0, peS olmalidir. Bu yiizden (2.20)’deki integral
denklemin ¢dziimil, eger varsa (2.12) sinifinda tektir.

Boylece kinmm sinir problemi esdeger olarak, (2.20) ve (2.12)’de verilen 1. tiirden
integral denklemlere indirgenmis oldu.



2.2 iKi BOYUTLU INTEGRAL DENKLEMIN TEK BOYUTLU
INTEGRALLERDEN OLUSAN SONSUZ BiR KUMEYE
INDIRGENMESI

Denklem (2.20)’yi yukarida belirtilen silinidirik koordinatlarda (p,(o,z) tekrar
yazalim. Asagidaki fonksiyonlan elde ederiz

%
R(z,0) = {zz +44a? sin? Sz’i} 2, p e[-272x], ze[-2L2L];  (2:21)

()
* &(z,0) = -4—17; ;Z ;) : (2.22)
§(zq ,qoq) =-u'(q), g= (a,qaq ,zq) es; (2.23)
Z(zp,qop):Z(p) p p=(a,qop,zp) es. (2.24)

q =(a,¢q,zq), ve p=(a,qap,zp), q,p €S, noktalann arasindaki uzaklik |q—p|

silindirik koordinat sisteminde agagidaki gibi verildiginden;
la-l=R(z, -z,.0,-9,) (2.25)

denklem (2.20)’deki integral Z (z , ,(op) bilinmeyen fonksiyonuyla birlikte agagidaki
gibi yazilabilir;

L r
a I IZ(ZP,¢p)G(Zq -z,,0, -(ap)d(opdzp = §(zq,¢q), z, e[— L,L],q)q e[— rr,n']

-L-r

(2.26)

Yeni degiskenler, u=2z,/L ve v=z,/L ’ yi kullanarak denklem (2.26)

yeniden su sekilde yazilabilir;

aL]"]ZA(V’(oﬂ)'GA(u—V’% _¢p)d¢pd“ = §(u,¢q), u E[" l,l] » @p e[— ”,7’] ,
-l-r
2.27)



burada

G’(t,¢) = G(tL,¢) , t e[— 2,2];

Z(V, (op) = Z(VL,¢) R v e[— 1,1] ;
(0, )=2(ul0,),  wel-11]. (2.30)
seklinde verilmektedir.

G(t,¢), Z(V, q)) ve g(u,¢) fonksiyonlari, Fourier serileriyle temsil
edilebilirler:

G(t,p) = iGm(t)e""", o el-m,7], te[-22]; (2.31)
Z(v,p) = iZm(v)e’m¢, ¢ e[-=,7], t €[-22]; (2.32)
8(u.0)= 2g.@e™,  pe[-mx], te[-22], (233)

m=—ay

G,(t), Z,(v) ve g,(u) fonksiyonlan asagidaki gibidir;

1% .
G,()= ZI e G(t,p)do,  te[-22]; (2.34))
Z,(v)= 51; ,]e"'"ﬂ’z‘(v, p)dp,  ve[-1]] (2.35)
1%
g, () = e Ie"”’"’§(u, ¢)d¢, u e[— 1,1] (2.36)

(2.31)-(2.33)’de verilen formiillerin formiil (2.27)’ye yerlestirilmesiyle denklem
asagidaki formda elde edilir;

|7 « o -
al I IZ Z, (V)e""p" Z G, (u _ v)eim(%'%) d¢,, av = Z g, (u)etmq,,, ,
=l -pgh=-= m=—w oo

ue [— 1,1], P, € [— z, 7:] (2.37)

10



Integrasyonun diizenini degistirdikten sonra her bir dizinin terlm, tenm ®, 'ye

gére integrasyonundan sonra {e’”‘“’}mn_m , fonksiyonlar swtem%un orthogonal

6zelliklerini kullanarak, iki Fourier serisi egitligi ve sonug olarak, kar$1 gelen fourier
katsayilar1 bulunabilir, yani; KR

i
27La [G, - V)Z,(dv=g,@), we[-11]] m =0,£14243,.. (2.38)
-1

elde edilir.

Bdoylece, (2.20)’deki integral denklem, 1. dereceden, (2.21), (2.22), (2.28) ve
(2.34) ¢ekirdeklerine sahip, bilinmeyen fonksiyonlar Z,(v) ’lerden olusmus

aralarinda baglantisiz sonsuz integral denklemi (2.38)’e indirgenmis olur. Z,(v)’ler

¢ok agik olarak, agagidaki forma sahlptlr ((2.12), (2.24), (2.29), (2.35) formiillerine
bakiniz).

z,()=(1- vz)_% hG(),  ve(-11), (2.39)
h,(v) * ler [-1,1] arahginda Holder siifi fonksiyonlardir.

Denklem (2.38) igin bir ¢6ziim y6ntemi  geligtirmeden once, ¢ekirdek
G, (1) *nin tekil yapis1 ve diizlik 6zelliklerini anlamaliyiz. Surast agiktir ki G, (¢)
herhangi bir ¢#0, noktasinda sonsuz diizgiin bir fonksiyondur, ve G,,,(t)
fonksiyonunun ¢=0 noktas1 yakinlarindaki davramgi ayrintili agiklamalar
gerektirir. Integral (2.34)’iin G(t,(p) fonksiyonuyla analizi, G, (t) nin asagidaki
forma sahip oldugunu gosterir;

G (t)—

1n|t|{1 £PA] - AT + 0w, (O} + 9, () (2.40)

Buradaki w,(t) ve w,(f) 5 kez siirekli olarak tiirevleri alinabilir fonksiyonlardir,
A7 ve A} degerleri sabittirler ve

w_ (L)’ m’ —1/4(kL)’
Ar= 77 (ka) (2.41)

dir.

(2.40)’daki gosterim bizim amaglarimiza uygun olarak G, (#) fonksiyonunun tekil
davranigini tam olarak verir. Buna bagh olarak, K, (¢) ’yi asagidaki esitlik vasitasiyla
tanimlayalim.

11



—4maG,(t) = -—1n|t] +K,(t), m=0x13243,... (2.42): i

(2.40)-(2.42) formiillerinden K, (¢f) fonksiyonlarnin asagidaki gostenhme sahxp r
s i

oldugu kolayca gosterilebilir %,;,mq i

K, (= 1nl|-{A7 + 2 A7 + £y, () - dmay, () (2.43)
A7, A} katsayilan ve y,(t), w,(¢), fonksiyonlar: formiil (2.40)’dakiyle aynidur.

(2.42)’yi kullanarak ve denklem (2.38)i, (-2) ile ¢arparak, bu denklem asagidaki
forma donistiiriilebilir.

J.{— %ln]u ~v+K, (- v)}Zm Wav=-2g,@), ue[-L1], m=0x112,.. (2.44)

-1
ile bilinmeyen fonksiyon
Z,(v)=1z,(v), (2.45)

Bu gosterilimde tabiki (2.39)’deki gosterilimle aymdir.

Boylece; (2.20)’deki integral denklemi; esdeger olarak tip (2.44)’deki 1.
dereceden baglantisiz sonsuz integraler denklemine indirgenmis oldu. Bu denklemin
cekirdekleri, 6zel logaritmik tekillikler ve kars1 gelen diiz fonksiyonun toplamidir.
Denklemin her ¢6ziimi, (2.39) ‘daki forma benzer bir gosterilime sahip olmalidir.

Daha 6ncede ispatladigimiz gibi, denklem (2.20)’nin eger bir ¢dziimii varsa, bu
tek olmalidir. Denklem (2.44) yukandaki fourier transformundan elde edildiginden
(herseyden once (2.24),(2.35) ve (2.45)nolu formiillere bakimz), her denklemin
¢Oziimiiniin, eger varsa tek oldugu kolayca ispatlanabilir.
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BOLUM 3

LOGARITMIK TEKILLIKLi INTEGRAL DENKLEMIN

COZUM YONTEMI

Burada, agagidaki gibi bir integral denklemi inceleyecegiz.
1

[{-Liei oKl wel-u] 6

-1

(3.1)’deki  z(v), bilinmeyen fonksiyondur ve diger tiim fonksiyonlarin bilindigi
varsayilmaktadir. Bilinmeyen 2z(v) fonksiyonunun asagidaki gibi bir forma sahip
oldugunu varsayalim;

) =(1-v)"mv),  ve[-1]] (G.2)

[-1,1] araliginda Holder smufindan bir fonksiyon olan  m(v), ile  b(u)
fonksiyonunun yeterince diizgiin fonksiyon oldugu varsayilmaktadir

;1/(9, r) =K(cos 9,cos7), 9,7€ [0, 7:] (3.3)

fonksiyonuda diizgiin fonksiyon sayilmaktadir; ¢linkii, bu bir siirekli fonksiyondur ve
1. tiirevleri agagidaki gibidir;

w(9,7), é"’g;’f), 5"’;‘:”) ec( [0.z]x[0,x] ) (.4)

bu fonksiyonun karma tiirevi de kareleri integre edilebilir bir fonksiyondur:

& H(9,7)
—ancL( [o7]x[07] ) (3.5)

(2.44)’de bulunan biitiin denklemlerin (3.1)’in 6zel bir durumu oldugu kolayca
gosterilebilir.

Asagida; T.(x), 1. tiirden Orthonormal Chebyshev polinomlarini kullanacagz;

bunlarin her biri iyi bilinen standart 1. dereceden Chebyshev polinomlariyla
birlestirilmistir:

T(x)=d'T,(x), xe[-1]] (3.6)
13



burada; d, =z"* ve d, = (7:/2)V2, n#0 olarak verilir,
l /2 » A
[1-x)" 1,7 (Dax = 5,,, mn=0123.. G.7)

-1

0,, Kronecker delta’dir ve; her bir m#n i¢in. §,, =1 ve §,, =0 ’dir.
[14]. kaynak kitaptaki, 5.4.2.9 formiiliine gére:

.oX
251n5,

icosnx - —In

n=1

x e[-272x] (3.8)

temel fonksiyonlardan sonra, asagidaki esitlik elde edilir;

= T
——lnlu V=) sl (u) (v), u,v e[-1] (3.9)
n=0 'l
burada
=(n2)"; y, =0, nzo0 (3.10)
dur.

z(v), b(u) ve K(u,v) fonksiyonlarimn yukarida bahsedilen 6zelliklerine gore;
bunlar, kendilerine karsilik gelen Fourier-Chebyshev serileri cinsinden yazabiliriz:

z(v)=(l—v2)—vzian:,(v), ve(-11); (3.11)
b(u)=ibnf",,(u), ue[-11]; (3.12)

Ku,v)=D > kLWL,  uve(-11); (3.13)

m=0 n=0

burada; {zn};:o degerleri, bilinmeyen katsayilardir ve {b,, }:=o ile {k,,m}m

m.n=0

degerleri ise; b(u) ve K(u,v) fonksiyonlarinin Fourier Chebyshev katsayilaridir.

1 x
b, = I(l - uz)_v2 bW)T, (u)du = d;* jb(cos¢) cosnpdy; (3.14)
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H K(u T, @), (v) e =

l/2 — ) T7)

=d;'d; J- J.K(cos 9,cos7)cosm9 cosntd 9dr .
00
k.. katsayllarinin asagidaki esitsizligi sagladig1 ispatlanabilir:

i(l+n2)(1+m2) -

n=0

1 [s

<, (.17

O

m=

Yukaridaki esitsizlik; (3.3)-(3.5) ve (3.16)’ nolu formiiller ile (3.15) formiiliinden
pargalar halinde integral alma yoluyla ve Parsevale esitligini kullanarak elde
edilebilir.

(3.11)-(3.13) ve (3.9)’ nolu serilerin sag kisimlarini, denklem (3.1)’ de yerine
koyup, integral ve toplamlarin sirasim degistirir ve denklem (3.7)’ yide kullanirsak,
asagidaki sonucu elde edebiliriz.

Sy Sk JL0-ShA@  uel-u] 619

{f:,(u)}:;o fonksiyonlar sisteminin orthogonal o6zellikleri ((3.7) nolu formiile

bakimiz) ve tamlii; bize son formiiliin sol ve sag kisimlarinin Fourier-Chebyshev
katsayilarini verir.

¥2Z,+ Y kyz,=b,, n =0,12,.. (3.19)

5=0

(3.19)’ da ki denklemler kesme prosiidiiriiyle ¢oziilebilecek sonsuz cebirsel sistem
olarak ele alinabilir. Ancak, bu sistem 1. tiirdendir ve bu yiizden, bu sistemi ilgili
reglilarizasyon prosiidiiriine d6niistiirmek gerekir.

Bu amagla, yeni bilinmeyen katsayilari $6yle tanimlayalim:
Vo =2,[¥,, n=0,12,. (3.20)

ve (3.19)’ deki denklemin her iki tarafim y, ile ¢arpalim; sonug olarak agagidaki
denklemi elde ederiz;

Vot D V¥ ks =Vabas  1=0,12,.. (3.21)

s=0

15



Asagidaki katsayilar: tanimlayalim

A~

ks =7,V Kngs  1=0,1,2,..., (3.22)
matris-operator,
R={k.} (3.23)
ve kolon-vektérlerini;
y=Uee s b={8 5 b=rb. (3.24)

Sonug olarak, sistem (3.21) asagidaki gibi yazilabilir;

Yo+ D kuy, =b,, n=0,12,. (3.25)

§=0

ve fonksiyonel denklemin formu;
(1+R)y=5, ybet,. (3.26)

seklinde olur.

(3.17) ve (3.22) formiillerinden

0 @

22(1+n)(1+s1km|2 < oo (3.27)

n=0 s=0

dur, K operatdrii kompaktir ve Hilbert-Schmidt operatoriidiir.

(3.11), (3.20) ve (3.24) nolu formiiller yardimiyla; denklem (3.26)’ nin ¢6zimii
olan y, sayet varsa; denklem (2.44)’ iin herhangi bir z(v) ¢6ziimii,;icin
bulunabilir. Aymi formiillerle ters ydnde islem yapilirsa, denklem (3.26)’nin
¢ozlimiinden, denklem (3.1)’ in ¢6ziimii; sayet varsa, bulunabilir. Buna gére (3.1)
ve (3.26) nolu denklemler egdegerdir.

Denklem (3.1)’ in; denklem (2.44) i¢in ispatladifimiz 6zelliklerle, ayn1 6zellige
sahip oldugunu varsayalim; bu durumda denklem (3.1)’in ¢6ziimii olan z(v), sayet
varsa tek ¢oziimdiir. Bu gergekten hareketle ve 2. tiirden kompakt operatdre sahip
denklemlerin Fredholm alternatifinden iyi bilindigi lizere; denklem (3.26)"1 keyfi bir

sag tarafli vektor b igin bir ¢oziime sahiptir, yani (7 + H)™' operatorii vardir.

Bu durumda; denklem (3.26)’nin sayisal ¢dziimiinii gerekli herhangi bir
dogrulukta hesaplamak miimkiindiir (Girig kismina bakimz).
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Simdi (2.44)’te verilen sonsuz integral denklemleri kiimesine geri dénelim. Bu
denklemlerden her biri (3.1)’deki forma

K(u,v)= K, (u-v) (3.28)

ile birlikte sahiptir ve sonug¢ olarak her biri (3.26)’da verilen sonsuz cebirsel
denkleme, agagidaki matris operatorle birlikte, indirgenebilir

R=R"={kr}" (3.29)

ns s,n=0

bu esitlik (3.28), (3.15), (3.16), (3.22) ve (3.23) nolu formiiller aracihifiyla elde

edilebilir. K™ operatorleri, (3.27)’de verilen &zellige, kendi &, = k™, katsayilan
i¢in sahiptir, ve bunlar £,, uzayinda kompakt operatérlerdir.

Bu yiizden, (2.44)’ te verilen sonsuz integral denklemleri kiimesi, £, uzayinda
tamimlanan asagidaki sonsuz kiimeye indirgenebilir;

~

(1+R")y" =b",  y"b, el,, m=0,12,. (3.30)
K™ operatorleri £, ’ de kompaktir.

Daha 6ncede ispatladiimiz gibi; (2.44)’deki her bir denklemin ¢6ziimii, sayet
varsa, tektir. Buna gore, yukarida da sonuglandirdidimiz gibi aym 6zellik (3.30)’da
ki her bir denklem iginde gegerlidir, ayrica Fredholm alternatifine gore, (3.30)’da ki
kiimenin her bir denklemi sadece tek bir ¢6ziime sahiptir. Buna gore; (2.44), (2.26)
ve (2.20)’deki her bir denklem bu 6zellige sahiptir. Denklem (2.20)’ nin tek ¢6ziimii

olan, Z(p), formiil (2.10) aracilifiyla (2.1)-((2.9)’da verilen Dirichlet kinnim sinr
deger probleminin ¢dzlimiind (retir. Z(p) fonksiyonu; (3.30)’da verilen

y", m=0,1,2.. ¢coziimlerinden, (2.24), (2.29), (2.32), (2.45) formiilleri ile (3.11) ve
(3.20) tipi formiillerin ters sirada alinmasi aracilifiyla elde edilebilir. Boylece:

a) (2.1)-(2.9)’da verilen Dirichlet kirinim problemiyle, (3.30)’da verilen 2.
tiirden sonsuz cebrik sistemler kiimesinin esitligini, ve;

b) Bu kirtnim probleminin sadece tek bir ¢éziime sahip oldugunu ispat etmis
olduk.
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BOLUM 4

SONUC

Sonlu uzunlukta, sonsuz incelikteki dairesel silindirde; skaler dalga kiriniminin
Dirichlet simir deger problemi ¢6ziilmiis oldu. Coéziim, ¢, ’de kompakt olan
operatorlerle birlikte; £, uzayinda, matematiksel anlamda 2. tiirden fonksiyonel
denklemlerin sonsuz kiimesine indirgenmis oldu. Béyle sonsuz cebirsel denklem
sistemlerinden olusan her bir denklem, sadece tek bir ¢6ziime sahiptir. Bu ¢6ziim;
cebirsel sistem igin verilen kesme prosiidiiriiyle bulunabilir. Bu fonksiyonel
denklemin; sonsuz ¢dztimler kiimesi, sinir deger probleminin tek ¢oziimiinii tiretir.

Bu sonuglar; konvansiyonel Orthogonal Polinomlar Metoduyla, Analitik
Regiilarizasyon Yonteminin birlestirilmesinden olugturulmus olan, teklif edilen yeni
yontem aracilifiyla alinmigtir. Boylece; bizim yaklasgimimizin, olduk¢a genis olan
kinnim probleminin, sayisal ve teorik olarak incelenmesinde, oldukg¢a giiglii bir arag¢
oldugu gosterilmistir.
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