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OZET

TEZIN BASLIGI: Dalga Kilavuzu ve Susturucu Ortaminda Helmholtz
Denkleminin Yiksek Dereceli Siki Formdilasyon ile Cozimi igin Bir Yéntem
Geligtirme

YAZAR ADI  :ibrahim EFE

GUnumUzde hesaplamali bilimler birgcok fiziksel olayin analizinde
deneylerle elde edilen sonuglara alternatif olusturarak disuk maliyetli ve ¢ok
daha kisa surede gergcege ¢ok yakin degerler ve analiz sonuglari alinmasina
imkan saglayacak ydontemler kullaniimaktadir.

Bu yontemlerden YUksek Dereceli Siki (YDS) formilasyon 6zellikle
Hesaplamali Akiskanlar Dinamiginde cokga kullanilmaya baslamistir. Tez
calismamizda bu formuilasyonun Elektromanyetik ve Akustik problemlere
uygulamasini gerceklestirdik. Fizik¢ci ve mihendisler siklikla gercekgi bir
dalga yayilmi ve yansima simulasyonuna ihtiya¢ duyarlar. Bu tez
¢alismasinda YDS formilasyonu dalga yayilimi similasyonu icin Helmholtz

denkleminin ¢ézimunde kullaniimigtir.

Literatirde akigkanlar mekanigi ve elektromanyetik problemlere ait
bircok sayisal metot bulmak mimkdandar ([1], [2], [3], [4] ve [5]) Tez
calismamizda YDS formilasyonunun dalga kilavuzu ve susturucu ortamlar
icerisinde Helmholtz denkleminin ¢6zimine uygulanmasi gdsterilmistir. Bu
ybntemle dokuz noktal siki sablon uygulanarak dérdinci derece dogruluga
sahip ¢6zUmler elde etmek mumkindir. Yontemin diger siki yaklasikliklara
gbre farki kullanilan denklemsel yapi nedeniyle esnek bir kullanima sahip
olmasidir. Bu ydnU sayesinde ikinci dereceden iterasyon ydntemlerinin

kendisine uygulanmasina imkan vermektedir.

Bu calismada YDS formilasyonu kullanarak akustik susturucu dizenedgi
icerisinde Helmholtz denkleminin bir ¢6zimunU gerceklestirip literatirdeki

diger ¢cdzimlerle karsilastirdik.



SUMMARY

TITLE OF THE THESIS: High Order Compact Formulation Of Helmholtz
Equation On Waveguide and Muffler Media

AUTHOR  :ibrahim EFE

Computational approaches in analysing many physical phenomena are
becomming an alternative to the experimental approaches. With the
advances in todays computer hardware technology the computations

become cheaper and faster.

High Order Compact (HOC) formulations are becoming more popular
especially in Computational Fluid Dynamics (CFD) field of study. In this
thesis we have applied the HOC formulations to Electromagnetics and
Acoustic problems. This thesis deals with application of the HOC formulation
to Helmholtz equation to simulate wave propagation and acoustic scattering

interaction.

In the literature, it is possible to find numerous different type of iterative
numerical methods for the various fluid dynamics and electromagnetics
problems [1], [2], [3], [4], [5]. In this study, we will present a new higher order
compact (HOC) scheme for Helmholtz equation and with this new formulation
we will solve the waveguide and muffler problem as a demonstration of the
efficiency of the new formulation. With the presented new scheme, it is
possible to obtain fourth order accurate solutions using a compact nine point
stencil. The advantage of the new formulation is that any iterative method
can be used for the solution of the governing equations and most importantly
one can easily switch from second order spatial accuracy to fourth order
accuracy only by adding some coefficients into the code using this new
formulation.

Using this new compact formulation, we have solved the wave
propagation in a muffler with fourth order spatial accuracy. Furthermore, we
have compared the solution of new HOC scheme with those of other
methods found in literature.
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1.GIRIS

Son vyillarda 06zellikle bilgisayar teknolojisinde yasanan gelismeler
bilgisayarlarin islem guclnin ve hafizalarinin oldukga artmasini saglamistir.
Bununla birlikte hesaplamali bilimler ve fiziksel sistemlerin similasyonu da
ayni oranda gelisme goOstermigtir. Burada bahsedilen hesaplamali bilimlerin
basinda Hesaplamali Akiskanlar Dinamigi (Computational Fluid Dynamics -
CFD) ve Hesaplamali Elektromanyetik ~ Teori (Computational

Elektromagnetics - CEM) gelmektedir.

Bilgisayar ortaminda canlandirilan fiziksel sistemler sayesinde hem
ekonomik hem de c¢alisma zamani bakimindan buyldk tasarruflar

saglanmakta ayrica kullanilan ig gucu de azalmaktadir.

Tdm bu onemli gelismeler ve edinilen faydalar neticesinde CFD, CEM
gibi calisma alanlari kendi baglarina birer bilim dali olarak kabul edilmeye
baglamistir. Bu alanlarda kullanilan degisik sayisal yontemler surekli olarak
gelistiriimekte ve iyilegtiriimektedir. Kullanilan sayisal yontemlerin baglicalari
Sonlu Farklar Metodu (Finite Difference Method - FDM), Sonlu Elemanlar
Metodu (Finite Element Method - FEM), Sonlu Hacim Metodu (Finite Volume
Method - FVM), Moment Metodu (Moment Method - MoM) gibi c¢okca

kullanilan yontemlerdir.

Bu tez calismasinda son yillarda akiskanlar mekaniginde siklikla
kullaniimakta olan Yuksek Dereceli Siki Formulasyonlu (High Order
Compact) sonlu fark denklemlerinin tanitimi ve akustik ve elektromanyetik
problemlerin ¢éziumunde kullanilabilirligi  gosterilmistir. Bunun ig¢in dalga
kilavuzu ve susturucu ortami igerisinde yayilan dalganin frekans domeninde

¢6zUmu yapilmistir.

Yuksek dereceli siki formulasyonlar 6zellikle CFD alaninda giderek daha
genis bir kullanim alani bulmaya baslamistir. Burada klasik sonlu fark
yontemlerinden farkli olarak ¢6zumia yapilacak sistemin ikinci dereceden

dogruluk yerine dérdincu dereceden dogrulugunun elde edilebilir olmasidir.



Dennis ve Hudson [1]i MacKinnon ve Johnson [2], Gupta [4], Spotz ve
Carey [5] ve Li [6] yUksek dereceden siki formulasyon yaklagimlarinin ne

derece etkili olduklarini gostermislerdir.

Yapmis oldugumuz bu c¢alisma ile dalga kilavuzu ve susturucu
ortaminda elektromanyetik ve akustik dalga yayilmasi simuilasyonunda
gercede oldukca yakin sonuclar elde ettigimiz yeni siki formulasyonu

literatlire sunuyoruz.



2. DALGA DENKLEMI

Elektromanyetik  dalgalar Maxwell denklemleriyle tanimlanan
elektromanyetik olaylarin bir sonucu olarak elektrik ve manyetik alanin

boslukta veya maddesel bir ortam icerisinde ilerlemesidir.

Ses (akustik) dalgalar ise herhangi bir akiskan ortamda meydana
gelen uyaricinin akigkan ortami sikistirmasi ve akiskan molekullerinin

zamana bagl olarak birbirini itmesi sonucu ilerlemesiyle olusan dalgalardir.

Elektromanyetik dalgalar ve akustik dalgalar yapilari, yayilimlari ve
fiziksel Ozellikleri itibariyle birbirlerinden ¢ok farklliklar arzetseler de
matematiksel olarak ayni klasik dalga denklemini saglamaktadirlar. Bu
bolimde hem elektromanyetik hem de akustik olaylarin dalga denklemiyle

nasil ifade edilebilecekleri gosterilmistir.

2.1. Maxwell Denklemleri ve Elektromanyetik

Dalga Denkleminin Eldesi

Dogada meydana gelen elektromanyetik olaylarin matematiksel
ifadeleri Faraday, Amper, Gauss gibi bilim adamlari tarafindan ortaya
konulmustur. Ancak Maxwell bu denklemlere deplasman akimini da
ekleyerek elektromanyetik olaylarin dalga 06zelligi goOsterdigi sonucuna
ulasmistir. Maxwell denklemlerinin gecerliligi daha sonra Heinrich Hertz
tarafindan yapilan deneylerle de gosterilmigtir. Elektromanyetik teoriyi

olusturan Maxwell denklemleri su sekilde verilebilir.
V-D=p (2.1.1)

V-B=0 (2.1.2)



VxE=-2 (2.1.3)

Vxﬁ:j+%? (2.1.4)

Burada D (C/m?) elektrik deplasman, B (T) manyetik indiiksiyon, E (V/m)
elektrik alan siddeti ve H (A/m) manyetik alan siddeti, J (A/ m2) elektrik akim

yogunlugu, pise ylk yogunlugudur. Ancak Maxwell denklemlerinde alanin

icinde bulundugu ortamla ilgili bir bilgi bulunmamaktadir. Ayrica denklem
sayisi denklemler icerisindeki bilesen sayisindan az, yani sistem belirsizdir.
Genelde p ve J manyetik alanin uyarici kaynaklari olup degerleri bilinir.
Bundan sonra problem D, B, E ve H nin bulunmasi haline déniismiis
olur. Sistemi tamamen belirli yapmak igin ortamin 0&zelliklerine ait yeni
denklemler yazmamiz gerekir. Bu yeni denklemler deneyler sonucu ortaya
cilkar ve ortamin bunyesine ait bilgiler igerdiklerinden dolay1 bunye
denklemleri adini alirlar. Eger ortam basit ise bu alan vektorleri birbirlerine

(2.1.5) ve (2.1.6) nolu binye denklemleriyle baghdirlar.

D =¢E E=¢&,¢, (2.1.5)

B = uH M= Ho M, (2.1.6)

Buradaki ¢ ortamin dielektirik sabiti, 4 ise manyetik gecirgenigidir. &,
ise boslugun dielektirik sabiti olup degderi (8.854x10™F /m*), ¢, ise ortama ait
bagil dielektrik sabitidir. z, bogluga ait manyetik gegirgenlik olup degeri
( 4zx107H/m* ), u ’'de ortamin badl manyetik gegirgenligi olarak

hesaplanir. Bdylece Maxwell denklemleri kaynaklarin bulunmadigi bir

ortamda



V-E=0 (2.1.7)

V-H=0 (2.1.8)
. oH

VxE=—pu— 2.1.9

X 1 (2.1.9)

vxi =L (2.1.10)
ot

seklinde yazilabilirler. Vektor 6zdesliklerden birisini hatirlatacak olursak
VxVxA=V(V-A4)-V>4 (2.1.11)
esitligi mevcuttur. Bu esitligi £ elektrik alani igin yazarsak
VxVxE=V(V-E)-V’E (2.1.12)

ifadesini elde ederiz. Esgitligin sag tarafinda parantez icerisindeki diverjans

terimi (2.1.7) denklemine gore boslukta sifir degerini aldigindan denklem
VxVxE=V(0)-V’E (2.1.13)
seklini alir. Sifirin gradyeni de sifir oldugundan denklemin sag tarafi
VxVXE=-V’E (2.1.14)

seklinde sadelesir. Sol taraftaki VxE ifadesi icin yine Maxwell

denklemlerinden (2.1.9) nolu deklem de ifade edilen esiti yazilirsa

VX(_,,%_’;’]:—WE (2.1.15)



halini alir. Parantez igerisindeki turev operatoru digari alinip rotasyonel

operatoru igeri yazilir

—ﬂ%(VX]:I)Z—Vzé (2.1.16)

ve yine Maxwell denklemlerinden (2.1.10) nolu denklem kullanilarak parantez

icerisindeki ifade

—,u%(gaa—l;:]=—V2E (2.1.17)

haline gelir. Elde etti§imiz denklemi dizenlersek

=0 (2.1.18)

denklemini elde ederiz ki olusan bu denklem elektrik alan igin dalga

denklemidir. Ayni islemler H manyetik alani igin yapilirsa bu defa da

manyetik alan i¢in dalga denklemini elde ederiz

Py

ot*

V’H — ue

=0 (2.1.19)

(2.1.19) ve (2.1.20) denklemlerinin matematiksel simetrisi ¢éztUmlerinin de
ayni oldugunu gosterir. Yani hem elektrik alan hem de manyetik alan
vektorleri dalga formunda yayilmaktadir. z ve & terimlerinin sifirdan farkl
bir degerde olmasi denkleme dalga karakteristigi katar ve sonlu bir yayilma

hizi oldugunu gosterir. Dalganin yayilma hizi

(2.1.20)

Vv =
Tz



olmak Uzere (2.1.18) ve (2.1.19) nolu dalga denklemleri

Vzﬁ—%f;f =0 (2.1.21)
Ve

Vzﬁl—viza;[j =0 (2.1.22)
seklini alirlar.

2.2. Akustik Dalgalar

Ses, son derece kuguk genlikte basing degisikliklerinin kulak zarini
titrestirmesidir ve bir dalga hareketi karakteri gosteren bu olaya mekanikte
akustik dalga adi verilir. Akustik dalgalarla elektromanyetik dalgalar
matematiksel olarak ayni dalga denklemini saglamasi yaninda aralarinda
onemli farklihklar da bulunur. Oncelikle elektromanyetik dalgalar boslukta
yayilabildigi halde akustik dalgalar yayilmak i¢in maddesel bir ortama ihtiyag
duyarlar. Ayrica ses dalgalari boyuna dalgalar, elektromanyetik dalgalarsa

enine dalgalardir.

Viskozitenin ve 1sil iletkenligin ihmal edilebilecegi hava ve su gibi akiskan
ortamlarda akustik dalga yayilimi, akigkan Uzerine uygulanan basing

degisikligi altinda yogunlugun degismesi prensibi ile aciklanabilir.

1- Gazlar hareket eder ve yogunluklari degisir
2- Yogunluk degisimi bir basing farki meydana getirir

3- Basing farkindan dolayi gaz hareket etmeye baslar

Buradaki ikincisi prensipten baslarsak gaz, sivi veya katilar i¢in basing,

yogunlugun bir fonksiyonudur. Baslangigta p, yogunluklu bir ortamda



P, basincinin oldugunu kabul edelim. Ortama bagli olarak da basinci

yogunlugun bir fonksiyonu olarak P:f(p)§eklinde yazalim. Ses dalgalari

icin basingta meydana gelen degisim oldukga kuguk boyuttadir. Boyle bir

ortamda basing ve yogunluk
P=PF +P ve P =p,+pP, (2.21)

olarak verilebilir. Burada basing degisimi P,, P, 'a gore g¢ok kucuk ve

yogunluk degisimi p, de p,’a gore ¢ok kiuguktur. Bu durumlar igin

P+P = fpy+p.)= flpy)+p..f (p0) (2.2.2)

esitligi kabul edilebilir. x, ortamin sikigtirilabilirligiyle ilgili bir sabit olmak

uzere

_ap

_ar (2.2.3)
dp P=Po

P=xp, ve x=f(p,)

ikinci prensibe ait matematiksel ifadeyi elde etmis oluruz.

Birinci prensibi inceleyecek olursak Sekil 2.1’deki gibi bir miktar havanin

ses dalgasi ile birlikte ilerlemesini gdéz 6nlne almaliyiz.

X(x,t)

-l
Eski Hacim Yeni Hacim

X X+ Ax X+ X(x,t) (x+Ax)+ X (x + Ax, 1)

- -

X(x+ Ax,t)

Sekil 2.1 Havanin sikisip genleserek sesi iletmesi



Baslangicta x ile x+ Ax araliginda duran hava ufak bir uyartim alarak

X+ X(x,t) ile (x+Ax)+ X(x+Ax,t) araligina ilerlemis olsun. Eski ve yeni

hacim icerisinde ayni miktarda madde bulunmasi gerektiginden
PolAx = plx + Ax + X (x + Ax, 1) — x — X (x,1)] (2.2.4)

esitligi saglanmalidir. Ax ’in ¢ok kiigUk oldugu g6z 6nunde bulundurulursa
X(x+Ax,t)—X(x,t)=(aa—XJAx (2.2.5)
X

X yer deg@isimi miktari olmak Uzere

pOAx:p(a—XAx+Ax) (2.2.6)
ox
oX oX
po=—py (2.2.7)
ox ox

olarak yazilabilir. Burada p, ve %ﬁ terimleri cok kuguk degerler oldugundan
X

ihmal edilebilir ve

oX
P = —Poa— (2.2.8)
X

olarak yazilabilir.

Ucglincli prensip icin yine Sekil 2.1’e bakarsak Ax genigligindeki hacmin
sol tarafinda P(x,t) basincinin, sag tarafinda da P(x+ Ax,t) basincinin

oldugunu varsayalim. Bu hacme etki eden net kuvveti de
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P(x,t)— P(x+Ax,t) = —(Z—PAx = —ZPE (2.2.9)
X X

seklinde yazabiliriz. Newton’'un hareket kanunu ( F =md ) geredi bu net

kuvvet

o’X  oP

- =—_¢ 2.2.10
pO atz ax ( )

olarak bulunur. Elde ettigimiz (2.2.3), (2.2.8) ve (2.2.10) nolu denklemler x’e
bagli bir boyutlu dalga denklemi elde etmemiz icin yeterlidir. (2.2.3) nolu

denklemi kullanarak (2.2.10) nolu denklem icerisinden P, buyuklugunu
cikartabiliriz. Boylece (2.2.10) nolu denklem

2
p, OX 9P (2.2.11)

ot? Oox

seklini alir. Buradan da (2.2.8) nolu denklemi kullanarak p, buyuklugunu

denklemden atabiliriz.

o’X  o’X

=K 2212
ot ox’ ( )
Son olarak x yerine v’ yazilirsa
o’X 10°X

-— =0 2.2.13
ox® v oot ( )

seklinde bir boyutlu dalga denklemini elde etmis oluruz.
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2.3. Tek Renkli Dalgalar ve Helmholtz Denklemi

Daha oOnceki bolumlerde elektromanyetik ve akustik ortamlar icin elde

ettigimiz dalga denklemi hiperbolik tipte bir kismi diferansiyel denklemdir.

2—»
vzﬁ—vizgtz‘ 0 (2.3.1)

Burada iu(x,y,z,t) dalga fonksiyonu, v ise dalganin yayilma hizi olup
elektromanyetik dalgalar icin 1sik hizi, akustik dalgalar icinse ses hizi

degerindedir.

Tek renkli (monokromatik) yani sabit bir frekansa sahip sints formuna

uygun dalgalar

Uy = A.cos(ot + @) (2.3.2)

formunda ifade edilir. Burada A genlik, @ agisal frekans, ¢ zaman ve ¢ de

faz acisini gosteren buyukliklerdir. Euler formulu

e’ =cos@ + jsin@ (2.3.3)
yardimiyla (2.3.2) denklemi

u(t) = Re{A cos(a)t + ¢) + jA cos(a)t + ¢)} (2.3.4)
= Re{Aej (“’”"j)}

= Re{Aej"’ej“’t}

= Re{Ue”‘”}
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seklinde ifade edilir. Burada Re sembolu reel kisim anlamina gelmektedir.
Karmasik sayi olan U ise u(¢)’nin fazérl olarak adlandirilir. Karmasik sayilar

kutupsal veya kartezyen formda gdsterilebildikleri icin ayni sey fazorler igin

de gecerlidir.

Tek renkli dalgalar s6zkonusu oldugunda kaynaksiz ortamda Maxwell

denklemleri fazér formunda su sekilde yazilirlar.

V.E—0 (2.3.5)
V.H 0 (2.3.6)
VxE=—jouH (2.3.7)
VxH = joeE (2.3.8)

Maxwell denklemlerini bu sekilde ifade etmek zamanla degisimi (2.3.2)
gibi olan dalgalarin incelenmesini oldukga basitlestirmektedir. Bu
denklemlerden Onceki bolimde yapildidr sekliyle dalga denklemine

ulasiimaya calisilirsa zaman turevi sifir olan bir dalga denklemi elde edilir.

VE+K’E=0 (2.3.9)
V’H+k*H =0
k=2 (Dalga Sayisi)

Elde ettigimiz bu denklem eliptik tipte bir diferansiyel denklem olup
Helmholtz denklemi adini alir ve ¢ézumu tek renkli dalgalar i¢in dalga

denkleminin ¢ézUmunu verir

Tez galismamizda iki boyutlu kartezyen koordinat sisteminde ¢ozum
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aranacagindan denklem

2 1= 2 1=
2§+Z§+k2§:0 (2.3.10)
X oy

217 2717
0 ]Z+8 1;1+k2f1:0
ox oy

seklini alir.

2.4. Sinir Kosullari

Tez calismamizda ¢6zumunu aradigimiz dalga kilavuzu ortaminda

kullandigimiz sinir kosullart tam yansimali sinir kosulu olup kilavuz

yuzeyinde yayilan dalganin dik hiz bileseni sifirdir.

n-v=0 (2.4.1.a)
Fropagasyon
artami
n Tarn yansimal
~ slnir
Sekil 2.2 Sinir kosulu
Ve bu tur sinirlarda Neumann sinir kosulu gecerli olup
@ _, (2.4.1.b)
on

seklinde ifade edilir.



14

3. YUKSEK DERECEDEN SIKI (YDS)

SONLU FARKLAR YAKLASIMI

Daha onceki bolumlerde elektromanyetik ve akustik dalgalar igin dalga
denklemini g¢ikarip bunu tek frekansli dalgalar icin Helmholtz denklemine
indirgedik. Bu bolimde oOnce yuksek dereceden siki yaklasim tanitilacak
daha sonra da dalga kilavuzu ve susturucu igerisinde dalga yayihmini simule
etmek icin bu ortamlarda Helmholtz denkleminin ¢6zimU bahsedilen
yaklagimla gerceklegtirilecektir. Burada sinirlarda ise Thom yontemi ve tekil

sinir noktalarda sonlu hacim metodu ele alinacaktir.

3.1. Dalga Kilavuzu ve Susturucu Problemi

Dalga kilavuzu gibi yapilarda monokromatik dalgalarin analizinde
genellikle klasik dalga denklemi yerine uygun sinir kosullarina bagh olarak
Helmholtz denkleminin ¢bézimu aranir. Hiz potansiyeli @, dalga sayisi k£ ve

kaynak fonksiyonu g olmak uzere x ve y kartezyen koordinatlarina bagli

olarak Helmholtz denklemi su sekilde verilebilir

Rt SR ()
+

+k*® = 3.1.1
Ox? 8y2 & ( )

Kaynaksiz bir ortamda g = 0 olacagindan boslukta Helmholtz denklemi

o'd  0*D

P + . +E°D =0 (3.1.2)

halini alir. Eger bu denklemi ikinci dereceden sonlu farklar kullanarak ¢ozmek

istersek elde edecedimiz sonlu fark denklemi soyledir

O +D, +k’D+O0(Ax*,Ay*) =0 (3.1.3)
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Burada
O 2D +D
Y Ax;* ot (3.1.4.2)
O . 2D +D
P, = (3.1.4.b)
Ay

olarak yazilirlar. Taylor serisini dérduncu tlreve kadar yazip buradan ikinci

tlrev ifadesini cekersek

Ax 2 Ax3 4

q)(x+Avc) = q)(x) +(D1(x)T+q)H(x) 2l +q)111(x) 3 +q)IV(X) 4) (315a)
Ax Ax® Ax? Ax*

q)(foX) :q)(x) —CDI(X)T+CD”(X) o _(DHI(X)7+¢)1V(X) a1 (3.1.5.b)

Burada @ 'nin x etrafindaki ileri ve geri acilimlarini taraf tarafa topladigimizda

Do T Py =2P ) +2 (3.1.6)

ve buradan @ 'nin ikinci turevini ¢gekersek

2
ol =0, -l

Ty P O(Ax*) (3.1.7.a)

ve ayni sekilde

Ayz 4
Oy =P, =P, + O (3.1.7.b)
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denklemlerini yazabiliriz. Burada doérdincu dereceden tlrevi ifade edip
yazabilirsek ifadelerimiz de dorduncu dereceden olur. Buna gore Helmholtz

denklemi

_Aizq)”/

xx _U (x) »w 12 )

+E7D+0(Ax*,Ay*) =0 (3.1.8)

haline gelir. Bu denklem doérdincu dereceden sonlu farklarla yazilmig
Helmholtz denklemidir. Burada problemimiz doérdincu dereceden tlrevlerin

nasil hesaplanacagidir. Bunun iginde (3.1.2) nolu Helmholtz denklemini

kullanarak

2 2
0 g) :—a c?—kch (3.1.9.a)
ox oy

3 3
N (3.1.9.b)
Ox Ox0y ox

4 4 2
00__ 00 1200 (3.1.9.c)

ot ox* oy’ ox®
Burada standart ikinci dereceden merkezi sonlu fark formullerini uygularsak

o'd

e -0 —k*®  +O0(Ax?) (3.1.10)
o'd
8y4 - _q)ﬂ}’y —kZCDW +O(Ay2) (3.1.11)

denklemlerini elde ederiz. Elde ettigimiz bu denklemleri (3.1.8) nolu

denklemde yerine yazarsak
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2 2 2 2
1+ 2 el 142 0o + 20 2 6 L ko+0(Ar,AY) =0
12 : 12 w g R g

(3.1.12)

denklemiyle elde ettigimiz Helmholtz denkleminin dérdinci dereceden sonlu
fark ifadesi olur. Eger bu denklemi nimerik olarak c¢ozersek Helmholtz
denkleminin dordincu dereceden bir ¢6zUmund elde etmis oluruz. Burada

(Ax = Ay = Ah ) almak suretiyle

xXxXyy

2 2 2
(1+Alh2 kz)q>m+(1+Alhz k2j®yfv+k2d)+%d) +O(Ax*, Ay =0

(3.1.13)

denklem formunda bir ifade vyazabiliriz. Burada asagidaki katsayilar

kullanildiginda daha sade bir bicimde denklemimizi

2 2 4

(1+A)z?+(1+A)2?+k2cp+3652;b2:o (3.1.14)
X Y X oy
2

A= Alhz K (3.1.15.)
2

B:Aél (3.1.15.b)

olarak yazabiliriz. Bu sekilde ifadenin sagladigi bir kolaylikta 4 ve B
katsayilarinin sifir secilmesi durumunda denklemin standart ikinci dereceden
dogruluga sahip olmasidir. Yani yazilan kod sadece katsayilarin
degismesiyle rahatlikla ikinci dereceden veya doérdinclu dereceden bir ¢ozim

saglayabilir.
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Elde ettigimiz (3.1.14) nolu denklemi Tablo 3.1’i kullanarak $ekil 3.1’de
gorulen dokuz noktali sablona uygularsak (3.1.16) nolu denklemi elde ederiz.

O, . -20. . +D. . O . 20 .+D. .
(1+A) i+l,j hzl,(/ i-1,j +(1+A) i,j+1 hzla.l i,j-1 +k2q)
cDi+1,j+1 —Z(I)[’ﬁ1 -I-CI)H’_/.Jr1 —2CDH1J +4CD[J —ZCDHJ +q)l.+1’j71 —ZCI)[J?1 +q)H,_/71
+B T =0

(3.1.16)

Tablo 3.1. Standart ikinci dereceden merkezi fark ayristirmalari

fx fi+1,j - fi—l,j
2Ax
fy fi,j+1 - ﬁ,j—l
2Ay
fxx fi+1,j - 2fi,j + j;’—l,j
sz
fyy f;',j+1 - Zfi,j + i,j-1
Ay2
fxy fi+1,j+1 _fi—l,j+1 _fz'+1,j—1 + i-1,j-1
4AxAy
fxxy fi+1,j+1 - 2fi,j+1 + i-1,j+1 fi+1,j—1 + 2fi,j—1 _fi—l,j—l
2Ax* Ay
fxyy fi+1,j+1 _2fi+1,j + i+1,j-1 _fi—1,j+1 + 2fi—1,j _fi—l,j—l
2AxAy*
fxxyy f;'+l,j+l _2fi,j+1 + i-1,j+1 _2fi+1,j +4fi,j _2fi—1,j + i+1,j-1 _Zfi,j—l + i-1,j-1
szAy2
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i-1,j+1 ij+1 i+1,j+1
P » »
i-1,j i) Lo
P * i1
h
i-1,-1 i1 oy
- o o1
-

Sekil 3.1 Dokuz noktali sonlu fark sablonu

3.2. Giris ve Cikis Fonksiyonlari

Tipik bir dalga kilavuzu birbirine paralel olarak yerlestiriimis tam yansitici
(elektromanyetik icin mikemmel iletken, akustik icin rijit yapida sinir)
duvarlardan olugsmus kayipsiz bir sistemdir. Burada elektromanyetik veya
akustik dalgalar kilavuz boyunca yalnizca temel mod frekansi iletilecek ve

yan mod frekanslari sonimlenecek sekilde iletilirler.

Sekil 3.2°de gdésterilen sekilde bir dalga kilavuzu geometrisinde, dalganin
yayllma yonune konulacak tam yansimali sinir kosuluna sahip bir engel
kendisine ¢arpan dalganin geri tam yansimasina neden olacaktir. Buna gore

gelen dalga, iletilen ve yansiyan olmak Uzere ikiye ayrilacaktir

A C
_ | |
Inc | |
: : trans
« @ @ |—
- I I
I I
| |
E D

Sekil 3.2. Dalga kilavuzunda iletim ve yansima
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Buna gore iletilen dalga kaynaktan gelen dalgadan geri yansiyan

dalganin gikarilmasi ile ifade edilir

D= D" + DY =D e 4 RO e/ (3.2.1)

Burada @, gelen dalganin genligi, R yansima katsayisi, T iletim
katsayisi ve k, dalga sayisini ifade etmektedir. AB noktalari arasi girig

fonksiyonunun verildigi sinir ve CD de ¢ikisin alindigi sinir olmak Gzere AB

hoktalarinda girig fonksiyonu

%I: = jk,® — 2 jk, D e (3.2.2)

ifadesi ile verilir.

I N I L

Sekil 3.3. Kaynak fonksiyonu

Bu denklemi sonlu fark denklemi olarak yazarsak (3.2.3) denklemini elde

ederiz.

=@, +2hjk 20 e - D, ] (3.2.3)

i-1,j i+l,j

Benzer sekilde CD noktalari arasinda ¢ikis fonksiyonu igin sinir sarti

%I: _ jk,® (3.2.4)

seklinde verilir.
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STV RSA

Sekil 3.4. Cikis fonksiyonu

Denklem (3.2.4)e sonlu fark formuli uygulanirsa elde edecegimiz
denklem (3.2.5) deki gibi olacaktir.

@, =-2hjk,®,, +D, (3.2.5)

i+l,j
Elde ettigimiz (3.2.3) ve (3.2.5) denklemlerini FOH denkleminde

yazarsak (3.2.6) ve (3.2.7) nolu denklemleri elde ederiz. Bunlar giris ve ¢ikis

noktalarindaki HOC Helmholtz denklemleridir.
(3.2.6)
R+ A)-40,, + @, +(®

+BAD, , -2(D,,,; +(D
+ (O — 2.hjk,(®

i~ 2Hk, (q)i,j —20 b ))“‘ O, ., +D ]“‘ h4k2q);,j
il 2hjk, (‘Di,j - 2(Doe_jkox )+ @

—2@ge ) + Doy +(P

i,j-1
+ (Di,j—l ) + q)i+l,j+1
—2hjk, (q)i,j—l - 2q)oeijknx ))=0

i,j+1

i+1,j+1 i,j+1 i+l,j-1

(3.2.7)

R 1+ A)-40, , +(@
+ B(4D, , —2((®,

i-1,j
+ ((Di—l,j+1 - 2hjk0(Di,j+l) +0

- Zhjkocpi,_/ )+ q)i—l,j + q)i,_/+1 +@
—2hjkOCDl.,j )+ O, +, +<1)l.7j_1)

i,j+1
+ ((Di—l,j—l - 2hjk0q)i,j—l )+ (I)i—l,j—l) =0

472
i-1,j i,_/—1]+h k cDi,j

i-1,j+1
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3.3. Sinir Kogullarinin Uygulanmasi

3.3.1. Thom Yontemi

Onceki boélimde dalga kilavuzunun duvarlarinda tam yansimali sinir
kosulunun gegerli oldugundan bahsetmistik. Buna goére denklemimizde

kullandigimiz hiz potansiyeli ® 'nin normale goére turevi sifir olarak alinir.

%=0 (3.3.1.1)
Duvarlardaki tam yansimali sinir kosulu (Neumann sinir kosulu) sonlu
fark denklemine Thom formuld ile uygulanir. Buna gore Sekil 3.5de
gosterildigi gibi sinirlarin disinda hayali noktalar dusunulerek bu hayali
noktalar sinir igerisindeki noktalarin yansimasi gibi dusunulerek esiti olarak

yazilr.

N i+1,] i1, j+1
gt o 3 ' ) hayali noktalar
dalga kilawuzunun
i taraf
i, J-1 i i+
i i i .
— |
dalga kilavuzunun
i; taraf o
i+, j-1 i+1,] i+1, j+1
L . . i

Sekil 3.5 Dalga kilavuzu sinirlarinda Neumann sinir kosulunun Thom formult

ile uygulanmasi

Bdylece sinirlarda olusacak HOC sonlu fark denklemi asagidaki gibi

yazilabilir.
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-20, .+,

2CD1’+1 P cI)i j CDi i+1 2
1+ A) i L+ 1+ A)— 5 +k°D
h h (3.3.1.2)
B 2q)i+1,j+l _2q)i,j+1 _4q)i+1,j + 4(Di,j + 2(Di+l,j—1 _zq)i,j—l _
+ h4 =

3.3.2. Sonlu Hacim Metodu

Susturucu geometrisi gézonune alindiginda Sekil 3.6 gosterildigi gibi
ayrica digbukey kdseler ve diz duvar ug noktalari da oldugu goraltr. Bu kose

ve sivri u¢ noktalarinda tekillik s6z konusu olacagindan standart sonlu fark

sablonu uygulayamayiz.

— 4 Gelen dalga .

— & lNerleyen
dalga

+—— Yansiyan dalga g

Sekil 3.6. Susturucu geometrisi

Bu tur notalarda Sonlu Hacim Metodu ile tekil nokta ¢evresinde integral

denklem hesaplanarak ¢dézim aranir.
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19 92
Susturucu I
Duvarlari
o B
\ q
—_—
T e ¢ 4 Z *5
%
\
F 1] >
E S Kontrol
Hacmi
fe e fg

Sekil 3.7. Kose noktasi etrafinda Kontrol Hacmi

Sonlu Hacim Metodu yaklasiminda kontrol hacmi igerisinde

hesaplanacak denklemin integrali alinacag: igin diferansiyel denklem integral

denkleme dénustiiriilmelidir. Bunun icin hiz potansiyeli® , basing P, ve hiz 7/
olmak uzere kontrol hacmi v Uzerinde hacim sinirlari dv, ve normal birim
vektor n olmak Uzere Helmholtz denklemi kontrol hacmi igerisinde integral
denklemi formunda yeniden yazilir. Kontrol hacmi icerisinde diverjans

teoremini uygularsak

V -Vdv = $Vids (3.3.2.1)
v N

esitligini yazabiliriz. Yiizey integrali icerisindeki hiz ifadesi V.7 yerine hiz

potansiyeli 7-V®’i yazarsak

[odv = §- Vs (3.3.2.2)

o kp s

denklemini elde ederiz. Burada gradyen ifadesini ylizey normaline goére tirev

seklinde yazarsak (3.3.2.3) denklemini elde ederiz.
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1
!(de = pf (3.3.2.3)

(3.3.2.3) denklemini kullanarak tim Kontrol Hacmi noktalarini hesaplayip
Sonlu Fark denkleminde vyerine yazariz. Sekil 3.7’ye goére (3.3.2.3)
denklemindeki yuzey integrali Kontrol Hacmi noktalari asagidaki gibi

hesaplanabilir.

A-B arasi igin

§ Ax3(CD ~®,) 1(c1>2—c1>5)]
Ay 4 Ay

B-C arasi igin

§8;()ds ~ ﬂ[g (@ -D,) +l(®2 _q)l)]

Yon "7 274 Ax 4  Ax

C-D arasi igin
§6£dszﬂ[§(q)s_(D4)+l(q)8_q)7)]
on 24 Ax 4 Ax

N

D-E arasi igin

[~
s on 2 4 Ay 4 Ay

§O2 gy = B (@100 1 (@),

E-F arasi icin

§ Ax3(CD cp) 1(P,-D;)
Ay 4 Ay

]
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F-G arasi igin

§ Ay 3(cD —0,)  1(® ;)
Ar 4 A

]

Yine Sekil 3.7’ye gore (3.3.2.3) denklemindeki hacim integrali Kontrol

Hacmi noktalar1 agagidaki gibi hesaplanabilir.
ABC4 Bodlgesi icin

I@dv:j—— D, + D, +30, +30,]

CDE4 Bolgesi icin

Ax Ay 1
[oav =77yE[9c1>4 + @, +3D, +30,]

EFG4 Bolgesi igin

Ax Ay 1
[oav ZT%R[%“ +®, +30, +30, ]

seklini alir. Bu denklemler (3.3.2.3) denklemini sadlayacak sekilde biraraya
getirildiklerinde kose noktasi cgevresindeki herbir sonlu fark noktasi igin

gerekli olan deger saglanmis olur.

Benzer sekilde Sekil 3.8'de gosterilen ucu agik duvar icinde 6 ve 7

noktalari igin ayni yaklagim kullanilabilir.



1 2 3
L vl *4
H I 'ﬂ.' I E
- e
e 617 &
5‘ 1? e L
D
F l E l
» . ]
g 10 11 12

Sekil 3.8. Duvar ucunda Kontrol Hacmi

A-B arasi igin
§ Ax3(CD -®0,) 1(CD4—CD8)]
Ay 4 Ay
B-C arasi igin
< on 2 4 Ax 4  Ax
C-D arasi igin
§6£ds Eﬂ[i(q)g _(D7) +l(q)12 —CD“)]
on 2 4 Ax 4 Ax

N

27
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D-E arasi igin

§ Ax 3(CDU 7)+l(q)12_q)8)
Ay 4 Ay

E-F arasi igin

§ Ax 3(CD10 6)+l(®9_q)5)

Ay 4 Ay |

F-G arasi icin
§a£ds ;ﬂ[é(q)s _q)6) +l((1)9 _q)lo)]
< on 2 4 Ax 4 Ax

G-H arasi igin

§@ds;ﬂ[§(®s_®6)+l(q}l_®z)
on 24 Ax 4 Ax

]

N

H-A arasi igin

§ Ax3(CD ~0y)  1(® -®))

Ay 4 Ay ]

Yine Sekil 3.8’'e gore (3.3.2.3) denklemindeki hacim integrali Kontrol

Hacmi noktalari asagidaki gibi hesaplanabilir.
ABC7 Bodlgesi icin

J.dbdv:j—— D, + D, +3D, +30,]



CDE7 Bolgesi icin

Ax Ay 1

!@dv =77E[9op7 + @, +30, +3D,,]

EFGG6 Bolgesi icin
Ax Ay 1
I(I)dv =77yg[9c1>6 +®, +30, +30,,]

GHAG Bodlgesi igin

Ax Ay 1
!Cde =77y£[9c1>6 + @, +3D, +30, ]

29

Bdylece elde ettigimiz denklemler yine (3.3.2.3) denklemini saglayacak

sekilde biraraya getirildiklerinde ag¢ik duvar ucundaki 6 ve 7 noktalari

cevresindeki herbir sonlu fark noktasi igin gerekli degeri saglamis olur.
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4. UYGULAMA

Bu bolumde uygulama olarak kullanilan susturucu geometrisi ve bu
geometri igerisinde Helmholtz denkleminin ¢6zimu igin kullanilan algoritma
goOsterilimekte daha sonra da bu algoritma ile elde edilen sonuglar
verilmektedir.

Uygulamada kullanilan geometri Sekil 4.1°de gOsterildigi gibi olup

boyutlar su sekilde alinmistir.

Col
Room2L

GuideLenght

GuideWidth Wall 1 Wall_2

Row Room1iL

RoomLenght

Sekil 4.1 Susturucu geometrisi ve parametreleri

GuideWidth = 2 (Dalga boyunun V4 kati)

R1=3.2

R2 =32

Wall_1=7.2

Wall_2=7.2

GuidelLenght = 12 (Dalga boyunun 1.5 katt)
Room1L =4

Room2L =8

RoomLenght = 12
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Lambda = 8 (Dalga boyu)

Bu geometride siki formulasyon ¢6zimu i¢in sonlu fark 1zgara araligi
Ax = Ay = Ah=0.2 birim alinmis ve bu degere gore dorduncu dereceden

sonuglar elde edilmistir.

4.1. Kullanilan Algoritma

C6zUmUunu yaptigimiz geometri Uzerinde Helmholtz denkleminin siki
formuUlasyonla analizi i¢in kullandigimiz programlama algoritmasi su
sekildedir.

fi > Hesaplanacak noktalar matrisi

m > fi matrisi icin nokta sayisi indisi

Row - y ekseni boyunca toplam nokta sayisi
Col > xekseni boyunca toplam nokta sayisi
[ -y ekseni i¢cin degisken indisi

j - X ekseni boyunca degigken indisi

A=h*h*k*k/12;

B=h*h/6;

fi(i, j) =-4*(A-B+1)+k*k (merkez)
fii +1,j) =A+1-2*B (alt)

fili-1,j) =A+1-2*B (Ust)

fi(i,j+ 1) =A+1-2*B (sag)

fi(i,j- 1) =A+1-2*B (sol)

fii+1,j+1) =B (sag alt)
fii+1,j-1) =B (solalt)
fii-1,j+1) =B (sag Ust)
fii-1,j-1) =B (sol Ust)



(1) FOR i=

1

(2) FOR j=1

TO Row
TO Col

(1) IF (Geometri icerisinde kalan hesaplanacak noktalar)

(2)
3)

m:

m + 1 //Kartezyen koordinatta hesaplamasi
yapilacak noktalar taranir

IF (i1 &j=1) [/IGirig ve gikig noktalari harig¢

IF (Digblkey kdseler ve uglar harig)

(4)

()

(6)

(7)

film, m)=-4 * (A-B+1) + k * k
IF (Sag tarafi mevcut noktalar)
IF (Sinirda degilse)
fimm+1)=A+1-2*B
IF (Sinirda ise)
film,m+1)=2*(A+1-2*B)
END IF

IF (Sol tarafi mevcut noktalar)
IF (Sinirda degilse)
filmm-1)=A+1-2*B
IF (Sinirda ise)
filmm-1)=2*(A+1-2*B)
END IF

IF (Ust noktasi mevcut noktalar)
IF(Sinirda degilse)
fi (m, Gst nokta)=A+1-2*B
IF (Sinirda ise)
fi(m,m—0stnokta)=2*(A+1-2*B)
END IF

IF (Alt noktasi mevcut noktalar)
IF (Sinirda degilse)
fi(m,m+altnokta)=A+1-2*B
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(7)

(8)

(8)

(9)

9)

(10)

(10)

(11)

IF (Sinirda ise)
fi(m, m+altnokta)=2*(A+1-2*B)
END IF

IF (Sag Ust tarafi mevcut noktalar)
IF (Sinirda degilse)
fi (m, m — Ustnokta + 1) =B
IF (Sinirda ise)
fi (m, m —Ustnokta+1)=2*B
IF ( Kbsede ise)
fi (m, m — Ustnokta + 1) =4 *B
END IF

IF (Sol Ust tarafi mevcut noktalar)
IF (Sinirda degilse)
fi (m, m — Ustnokta - 1) =B
IF (Sinirda ise)
fi (m, m —Ustnokta-1)=2*B
IF ( Kosede ise)
fi (m, m — Ustnokta-1)=4*B

END IF

IF (Sag alt noktasi mevcut noktalar)
IF (Sinirda degilse)
fi (m, m + altnokta + 1) =B
IF (Sinirda ise)
fi(m, m+ altnokta+1)=2*B
IF ( Kosede ise)
fi(m, m+ altnokta + 1)=4*B

END IF

IF (Sol alt noktasi mevcut noktalar)
IF (Sinirda degilse)

fi (m, m + altnokta- 1) =B
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IF (Sinirda ise)
fi (m, m + altnokta-1)=2*B
IF ( KOsede ise)
fi(m, m + althokta-1)=4*B
(11) ENDIF

(3) ENDIF

IF (Digblkey kdseler ve acik duvar uglar)

Sonlu hacim formuli ile hesaplanan degerler

(2) ENDIF

IFi=1&j=1)
Girig ve ¢Ikis noktalarina gore hesaplanan degerler

(1) ENDIF

(2) NEXT
(1) NEXT
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4.2. Richardson Ekstrapolasyonu

Sonlu farklarla diferansiyel denklem ¢ézimunde bulunan tahmini sonucu
iyilestirmenin bir yolu da Richardson ekstrapolasyonu uygulamaktir. Buna
g6re bir fonksiyonun turevini belirli bir Az degeri igin standart sonlu farklar
metodu ile ikinci dereceden dogrulukla hesaplayip Ak arahgini degistirerek
ayni turevi tekrar hesaplayalim. Richardson ekstrapolasyonu elde edilen bu
iki sonucu kullanarak aranan turev degeri igin dordincu dereceden dogruluga
sahip bir deger elde etmemizi saglar. Elde edilecek dérdincu dereceden

sonug

AR fi,(2nd) — AR fi,(2nd)
Ah} — AR}

fi(4th)= (4.2.1)

seklinde hesaplanir. Eger hesaplanan iki farkli deger araligi birbirinin tam iki

kati ise ( fi, = fi, /2 olmak Uzere) kullanilacak formul daha basit bir sekilde

fi(4th)= g fi,(2nd) —% fi,(2nd) (4.2.2)

seklini alir. C6zUmUunU yaptigimiz susturucu geometrisini standart ikinci
dereceden sonlu farklarla Az =0.2 ve Ah=0.4degerleri igin ¢dzUp
Richardson ekstrapolasyonu uygularsak hesapladigimiz noktalar i¢in
bahsedildigi sekliyle dérdlncu dereceden yaklasikliga sahip bir sonug elde
etmis oluruz. Bu kisimda belirli bir kisim noktalar igin bu yaklasiklik yapiimig
olup sonuglar daha 6nce ¢d6zUmunu yaptigimiz yuksek dereceden siki

formuUlasyon sonuglariyla karsgilagtiriimigtir.
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Sekil 4.2. Ekstrapolasyon icin érnek noktalari

Tablo 4.1 Richardson ekstrapolasyonu ve HOC sonuglarinin kargilastiriimasi

ikinci dereceden
h=0.2

ikinci dereceden
h=0.4

Richardson

Ekstrapolasyonu

HOC

1.Nokta

1.8233+0.3587i

1.7998+0.4015i

1.8311+0.3444i

1.8323+0.3440i

2.Nokta

0.7351+0.3314i

0.8791+0.3973i

0.6871+0.3094i

0.6892+0.3088i

3.Nokta

-1.5462-0.7432i

-1.6636-0.8188i

-1.5070-0.7180i

-1.5033-0.7093i

4 Nokta

0.2737+0.1398i

0.3002+0.1880i

0.2648+0.1237i

0.2620+0.1287i

5.Nokta

0.4356-0.0975i

0.3849-0.1231i

0.4225-0.0889i

0.4220-0.08864i
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4.3. Grafikler

Sekil 4.3a. Susturucu ortaminda akustik dalga yayilimi (gergek kisim)

Sekil 4.3b. Susturucu ortaminda akustik dalga yayilimi (sanal kisim)



Sekil 4.4a. Susturucu ortaminda akustik dalga yayilimi (gergek kisim)

Sekil 4.4b. Susturucu ortaminda akustik dalga yayilimi (sanal kisim)
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Sekil 4.6a. Susturucu ortaminda akustik dalga yayilimi (gergek kisim)

Sekil 4.6a. Susturucu ortaminda akustik dalga yayilimi (sanal kisim)
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5. SONUG VE DEGERLENDIRME

Bu c¢alisma ile literatire yUksek dereceden (4. derece) siki bir

formilasyon sunmus oluyoruz.

Bu yaklagsim 9 noktali sablon igerisinde 4. dereceden hassasiyete sahip

sonugclar elde etmeye imkan vermektedir.

Literatirde yer alan diger siki formulasyonlardan farki sundugumuz
yontemin formulasyonunun elde edilis bi¢cimindedir. elde edilis bigiminden

kaynaklanmaktadir.

Bu yaklasim dogrultusunda gelistirilen 4. dereceden Helmholtz (DDH),
program kodunda higbir degisiklik yapmadan igerdigi katsayilar sayesinde
kolaylikla istenildiginde 2. dereceden sonuclar da elde edebilmeye olanak
saglayan esnek bir denklem sistemine sahiptir. Kullanilan A ve B denklem
katsayilari sifir kabul edilirse DDH denklemi standart 2. dereceden Helmholtz

denklemine donusmus olacaktir.

DDH denklemleri literatirde bulunan diger siki formualasyonlarin aksine
sahip oldugu denklemsel form sayesinde butin ikinci dereceden iteratif

sayisal yontemlerin kendisine uygulanmasini mumkun kilmaktadir.

Ancak tim bu avantajlarinin yani sira kod yazma asamasinda daha
karmasik bir program gerekmekte, islem suresi ve hafiza tiketimi
artmaktadir. Fakat geligen teknoloji ve bilgisayarlarin sahip oldugu islem

gucu bu formialasyonun yayginlagmasini saglamaktadir.
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