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ÖZET 

TEZ BAŞLIĞI:   PROJEKSİYON ALTINDA DEĞİŞMEYEN ALT MODÜLLER  VE 
YÜKSELEN  KOŞULU 

YAZAR ADI:  CİHAT ABDİOĞLU 

 Bu tez altı bölümden oluşmaktadır.  

 Birinci bölümde giriş kısmı bulunmakta olup, tezin amacını gösterdik. 

İkinci bölümde çalışma için gerekli olan bazı temel tanım ve kavramları verdik. 

Üçüncü bölümde M. T. KOŞAN tarafından yazılan ‘The Lifting Condition And Fully 

Invariant Submodules’ [13] isimli makaleyi çalıştık. 

Dördüncü bölümde M. T. KOŞAN  ve diğerleri tarafından yazılan ‘Duo Modules And Duo 

Rings’ [17] isimli makalenin bazı bölümleri üzerinde durduk. 

Beşinci bölümde C. ABDİOĞLU, M.T.KOŞAN ve S. ŞAHİNKAYA tarafından yazılan ‘On 

Modules for Which All Submodules Are Projection Invariant and the Lifting Condition ’ [10] 

isimli makaleyi çalıştık. 
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SUMMARY 

THESIS TITLE:  ON MODULES  FOR WHİCH ALL SUBMODULES ARE 
PROJECTİON INVARIANT AND THE LIFTING CONDITION 

 THESIS AUTHOR: CİHAT ABDİOĞLU 

 This thesis consists of six chapter.  

The first chapter includes the purpose of the thesis. 

In the second chapter we present some basic definitions and useful notions. 

In the third chapter we study the paper ‘The Lifting Condition And Fully Invariant 
Submodules’ ,  written by M. T. KOŞAN [13]. 

In the fourth chapter we focus on some part of the paper ‘Dou Modules And Duo Rings’ ,  
written by M. T. KOŞAN at al. [17]. 

In the fifth chapter we study the paper ‘On Modules for Which All Submodules Are 
Projection Invariant and the Lifting Condition’ , written by C. ABDİOĞLU at al. [10].  
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1 GİRİŞ

Bir M modülü ic.in D1 ve C1 koşulu sırasıyla şu şekilde tanımlanır:

D1: N ≤ M ic.in A ≤ N , N ∩ S � M ve M = A⊕ S olacak bic.imde A ve S alt

modülleri mevcuttur.

C1: M nin her alt modülü M nin bir dik toplananının esas alt modülüdür.

Bu şekilde tanımlanan D1 şartını sağlayan modüllere yükselen (lifting) modül ;

C1 şartını sağlayanlara ise genişleyen (extending) modül adı verilir.

Ayrıca M bir sağ R-modül ve N ≤ M iken, eğer her f ∈ End(M) ic.in

f(N) ⊆ N oluyorsa, N ye M nin tam düzgen (fully invariant) alt modülü denir

[2].

Bu tanımlamalarla birlikte genişleyen ve yükselen modüllerle ilgili c.ok c.eşitli

tanımlamalar yapılmıştır. Örneğin, bir M modülü ic.in FI-genişleyen modül

kavramı tanımlanmıştır: M bir modül olmak üzere eğer M nin her tam düzgen alt

modülü M nin bir dik toplananının esas alt modülü ise M ye FI-genişleyen (FI-

extending) modül denir. M.T. Koşan 2005 yılında FI-genişleyen modül kavramının

duali olarak FI-yükselen modül kavramını tanımlamıştır : M bir modül olmak

üzere eğer M nin her tam düzgen A alt modülü ic.in B ⊆ A ve A/B � M/B

olacak şekilde M nin bir B dik toplananı varsa M ye FI-yükselen (FI-lifting)

modül denir [13]. Denk olarak; M nin FI-yükselen olması ic.in gerek ve yeter şart

M nin her tam düzgen A alt modülü ic.in M1 ≤ A ve M2 ∩ A � M2 olacak

şekilde M = M1 ⊕M2 ayrışımının olmasıdır. Bu c.alışmamızın 3. bölümünde M.

Tamer Koşan’ın bu tanımı ve buna bağlı olarak elde etmiş olduğu sonuc.ları ic.eren

makalesini [13] inceledik.
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M bir sağ R-modül olmak üzere eğer M nin her alt modülü tam düzgen alt

modül ise M ye duo modül denir. M. T. Koşan ve diğerleri 2006 yılında bunlarla

ilgili c.eşitli sonuc.lar elde ettiler. 4. bölümde bu konu ve tanımlamaları ic.eren M.

T. Koşan ve diğerlerinin söz konusu makalesini [17] inceledik.

A bir grup, G de A nın bir altgrubu olmak üzere A nın her π projeksiyonu G yi

kendisine götürüyorsaG yeA nın projeksiyon düzgen (projection invariant) altgrubu

denir [9]. Biz bu tanımın modül-teorik versiyonunu tanımlayıp c.eşitli sonuc.lar

elde ettik : M bir modül, N ≤M olmak üzere eğer M nin her π projeksiyonu N yi

kendisine götürüyorsa, yani N , M nin herhangi bir projeksiyonu altında değişmez

kalıyorsa N ye M nin projeksiyon düzgen (projection invariant) alt modülü denir

[10]. Bu c.alışmamızın son bölümü olan 5. bölümde bu tanımı ve buna dayanarak

elde ettiğimiz sonuc.ları ic.eren makalemizi (C. Abdioğlu V.d [10]) inceledik.
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2 TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde c.alışmamızda gerekli olacak bazı tanım ve teoremler verilecektir.

2.1 Modüller ve Alt Modüller

Tanım 2.1.1 R bir halka, (M,+) değişmeli bir grup olsun. m ∈ M ve r ∈ R

ic.in mr ile tanımlı M ×R −→M fonksiyonu her x, y ∈M ve her a, b ∈ R ic.in

(i) (x+ y)a = xa+ ya

(ii) x(a+ b) = xa+ xb

(iii) x(ab) = (xa)b

şartlarını sağlayacak şekilde mevcutsa, M ye sağ R-modül denir veMR ile gösterilir[1].

Tanım 2.1.2 R birimli bir halka ve M sağ R modül olsun. Eğer her x ∈M ic.in

x1R = x ise, M ye birimsel (unital) modül denir [2].

Bu c.alışmada aksi belirtilmedikc.e, halkalar birimli ve modüller birimsel modül

olarak alınacaktır.

Örnek 2.1.3 (1) Her değişmeli grup bir Z-modüldür.

(2) Her halka kendi yapısı üzerinde bir modüldür.

Tanım 2.1.4 M bir R-modül ve N , M nin bir alt grubu olsun. Eğer her n ∈ N

ve r ∈ R ic.in nr ∈ N oluyorsa, N ye M nin alt modülü denir ve N ≤ M ile

gösterilir [1].

Örnek 2.1.5 (1) {0} her modülün alt modülüdür ve buna sıfır alt modül denir.

(2) Her modül kendisinin alt modülüdür.
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Örnek 2.1.6 M bir sol R-modül ve ∅ 6= X ⊆ M olsun. Bu durumda RX , M

nin alt modülüdür.

Tanım 2.1.7 M bir sağ R-modül olsun. M nin {0} ve kendisinden başka bir alt

modülü yoksa M ye basit (simple) modül denir [3].

Örnek 2.1.8 Z halkası Z-modül olarak basit değildir. Gerc.ekten, Z de {0} ve Z

den farklı 2nZ alt modülü bulunduğundan Z basit değildir.

Örnek 2.1.9 p bir asal sayı olmak üzere Zp basittir.

Tanım 2.1.10 M bir sağ R-modül, N ≤ M olsun. Eğer N � P � M olacak

şekildeki herhangi P ≤M alt modülü ic.in N = P veya P = M oluyorsa N ye M

nin maksimal alt modülü denir.

Örnek 2.1.11 p bir asal sayı olmak üzere (pZ)Z, ZZ nin maksimal alt modülüdür.

Gerc.ekten, (pZ)Z $ nZZ ise p = nk olup n|p ve böylece n = 1 veya n = p dir.

pZZ 6= nZZ olduğundan n = 1 dir. Böylece nZZ = ZZ olup (pZ)Z maksimal olur.

Tanım 2.1.12 M bir modül, X ⊆M olsun. Eğer XR = M ise X e M nin üretec.

kümesi denir. Burada XR = {x1r1 + x2r2 + ...+ xnrn : n ≥ 1, xi ∈ X, i = 1, n}

şeklinde tanımlıdır.

Eğer X kümesi sonlu ise M ye sonlu üretilmiş denir.

Tanım 2.1.13 M bir sağ R-modül, X de M nin bir üretec. kümesi olsun. Eğer

her n ≥ 1, birbirinden farklı x1, x2, ..., xn ∈ X ve r1, r2, ..., rn ∈ R elemanları ic.in,

x1r1 + x2r2 + ... + xnrn = 0 iken r1 = r2 = ... = rn = 0 oluyorsa X kümesine

serbest (free) küme denir.
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Tanım 2.1.14 M bir sağ R-modül olsun. Eğer M sertbest bir üretec. kümesine

sahipse M ye serbest (free) modül denir.

Örnek 2.1.15 Herhangi birimli R halkası ic.in RR sağ R-modülü {1R} serbest

kümesi tarafından üretilen bir serbest modüldür.

Tanım 2.1.16 M bir sağ R-modül ve ∅ 6= S ⊆M olsun.

Ann(S) = {r ∈ R | rx = 0, her x ∈ S}

şeklinde tanımlanan kümeye S nin R deki sıfırlayanı denir ve ann(S) ile gösterilir.

Önerme 2.1.17 M bir sağ R-modül olsun. H,K ve L alt modülleri ic.in

H ∩ (K + L) ≥ (H ∩K) + (H ∩ L)

dir. Eğer K ≤ H ise, H ∩ (K + L) = K + (H ∩ L) eşitliği vardır. Bu eşitliğe

modülarite koşulu denir [1].

Önerme 2.1.18 M bir sağ R-modül ve N , K, L ≤ M olsun. Bu durumda

L ∩ (N +K) ≤ N ∩ (L+K) +K ∩ (L+N) dir.

Tanım 2.1.19 M bir modül olsun. Eğer her N,K,L ≤M ic.in

L ∩ (N +K) = L ∩N + L ∩K

sağlanıyorsa M ye dağılma özelliğine sahip (distributive) modül denir.

Tanım 2.1.20 M bir sağ R-modül ve N ≤ M olsun. M/N = {x+N : x ∈ M}

kümesi x+N, y +N ∈M/N ve a ∈ R ic.in

(x+N) + (y +N) = (x+ y) +N ve (x+N)a = xa+N
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ile tanımlı toplama ve skalerle c.arpma işlemleriyle bir R-modül olur. Bu modüle

M nin N ye göre bölüm modülü adı verilir [1].

Tanım 2.1.21 M ve N iki R-modül olsun. M ⊕ N = {(x, y) : x ∈ M, y ∈ N}

kümesine M ile N nin direkt (dik) toplamı denir.

Bu M ⊕N kümesi (x1, y1), (x2, y2), (x, y) ∈ M ⊕N ve r ∈ R ic.in (x1, y1) +

(x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) ve (x, y)r = (xr, yr) ile tanımlı toplama ve c.arpma

işlemleriyle bir R-modüldür [4].

Tanım 2.1.22 M bir sağ R- modül, I indeks kümesi ve (Mi)i∈I M nin basit alt

modüllerinin bir ailesi olsun. Eğer M = ⊕
i∈I
Mi ise, M ye yarı basit (semi-simple)

modül adı verlir [1].

Örnek 2.1.23 Z/nZ nin yarı basit sağ Z-modül olması ic.in gerek ve yeter şart

n nin kare c.arpansız bir tamsayı olmasıdır.

Tanım 2.1.24 M ve N iki sağ R-modül olsun. Her m1,m2 ∈ M ve r1, r2 ∈ R

ic.in f(m1r1 + m2r2) = f(m1)r1 + f(m2)r2 olacak bic.imdeki f : M → N fonksi-

yonuna sağ R-modül homomorfizması adı verilir. Eğer f örten ise f ye sağ R-

modül epimorfizması, birebir ise f ye sağ R-modül monomorfizması adı verilir.

Eğer f hem birebir hem de örten ise, f ye sağ R-modül izomorfizması adı verilir

ve bu durumda M ∼= N ile gösterilir [1].

Tanım 2.1.25 f : M −→ N modül homomorfizması olmak üzere

Imf = {f(x) : x ∈M} ve Kerf = {x ∈M : f(x) = 0}

kümelerine sırasıyla f nin görüntü kümesi ve f nin c. ekirdeği adı verilir [1].

Ayrıca f nin birebir olması ic.in gerek ve yeter şart Ker(f) nin sıfır olmasıdır.
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Önteorem 2.1.26 M , N iki sağ R-modül, f : M → N ve g : N → M iki

sağ R-modül homomorfizması olsun. Eğer fg = 1N ise f örten, g birebir ve

M = Ker(f)⊕ Im(g) dir [1].

Tanım 2.1.27 M bir sağ R-modül ve 0 6= N ≤ M olsun. Eğer M nin sıfırdan

farklı her L alt modülü ic.in N ∩ L 6= 0 oluyorsa N ye M nin esas (essential)

alt modülü adı verilir ve N ≤e M ile gösterilir. Bu durumda M ye N nin esas

genişlemesi (essential extension) denir [1].

Örnek 2.1.28 Z sağ Z-modülünün sıfırdan farklı her alt modülü esastır.

Gerc.ekten, herhangi 0 6= N ≤ ZZ alt modülünü göz önüne alalım. Bu durumda

N = nZ olacak şekilde bir 0 6= n ∈ Z vardır. K ≤ ZZ ic.in N ∩K = 0 olsun. Eğer

K 6= 0 olursa, K = kZ olacak şekilde 0 6= k ∈ Z vardır ve 0 6= nk ∈ N ∩K olur.

Bu durum N ∩K = 0 kabulü ile c.eliştiğinden dolayı K = 0 dır. Böylece N ≤e Z

olur. Dolayısıyla ZZ nin sıfırdan farklı her alt modülü esastır.

Önerme 2.1.29 M bir sağ R-modül, K ≤ N ≤ M ve H ≤ M olsun. Bu

durumda aşağıdakiler sağlanır:

(1) K ≤e M olması ic.in gerek ve yeter şart K ≤e N ve N ≤e M olmasıdır.

(2) H ∩ K ≤e M olması ic.in gerek ve yeter şart H ≤e M ve K ≤e M

olmasıdır.

(3) K ≤e M olması ic.in gerek ve yeter şart her bir 0 6= x ∈M ic.in 0 6= xr ∈ K

olacak bic.imde r ∈ R mevcut olmasıdır [1].

Önerme 2.1.30 M = M1 ⊕M2 bir sağ R-modül, K1 ≤ M1 ve K2 ≤ M2 olsun.

K1⊕K2 ≤e M1⊕M2 olması ic.in gerek ve yeter şart K1 ≤e M1 ve K2 ≤e M2

olmasıdır [1].
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Tanım 2.1.31 M sıfırdan farklı bir sağ R-modül olsun. Eğer M nin sıfırdan

farklı her alt modülü esas ise, M ye düzgün (uniform) modül denir (Dungs vd.

1994).

Tanım 2.1.32 M bir sağ R-modül ve N, N ′ ≤ M olsun. N ∩ N ′ = 0 şartına

göre maksimal N ′ alt modülüne N nin tamlayanı (complement) adı verilir [5].

M modülünün bir K alt modülü ic.in K ≤e M olması ile 0 ın M de K nın bir

tamlayanı olması denktir [6].

Önerme 2.1.33 M bir sağ R- modül ve N,N ′ ≤M olsun. Eğer N ′ alt modülü

N nin tamlayanı ise N ⊕N ′ ≤e M dir [1].

Tanım 2.1.34 M sağR-modülüM = ⊕
i∈I
Mi ayrışımına sahip olsun. Eğer A ≤⊕

M ic.in M = (⊕jMj)⊕ A olacak şekilde J ⊆ I varsa M = ⊕Mi ayrışımına direk

toplanan tamlayanı (direct summand complement) denir.

Tanım 2.1.35 IR bir sağ R-modül olsun. Eğer her f : MR → NR birebir homo-

morfizması ve her g : MR → IR homomorfizması ic.in;

IR aa
∃h

MR

hf=g , g
=={{{{{{{{ f // NR

diyagramı değişmeli olacak şekilde h : NR → IR homomorfizması var ise IR ye

injektif modül adı verilir

Tanım 2.1.36 M bir modül olsun. Eğer E injektif modülü M nin bir esas

genişlemesi ise E yeM nin injektif zarfı (injective hull) denir ve E(M) ile gösterilir.
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Tanım 2.1.37 PR bir sağ R-modül olsun. Eğer her f : MR → NR örten homo-

morfizması ve her g : PR → NR homomorfizması ic.in;

PR

∃h

}}

g , fh=g

!!CC
CC

CC
CC

MR
f // NR

diyagramı değişmeli olacak şekilde h : PR → MR homomorfizması var ise PR ye

projektif modül adı verilir [5].

Örnek 2.1.38 Her serbest modül projektiftir.

Sonuç 2.1.39 A projektif bir sağ R-modül ve A ∼= B ise B projektif modüldür

[3].

Tanım 2.1.40 M bir modül olsun.

Z(M) = {m ∈M : rR(m) ≤e RR}

alt modülüne tekil (singular) alt modül denir. Eğer Z(M) = M ise M ye tekil

(singular) modül, Z(M) = 0 ise M ye tekil olmayan (nonsingular) modül adı

verilir [2].

Örnek 2.1.41 Z2 sağ Z modülünü göz önüne alalım. 0 ∈ Z2 ic.in rZ(0) = Z ve

1 ∈ Z2 ic.in rZ(1) = 2Z olup, Z(Z2) = Z2 dir. Bu ise Z2 nin Z-modül olarak tekil

olması demektir.

Örnek 2.1.42 Z sağ Z-modülünü göz önüne alalım. 0 ∈ Z ic.in rZ(0) = Z dir

ve 0 6= m ∈ Z ic.in rZ(m) = 0 dır. O halde Z(Z) = 0 olur ki bu da ZZ nin tekil

olmaması demektir.
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Tanım 2.1.43 M ve N iki sağ R- modül olsun.

Z(M) = ∩{Ker(g) : g ∈ Hom(M,N), N �M}

alt modülüne M nin eş-tekil (cosingular) alt modülü denir. Eğer Z(M) = 0 ise M

ye eş-tekil (cosingular), Z(M) = M ise M ye eş-tekil olmayan (non-cosingular)

modül adı verilir [7].

Tanım 2.1.44 M bir sağ R-modül olsun. M nin maksimal alt modüllerinin

arakesitine M nin radikal alt modülü adı verilir ve Rad(M) ile gösterilir [1].

M nin maksimal alt modülü yoksa Rad(M) = M kabul edilir.

Örnek 2.1.45 Z-modül olarak Q ve Zp∞ modüllerinin maksimal alt modülleri

olmadığından radikalleri kendilerine eşittir.

Tanım 2.1.46 M bir sağ R-modül ve N ≤ M olsun. Eğer M nin kendisinden

farklı her L alt modülü ic.inM 6= N+L oluyorsaN yeM nin atık (small) alt modülü

denir ve N � M ile gösterilir. Denk olarak eğer M = N + L olacak şekilde M

nin her L alt modülü ic.in L = M oluyorsa, N ye atık (small) alt modül adı verilir

[1].

Örnek 2.1.47 M sonlu üretilmiş bir modül ise Rad(M)�M dir.

Örnek 2.1.48 Z nin Z-modül olarak sıfırdan başka atık alt modülü yoktur.

Gerc.ekten, Z nin sıfır ve kendisinden farklı bir N alt modülünü göz önüne alalım.

O halde a ∈ Z olmak üzere N = aZ bic.imindedir. a 6= 1 olduğundan a tamsayısını

sonlu sayıda asalın c.arpımı şeklinde yazabiliriz. Bu c.arpımda gözükmeyen bir asal

b olmak üzere L = bZ olsun. aZ + bZ = Z ve L 6= Z olduğundan aZ atık alt

modül değildir.
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Önteorem 2.1.49 M bir sağ R-modül, K ≤ N ≤M ve H ≤M olsun.

(1) N �M olması ic.in gerek ve yeter şart K �M ve N/K �M/K olmasıdır.

(2) H + K � M olması ic.in gerek ve yeter şart H � M ve K � M olmasıdır

[1].

Önteorem 2.1.50 M bir sağ R-modül olsun.

(1) K � M ve f : M → N sağ R-modül homomorfizması ise f(K) � N dir.

Özel olarak, K �M ⊆ N ise K � N dir.

(2) K1 ⊆M1 ⊆M , K2 ⊆M2 ⊆M ve M = M1⊕M2 olsun. K1⊕K2 �M1⊕M2

olması ic.in gerek ve yeter şart K1 �M1 ve K2 �M2 olmasıdır.

(3) K ≤ N ≤ M ve N alt modülü M nin bir dik toplananı olsun. K � M ise

K � N dir [1].

Önteorem 2.1.51 M bir sağ R-modül olsun.

Rad(M) =
∑
{N ≤M : N, M de atık alt modül}

dir [1].

Uyarı 2.1.52 Rad(M) nin kendisi M de atık alt modül olmak zorunda değildir.

Örneğin Rad(QZ) = Q dur fakat Q kendisinin atık alt modülü değildir.

Tanım 2.1.53 M bir modül, K M nin bir dik toplananı olsun. Yani M = K⊕K ′

olacak şekilde bir K ′ bulunsun. Bu durumda M = K ⊕ K ′ −→ K şeklinde

tanımlanan örten homomorfizme projeksiyon denir.

Tanım 2.1.54 M bir sağR-modül ve P bir projektif modül olsun. EğerKer(ρ)�

P olacak şekilde ρ : P →M örten homomorfizması varsa (P, ρ) ya M nin projektif

örtüsü (projective cover) denir.
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Örnek 2.1.55 Her projektif modül bir projektif örtüye sahiptir.

Tanım 2.1.56 R bir halka olmak üzere eğer her sağ R-modül bir projektif örtüye

sahipse R ye tam (perfect) halka denir. Eğer her basit R-modül bir projektif

örtüye sahipse R ye yarı tam (semi-perfect) halka denir.

Önerme 2.1.57 R bir halka olsun. R nin tam (yarı tam) olması ic.in gerek ve

yeter şart her sağ R-modülün yükselen olmasıdır [11].

Tanım 2.1.58 M bir R-modül, I sonlu bir indeks kümesi olsun.

EğerM⊕N =
n
⊕
i=1
Ai olacak şekildeN veAi modülleri varkenBi ≤ Ai alt modülleri

ic.in M ⊕N = M ⊕ (
n
⊕
i=1
Bi) sağlanıyorsa M ye sonlu değiştirme özelliğine (finite

exchange property) sahip denir.

Tanım 2.1.59 M bir R-modül olsun. Eğer her m ∈M ic.in m(fm) = m olacak

şekilde bir f ∈ HomR(M,R) varsa M ye düzenli (regular) module denir.

Tanım 2.1.60 Eğer bir sağ regülerRR modülü sonlu değiştirme özelliğine sahipse

R halkasına değişken (exchange) halka denir.

Tanım 2.1.61 H bir modül olsun. Eğer bu H modülünün kendisinden farklı her

alt modülü atık ise H ye sığ (hollow) modül denir.
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3 YÜKSELEN KOŞULU VE TAM DÜZGEN

ALT MODÜLLER

Bu bölümde, M.Tamer Koşan’ın The Lifting condition And Fully Invariant

submodules [13] isimli makalesini anlatacağız. Bu konu ileriki bölümlerde yer alan

c.alışmanın da temelini oluşturmaktadır.

3.1 Bölüm Modüllerinin Yükselen Olma Koşulu

Bir sağ R-modül M ic.in (D1), (D2)ve(D3) şartları aşağıdaki gibi tanımlanır.

(D1): N ≤ M ic.in A ≤ N , N ∩ S � M ve M = A ⊕ S olacak bic.imde A ve S

alt modülleri mevcuttur.

(D2): M ninM/N ∼= A ≤⊕ M olacak bic.imdeki herN alt modülü dik toplanandır.

(D3): M1 veM2 alt modülleriM ninM = M1+M2 olacak şekilde iki dik toplananı

ise M1 ∩M2 de M nin dik toplananıdır.

Tanım 3.1.1 M bir sağ R-modül olsun. Eğer M , D1 koşulunu sağlıyorsa , M

ye yükselen (lifting) modül adı verilir [12].

Önteorem 3.1.2 M bir sağ R-modül olmak üzere aşağıdakiler denktir:

(1) M yükselen modüldür.

(2) N ≤M ic.in A ≤⊕ M ve B �M olacak şekilde N = A⊕B ayrışımı vardır.

(3) N ≤ M ic.in A ≤ N ve N/A � M/A olacak bic.imde bir A ≤⊕ M vardır.

[12].
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Teorem 3.1.3 M bir R-modül olsun.

1) M yükselen bir modül, X ≤M olsun. Eğer her K ≤⊕ M ic.in (X +K)/X ≤⊕

M/X ise M/X yükselendir.

2) D ≤ M , X ≤⊕ M ve M/X yükselen olsun. Eğer D/(D ∩X) eş tekil değilse

D +X ≤⊕ M dir.

3) M eş tekil değilse ve X ≤⊕ M olmak üzere M/X yükselen ise her D ≤⊕ M

ic.in (X +D)/X ≤⊕ M/X dir.

Kanıt. 1) A/X ≤ M/X olsun. M yükselen olduğundan A/D � M/D ve

D ⊆ A olacak şekilde D ≤⊕ M vardır. Hipotezden (X + K)/X ≤⊕ M/X

olduğundan K = D ic.in (X + D)/X ≤⊕ M/X dir. Ayrıca D ⊆ A olduğundan

(D + X)/X ⊆ A/X dir. Şimdi A/(D + X) � M/(D + X) olduğunu görelim.

L/(D +X) ≤M/(D +X) olmak üzere M/(D +X) = A/(D +X) + L/(D +X)

olsun. Buradan M = A+ L ve M/D = A/D + L/D olur.

Öte yandan A/D � M/D olduğundan M/D = L/D olup M = L elde edilir.

Buradan ise M/(D+X) = L/(D+X) olur. Böylece A/(D+X)�M/(D+X)

elde edilir. Bu ise M/X in yükselen olmasını gerektirir.

2) D ≤ M ve X ≤⊕ M olsun. (D + X)/X ≤ M/X alt modülünü göz önüne

alalım. M/X yükselen olduğundan (D + X)/C � M/C ve C/X ⊆ (D + X)/X

olmak üzere bir C/X ≤⊕ M/X vardır. Buradan (D + X)/C eş tekildir. Diğer

yandan (D + X)/X ∼= D/D ∩X olup (D + X)/X eş tekil değildir. Böylece

(D + X)/C eş tekil değildir [7]. Buradan ise (D + X)/C hem eş tekil olup hem

de eş tekil olmadığı ic.in D +X = C bulunur.
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3) X ≤⊕ M olmak üzere M/X yükselen olsun, M eş tekil olmasın.

D ≤ M alalım. D/(D ∩ X) eş tekil değildir [7]. (2) den D + X ≤⊕ M dir.

Böylece her tarafı X e bölersek (D + X)/X ≤⊕ M/X bulmuş oluruz ki bu da

istenen sonuc.tur.

Sonuç 3.1.4 M bir yükselen modül olsun.

1) M dağılma özelliğine sahip bir modül ise, her X ≤M ic.in M/X yükselendir.

2) X ≤ M ve her e2 = e ∈ End(M) ic.in eX ⊆ X olsun. Bu durumda M/X

yükselendir.

Kanıt. 1) D ≤⊕ M alalım. Bu takdirde bir D′ ≤ M ic.in M = D ⊕ D′ dür.

Bu durumda M/X = [(D + X)/X] + [(D′ + X)/X] ve X = X + (D ∩ D′) =

(X + D) ∩ (X + D′) dir. Buradan, M/X = [(D + X)/X] ⊕ [(D′ + X)/X] olur.

Böylece Teorem 3.1.3 den M/X yükselendir.

2) D ≤⊕ M olsun. Bu durumda M = D ⊕ D′ olacak şekilde bir D′ ≤⊕ M

vardır. e : M −→ D projeksiyonunu göz önüne alalım. e2 = e ∈ End(M) dir.

Hipotezden eX ⊆ X ve böylece eX = X ∩ D dir. Öte yandan dik toplamdan

D∩D′ = 0 olduğundan X = (X ∩D)⊕ (X ∩D′) olur. Buradan da (D+X)/X =

(D ⊕ (X ∩D′))/X ve (D′ +X)/X = (D′ ⊕ (X ∩D))/X elde edilir. Böylece

M = D ⊕ D′ = D + X + D′ + X = [D ⊕ (X ∩ D′)] + D′ + X olur. Buradan

M/X = (D ⊕ (X ∩ D′))/X + (D′ + X)/X olup [D ⊕ (X ∩ D′)] ∩ (D′ + X) =

(X ∩D′)⊕ (X ∩D) olduğundan M/X = (D ⊕ (X ∩D′))/X ⊕ (D′ +X)/X elde

ederiz. Böylece Teorem 3.1.3 (1) den M/X yükselendir.
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Tanım 3.1.5 M bir R-modül olsun. Eğer M nin herhangi iki dik toplananının

toplamı yine M nin bir dik toplananı oluyorsa M ye toplananın toplamı özelliğine

(summand sum property) sahip denir ve SSP ile gösterilir[15].

Tanım 3.1.6 M bir R-modül olsun. Eğer M nin herhangi iki dik toplananının

kesişimi yineM nin bir dik toplananı oluyorsaM ye toplananın kesişimi özelliğine

(summand intersection property) sahip denir ve SIP ile gösterilir [24].

Sonuç 3.1.7 Eş tekil olmayan her yükselen modül SSP ye sahiptir.

Kanıt. M eş tekil olmayan bir modül ve A,B ≤⊕ M olsun. A′, B′ ≤ M olmak

üzere M = A ⊕ A′ = B ⊕ B′ olsun. Burada A′ ve B′ yükselen modüllerdir.

M/A ∼= A′ ve M/B ∼= B′ olduğundan Teorem 3.1.3 (3) den (A+B)/A ≤⊕ M/A

ve (A + B)/B ≤⊕ M/B dir. Böylece A + B ≤⊕ M elde edilmiş olur. Yani A ve

B, M nin herhangi iki dik toplananı iken A+B de M nin bir dik toplananı olur.

Bu ise M nin SSP ye sahip olduğunu gösterir.

Uyarı 3.1.8 SSP ye sahip ve yükselen olup SIP ye sahip olmayan modüller de

vardır.

Örnek 3.1.9 F bir cisim, R =

(
F F

0 F

)
üst üc.gen matris halkası olsun.

A =

(
0 F

0 F

)
ve B =

(
F F

0 0

)
alt modüllerini göz önüne alalım. A⊕ (R/B)

[15] gereği SSP ye sahip olup SIP ye sahip değildir. Ayrıca [5] gereği yükselendir.

Önteorem 3.1.10 M modülü (D3) koşulunu sağlasın. Eğer M SSP ye sahipse

SIP ye de sahiptir [23].
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Kanıt. M1,M2 ≤⊕ M olsunlar. M , SSP ye sahip olduğundan M1 +M2 de M nin

bir dik toplananıdır. Bu durumda M = (M1 +M2)⊕X olacak şekilde bir X ≤M

vardır. Yine aynı kabulden M1 + X ve M2 + X de M nin dik toplananıdır. Öte

yandan M , (D3) koşulunu sağladığından (M1 +X)∩ (M2 +X) de M nin bir dik

toplananıdır. Yani herhangi Y ≤ M ic.in M = [(M1 + X) ∩ (M2 + X)] ⊕ Y dir.

Buradan ise M = (M1 ∩M2)⊕X ⊕Y elde ederiz. Yani sonuc.ta M1 ∩M2, M nin

bir dik toplananı olup isteneni elde etmiş oluruz.

Sonuç 3.1.11 M , (D3) koşulunu sağlayan eş tekil olmayan bir modül olsun. Bu

takdirde M yükselendir =⇒ M , SSP ye sahiptir =⇒ M , SIP ye sahiptir [16].

Kanıt. M yükselen olsun. Hipotezden M eş tekil olmadığından Sonuc. 3.1.7 den

SSP ye sahiptir. Yine hipotezdenM bunların yanında (D3) koşulunu sağladığından

Sonuc. 3.1.10 dan SIP ye sahiptir.

Örnek 3.1.12 (1) MZ = ZZ⊕ZZ olsun. Bu şekilde tanımlanan MZ modülü ic.in

aşağıdakiler sağlanır :

(i) M , SSP ye sahip değildir. N ≤ MZ olsun. Biliyoruz ki N nin MZ nin bir

dik toplananı olması ic.in gerek ve yeter şart (a, b) = 1 olmak üzere N = Z(a, b)

şeklinde olmasıdır. N = Z(2, 3), K = Z(3, 2) olsun. Buradan N ∩ K = 0 olup

N ve K, MZ nin dik toplananları olup N ⊕ K = Z(2, 3) ⊕ Z(3, 2) M nin dik

toplananı değildir. Böylece M SSP ye sahip değildir.

(ii) M , SIP ye sahiptir. M nin herhangi N ve K dik toplananları ic.in N ∩ K

daima sıfır olduğundanM , SIP ye sahiptir. Ayrıca bu durumda M , (D3) koşulunu

sağlar.

(iii) M eş tekil dir. ZZ ⊕ ZZ � QZ ⊕QZ olduğundan MZ eş tekildir.
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(iv) M , yükselen değildir. Varsayalım MZ = ZZ ⊕ ZZ yükselen olsun. Yükselen

modüllerin dik toplananı da yükselen olduğundan Z yükselen olmalıdır. 0 6= A ≤

Z alalım. Bu takdirde K ≤⊕ Z ve T � Z olmak üzere A = K⊕T ayrışımı vardır.

Fakat öte yandan Z nin sıfırdan farklı atık alt modülü olmadığından T = 0 dır.

Buradan A = K ≤⊕ Z olur. Biliyoruz ki Z nin alt modülleri kZ şeklindedir. Bu

takdirde A = aZ şeklindedir. Öte yandan A ≤⊕ Z olduğundan Z = aZ⊕bZ olacak

şekilde bir bZ alt modülü vardır. Fakat 0 6= okek(a, b)Z ∈ aZ ∩ bZ olduğundan

bu Z = aZ⊕ bZ olmasıyla c.elişir. Böylece MZ yükselen değildir.

(2) p bir asal sayı olmak üzere MZ = Z/pZ⊕Z/p2Z olsun. Bu şekilde tanımlanan

MZ modülü ic.in aşağıdakiler sağlanır :

(i) MZ yükselendir. Daha genel olarak; M2 > U > 0 kompozisyon serisine sahip

M2 modülü ve M1 basit modülü ic.in M = M1 ⊕ M2 yükselen modüldür [16].

0 6= L ≤ M olsun. Eğer M1 ∩ (L + M2) = 0 ise L ≤ M2 olup L � M ya da

L ≤⊕ M dir. M1 ∩ (L + M2) 6= 0 olsun. O halde M1 ≤ L + M2 ve M = L + M2

elde edilir. L ∩M2 = M2 ya da L ∩M2 = 0 ya da L ∩M2 = U ve L ∩M1 = M1

ise ispat biter. L ∩ M2 = U ve L ∩ M1 = 0 olsun. Bu durumda U ≤ L ve

M/U = L/U ⊕M2/U olur. M2/U basit olduğunda M/L de basittir.

Yani L, M nin maksimal alt modülüdür. Böylece M = L ⊕ M1 olup M bir

yükselen modüldür [14]. Buradan p asal sayısı ic.in Z/pZ = Zp basit modül ve

Z/p2Z > Z/pZ > 0 olduğundan MZ = Z/pZ⊕ Z/p2Z yükselendir.

(ii) MZ eş tekildir. Gerc.ekten Z/pZ � Q/pZ olduğundan Z/pZ eş tekildir ve

böylece MZ eş tekil modüldür. Ayrıca MZ (D3) koşulunu sağlamaz ve MZ SIP ye

ve SSP ye sahip değildir.
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(3) QZ yükselen değildir. Gerc.ekten, QZ nin atık olmayan bir A alt modülünü

göz önüne alalım. QZ yükselen modül olsun. O halde X ≤ A, Y ∩ A � QZ

ve QZ = X ⊕ Y olacak şekilde X ve Y alt modülleri vardır. QZ düzgün modül

olduğundan ayrıştırılamazdır. Dolayısıyla X = 0 olup, A � QZ elde edilir. Bu

ise A nın atık olmaması ile c.elişeceğinden QZ yükselen modül değildir.

3.2 FI-Yükselen Modüller

Tanım 3.2.1 M bir sağ R-modül ve N ≤ M olsun. Eğer her f ∈ End(M) ic.in

f(N) ⊆ N ise, N ye M nin tam düzgen (fully invariant) alt modülü denir [2].

Önteorem 3.2.2 M , R-modülünün Z(M) tekil alt modülü tam düzgen bir alt

modüldür [2].

Uyarı 3.2.3 M ve N iki R-modül olmak üzere f : M −→ N , R-modül homo-

morfizması ic.in f(Z(M)) ≤ Z(N) dir [2].

Tanım 3.2.4 M bir modül olsun. Eğer M nin her alt modülü M nin bir dik

toplananının esas alt modülü ise M ye C1 özelliğine sahip veya genişleyen (ex-

tending) modül denir.

Tanım 3.2.5 M bir modül olsun. Eğer M nin her tam düzgen alt modülü M

nin bir dik toplananının esas alt modülü ise M ye FI-genişleyen (FI-extending)

modül denir [18].

Koşan bu tanımın duali olarak FI-yükselen modül kavramını tanımladı.

Tanım 3.2.6 M bir modül olsun. Eğer M nin her tam düzgen A alt modülü

ic.in B ⊆ A ve A/B � M/B olacak şekilde M nin bir B dik toplananı varsa M
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ye FI-yükselen (FI-lifting) modül denir. Denk olarak;

M nin FI-yükselen olması ic.in gerek ve yeter şart M nin her tam düzgen A alt

modülü ic.in M1 ≤ A ve M2 ∩ A�M2 olacak şekilde M = M1 ⊕M2 ayrışımının

olmasıdır [13].

Önteorem 3.2.7 Bir M modülü ic.in aşağıdakiler denktir.

(1) M bir FI-yükselen modüldür.

(2) M nin her tam düzgen A alt modülü ic.in N ≤⊕ M ve S �M olacak şekilde

bir A = N ⊕ S ayrışımı vardır .

Kanıt. (1) =⇒ (2) : M , FI-yükselen olsun. Bu takdirde M nin her tam düzgen

A alt modülü ic.in M1 ≤ A ve M2∩A�M2 olacak şekilde M = M1⊕M2 ayrışımı

vardır. Böylece A = M1 ⊕ (A ∩M2) elde dilir.

(2) =⇒ (1) : N ≤⊕ M ve S � M olmak üzere M nin her tam düzgen A alt

modülü A = N ⊕ S ayrışımına sahip olsun. N ≤⊕ M olduğundan bir N ′ ≤ M

ic.in M = N ⊕ N ′ ayrışımı vardır. π : M −→ M/N doğal epimorfizmasını göz

önüne alırsak π(S) = (S +N)/N = A/N �M/N dir. Yani M yükselendir.

Önteorem 3.2.8 M bir modül olsun.

(1) M nin tam düzgen alt modüllerinin herhangi toplamı ve arakesiti de tam

düzgen alt modüldür.

(2) Y ≤M ve X ≤ Y tam düzgen alt modüller olmak üzere X ≤ Y ≤M ise X,

M nin tam düzgen alt modülüdür.

(3) Eğer M = ⊕
i∈I
Xi ve S, M nin tam düzgen alt modülü olsun. π : M −→ Xi

i-inci projeksiyon olmak üzere S = ⊕
i∈I
πi(S) = ⊕

i∈I
(Xi ∩ S) dir.
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(4) X ≤M ve Y/X ≤M/X tam düzgen alt modüller olmak üzere X ≤ Y ≤M

olsun. Bu takdirde Y ≤M tam düzgen alt modüldür.

Kanıt. (1), (2) ve (3) ün ispatı ic.in Birkenmeir in [18] de verdiği ispata bakılabilir.

Biz burada (4) ün ispatını vereceğiz.

(4) X ≤M tam düzgen alt modül olduğundan f : M −→M homomorfizması ic.in

f(X) ⊆ X dir. Şimdi m ∈ M ic.in g(m + X) = f(m) + X şeklinde tanımlanan

g : M/X −→ M/X homomorfizmasını göz önüne alalım. Buradan Y/X tam

düzgen alt modül olduğundan g(Y/X) ⊆ Y/X dir. Ayrıca g nin tanımından

g(Y/X) = (f(Y )+X)/X olup g(Y/X) ⊆ Y/X olduğundan (f(Y )+X)/X ⊆ Y/X

olur. Buradan ise f(Y ) ⊆ Y elde edilir. Yani Y , tam düzgen alt modüldür.

Önerme 3.2.9 M bir modül, X ≤M tam düzgen alt modül olsun. Bu takdirde

M , FI-yükselen ise M/X de FI-yükselendir.

Kanıt. X ⊆ Y ≤ M olmak üzere Y/X, M/X in tam düzgen alt modülü olsun.

M , FI-yükselen olduğundan D ≤ Y ve Y/D �M/D olacak şekilde bir D ≤⊕ M

altmodülü vardır. Yani bir D′ ≤ M ic.in M = D ⊕ D′ dür. π c.ekirdeği D olan

projeksiyon, i : D′ −→M ic.erme dönüşümü olsun. Ayrıca

α = iπ : M −→M , M nin homomorfizması olsun. X ve Y , M nin tam düzgen alt

modülleri olduklarından α(X) ⊆ X ve α(Y ) ⊆ Y dir. Öte yandan Y = α−1(Y )

dir. Şu halde α−1(X) ⊆ Y = α−1(Y ) dir. α−1(X) ⊆ K ve M/α−1(X) =

(Y/α−1(X))+(K/α−1(X)) olmak üzere K ⊆M olsun. Bu durumda M = Y +K

dir ve Y/D � M/D olduğundan M = K dır. Böylece Y/α−1(X) � M/α−1(X)

yani (Y/X)/(α−1(X)/X)� (M/X)/(α−1(X)/X) dir. α−1(X)/X in M/X in bir

dik toplananı olduğunu göstermek ispatımızı tamamlayacaktır.
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M = D ⊕ D′ olup Y/D � M/D olduğundan M = α−1(X) ⊕ D′ yazılabilir.

Böylece M/X = (α−1(X)/X) + (D′ +X)/X dir.

Öte yandan α−1(X)∩(D′+X) = X+(α−1(X)∩D′) = X olduğundan yukarıdaki

toplam dik toplam olup α−1(X)/X ≤⊕ M/X bulunur.

Teorem 3.2.10 M =
n
⊕
i=1
Xi olsun. Eğer her Xi, FI-yükselen ise M de FI-

yükselendir.

Kanıt. S ≤ M bir tam düzgen alt modül olsun. Önteorem 3.2.8 den her 1 ≤

i ≤ n ic.in S ∩Xi ≤ Xi tam düzgen alt modüldür. Her i ic.in Xi ler FI-yükselen

olduğundan Di ≤ S ∩Xi ve (S ∩Xi)/Di � Xi/Di olacak şekilde Di ≤⊕ Xi dik

toplananları vardır. Öte yandan Di ≤⊕ Xi olup Xi ler M nin dik toplananları

olduklarından D =
n
⊕
i=1
Di , M nin bir dik toplananıdır ve D ⊆

n
⊕
i=1

(S ∩ Xi)

dir. Ayrıca Önteorem 3.2.8 den S =
n
⊕
i=1

(S ∩ Xi) olduğunu biliyoruz. Şimdi her

1 ≤ i ≤ n ic.in xi ∈ Xi olmak üzere

(x1 +D1, ..., xn +Dn) −→ (
n∑

i=1

xi) +Di

ile tanımlanan

β :
n
⊕
i=1

(Xi/Di) −→ (
n
⊕
i=1
Xi)/Di

homomorfizmasını göz önüne alalım. Buradan,

β(
n
⊕
i=1

((S ∩ Xi)/Di)) = (
n
⊕
i=1

(S ∩ Xi))/D dir. Atık alt modüllerin herhangi dik

toplamı da atık alt modül olduğundan
n
⊕
i=1

(S∩Xi)/Di)�
n
⊕
i=1

(Xi/Di) dir. Böylece

(
n
⊕
i=1

(S ∩Xi))/D �M/D dir.

Sonuç 3.2.11 Eğer bir M modülü yükselen (veya sığ(hollow))modüllerin sonlu

dik toplamı ise bu takdirde M FI-yükselen bir modüldür.
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Önerme 3.2.12 M bir FI-yükselen modül olsun. Eğer M ayrıştırılamaz ise M

nin kendinden farklı her tam düzgen alt modülü M nin bir atık alt modüldür.

Kanıt. N �M tam düzgen bir alt modül olsun. N nin atık alt modül olduğunu

görelim. M nin başka bir K alt modülü ic.in M = N +K olsun.

M ayrıştırılamaz olduğundanM = N veyaM = K dır. FakatM 6= N olduğundan

M = K dır. Bu ise N nin atık alt modül oması demektir.

Önerme 3.2.13 R bir halka, M bir FI-yükselen R-modül olsun. Bu durumda

M/Rad(M) modülünün her tam düzgen alt modülü bir dik toplanandır.

Kanıt. N/Rad(M) ≤ M/Rad(M) tam düzgen alt modül olsun. Bu durumda

Önteorem 3.2.8 den N ≤ M tam düzgen alt modüldür. Hipotezden M FI-

yükselen bir modül olduğundan M1 ≤ N , N ∩M2 �M2 olmak üzere M = M1⊕

M2 ayrışımı vardır. Öte yandan N ∩M2, M nin atık alt modülü olduğundan N ∩

M2 ≤ Rad(M) dir. BöyleceM/Rad(M) = (N/Rad(M))⊕(M2+Rad(M))/Rad(M)

elde edilmiş olur.

Son olarak yaptıklarımızla ilgili örneklerle bu bölümü sonlandıralım.

Örnek 3.2.14 (i) MZ = Z/2Z⊕Z/8Z olsun. Bu şekilde tanımlanan MZ modülü

Teorem 3.2.10 dan FI-yükselendir. Fakat öte yandan [16] gereği M yükselen

değildir. Ayrıca MZ SIP ye sahiptir fakat (D3) koşulunu sağlamaz.

(ii)QZ, FI-yükselen değildir. Önceki bölümdeQZ nin yükselen olmadığını göstermiştik.

Yükselen olmayan bir modül FI-yükselen de olamayacağı ic.in QZ FI-yükselen

değildir.
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4 DUO MODÜLLER VE DUO HALKALAR

Bu bölümde Koşan, Agayev, Leghwel ve Harmancı nın yazmış olduğu Duo

Modules And Duo Rings [17] isimli makaleyi inceleyeceğiz.

Tanım 4.0.15 M bir sağ R-modül olsun. Eğer M nin her altmodülü tam düzgen

modül ise M ye duo modül denir.

Halkalarda duo tanımı ise aşağıdaki şekildedir.

Tanım 4.0.16 R bir halka olmak üzere eğer R nin her sağ ideali aynı zamanda

bir sol ideal ise R ye sağ duo halka denir. Yani R nin tek yönlü her ideali c.ift

yönlü bir ideal ise R ye duo halka denir.

Önteorem 4.0.17 R halkasının sağ duo halka olması ic.in gerek ve yeter şart RR

sağ R-modülünün duo modül olmasıdır.

Kanıt. R sağ duo halka olsun. Bu takdirde her sağ ideal aynı zamanda bir sol

idealdir. I bir sağ ideal ve f ∈ End(RR) olsun. y ∈ f(I) alalım. Bu durumda

f(x) = y olacak şekilde en az bir x ∈ I vardır. Öte yandan I aynı zamanda

bir sol ideal olduğundan f(x) = f(1)x ∈ I dır. Böylece f(x) = y ∈ I olup

f(I) ≤ I elde edilir. Bu ise RR nin duo modül olması demektir. Tersine, RR bir

duo modül ve I ≤ R herhangi sağ ideal olsun. Herhangi x ∈ R ve her r ∈ R ic.in

fx : R→ R dönüşümünü fx(r) = xr ile tanımlayalım. Bu şekilde tanımladığımız

fx iyi tanımlı sağ R homomorfizmasıdır. Bu takdirde hipotez gereği RR duo

modül olduğundan fx(I) ≤ I dır. Buradan her x ∈ R ic.in xI ≤ I dır. Böylece I

R nin bir sol idealidir.
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Önteorem 4.0.18 M,M ′ ve M ′′, M = M ′ ⊕M ′′ olacak şekilde modüller olsun-

lar. Eğer M duo modülse bu takdirde M ′ ve M ′′ de duo modül, Hom(M ′,M ′′) =

0 ve Hom(M ′′,M ′) = 0 dır.

Kanıt. N ≤ M ′ ve f ∈ End(M ′) olsun. Böylece g(M ′′) = 0 olmak üzere f

bir g ∈ End(MR) ye genişletilebilir. Buradan f(N) = g(N) dir. Öte yandan

g ∈ End(M) olup M duo modül olduğundan g(N) ≤ N dir. Böylece g(N) =

f(N) ≤ N bulunur. Benzer şekilde M ′′ nün duo modül olduğu gösterilebilir.

Şimdi ikinci kısmı ispatlayalım. f ∈ Hom(M ′,M ′′) olsun. f nin tanımı gereği

f(M ′) ⊆M ′′ olduğu ac.ıktır. Ayrıca M duo modül olduğundan f(M ′) ≤M ′ dür.

Öte yandan M = M ′ ⊕ M ′′ olup M ′ ∩ M ′′ = 0 olduğundan f(M ′) = 0 olur.

Böylece f = 0 elde edilir. Benzer şekilde Hom(M ′′,M ′) = 0 olduğu gösterilebilir.

Önteorem 4.0.19 M bir duo sol R-modül olsun. Bu durumda M nin doğal

projeksiyonları , M nin S = End(M) endomorfizmler halkasının merkezi idem-

potentleridir.

Kanıt. M = M ′⊕M ′′ ve π c.ekirdeği M ′′ olan projeksiyon olsun. m′ ∈M ′,m′′ ∈

M ′′ olmak üzere m = m′ + m′′ ve f ∈ S alalım. Önteorem 4.0.18 dan f ′ ∈

End(M ′) ve f ′′ ∈ End(M ′′) olmak üzere f = f ′ + f ′′ olur. Şu halde π(m) = m′

f(m) = f ′(m′) + f ′′(m′′), f(m′) = f ′(m′), f(m′′) = f ′′(m′′) olur. Buradan her

m ∈ M ic.in f(π(m)) = f(m′) = f ′(m′) = π(f(m)) olur. Böylece her f ∈ S ic.in

fπ = πf elde edilir.
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Teorem 4.0.20 M bir duo modül ise SIP ve SSP ye sahiptir.

Kanıt. M duo modül olsun. N ve K M nin iki dik toplananı olsun. Bu takdirde

M = N ⊕N ′ ve M = K ⊕K ′ olacak şekilde N,K ≤ M vardır. Ayrıca α : M =

N ⊕N ′ −→ N ve β : M = K ⊕K ′ −→ K doğal projeksiyonları ic.in N = α(M)

ve K = β(M) dir. Böylece M = α(M)⊕N ′ ve M = β(M)⊕K ′ dür. Hipotezden

α(M) = α(β(M)⊕K ′) ≤ α(β(M))+α(K ′) ≤ α(M)∩β(M)+α(M)∩K ′ ≤ α(M)

olup buradan

α(M) = α(M) ∩ β(M) + α(M) ∩K ′ (1)

olur. Burada N ∩K = α(M)∩ β(M) bize M nin bir dik toplananıolmasını verir.

Böylece M , SIP ye sahiptir. Şimdi de M nin SSP ye sahip olduğunu söyleyelim.

(1) den M = A⊕B ise

α(M) = (α(M) ∩ A)⊕ (α(M) ∩B) (2)

olur. α(M) ve β(M) dik toplanan olduklarından veM de SIP ye sahip olduğundan

M = (α(M) ∩ β(M))⊕ U (3)

olacak şekilde bir U ≤M vardır. Buradan α(M)∩β(M) ⊆ β(M) olup modülariteden

β(M) = α(M) ∩ β(M) ⊕ (U ∩ β(M)) elde edilir. Böylece α(M) + β(M) =

α(M) +α(M)∩ β(M) +U ∩ β(M) = α(M)⊕U ∩ β(M) olur. M modülü SIP ye

sahip olduğundan ve β(M) ile U dik toplanan olduğundan

M = (U ∩ β(M))⊕ V (4)

olacak şekilde V ≤ M vardır. (4), (2) eşitliklerinden ve α(M) ∩ U ∩ β(M) = 0

olmasından α(M) = α(M) ∩ U ∩ β(M)⊕ α(M) ∩ V = α(M) ∩ V ≤ V dir.
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Böylece modülariteden V = α(M)⊕N ′ ∩ V ve M = α(M)⊕N ′ olur.

M = U∩β(M)⊕V deki V yerine yukarıdaki eşitini yazarsak M = U∩β(M)⊕V =

U ∩ β(M) + α(M) +N ′ ∩ V = (α(M) + β(M))⊕ (N ′ ∩ V ) elde ederiz. Buradan

N +K = α(M) + β(M) M nin dik toplananıdır. Böylece M SSP ye sahiptir.

Örnek 4.0.21 n bir pozitif tamsayı, p bir asal sayı olsun. Bu takdirde Z ve Z

/Zpn ler duo Z modüldürler. Fakat QZ duo değildir .

Kanıt. f ∈ EndZ(Z) ve I = nZ , Z nin bir ideali olsun. f ; f(1) ile tanımlandığından

her t ∈ Z ic.in f(nt) = f(1)nt ∈ I dır. Buradan f(I) ≤ I dır. Böylece Z duo

modüldür.

Şimdi de Z/Zpn ye bakalım. Benzer şekilde f ∈ EndZ(Z/Zpn), 1 + Zpn ∈

Z/Zpn ic.in f(1) = f(1 + Zpn) şeklinde tanımlanırsa her I ≤ Z/Zpn ic.in f(I) ≤ I

elde edilir.

Son olarak QZ nin duo modül olmadığını görelim. a/b ∈ Q olmak üzere

f ∈ EndZ(Q) yu f(a/b) = a/2b şeklinde tanımlayalım ve I = (1/2)Z ≤ Q alt

modülünü göz önüne alalım. f(1/2) = 1/4 olup 1/4 /∈ I olduğundan f(I) � I

dır. Böylece QZ duo değildir.

Örnek 4.0.22 p bir asal sayı olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır:

(1) Herhangi AZ modülü ic.in (Z⊕ A)Z modülü duo değildir.

(2) Herhangi farklı pi (i = 1, 2, ...) asal sayıları ve herhangi pozitif ni ,(i = 1, 2, ...)

tamsayıları ic.in M = (
n
⊕
i=1
Z/Zp

ni
i

)Z modülü duo modüldür.

(3) Herhangi AZ modülü ic.in (Q⊕ A)Z modülü duo modül değildir.

Kanıt. (1) A sıfırdan farklı bir Z -modül olsun. Varsayalım (Z⊕A)Z duo modül

olsun. Bu takdirde Teorem 4.0.20 den (Z ⊕ A) modüşü SIP ve SSP ye sahiptir.
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Ayrıca [23] gereği herhangi f ∈ HomZ(Z, A) nın görüntüsü ve c.ekirdeği de dik

toplanandır. Buradan ise A modülü Z nin , Z de A nın bir dik toplananıdır. Bu

ise bir c.elişki olup kabulümüz yanlıştır. Yani (Z⊕ A) duo modül değildir.

(2) İspatı n üzerinden tümevarımla yapacağız. n = 2 olsun. p ve q iki asal

sayı olsun. Şu halde r, s herhangi r′, s′ pozitif tamsayıları ic.in prr′ + qss′ = 1

olacak şekilde pozitif tamsayılar olmak üzere M = Z/Zpr ⊕Z/Zqs nin duo modül

olduğunu göstereceğiz. N ≤ M ve (a, b) ∈ N olsun. Bu durumda prr′(a, b) =

(aprr′, b) = (0, b) ∈ N ve qss′(a, b) = (qss′a, 0) = (a, 0) ∈ N olur. Böylece

N = (N ∩ (Z/Zpr))⊕ (N ∩ (Z/Zqs)) dir. N1 = N ∩ (Z/Zpr) ve N2 = N ∩ (Z/Zqs)

olsun. f ∈ EndZ(M) alalım. Bu takdirde (a, 0) ∈ N1 ve (0, b) ∈ N2 olup Z/Zpr

ve Z/Zqs duo modül olduklarından f(a, b) = f(a, 0) + f(0, b) ∈ N1 + N2 = N

yani f(a, b) ∈ N olur. Böylece M duo modüldür.

(3) Herhangi A Z -modülü ic.in Q⊕ Z duo modül olsun. Bu durumda Önteorem

4.0.18 den QZ modülü duo modüldür. Fakat Örnek 4.0.21 den QZ nin duo modül

olmadığını biliyoruz. Bu ise bir c.elişki olup kabulümüz yanlıştır. Yani Q⊕Z duo

modül değildir.
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5 Projeksiyon Düzgen Alt Modüller Ve D1 Şartı

Bu bölümde C. Abdioğlu, M.T. Koşan ve S. Şahinkaya nın On Modules for

Which All Submodules Are Projection Invariant and the Lifting Condition [10]

isimli makalelesini inceleyeceğiz.

5.1 Tam Düzgen Alt Modüller

Önteorem 5.1.1 π1 : M −→ M1 ve π2 : M −→ M2 projeksiyonlar olmak üzere

M = M1 ⊕ M2 şeklinde bir ayrışıma sahip olsun. Eğer π′1 : M −→ M1 ve

π3 : M −→ M3 projeksiyonlar olmak üzere M nin başka bir M = M1 ⊕ M3

ayrışımı varsa bu takdirde M nin bir φ endomorfizmi ic.in

π′1 = π1 + π1φπ2 ve π3 = π2 − π1φπ2 (1)

eşitlikleri sağlanır. Tersine π′1 ve π3 (1) eşitliğini sağlayan M nin iki endomorfizmi

ise M = M1 ⊕ π3(M) ayrışımı vardır.

Kanıt. φ = π2− π3 olsun. Bu takdirde her m1 ∈M1 ic.in φ(m1, 0) = π2(m1, 0)−

π2(m1, 0) = 0 − 0 = 0 olup M1 ≤ Ker(φ) dir. φπ1 = 0 ve 1M = π1 + π2

olduğundan φ = φπ1 +φπ2 = φπ2 dir. m1,m
′
1 ∈M1, m2 ∈M2 ve m3 ∈M3 olmak

üzere m = m1 +m2 = m′1 +m3 ∈M olsun. Bu durumda φ(m) = (π2− π3)(m) =

m2 − m3 = m′1 − m1 ∈ M1 dir. φ = π1φ = φπ2 olduğundan φπ2 = π1φπ2

ve buradan φ = π1φπ2 ve böylece π3 = π2 − φ = π2 − π1φπ2 olur. Ayrıca

1M = π′1 + π3 olduğundan π′1 = 1M − π3 = π1 + π2 − π3 = π1 + φ = π1 + π1φπ2

olup π′1 = π1 + π1φπ2 bulunmuş olur.
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Tersine π′1 ve π3 (1) formunda olsun. (1) deki eşitlikleri taraf tarafa toplarsak

π′1 +π3 = π1 +π2 = 1M elde edilir. Ayrıca π′1
2 = π1, π3

2 = π3 ve π′1π3 = π3π
′
1 = 0

dır. Bu durumda M = π′1(M)⊕π3(M) dir. (1) den π′1(M) ≤ π1(M), π1(M) = M1

ve π3(M) ∩M1 = 0 olduğundan M = M1 ⊕ π3(M) bulmuş oluruz.

Teorem 5.1.2 Eğer M1 ≤⊕ M dik toplanan ise M1 in M deki tüm dik toplanan

tamlayanlarının kesişimleri, M ninM1 le sıfır kesişime sahip maksimal tam düzgen

alt modülüdür.

Kanıt. K, M1 in M deki tüm dik toplanan tamlayanlarının arakesitini göstersin.

K tam düzgen alt modüldür: M = M1 ⊕M2, π1 ve π2 M nin M1 ve M2

boyunca projeksiyonu ve φ ∈ S = End(M) olsun. Önteorem 5.1.1 den M3 =

(π2 − π1φπ2)(M) yine M1 in M deki bir dik toplanan tamlayanı olur. x ∈ K

olsun. K ≤M2 ∩M3 olduğundan (π2 − π1φπ2)(x) = x ve π2(x) = x dir. Böylece

0 = (π1φπ2)(x) = (π1φ)(x) yani φ(x) ∈ Ker(π1) = M2 dir. Buradan ise M2 nin

M deki tüm dik toplanan tamlayanları ic.in φ(x) ∈ M2 dir. Fakat diğer yandan

K bunların arakesiti olduğundan φ(x) ∈ K dır. Böylece φ(K) ≤ K olur ki bu da

K nın tam düzgen alt modül olması demektir. Ayrıca M1 ∩M2 = 0 olduğundan

M1 ∩K = 0 dır.

K maksimaldir: L∩M1 = 0 ve M = M1⊕M2 olmak üzere L, M nin tam düzgen

alt modülü olsun. Bu takdirde m1 ∈M1, m2 ∈M2 olmak üzere x = m1 +m2 ∈ L

ise m1 = π1(x) ∈M1 ∩L = 0 ve böylece L = (L∩M1)⊕ (L∩M2) = L∩M2 elde

edilir. Böylece M2 nin M deki tüm dik toplanan tamlayanları ic.in L ≤ M2 dir.

Buradan ise L ≤ K olup K nın maksimal olduğu elde edilir.
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Sonuç 5.1.3 M bir modül olsun. M nin bir dik toplananının direk toplanan

tamlayanının tek olması ic.in gerek ve yeter şart bunun M nin bir tam düzgen alt

modülü olmasıdır.

5.2 Projeksiyon Düzgen Alt Modüller

Öncelikle ihtiyacımız olacak, projeksiyon düzgen alt modüllerin bazı temel

özelliklerini verelim.

Tanım 5.2.1 A bir grup, G de A nın altgrubu olsun. Eğer A nın her π projeksiy-

onuG yi kendisine götürüyorsaG yeA nın projeksiyon düzgen (projection invariant)

altgrubu denir [9].

Biz bu c.alışmada bu tanımın modül versiyonunu tanımlayıp c.eşitli sonuc.lar elde

ettik.

Tanım 5.2.2 M bir modül, N ≤M olsun. Eğer M nin her π projeksiyonu N yi

kendisine götürüyorsa, yani N M nin herhangi bir projeksiyonu altında değişmez

kalıyorsa (π(N) ≤ N)N yeM nin projeksiyon düzgen (projection invariant) alt modülü

denir. [10]

Önerme 5.2.3 M bir modül, N ≤M olsun. Bu durumda ;

(1) N ≤M nin projeksiyon düzgen alt modülü olması ic.in gerek ve yeter şart M

nin herhangi bir π projeksiyonu ic.in π(N) = N ∩ π(M) olmasıdır.

(2) N ≤ M nin projeksiyon düzgen alt modül olması ic.in gerek ve yeter şart N

nin, M nin projeksiyon düzgen alt modüllerinin bir kesişimi olmasıdır.
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(3) M nin projeksiyon düzgen alt modüllerinin herhangi toplamı ve arakesiti de

yine M nin projeksiyon düzgen alt modülleridir.

(4)M nin projeksiyon düzgen bir dik toplananıM nin tam düzgen alt modülüdür.

(5)N ≤M projeksiyon düzgen bir alt modül veM = M1⊕M2 olsun. Bu takdirde

N = (N ∩M1)⊕ (N ∩M2) dir.

(6) M = ⊕
i∈I
Mi ve N ≤ M projeksiyon düzgen bir alt modül ise, bu takdirde πi,

M nin Mi boyunca i-inci projeksiyon homomorfizması olmak üzere,

N = ⊕
i∈I
πi(N) = ⊕

i∈I
(Mi ∩N) dir.

Kanıt. (1) ” :⇒ ” N ≤ M projeksiyon düzgen bir alt modül ve π de M

nin bir projeksiyonu olsun. Bu durumda π(N) ≤ N ∩ π(M) dir. Öte yandan

N ∩ π(M) ≤ π(N) her zaman gec.erli olduğundan π(N) = N ∩ π(M) bulunur.

” ⇐: ” π(N) = N ∩ π(M) olduğunu kabul edelim. N ≤ M ve π de M nin her-

hangi projeksiyonu olsun. π(N) = N ∩π(M) olduğundan π(N) ⊆ N dir. Böylece

N ≤M nin projeksiyon düzgen alt modülüdür.

(2) ” :⇒ ” N ≤ M projeksiyon düzgen bir alt modül ve π de M nin bir projek-

siyonu olsun. Bu takdirde π(M) ≤ M olduğundan M ≤ M projeksiyon düzgen

alt modüldür. Öte yandan N = N ∩M olduğundan N de M nin projeksiyon

düzgen alt modüllerinin bir kesişimidir ki bu da bizim istediğimiz sonuc.tur.

” ⇐: ” i ∈ I ic.in Ni ler M nin projeksiyon düzgen alt modülleri olmak üzere

N =
⋂
i∈I

Ni ve π M nin bir projeksiyonu olsun.

Bu takdirde π(N) = π(
⋂
i∈I

Ni) ≤
⋂
i∈I

π(Ni) ≤
⋂
i∈I

Ni = N olur. Böylece π(N) ≤ N

bulunmuş olur. Bu ise N nin projeksiyon düzgen alt modül olması demektir.

(3) İspat Önteorem 3.2.8 (1) e benzer olarak yapılabilir.
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(4) M1 ≤⊕ M projeksiyon düzgen bir alt modül, f ∈ S = End(M) ve M =

M1 ⊕M2 olsun. π1 ve π2 ler M nin sırasıyla M1 ve M2 boyunca projeksiyonları

olsunlar. φ ∈ S keyfi alalım. Önteorem 5.1.1 den π3 = π1 − π2φπ1 de M nin

bir projeksiyonudur. Hipotezden M1 projeksiyon düzgen alt modül olduğundan

π3(M1) ≤M1 dir. x ∈M1 alalım. Bu durumda π3(x) = x− (π2φ)(x) ∈M1 olur.

Böylece (π2φ)(x) = 0 olur. Buradan ise φ(x) ∈M1 bulunur. Böylece φ(M1) ⊆M1

olup M1 tam düzgendir.

(5) π1 ve π2 ler M nin sırasıyla M1 ve M2 boyunca projeksiyonları olsun. Bu

durumda m1 ∈ M1 ve m2 ∈ M2 olmak üzere herhangi m = m1 + m2 ∈ M

ic.in π1(m) = m1 ve π2(m) = m2 dir. n1 ∈ M1 ve n2 ∈ M2 olmak üzere

n = n1 + n2 ∈ N olsun. Hipotezden N ≤ M projeksiyon düzgen alt modül

olduğundan π1(n) = n1 ∈ N ve π2(n) = n2 ∈ N ve böylece π1(n) = n1 ∈ N ∩M1

ve π2(n) = n2 ∈ N ∩M2 olur. Böylece n = n1 + n2 ∈ N ∩M1 + N ∩M2 olur.

Buradan ise

N ≤ N ∩M1 +N ∩M2 (∗)

bulunur. Tersine x + y ∈ N ∩M1 + N ∩M2 alalım. Buradan x ∈ N ∩M1 ve

y ∈ N ∩M2 dir. Buradan ise x ∈ N ve y ∈ N olur. Böylece x + y ∈ N olur.

Buradan

N ∩M1 +N ∩M2 ≤ N (∗∗)

olur. (∗) ve (∗∗) dan N = N ∩M1 +N ∩M2 elde edilir. Öte yandan M1 ve M2,

M nin dik toplananları olduğundan M1 ∩M2 = 0 olup (N ∩M1) ∩ (N ∩M2) =

N ∩ (M1 ∩M2) = N ∩ 0 = 0 dır.

Sonuc. olarak yukarıdaki eşitlikteki toplam dik toplam olup,
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N = (N ∩M1)⊕ (N ∩M2) bulunmuş olur.

(6) İspat Önteorem 3.2.8 (3) e benzer olarak yapılabilir.

M ve N iki modül, S = EndR(MR) ve S ′ = EndR(NR) olsun. g : N → M

sağ R-homomorfizması ic.in I = {f ∈ S : fg = 0} şeklinde tanımlanan I, S nin

bir idealidir.

Önerme 5.2.4 M bir yarı-projektif modül olsun. Yukarıda tanımladığımız kavram-

larla birlikte eğer I bir projeksiyon düzgen dik toplanan ise S/I ∼= S ′ dür.

Kanıt. M bir yarı-projektif modül ve g : N →M bir sağ R-modül homomorfiz-

ması olmak üzere I = {f ∈ S : gf = 0} olsun. I projeksiyon düzgen dik toplanan

olduğundan Önerme 5.2.3 den I tam düzgen alt modüldür. Bu durumda hg = gf

olacak şekilde h : M/Rad(M)→ S R -modül homomorfizması vardır. Şu halde hf

herhangi f ∈ S ye bağlı olmak üzere α(f) = hf şeklinde tanımlanan α : S → S ′

dönüşümü bir homomorfizmdir. M yarı-projektif olduğundan herhangi β ∈ S ′

ic.in βg = gf ′ olacak şekilde bir f ′ ∈ S vardır. Ayrıca α örten homomorfizm ve

Ker(α) = I dır.

Teorem 5.2.5 M bir yarı-projektif modül, N herhangi bir modül ve I bir pro-

jeksiyon düzgen dik toplanan olsun. Eğer M sonlu değiştirme özelliğine sahipse;

(1) N sonlu değiştirme özelliğine sahiptir.

(2) I bir değişken (exchange) halkadır.

(3) Herhangi f ∈ S ic.in , Im(f − f 2) ⊆ I ise Im(f − e) ⊆ I olacak şekilde bir

e ∈ S idempotent elemanı vardır.
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Kanıt. (1) M nin sonlu değiştirme özelliğine sahip olduğunu varsayalım. [21,

Teorem 28.7] gereği S halkası bir değişken halkadır. Ayrıca Önerme 5.2.4 den

S/I ∼= S ′ dür. Öte yandan [22, Teorem 2.2] gereği S ′ değişken bir halkadır.

Buradan ise N sonlu değiştime özelliğine sahiptir.

(2) (1) den S değişken halka olup I ≤ S olduğundan yine [22, Teorem 2.2] gereği

I değişken halkadır.

(3) Herhangi f ∈ S ve f ′ ∈ S ′ ic.in [21, Teorem 29.1] gereği f − e = (f − f 2)f ′

olacak şekilde bir e ∈ S idempotenti vardır. Bu ise g(f − e) = g(f − f 2)f ′ = 0

olmasını gerektirir. Yani Im(f − e) ⊆ I dir.

Şimdi herhangi MR modülü ic.in (∗) özelliğini göz önüne alalım.

(∗) M modülünün her alt modülü projeksiyon düzgendir.

Önerme 5.2.6 M bir modül olsun.

(1) Eğer M (∗) özelliğini sağlarsa herhangi dik toplananı da (∗) özelliğini sağlar.

(2) M nin her toplananı ic.in (∗) özelliği sağlansın. Yani M nin tüm dik toplanan-

ları projeksiyon düzgen olsun. Bu durumda M modülü SIP ve SSP ye sahiptir.

Kanıt. (1) M (∗) özelliğini sağlasın ve M ′ ile M ′′ M nin alt modülleri olmak

üzere M = M ′⊕M ′′ olsun. πM ′ : M →M ′ projeksiyon ve N ≤M ′ olsun. Ayrıca

π : M ′ = M ′ ⊕ (0) → M ′ olsun. Bu durumda p = ππM ′ M nin bir projeksiyonu

ve π(N) = p(N) dir. Öte yandan M (∗) özelliğini sağladığından π(N) ⊆ N dir.

Buradan ise p(N) ⊆ N olup N projeksiyon düzgendir. Yani M ′ (∗) özelliğini

sağlar .

(2) M1,M2 ≤⊕ olsun. Önerme 5.2.3 (4) den M1 ve M2 ler M nin tam düzgen alt

modülleridirler. M ′
2 ≤M ic.in M = M2 ⊕M ′

2 olsun.
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Hipotezden ve Önerme 5.2.3 (6) dan M1 = (M1∩M2)⊕ (M1∩M ′
2) dür. Buradan

ac.ıktır ki M1 ∩M2 M nin bir dik toplananıdır.

Yani sonuc. olarak M1 ve M2 M nin herhangi iki dik toplananı iken M1∩M2 de M

nin dik toplananı oldu. Böylece M modülü SIP ye sahiptir. Şimdi de M nin SSP

ye sahip olduğunu gösterelim. M1 +M2 = M2 ⊕ (M1 ∩M ′
2) ve M1 ∩M ′

2 M
′
2 nün

bir dik toplananı olduğundan bu aynı zamanda M nin de bir dik toplananıdır.

Böylece M modülü SSP ye sahiptir.

[20, Lemma 1.9] da yazarlar şunu göstermiştir: M bir modül M1,M2 ≤⊕ M

ve M = M1⊕M2 olsun. Bu takdirde M1 in M nin tam düzgen alt modülü olması

ic.in gerek ve yeter şart Hom(M1,M2) = 0 olmasıdır.

Biz aşağıdaki önermede bunun daha genel halini ispatladık.

Önerme 5.2.7 M bir modül olsun.

(1) M1,M2 ≤M olmak üzere M = M1 ⊕M2 olsun. Eğer M1 M nin projeksiyon

düzgen alt modülü ise Hom(M1,M2) = 0 dır.

(2) (∗) özelliğinin M nin her dik toplananı ic.in sağlandığını varsayalım. M1,M2

M nin alt modülleri olmak üzere M = M1 ⊕M2 olsun. Bu takdirde,

Hom(M1,M2) = 0 dır.

Kanıt. (1) Önerme 5.2.3 den M1 i M nin tam düzgen alt modülü olarak

düşünebiliriz. f : M1 → M2 bir homomorfizm, p1 : M → M1 projeksiyon ve

i2 : M2 → M ic.erme dönüşümü olsun. Bu durumda f ∗ = i2fp1 M nin bir endo-

morfizmidir.

M1 tam düzgen alt modül olduğundan f(M1) ⊆ M1 ∩ M2 = 0 olmak üzere

f ∗(M1) ⊆M1 dir. Buradan ise f = 0 bulunur.
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Böylece Hom(M1,M2) = 0 elde edilir.

(2) (1) ve Önerme 5.2.3 (4) e benzer olarak yapılabilir.

Yine [20, Teorem 3.8 ] de şu gösterilmiştir: M bir modül, i ∈ I ic.in Mi ≤M ,

M = ⊕
i∈I
Mi ve N ≤M tam düzgen bir alt modül olsun. Bu takdirde

N = ⊕
i∈I

(N ∩Mi) dir.

Biz aşağıdaki teoremde bunun daha genel halini ispatladık.

Teorem 5.2.8 M bir modül, i ∈ I ic.in Mi ≤ M ve M = ⊕
i∈I
Mi olsun. (∗)

özelliğinin M nin her dik toplananı ic.in sağlanması ic.in gerek ve yeter şart

aşağıdakilerin sağlanmasıdır.

(1) (∗) özelliği her i ∈ I ic.in Mi nin her dik toplananı ic.in sağlanır.

(2) Her i 6= j ∈ I ic.in Hom(Mi,Mj) = 0 dır.

(3) M nin her N dik toplananı ic.in N = ⊕
i∈I

(N ∩Mi) dir.

Kanıt. ”⇒ ” Önerme 5.2.3 ve 5.2.7 e benzer olarak yapılabilir.

” ⇐ ” (1),(2),(3) sağlansın. K ≤⊕ M ve f M nin bir endomorfizmi olsun.

Her j ∈ I ic.in pj : M → Mj projeksiyon ve ij : Mj → M ic.erme dönüşümü

olsun. Önerme 5.2.3 (4) ten Mj nin her projeksiyon düzgen dik toplananı tam

düzgen olduğundan ve (1) den her j ∈ I ic.in pjfij(K ∩ Mj) ⊆ K ∩ Mj dir.

Ayrıca (2) den her j 6= k ∈ I ic.in pkfij(K ∩ Mj) = 0 dır. Şu halde (3) den

f(K) =
∑
j∈I

f(K ∩Mj) ⊆
∑
j∈I

pjfij(K ∩Mj) ⊆
∑
j∈I

(K ∩Mj) ⊆ K olur. Buradan

K ≤M tam düzgen alt modül olup böylece projeksiyon düzgen alt modüldür.
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Sonuç 5.2.9 Her i ∈ I ic.in Mi ler ayrıştırılamaz alt modüller olmak üzere M =

⊕
i∈I
Mi olsun. Bu durumda (∗) özelliğinin M nin her dik toplananı ic.in sağlanması

ic.in gerek ve yeter şart

(1) Her i 6= j ∈ I ic.in Hom(Mi,Mj) = 0

(2) Her N ≤⊕ M ic.in N = ⊕
i∈I′

(N∩Mi) olacak şekilde bir (sonlu) I ′ ⊆ I olmasıdır.

Kanıt. ”⇒ ” Teorem 5.2.8 den kolaylıkla görülür.

”⇐ ” Teorem 5.2.8 ve Önerme 5.2.6 dan yapılabilir.

Aşağıdaki teoremde [20, Lemma 2.4] de elde edilen şu sonucun bir genellemesini

ispatladık: M bir modül, i ∈ I ic.in Mi ≤ M ve M = ⊕
i∈I
Mi olsun. Bu durumda

aşağıdakiler denktir.

(1) i 6= j ∈ I ve mi ∈Mi, mj ∈Mj olmak üzere R = ann(mi) + ann(mj)

(2) M nin her (devirli) alt modülü ic.in N = ⊕
i∈I

(N ∩Mi) dir.

Ayrıca bu durumda her i 6= j ∈ I ic.in Hom(Mi,Mj) = 0 dır.

Teorem 5.2.10 M bir modül, i ∈ I ic.in Mi ≤ M ve M = ⊕
i∈I
Mi olsun. Bu

takdirde M nin (∗) özelliğini sağlaması ic.in gerek ve yeter şart

(1) Her i ∈ I ic.in Mi nin (∗) özelliğini sağlaması ve

(2) Her N ≤M ic.in N = ⊕
i∈I

(N ∩Mi) olmasıdır.

Kanıt. Önteorem 5.2 yi kullanarak Sonuc. 5.2.9 a benzer olarak yapılır.

Sonuç 5.2.11 M bir modül, Mi ≤ M olmak üzere M = ⊕
i∈I
Mi olsun. Bu

takdirde M nin (∗) özelliğini sağlaması ic.in gerek ve yeter şart her i 6= j ∈ I

ic.in Mi ⊕Mj nin de (∗) özelliğini sağlıyor olmasıdır.
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Kanıt. ”⇒ ” Önerme 5.2.6 dan görülebilir.

”⇐ ” Her i 6= j ∈ I ic.in Mi ⊕Mj (∗) özelliğini sağlasın.

Bu durumda Önerme 5.2.6 dan her i ∈ I ic.in Mi (∗) özelliğini sağlar. Ayrıca

Önerme 5.2.3 den ve Önteorem 5.2 den her i 6= j ∈ I ve her mi ∈ Mi, mj ∈ Mj

ic.in R = ann(mi) +ann(mj) dir. Böylece Önteorem 5.2 ve Teorem 5.2.10 dan M

(∗) özelliğini sağlar.

Uyarı 5.2.12 Eğer RR modülü (∗) özelliğini sağlıyorsa R (∗) özelliğine sağdan

sahiptir denir. Ac.ıktır ki değişmeli halkalar ve bölüm halkaları (∗) özelliğini

sağdan sağlarlar.

Sonuç 5.2.13 (1) Eğer R (∗) özelliğine sahipse R⊕R (∗) özelliğini sağlamaz.

(2) Bölüm halkaları üzerindeki herhangi 2×2 matris halkası (∗) özelliğini sağlamaz.

Kanıt. A ve B sağ R -modüller ve f : A → B bir epimorfizm olsun. Buradan

A ≤ M = A ⊕ B projeksiyon düzgen değildir. C. ünkü, p : M → A kanonik

projeksişyon olmak üzere fp : M → B projeksiyondur fakat fp(A) = B * A

dır. Böylece M modülü (∗) özelliğine sahip değildir. Özellikle de sıfırdan faklı

herhangi M modülü ic.in M ⊕M modülü (∗) özelliğine sahip değildir. Yani (∗)

özelliğinin olup olmamaıs M den bağımsızdır. Bu ise R⊕R nin de bölüm halkaları

üzerinde 2× 2 matris halkasının da (∗) özelliğine sahip olmadığını gösterir.
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5.3 Yükselen (D1) Koşulu

Tanım 5.3.1 M bir sağ R-modül olsun. Eğer M nin her projeksiyon düzgen A

altmodülü ic.in B ⊆ A ve A/B � M/B olacak şekilde bir B ≤⊕ M varsa M ye

PI-yükselen modül denir.

Denk olarak M nin PI-yükselen olması ic.in gerek ve yeter şart M nin her

projeksiyon düzgen A altmodülü ic.in M1 ≤ A,M2 ∩ A � M2 ve M = M1 ⊕M2

olacak şekilde M1 ve M2 alt modüllerinin var olmasıdır [10].

Önteorem 5.3.2 Herhangi M modülü ic.in aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) M PI-yükselendir.

(2) Her A ≤ M projeksiyon düzgen alt modülü ic.in A = N ⊕ S olacak şekilde

N ≤⊕ M ve S �M vardır.

(3) Her X ≤ M projeksiyon düzgen alt modülü ic.in (1 − e)(X) � (1 − e)(M)

olacak şekilde e : M → X idempotent homomorfizması vardır.

Kanıt. (1) ⇒ (2) M bir PI-yükselen modül ve A ≤ M herhangi projeksiyon

düzgen alt modül olsun. M , PI-yükselen olduğundan M1 ≤ A ve M2 ∩ A� M2

olacak şekilde M = M1 ⊕M2 ayrışımı vardır. Böylece A = M1 ⊕ (A ∩M2) olur

ki bu da istenendir.

(2)⇒ (1) M nin her projeksiyon düzgen alt modülünün belirtilen ayrışıma sahip

olduğunu kabul edelim. A ≤ M herhangi projeksiyon düzgen alt modül olsun.

Hipotezden A = N ⊕ S olacak şekilde bir N ≤⊕ M ve S � M alt modülleri

vardır. Şu halde bir N ′ ≤ M ic.in M = N ⊕ N ′ dür. π : M −→ M/N doğal

epimorfizmini göz önüne alalım. Bu durumda π(S) = (S+N)/N = A/N �M/N

olur. Böylece M bir PI-yükselen modüldür.
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(1) ⇒ (3) M bir PI-yükselen modül olsun. Bu takdirde M nin her projeksiyon

düzgen X alt modülü ic.in M1 ≤ X ve M2 ∩ X � M2 olacak şekilde bir M =

M1⊕M2 ayrışımı vardır. Böylece e(m+m′) = m şeklinde tanımlanan e : M →M1

homomorfizmi idempotenttir ve e(M) = M1, (1 − e)(M) = M2 dir. M1 ≤ X

olduğundan (1− e)(X) = X ∩ (1− e)(M)�M2 = (1− e)(M) olup istenen elde

edilir.

(3) ⇒ (1) Bunun ispatı ic.in (1) e denk olan (2) koşulunu göstereceğiz. M nin

her projeksiyon düzgen X alt modülü ic.in (1 − e)(X) � (1 − e)(M) olacak

şekilde e : M → X idempotent homomorfizması mevcut olsun. Bu takdirde

M = eM ⊕ (1 − e)M ayrışımı vardır. Buradan X = eM ⊕ (1 − e)M ∩ X olup

(1 − e)M ∩X = (1 − e)X � (1 − e)M ⊂ M elde edilir. Böylece (2) den M bir

PI-yükselen modüldür.

Teorem 5.3.3 M bir modül, Mi ≤ M olmak üzere M =
n
⊕
i=1
Mi olsun. Eğer her

bir Mi PI-yükselen ise M de PI-yükselendir.

Kanıt. N ≤ M projeksiyon düzgen bir alt modül olsun. Önerme 5.2.3 den her

1 ≤ i ≤ n ic.in N ∩Mi ≤ Mi de projeksiyon düzgen alt modüldür. Her i ic.in

Mi ler PI-yükselen olduğundan Ki ≤ N ∩Mi ve (N ∩Mi)/Ki � Mi/Ki olacak

şekilde bir Ki ≤⊕ Mi vardır. Ac.ıktır ki K =
n
⊕
i=1
Ki M nin bir dik toplananı ve

K ⊆
n
⊕
i=1

(N ∩Mi) dir. Ayrıca Önerme 5.2.3 den M =
n
⊕
i=1

(N ∩Mi) dir. Şimdi

1 ≤ i ≤ n ve mi ∈ Mi ic.in (m1 + K1, ...,mn + Kn) → (
n

Σ
i=1
mi) + Ki şeklinde

tanımlanan β :
n
⊕
i=1

(Ni/Ki) → (
n
⊕
i=1
Mi)/K homomorfizmasını göz önüne alalım.

Bu şekilde tanımlanan dönüşüm ic.in β(
n
⊕
i=1

((N ∩Mi)/Ki)) = (
n
⊕
i=1

(N ∩Mi))/K

dir.
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Atık alt modüllerin herhangi sonlu toplamı da yine bir atık alt modül olduğundan

n
⊕
i=1

((N ∩Mi)/Ki)�
n
⊕
i=1

(Mi/Ki) dir. Bu takdirde [5, Lemma 1.2] den

(
n
⊕
i=1

(N ∩Mi))/K �M/K elde edilir.

Önerme 5.3.4 M bir modül ve X ≤ M tam düzgen alt modül olsun. X ≤

X ′ ≤ M olmak üzere X ′/X ≤ M/X bir projeksiyon düzgen alt modül olsun.

Bu takdirde X ′ ≤M projeksiyon düzgen alt modüldür. Eğer M bir PI-yükselen

modül ise M/X de PI-yükselendir.

Kanıt. Y , X ⊆ Y ve Y/X ≤ M/X projeksiyon düzgen alt modül olacak

şekilde M nin bir alt modülü olsun. Hipotezden Y ≤ M projeksiyon düzgen

alt modüldür. Ayrıca M PI-yükselen olduğundan D ≤ Y ve Y/D � M/D

olacak şekilde bir D ≤⊕ M vardır. Herhangi D′ ≤ M ic.in M = D ⊕ D′

olduğunu varsayalım. π c.ekirdeği D olan projeksiyon ve i : D′ → M ic.erme

dönüşümü olsun. Şu halde α = iπ : M → M M nin bir homomorfizması ol-

sun. X ve Y , M nin projeksiyon düzgen alt modülleri olduklarından α(X) ⊆ X

ve α(Y ) ⊆ Y dir. Ayrıca Y = α−1(Y ) dir. Şu halde α−1(X) ⊆ Y = α−1(Y )

dir. α−1(X) ⊆ K ve M/α−1(X) = (Y/α−1(X)) + (K/α−1(X)) olmak üzere

K ≤ M olsun. Bu durumda M = Y + K dır ve Y/D � M/D olduğundan

M = K dır. Böylece Y/α−1(X)�M/α−1(X) dir. Yani (Y/X)/(α−1(X)/X) <<

(M/X)/(α−1(X)/X) dir. Şimdi α−1(X)/X ninM/X in bir dik toplananı olduğunu

gösterelim. M = D ⊕ D′ olduğundan M = α−1(X) + D′ dür. Böylece M/X =

(α−1(X)/X) + (D′ +X)/X dir.

Ayrıca α−1(X) ∩ (D′ + X) = X + (α−1(X) ∩D′) = X olduğundan α−1(X)/X ,

M/X in dik toplananıdır. Böylece M/X PI-yükselendir.
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Teorem 5.3.5 M = M1 ⊕ M2 (∗) özelliğini sağlayan bir modül olsun. Bu

takdirde M nin PI-yükselen olması ic.in gerek ve yeter şart M1 ve M2 nin PI-

yükselen olmasıdır.

Kanıt. ” :⇒ ” M = M1 ⊕M2 olup (∗) özelliğini sağlasın. M bir PI-yükselen

modül olsun. Bu takdirde M/M1
∼= M2 olup Önerme 5.3.4 den M/M1 de PI-

yükselen olduğundan M1 de PI-yükselen olur. Benzer şekilde M2 nin PI-yükselen

olduğu gösterilebilir.

” ⇐: ” M1 ve M2 ler PI-yükselen olsunlar. Bu takdirde Teorem 5.3.3 gereği M

de PI-yükselendir.

Son olarak yükselen, FI-yükselen ve PI-yükselen modüller arasında nasıl bir

ilişki olduğunu görelim.

Tanımlar birbirine yakın gözüktüğü ic.in her PI-yükselen modülün aynı za-

manda bir yükselen modül olduğu düşünülebilir. Fakat öyle olmadığını bir örnekle

gösterebiliriz.

MZ = Z/2Z ⊕ Z/8Z olsun. Bu durumda Sonuc. 3.2.11 den MZ FI-yükselendir.

Böylece MZ PI-yükselendir fakat yükselen değildir [16]. Tanımlardan ac.ıktır ki

her yükselen modül FI ve PI -yükselendir. Fakat FI-yükselen bir modül acaba PI

-yükselen midir? Şimdi yazacağımız örnek bunun doğru olmadığını gösteriyor. R

bir basit bölge olsun. Yani bölüm halkası (division ring) olmasın. Örneğin karak-

teristiği 0 olan cisim üzerinde birinci Weyl Cebiri olsun. Bu takdirde R nin tam

düzgen sağ idealleri yalnız aşikar olanlardır. Böylece RR FI -yükselendir. R nin

idempotentleri sadece 0 ve 1 olduğundan R nin herhangi sağ ideali projeksiyon

değişmez fakat J(R) = 0 dır. Böylece RR PI -yükselen değildir.
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