T.C.
GEBZE YUKSEK TEKNOLOJI ENSTITUSU

MUHENDISLIK VE FEN BILIMLERI
ENSTITUSU

PROJEKSIYON ALTINDA DEGISMEYEN ALT
MODULLER VE YUKSELEN KOSULU

CiHAT ABDIOGLU
YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILIMDALI

GEBZE
2011






T.C.
GEBZE YUKSEK TEKNOLOJI ENSTITUSU

MUHENDISLIK VE FEN BILIMLERI
ENSTITUSU

PROJEKSIYON ALTINDA DEGISMEYEN ALT
MODULLER VE YUKSELEN KOSULU

CiHAT ABDIOGLU

YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILIMDALI

TEZ DANISMANI
YRD. DOC. DR. M. TAMER KOSAN

GEBZE
2011



YUKSEK LiSANS TEZi JURI ONAY SAYFASI

G.Y.T.E. Mithendislik ve Fen Bilimleri Enstitiisii Yoénetim Kurulu'nun ................
VR Ve snmssm s sayili karartyla olugturulan jiiri tarafindan ..................... tarihinde
tez savunma sinavi yapilan Cihat ABDIOGLU’nun tez calismasi Matematik Anabilim
Dalinda YUKSEK LISANS tezi olarak kabul edilmistir.

JURI

o (\l;f\l/ﬁ
(TEZ DANISMANI) : Yrd. Dog. Dr. M. Tamer KOSAN

UYE : Prof. Dr. Vasfi ELDEM \/ ¢ 6’7

-
UYE : Yrd. Dog. Dr. Cesim CELIK W

ONAY
G.Y.T.E. Mihendislik ve Fen Bilimleri Enstitiisi Yo6netim Kurulu'nun
......... /.....‘..../20...tarihve.............../............sz{ylllkararl,
IMZA/MUHUR

FR 028/Rev.00/Rev. Tarihi:- /Yayn Tarihi: 01.03.2005



OZET

TEZ BASLIGI: PROJEKSIiYON ALTINDA DEGISMEYEN ALT MODULLER VE
YUKSELEN KOSULU

YAZAR ADI: CIHAT ABDIOGLU

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde giris kism1 bulunmakta olup, tezin amacini gosterdik.

Ikinci béliimde calisma icin gerekli olan bazi temel tanim ve kavramlari verdik.

Ugiincii boliimde M. T. KOSAN tarafindan yazilan ‘The Lifting Condition And Fully

Invariant Submodules’ [13] isimli makaleyi ¢alistik.

Dordiincii boliimde M. T. KOSAN ve digerleri tarafindan yazilan ‘Duo Modules And Duo

Rings’ [17] isimli makalenin baz1 boliimleri iizerinde durduk.

Besinci bolimde C. ABDIOGLU, M.T.KOSAN ve S. SAHINKAYA tarafindan yazilan ‘On
Modules for Which All Submodules Are Projection Invariant and the Lifting Condition ’ [10]

1simli makaleyi calistik.



SUMMARY

THESIS TITLE: ON MODULES FOR WHICH ALL SUBMODULES ARE
PROJECTION INVARIANT AND THE LIFTING CONDITION

THESIS AUTHOR: CIHAT ABDIOGLU

This thesis consists of six chapter.

The first chapter includes the purpose of the thesis.

In the second chapter we present some basic definitions and useful notions.

In the third chapter we study the paper ‘The Lifting Condition And Fully Invariant
Submodules’ , written by M. T. KOSAN [13].

In the fourth chapter we focus on some part of the paper ‘Dou Modules And Duo Rings’,
written by M. T. KOSAN at al. [17].

In the fifth chapter we study the paper ‘On Modules for Which All Submodules Are
Projection Invariant and the Lifting Condition’ , written by C. ABDIOGLU at al. [10].
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1 GIRIS
Bir M modiili icin Dy ve C kosulu sirasiyla su sekilde tanimlanir:
Di: N<Micin A< N, NNS <« Mve M=A® S olacak bicimde A ve S alt
modiilleri mevcuttur.
C1: M nin her alt modiilii M nin bir dik toplananinin esas alt modiilidiir.

Bu sekilde tanimlanan Dy sartini saglayan modiillere yikselen (lifting) modiil ;
C1 sartin1 saglayanlara ise genisleyen (extending) modil ad1 verilir.

Ayrica M bir sag R-modill ve N < M iken, eger her f € End(M) icin
f(N) C N oluyorsa, N ye M nin tam dizgen (fully invariant) alt modili denir
2].

Bu tamimlamalarla birlikte genisleyen ve yiikselen modiillerle ilgili cok cesitli
tammlamalar yapilmistir.  Ornegin, bir M modiilii icin FI-genigleyen modiil
kavrami tanimlanmistir: M bir modiil olmak tlizere eger M nin her tam diizgen alt
modiilii M nin bir dik toplananimin esas alt modiilii ise M ye Fl-genisleyen (FI-
extending) modil denir. M. T. Kosan 2005 yilinda FI-genigleyen modiil kavraminin
duali olarak Fl-yilikselen modiil kavramini tanimlamigtir : M bir modiil olmak
lizere eger M nin her tam diizgen A alt modiili icin B C A ve A/B < M/B
olacak sekilde M nin bir B dik toplananm varsa M ye Fl-yiikselen (FI-lifting)
modil denir [13]. Denk olarak; M nin Fl-yiikselen olmasi icin gerek ve yeter sart
M nin her tam diizgen A alt modilii icin M; < A ve M, N A <« M, olacak
sekilde M = M; & M, ayrigiminin olmasidir. Bu caligmamizin 3. béliimiinde M.
Tamer Kosan’in bu tanimi ve buna bagl olarak elde etmis oldugu sonuclari iceren

makalesini [13] inceledik.



M bir sag R-modiil olmak tizere eger M nin her alt modiili tam diizgen alt
modiil ise M ye duo modil denir. M. T. Kogan ve digerleri 2006 yilinda bunlarla
ilgili cesitli sonuclar elde ettiler. 4. bolimde bu konu ve tanimlamalar: iceren M.
T. Kosan ve digerlerinin s6z konusu makalesini [17] inceledik.

A bir grup, G de A nin bir altgrubu olmak iizere A nin her 7 projeksiyonu G yi
kendisine gotiirityorsa G ye A nin projeksiyon dizgen (projection invariant) altgrubu
denir [9]. Biz bu tamimim modiil-teorik versiyonunu tammlayip cesitli sonuclar
elde ettik : M bir modiil, N < M olmak tizere eger M nin her 7 projeksiyonu N yi
kendisine gotiiriiyorsa, yani N, M nin herhangi bir projeksiyonu altinda degismez
kaliyorsa N ye M nin projeksiyon diizgen (projection invariant) alt modiilii denir
[10]. Bu caligmamizin son boliimi olan 5. boliimde bu tanimi ve buna dayanarak

elde ettigimiz sonuclari iceren makalemizi (C. Abdioglu V.d [10]) inceledik.



2 TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde calismamizda gerekli olacak bazi1 tanim ve teoremler verilecektir.

2.1 Modiuller ve Alt Moduller

Tanim 2.1.1 R bir halka, (M, +) degismeli bir grup olsun. m € M ve r € R
icin mr ile tamimhi M x R — M fonksiyonu her z,y € M ve her a,b € R icin
(i) (z+yla=zra+ya

(ii) z(a +b) = za + b

(iii) z(ab) = (xa)b

sartlarini saglayacak sekilde mevcutsa, M ye sag R-modil denir ve My, ile gosterilir[1].

Tanim 2.1.2 R birimli bir halka ve M sag R modiil olsun. Eger her x € M icin

xlp = x ise, M ye birimsel (unital) modil denir [2].

Bu calismada aksi belirtilmedikce, halkalar birimli ve modiiller birimsel modiil

olarak alinacaktir.

Ornek 2.1.3 (1) Her degismeli grup bir Z-modiildiir.

(2) Her halka kendi yapisi tizerinde bir modiildiir.

Tanim 2.1.4 M bir R-modil ve N, M nin bir alt grubu olsun. Eger her n € N
ve r € R icin nr € N oluyorsa, N ye M nin alt moduli denir ve N < M ile

gosterilir [1].

Ornek 2.1.5 (1) {0} her modiiliin alt modiiliidiir ve buna sifir alt modiil denir.

(2) Her modiil kendisinin alt modiiliidiir.



Ornek 2.1.6 M bir sol R-modill ve @ # X C M olsun. Bu durumda RX , M

nin alt moduludiir.

Tanim 2.1.7 M bir sag R-modiil olsun. M nin {0} ve kendisinden bagka bir alt

modilii yoksa M ye basit (simple) modiil denir [3].

Ornek 2.1.8 Z halkas1 Z-modiil olarak basit degildir. Gercekten, Z de {0} ve Z

den farkl 2nZ alt modiilii bulundugundan Z basit degildir.
Ornek 2.1.9 p bir asal say1 olmak {izere Z,, basittir.

Tanim 2.1.10 M bir sag R-modul, N < M olsun. Eger N < P < M olacak
sekildeki herhangi P < M alt modilii icin N = P veya P = M oluyorsa N ye M

nin maksimal alt modld denir.

Ornek 2.1.11 p bir asal say1 olmak tizere (pZ)7z, Z7 nin maksimal alt modiiliidiir.
Gercekten, (pZ)z G nZz ise p = nk olup n|p ve boylece n = 1 veya n = p dir.

pZg, # nZyz oldugundan n = 1 dir. Béylece nZy = Zz olup (pZ)z maksimal olur.

Tanim 2.1.12 M bir modiil, X C M olsun. Eger X R = M ise X e M nin turetec
kiimesi denir. Burada X R = {x1r) + xoro + ...+ 2y :n > 1, 2, € X, i = 1,n}
seklinde tanimhdir.

Eger X kiimesi sonlu ise M ye sonlu tretilmus denir.

Tanim 2.1.13 M bir sag R-modiil, X de M nin bir iiretec kiimesi olsun. Eger
her n > 1, birbirinden farkh x, x5, ..., z, € X ve r{,ry,...,7, € R elemanlar icin,
r1ry + x99 + ... + xur, = 0 iken v = r9 = ... = 1, = 0 oluyorsa X kiimesine

serbest (free) kiime denir.



Tanim 2.1.14 M bir sag R-modil olsun. Eger M sertbest bir iiretec kiimesine

sahipse M ye serbest (free) modiil denir.

Ornek 2.1.15 Herhangi birimli R halkast icin Ry sag R-modiilii {1r} serbest

kiimesi tarafindan iiretilen bir serbest modiildiir.
Tanim 2.1.16 M bir sag R-modiil ve () # S C M olsun.
Ann(S)={re R|rz =0, her x €S}
seklinde tanimlanan kiimeye S nin R deki sifirlayans denir ve ann(S) ile gosterilir.
Onerme 2.1.17 M bir sag R-modil olsun. H, K ve L alt modiilleri icin
HN(K+L)>(HNK)+(HNL)

dir. Eger K < H ise, HN (K + L) = K + (H N L) esitligi vardir. Bu esitlige

modiilarite kosulu denir [1].

Onerme 2.1.18 M bir sag R-modil ve N, K, L < M olsun. Bu durumda

LN(N+K)<NN(L+K)+Kn(L+N) dir.

Tanim 2.1.19 M bir modiil olsun. Eger her N, K, L < M icin
LN(N+K)=LNN+LNK

saglaniyorsa M ye dagilma ozelligine sahip (distributive) modil denir.

Tanim 2.1.20 M bir sag R-modiil ve N < M olsun. M/N ={z+ N :z € M}

kiimesi x + N,y + N € M/N ve a € R icin

(x+N)+y+N)=(x+y)+N ve (x+N)a=za+ N



ile taniml toplama ve skalerle carpma islemleriyle bir R-modiil olur. Bu modiile

M nin N ye gore bolim modili ady verilir [1].

Tanim 2.1.21 M ve N iki R-modiil olsun. M & N = {(z,y) : x € M,y € N}
kiimesine M ile N nin direkt (dik) toplama denir.

Bu M & N kiimesi (x1,41), (x2,%2), (z,y) € M & N ver € R icin (z1,y1) +
(x2,y2) = (x1 + 2, y1 + y2) ve (z,y)r = (ar,yr) ile tanimh toplama ve carpma

islemleriyle bir R-modiildiir [4].

Tanim 2.1.22 M bir sag R- modiil, / indeks kiimesi ve (M;);c; M nin basit alt

modiillerinin bir ailesi olsun. Eger M = @ M, ise, M ye yari basit (semi-simple)
i€l

modil adi verlir [1].

Ornek 2.1.23 Z/nZ nin yan basit sag Z-modiil olmasi icin gerek ve yeter sart

n nin kare carpansiz bir tamsay1 olmasidir.

Tanim 2.1.24 M ve N iki sag R-modiil olsun. Her my,ms € M ve r1,75 € R
icin f(mqyry + maory) = f(mq)r1 + f(mse)ry olacak bicimdeki f : M — N fonksi-
yonuna sa§ R-modil homomorfizmas: adi verilir. Eger f orten ise f ye sag R-
modil epimorfizmasi, birebir ise f ye sag R-modil monomorfizmasy ad1 verilir.
Eger f hem birebir hem de orten ise, f ye sag R-modil izomorfizmas: adi verilir

ve bu durumda M = N ile gésterilir [1].
Tanim 2.1.25 f: M — N modiil homomorfizmasi1 olmak tizere
Imf={f(z):xe M} ve Kerf={xeM: f(x)=0}

kiimelerine sirasiyla f nin gorinti kimesi ve f nin cekirdegi adi verilir [1].

Ayrica f nin birebir olmasi icin gerek ve yeter sart Ker(f) nin sifir olmasidir.



Onteorem 2.1.26 M, N iki sa§ R-modil, f : M — N ve g : N — M iki
sag R-modil homomorfizmas:1 olsun. Eger fg = 1y ise f orten, g birebir ve

M = Ker(f) ® Im(g) dir [1].

Tanim 2.1.27 M bir sag R-modil ve 0 # N < M olsun. Eger M nin sifirdan
farkli her L alt modiili icin N N L # 0 oluyorsa N ye M nin esas (essential)
alt modiilu ad1 verilir ve N <, M ile gosterilir. Bu durumda M ye N nin esas

genislemesi (essential extension) denir [1].

Ornek 2.1.28 Z sag Z-modiiliiniin sifirdan farkli her alt modiilii esastir.

Gercekten, herhangi 0 # N < Zyz alt modiiliinii goz ontine alalim. Bu durumda
N = nZ olacak sekilde bir 0 # n € Z vardir. K < Zgz icin NN K = 0 olsun. Eger
K # 0 olursa, K = kZ olacak sekilde 0 # k € Z vardir ve 0 # nk € N N K olur.
Bu durum N N K = 0 kabulii ile celigtiginden dolay1 K = 0 dir. Boylece N <, Z

olur. Dolayisiyla Zy nin sifirdan farklh her alt modiili esastir.

Onerme 2.1.29 M bir sag R-modil, K < N < M ve H < M olsun. Bu
durumda asagidakiler saglanir:

(1) K <. M olmas icin gerek ve yeter sart K <, N ve N <, M olmasidir.
(2) HN K <. M olmas icin gerek ve yeter sart H <, M ve K <, M
olmasidir.

(3) K <. M olmas icin gerek ve yeter sart her bir 0 # x € M icin 0 # ar € K
olacak bicimde r € R mevcut olmasidir [1].

Onerme 2.1.30 M = My & Ms bir sag R-modiil, K1 < M; ve Ky < M, olsun.

K ® Ky <. M;® M, olmasi icin gerek ve yeter sart K1 <. M;ve Ky <. M,

olmasidir [1].



Tanim 2.1.31 M sifirdan farkh bir sag R-modiil olsun. Eger M nin sifirdan
farkli her alt modiilii esas ise, M ye diizgiin (uniform) modil denir (Dungs vd.

1994).

Tanmim 2.1.32 M bir sag R-modiil ve N, N’ < M olsun. N N N’ = 0 sartina
gore maksimal N’ alt modiiliine N nin tamlayan: (complement) adi verilir [5].
M modiiliintin bir K alt modiilii icin K <¢ M olmasi ile 0 in M de K nin bir

tamlayani olmasi1 denktir [6].

Onerme 2.1.33 M bir sag R- modiil ve N, N’ < M olsun. Eger N’ alt modiilii

N nin tamlayam ise N @ N’ <, M dir [1].

Tamim 2.1.34 M sag R-modiilii M = & M; ayrisitmina sahip olsun. Eger A <®
iel

M icin M = (®,M;) & A olacak sekilde J C [ varsa M = &M, ayrisimina direk

toplanan tamlayany (direct summand complement) denir.

Tanim 2.1.35 [y bir sag R-modiil olsun. Eger her f : Mr — Ng birebir homo-

morfizmasi ve her g : Mr — Iz homomorfizmasi icin;

Ir

hf=g / A =

My !

Ng
diyagrami degismeli olacak sekilde h : Ng — Iz homomorfizmasi var ise Iy ye

ingektif modiil adi verilir

Tanim 2.1.36 M bir modil olsun. Eger E injektif modilii M nin bir esas

geniglemesi ise F ye M nin injektif zarfi (injective hull) denir ve E(M ) ile gosterilir.



Tanim 2.1.37 Py bir sag R-modil olsun. Eger her f : Mrp — Npi orten homo-

morfizmasi ve her g : P — N homomorfizmast icin;

3h K fh=g
g f

Mp Ng

diyagrami degismeli olacak sekilde h : P — Mg homomorfizmasi var ise Pg ye

projektif modil adi verilir [5].
Ornek 2.1.38 Her serbest modiil projektiftir.

Sonug 2.1.39 A projektif bir sag R-modiil ve A = B ise B projektif modiildiir

[3].
Tanim 2.1.40 M bir modiil olsun.
Z(M)={me M :rg(m) <. Rp}

alt modiliine tekil (singular) alt modil denir. Eger Z(M) = M ise M ye tekil
(singular) modil, Z(M) = 0 ise M ye tekil olmayan (nonsingular) modil adi

verilir [2].

Ornek 2.1.41 Z, sag Z modiiliinii géz 6niine alalim. 0 € Zs icin r2(0) = Z ve
1 € Z, icin rz(1) = 2Z olup, Z(Zs) = Z, dir. Bu ise Zy nin Z-modiil olarak tekil

olmas: demektir.

Ornek 2.1.42 Z sag Z-modiiliinii goz 6niine alahm. 0 € Z icin r5(0) = Z dir
ve 0 # m € Z icin rz(m) = 0 dir. O halde Z(Z) = 0 olur ki bu da Zz nin tekil

olmamas: demektir.
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Tanim 2.1.43 M ve N iki sag R- modiil olsun.
Z(M)=n{Ker(g): g € Hom(M,N), N < M}

alt modiiliine M nin es-tekil (cosingular) alt modiilii denir. Eger Z(M) = 0 ise M
ye es-tekil (cosingular), Z(M) = M ise M ye es-tekil olmayan (non-cosingular)

modil ad1 verilir [7].

Tanim 2.1.44 M bir sag R-modil olsun. M nin maksimal alt modiillerinin

arakesitine M nin radikal alt modiilii ad1 verilir ve Rad(M) ile gosterilir [1].
M nin maksimal alt modiilii yoksa Rad(M) = M kabul edilir.

Ornek 2.1.45 Z-modiil olarak Q ve Z,~ modiillerinin maksimal alt modilleri

olmadigindan radikalleri kendilerine esittir.

Tanim 2.1.46 M bir sag R-modill ve N < M olsun. Eger M nin kendisinden
farkli her L alt modiilii icin M # N+L oluyorsa N ye M nin atik (small) alt modiilii
denir ve N < M ile gosterilir. Denk olarak eger M = N + L olacak gekilde M

nin her L alt modiilii icin L = M oluyorsa, N ye atik (small) alt modil adi verilir
[1].
Ornek 2.1.47 M sonlu iiretilmis bir modiil ise Rad(M) < M dir.

Ornek 2.1.48 Z nin Z-modiil olarak sifirdan bagka atik alt modiili yoktur.

Gercekten, Z nin sifir ve kendisinden farkl bir N alt modiiliinii g6z oniine alalim.
O halde a € Z olmak iizere N = aZ bicimindedir. a # 1 oldugundan a tamsayisini
sonlu sayida asalin carpimi seklinde yazabiliriz. Bu carpimda goziikmeyen bir asal
b olmak iizere L = bZ olsun. aZ + bZ = Z ve L # Z oldugundan aZ atik alt

modiil degildir.
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Onteorem 2.1.49 M bir sag R-modiil, K < N < M ve H < M olsun.
(1) N < M olmasi icin gerek ve yeter sart K < M ve N/K < M /K olmasidir.

(2) H+ K < M olmasi icin gerek ve yeter sart H < M ve K < M olmasidir

1].

Onteorem 2.1.50 M bir sag R-modiil olsun.

(1) K < M ve f: M — N sag R-modiil homomorfizmasi ise f(K) < N dir.
Ozel olarak, K < M C N ise K < N dir.

(2) K C M C M, Ky C My CMve M= M; @®M,olsun. K;® Ky < M;&® M,
olmasi icin gerek ve yeter sart K; < M; ve Ky < M, olmasidir.

(3) K < N <M ve N alt modiilii M nin bir dik toplanani olsun. K < M ise

K < N dir [1].

Onteorem 2.1.51 M bir sag R-modiil olsun.
Rad(M) =Y {N <M : N, M de atik alt modiil}

dir [1].

Uyar: 2.1.52 Rad(M) nin kendisi M de atik alt modiil olmak zorunda degildir.

Ornegin Rad(Qz) = Q dur fakat Q kendisinin atik alt modiilii degildir.

Tanim 2.1.53 M bir modiil, X M nin bir dik toplanani olsun. Yani M = K&K’
olacak sekilde bir K’ bulunsun. Bu durumda M = K & K' — K seklinde

tanimlanan orten homomorfizme projeksiyon denir.

Tamim 2.1.54 M bir sag R-modiil ve P bir projektif modiil olsun. Eger Ker(p) <
P olacak gekilde p : P — M o6rten homomorfizmasi varsa (P, p) ya M nin projektif

ortisi (projective cover) denir.
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Ornek 2.1.55 Her projektif modiil bir projektif ortiiye sahiptir.

Tanim 2.1.56 R bir halka olmak tizere eger her sag R-modiil bir projektif ortiiye
sahipse R ye tam (perfect) halka denir. Eger her basit R-modiil bir projektif

ortiiye sahipse R ye yari tam (semi-perfect) halka denir.

Onerme 2.1.57 R bir halka olsun. R nin tam (yar1 tam) olmasi icin gerek ve

yeter sart her sag R-modiiliin yiikselen olmasidir [11].

Tanim 2.1.58 M bir R-modiil, I sonlu bir indeks kiimesi olsun.
Eger MéN = é A; olacak gekilde N ve A; modiilleri varken B; < A; alt modiilleri
i=1
icm M®N=M®® (é B;) saglaniyorsa M ye sonlu degistirme ozelligine (finite
i=1

exchange property) sahip denir.

Tanim 2.1.59 M bir R-modiil olsun. Eger her m € M icin m(fm) = m olacak

sekilde bir f € Hompg(M, R) varsa M ye dizenli (regular) module denir.

Tanim 2.1.60 Eger bir sag regiiler R modiilii sonlu degistirme 6zelligine sahipse

R halkasina degisken (exchange) halka denir.

Tanim 2.1.61 H bir modiil olsun. Eger bu H modiiliiniin kendisinden farkli her

alt modiilii atik ise H ye sig (hollow) modil denir.



13

3 YUKSELEN KOSULU VE TAM DUZGEN

ALT MODULLER

Bu boliimde, M. Tamer Kosan’in The Lifting condition And Fully Invariant
submodules [13] isimli makalesini anlatacagiz. Bu konu ileriki boliimlerde yer alan

caligmanin da temelini olugturmaktadir.

3.1 Bolum Modiillerinin Yiikselen Olma Kogulu

Bir sag R-modil M icin (Dy), (Dq)ve(Ds3) sartlar agagidaki gibi tanimlanir.
(D1): N<Micin A< N, NNS <K Mve M =A& S olacak bicimde A ve S
alt modilleri mevcuttur.

(D2): M nin M/N = A <% M olacak bicimdeki her N alt modiilii dik toplanandir.
(D3): My ve My alt modiilleri M nin M = M+ M, olacak sekilde iki dik toplanam

ise My N My de M nin dik toplananidir.

Tanim 3.1.1 M bir sag R-modiil olsun. Eger M, D; kosulunu saghyorsa , M

ye yiikselen (lifting) modil ad1 verilir [12].

Onteorem 3.1.2 M bir sag R-modiil olmak iizere asagidakiler denktir:

(1) M yiikselen modiildiir.

(2) N < M icin A <% M ve B < M olacak sekilde N = A @& B ayrigimi vardir.
(83) N < Micin A < N ve NJA <« M/A olacak bicimde bir A <¥ M vardur.

12].
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Teorem 3.1.3 M bir R-modiil olsun.

1) M yiikselen bir modiil, X < M olsun. Eger her K <% M icin (X + K)/X <%
M/X ise M/X yiikselendir.

2) D<M, X <% M ve M/X yiikselen olsun. Eger D/(D N X) es tekil degilse
D+ X <% M dir.

3) M es tekil degilse ve X <% M olmak {izere M/X yiikselen ise her D <% M

icin (X + D)/X <% M/X dir.

Kamt. 1) A/X < M/X olsun. M yiikselen oldugundan A/D < M/D ve
D C A olacak sekilde D <% M vardir. Hipotezden (X + K)/X <% M/X
oldugundan K = D icin (X + D)/X <% M/X dir. Ayrica D C A oldugundan
(D+ X)/X C A/X dir. Simdi A/(D+ X) < M/(D + X) oldugunu gérelim.
L/(D+ X)< M/(D+ X) olmak tizere M/(D+ X)=A/(D+ X)+ L/(D + X)
olsun. Buradan M = A+ L ve M/D = A/D + L/D olur.

Ote yandan A/D < M/D oldugundan M/D = L/D olup M = L elde edilir.
Buradan ise M/(D+ X) = L/(D + X) olur. Boylece A/(D+ X) < M/(D+ X)
elde edilir. Bu ise M/X in yiikselen olmasimi gerektirir.

2) D < M ve X <% M olsun. (D + X)/X < M/X alt modiiliinii gbz 6ntine
alalm. M /X yiikselen oldugundan (D + X)/C < M/C ve C/X C (D + X)/X
olmak {izere bir C'/X <% M/X vardir. Buradan (D + X)/C es tekildir. Diger
yandan (D + X)/X = D/DNX olup (D + X)/X es tekil degildir. Boylece
(D + X)/C es tekil degildir [7]. Buradan ise (D + X)/C hem esg tekil olup hem

de eg tekil olmadigr icin D + X = C bulunur.
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3) X <% M olmak tizere M /X yiikselen olsun, M eg tekil olmasin.
D < M alahm. D/(D N X) es tekil degildir [7]. (2) den D + X <% M dir.
Boylece her tarafi X e bolersek (D + X)/X <% M/X bulmug oluruz ki bu da

istenen sonuctur. m

Sonug 3.1.4 M bir yiikselen modiil olsun.
1) M dagilma 6zelligine sahip bir modiil ise, her X < M icin M /X yiikselendir.
2) X < M ve her e = e € End(M) icin eX C X olsun. Bu durumda M/X

yiikselendir.

Kamt. 1) D <% M alahm. Bu takdirde bir D’ < M icin M = D & D’ diir.
Bu durumda M/X = [(D+ X)/X]+[(D'+ X)/X]ve X = X +(DND) =
(X 4+ D)N (X + D') dir. Buradan, M/X = [(D+ X)/X] @ [(D'+ X)/X] olur.
Boylece Teorem 3.1.3 den M /X yiikselendir.

2) D <% M olsun. Bu durumda M = D @ D’ olacak sekilde bir D' <% M
vardir. e : M — D projeksiyonunu goz oniine alahm. e? = e € End(M) dir.
Hipotezden eX C X ve boylece eX = X N D dir. Ote yandan dik toplamdan
DND" = 0oldugundan X = (XND)& (XND') olur. Buradan da (D+X)/X =
(D (XND"))/X ve(D'+X)/X =(D'@®(XND))/X elde edilir. Béylece
M=D&D =D+X+D +X=[D&(XND')+D + X olur. Buradan
M/X =D& (XnD)/X+(D+X)/Xolup D& (XND)N(D+X)=
(XND)@(XND)oldugundan M/X = (D@ (X ND")/X @ (D' + X)/X elde

ederiz. Boylece Teorem 3.1.3 (1) den M /X yiikselendir. m
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Tanim 3.1.5 M bir R-modiil olsun. Eger M nin herhangi iki dik toplananinin
toplami yine M nin bir dik toplanani oluyorsa M ye toplananin toplama ozelligine

(summand sum property) sahip denir ve SSP ile gosterilir[15].

Tanim 3.1.6 M bir R-modiil olsun. Eger M nin herhangi iki dik toplananinin
kesigimi yine M nin bir dik toplanani oluyorsa M ye toplananin kesisimi ozelligine

(summand intersection property) sahip denir ve SIP ile gosterilir [24].
Sonug 3.1.7 Es tekil olmayan her yiikselen modiil SSP ye sahiptir.

Kamt. M eg tekil olmayan bir modiil ve A, B <% M olsun. A’, B’ < M olmak
tizere M = A® A" = B® B’ olsun. Burada A’ ve B’ yiikselen modiillerdir.
M/A= A" ve M/B = B’ oldugundan Teorem 3.1.3 (3) den (A+ B)/A <% M/A
ve (A+ B)/B <% M/B dir. Boylece A+ B <% M elde edilmig olur. Yani A ve
B, M nin herhangi iki dik toplanani iken A+ B de M nin bir dik toplanani olur.

Bu ise M nin SSP ye sahip oldugunu gosterir. =

Uyar: 3.1.8 SSP ye sahip ve yiikselen olup SIP ye sahip olmayan modiiller de

vardir.

.. F
Ornek 3.1.9 F bir cisim, R = 0 F iist iicgen matris halkasi olsun.

0 F FF

A= ve B = alt modiillerini géz éniine alalm. A& (R/B)
0 F 0 0

[15] geregi SSP ye sahip olup SIP ye sahip degildir. Ayrica [5] geregi yiikselendir.

Onteorem 3.1.10 M modiilii (D3) kogulunu saglasin. Eger M SSP ye sahipse

SIP ye de sahiptir [23].
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Kamt. M;, My <% M olsunlar. M, SSP ye sahip oldugundan M; + M, de M nin
bir dik toplananidir. Bu durumda M = (M; + M;) & X olacak gekilde bir X < M
vardir. Yine aymi kabulden M; + X ve My + X de M nin dik toplananidir. Ote
yandan M, (D3) kosulunu sagladigindan (M; + X) N (My + X) de M nin bir dik
toplanamdir. Yani herhangi Y < M icin M = [(M; + X) N (My+ X)| & Y dir.
Buradan ise M = (M; N M;) ® X @Y elde ederiz. Yani sonucta M; N My, M nin

bir dik toplanani olup isteneni elde etmis oluruz. m

Sonug 3.1.11 M, (Dj3) kogulunu saglayan es tekil olmayan bir modiil olsun. Bu

takdirde M yiikselendir = M, SSP ye sahiptir = M, SIP ye sahiptir [16].

Kanit. M yiikselen olsun. Hipotezden M eg tekil olmadigindan Sonuc 3.1.7 den
SSP ye sahiptir. Yine hipotezden M bunlarin yaninda (D3) kogulunu sagladigindan

Sonuc 3.1.10 dan SIP ye sahiptir. =

Ornek 3.1.12 (1) Mz, = Z7 & Zz olsun. Bu gekilde tamimlanan M7z modiilii icin
agagidakiler saglanir :

(i) M, SSP ye sahip degildir. N < My olsun. Biliyoruz ki N nin My nin bir
dik toplanani olmasi icin gerek ve yeter sart (a,b) = 1 olmak tizere N = Z(a, b)
seklinde olmasidir. N = Z(2,3), K = 7Z(3,2) olsun. Buradan N N K = 0 olup
N ve K, Mz nin dik toplananlar1 olup N & K = Z(2,3) & Z(3,2) M nin dik
toplanan degildir. Boylece M SSP ye sahip degildir.

(ii) M, SIP ye sahiptir. M nin herhangi N ve K dik toplananlari icin N N K
daima sifir oldugundan M, SIP ye sahiptir. Ayrica bu durumda M, (D3) kogulunu
saglar.

(iii) M es tekil dir. Zz & Zz < Qz & Q7 oldugundan My es tekildir.
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(iv) M, yiikselen degildir. Varsayahm My = Zz @ Zy yiikselen olsun. Yiikselen
modiillerin dik toplanani da ytiikselen oldugundan Z yiikselen olmalidir. 0 # A <
7Z alahm. Bu takdirde K <% Z ve T' < Z olmak lizere A = K ®T ayrigimi vardir.
Fakat ote yandan Z nin sifirdan farkh atik alt modiili olmadigindan 7" = 0 duir.
Buradan A = K <% Z olur. Biliyoruz ki Z nin alt modiilleri kZ seklindedir. Bu
takdirde A = aZ seklindedir. Ote yandan A <® Z oldugundan Z = aZ@®bZ olacak
sekilde bir bZ alt modiilii vardir. Fakat 0 # okek(a,b)Z € aZ N bZ oldugundan
bu Z = aZ & bZ olmasiyla celigir. Boylece My yiikselen degildir.

(2) p bir asal say1 olmak iizere My = Z/pZ® Z/p*Z olsun. Bu sekilde tanimlanan
M7 modiilii icin agagidakiler saglanir :

(i) Mgz yiikselendir. Daha genel olarak; My > U > 0 kompozisyon serisine sahip
M, modiilii ve M; basit modiilii icin M = M; @& M, yiikselen modiildiir [16].
0# L < M olsun. Eger My N (L + My) = 0ise L < M, olup L < M ya da
L <% M dir. My N (L+ My) # 0 olsun. O halde My < L+ My ve M = L+ M,
elde edilir. LN My = Ms; yada LN My =0yada LN My =U ve LNM;, = M,
ise ispat biter. LN My = U ve L N M; = 0 olsun. Bu durumda U < L ve
M/U = LJU & My/U olur. M5/U basit oldugunda M /L de basittir.

Yani L, M nin maksimal alt modilidiir. Boylece M = L & M; olup M bir
yitkselen modiildiir [14]. Buradan p asal sayisi icin Z/pZ = Z, basit modiil ve
Z/p*7 > 7./]pZ > 0 oldugundan My, = Z/pZ @ Z/p*7Z yiikselendir.

(ii) Mz es tekildir. Gercekten Z/pZ < Q/pZ oldugundan Z/pZ es tekildir ve
boylece My es tekil modiildiir. Ayrica My (D3) kogulunu saglamaz ve Mz SIP ye

ve SSP ye sahip degildir.
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(3) Qg yiikselen degildir. Gercekten, Qz nin atik olmayan bir A alt modiiliini
gbz Oniine alalim. @y yiikselen modiil olsun. O halde X < A, Y N A <« Qg
ve Qz = X @Y olacak sekilde X ve Y alt modiilleri vardir. Qz diizgiin modil
oldugundan ayristirilamazdir. Dolayisiyla X = 0 olup, A < Q elde edilir. Bu

ise A nin atik olmamasi ile celiseceginden Q7 yiikselen modiil degildir.

3.2 FI-Yikselen Modiller

Tanim 3.2.1 M bir sag R-modil ve N < M olsun. Eger her f € End(M) icin

f(N) C N ise, N ye M nin tam dizgen (fully invariant) alt modili denir [2].
Onteorem 3.2.2 M, R-modiiliiniin Z(M) tekil alt modiilii tam diizgen bir alt
modildiir [2].

Uyar: 3.2.3 M ve N iki R-modiil olmak iizere f : M — N, R-modiil homo-

morfizmas icin f(Z(M)) < Z(N) dir [2].

Tanim 3.2.4 M bir modiil olsun. Eger M nin her alt modili M nin bir dik
toplananinin esas alt modiilii ise M ye Cy ozelligine sahip veya genisleyen (ex-

tending) modil denir.

Tanim 3.2.5 M bir modil olsun. Eger M nin her tam diizgen alt modili M
nin bir dik toplananmin esas alt modiilii ise M ye FI-genisleyen (Fl-extending)

modiil denir [18].
Kosan bu tanimin duali olarak FI-yiikselen modiil kavramini tanimladi.

Tanim 3.2.6 M bir modiil olsun. Eger M nin her tam diizgen A alt modiili

icin B C Ave A/B < M/B olacak sekilde M nin bir B dik toplananm varsa M
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ye Fl-yiikselen (FI-lifting) modil denir. Denk olarak;
M nin Fl-yiikselen olmasi icin gerek ve yeter sart M nin her tam diizgen A alt
modili icin M; < A ve My N A < M, olacak sekilde M = M; & My ayrigiminin

olmasidir [13].

Onteorem 3.2.7 Bir M modiilii icin agsagidakiler denktir.
(1) M bir Fl-yiikselen modiildiir.
(2) M nin her tam diizgen A alt modiilii icin N <% M ve S < M olacak sekilde

bir A= N & S ayrigimi vardir .

Kamt. (1) = (2) : M, Fl-yiikselen olsun. Bu takdirde M nin her tam diizgen
A alt modiilii icin M; < A ve MyNA < M olacak sekilde M = My & M, ayrigimi
vardir. Boylece A = M; @& (AN M,) elde dilir.

(2) = (1) : N <% M ve S < M olmak tizere M nin her tam diizgen A alt
modiili A = N & S ayrisimina sahip olsun. N <% M oldugundan bir N < M
icin M = N @ N ayngmm vardir. 7 : M — M/N dogal epimorfizmasim goz

oniine alirsak 7(S) = (S + N)/N = A/N < M/N dir. Yani M yiikselendir. m

Onteorem 3.2.8 M bir modiil olsun.

(1) M nin tam diizgen alt modiillerinin herhangi toplami ve arakesiti de tam
diizgen alt modiildiir.

(2) Y < M ve X <Y tam diizgen alt modiiller olmak iizere X <Y < M ise X,
M nin tam diizgen alt modiiludiir.

(3) Eger M = i%Xi ve S, M nin tam diizgen alt modiilii olsun. 7 : M — X;

i-inci projeksiyon olmak tizere S = @ m;(5) = & (X; N 9) dir.
i€l iel
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(4) X < M veY/X < M/X tam diizgen alt modiiller olmak tizere X <Y < M

olsun. Bu takdirde Y < M tam diizgen alt modiildiir.

Kanit. (1), (2) ve (3) iin ispat1 icin Birkenmeir in [18] de verdigi ispata bakilabilir.
Biz burada (4) iin ispatin1 verecegiz.

(4) X < M tam diizgen alt modiil oldugundan f : M — M homomorfizmasi icin
f(X) € X dir. Simdi m € M icin g(m + X) = f(m) + X seklinde tamimlanan
g : M/X — M/X homomorfizmasimi goz 6niine alalm. Buradan Y/X tam
diizgen alt modiil oldugundan ¢(Y/X) C Y/X dir. Ayrica ¢ nin tanimindan
gY/X)=(f(Y)+X)/X olup ¢g(Y/X) C Y/X oldugundan (f(Y)+X)/X CY/X

olur. Buradan ise f(Y) C Y elde edilir. Yani Y, tam diizgen alt modiildiir. m

Onerme 3.2.9 M bir modiil, X < M tam diizgen alt modiil olsun. Bu takdirde

M, Fl-yiikselen ise M /X de Fl-yiikselendir.

Kanit. X CY < M olmak tizere Y/X, M/X in tam diizgen alt modiilii olsun.
M, Fl-yiikselen oldugundan D <Y ve Y/D <« M/D olacak sekilde bir D <% M
altmodiilii vardir. Yani bir D' < M icin M = D & D’ diir. 7 cekirdegi D olan
projeksiyon, i : D' — M icerme doniigiimii olsun. Ayrica

a =11 : M — M, M nin homomorfizmasi olsun. X ve Y, M nin tam diizgen alt
modiilleri olduklarmdan «(X) € X ve a(Y) C Y dir. Ote yandan Y = a~(Y)
dir. Su halde a™'(X) C YV = o (V) dir. o }(X) C K ve M/a™}(X) =
(Y/a™' (X)) + (K/a"1 (X)) olmak lizere K C M olsun. Bu durumda M =Y + K
dir ve Y/D < M/D oldugundan M = K dir. Boylece Y/a ™' (X) < M/a™'(X)
yani (Y/X)/(a Y(X)/X) < (M/X)/(a"}(X)/X) dir. o }(X)/X in M/X in bir

dik toplanani oldugunu gostermek ispatimizi tamamlayacaktir.
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M = D& D olup Y/D < M/D oldugundan M = o '(X) @& D’ yazlabilir.
Boylece M/X = (a"1(X)/X) + (D' + X)/X dir.
Ote yandan o' (X)N(D'+X) = X + (o~ (X)ND’) = X oldugundan yukaridaki

toplam dik toplam olup o *(X)/X <% M/X bulunur. m

Teorem 3.2.10 M = GnéXi olsun. Eger her X;, Fl-yiikselen ise M de FI-
i=1

yiikselendir.

Kanmit. S < M bir tam diizgen alt modiil olsun. Onteorem 3.2.8 den her 1 <
t < nicin SNX; <X; tam diizgen alt modiildir. Her ¢ icin X; ler Fl-yiikselen
oldugundan D; < SN X; ve (SN X;)/D; < X;/D; olacak sekilde D; <% X, dik
toplananlar1 vardir. Ote yandan D; <% X; olup X; ler M nin dik toplananlar
olduklarindan D = iGiL}lDi , M nin bir dik toplanamidir ve D C iGiLBl(S N X;)
dir. Ayrica Onteorem 3.2.8 den S = ie_%l(S N X;) oldugunu biliyoruz. Simdi her

1 <17 < nicin x; € X; olmak tizere
i=1

ile tanimlanan
g ,éél(Xi/Di) — (éXi)/Di
homomorfizmasini goz oniine alalim. Buradan,

ﬁ(e% (SNX,)/Dy)) = (é (SN X;))/D dir. Atik alt modiillerin herhangi dik
i=1

=1

toplami da atik alt modiil oldugundan & (SNX;)/D;) <« & (X;/D;) dir. Boylece
' i=1

(

2

(SNX,))/D < M/D dir. m

T

Sonug 3.2.11 Eger bir M modiilii yiikselen (veya sig(hollow))modiillerin sonlu

dik toplami ise bu takdirde M Fl-yiikselen bir modiildiir.
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Onerme 3.2.12 M bir Fl-yiikselen modiil olsun. Eger M ayrigtirilamaz ise M

nin kendinden farkli her tam diizgen alt modiiliit M nin bir atik alt modiildiir.

Kamit. N S M tam diizgen bir alt modiil olsun. N nin atik alt modiil oldugunu
gorelim. M nin bagka bir K alt modiili icin M = N + K olsun.
M ayrnigtirilamaz oldugundan M = N veya M = K dir. Fakat M # N oldugundan

M = K dir. Buise N nin atik alt modiil omas: demektir. m

Onerme 3.2.13 R bir halka, M bir Fl-yiikselen R-modiil olsun. Bu durumda

M /Rad(M) modiiliiniin her tam diizgen alt modiilii bir dik toplanandir.

Kamt. N/Rad(M) < M/Rad(M) tam diizgen alt modiil olsun. Bu durumda
Onteorem 3.2.8 den N < M tam diizgen alt modiildiir. Hipotezden M FI-
ylikselen bir modiil oldugundan M; < N, N N M,y < M; olmak tlizere M = M; &
M, ayrisim vardir. Ote yandan N N M,, M nin atik alt modiilii oldugundan N N
My < Rad(M) dir. Boylece M/Rad(M) = (N/Rad(M))&(May+Rad(M))/Rad(M)
elde edilmis olur. m

Son olarak yaptiklarimizla ilgili 6rneklerle bu boliimii sonlandiralim.

Ornek 3.2.14 (i) My, = Z/2Z®Z/8Z olsun. Bu gekilde tammlanan My modiilii
Teorem 3.2.10 dan Fl-yiikselendir. Fakat 6te yandan [16] geregi M yiikselen

degildir. Ayrica Mz SIP ye sahiptir fakat (D3) kogulunu saglamaz.

(ii) Qgz, Fl-yiikselen degildir. Onceki boliimde Q nin yiikselen olmadiin gostermistik.

Yiikselen olmayan bir modil Fl-yiikselen de olamayacagi icin Qz Fl-yiikselen

degildir.



24

4 DUO MODULLER VE DUO HALKALAR

Bu bolimde Kosan, Agayev, Leghwel ve Harmanci nin yazmig oldugu Duo

Modules And Duo Rings [17] isimli makaleyi inceleyecegiz.

Tanim 4.0.15 M bir sag R-modiil olsun. Eger M nin her altmodiilii tam diizgen

modiil ise M ye duo modiil denir.
Halkalarda duo tanimi ise agagidaki sekildedir.

Tanim 4.0.16 R bir halka olmak tizere eger R nin her sag ideali ayn1 zamanda
bir sol ideal ise R ye sag duo halka denir. Yani R nin tek yonlii her ideali cift

yonlii bir ideal ise R ye duo halka denir.

Onteorem 4.0.17 R halkasmn sag duo halka olmasi icin gerek ve yeter sart Rp

sag R-modiiliintin duo modiil olmasidir.

Kanit. R sag duo halka olsun. Bu takdirde her sag ideal ayni zamanda bir sol
idealdir. I bir sag ideal ve f € End(Rg) olsun. y € f(I) alahm. Bu durumda
f(z) = y olacak gekilde en az bir x € I vardur. Ote yandan I aymi zamanda
bir sol ideal oldugundan f(z) = f(1)z € I dw. Boylece f(z) = y € I olup
f(I) < I elde edilir. Bu ise Rg nin duo modiil olmas1 demektir. Tersine, Rp bir
duo modiil ve I < R herhangi sag ideal olsun. Herhangi x € R ve her r € R icin
fz : R — R dontigimiinii f,(r) = xr ile tamimlayalim. Bu gekilde tamimladigimiz
fo iyl tamimh sag R homomorfizmasidir. Bu takdirde hipotez geregi Rr duo
modiil oldugundan f,(I) < I dir. Buradan her x € R icin «I < I dir. Boylece [

R nin bir sol idealidir. =
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Onteorem 4.0.18 M, M’ ve M”, M = M' @& M" olacak sekilde modiiller olsun-
lar. Eger M duo modiilse bu takdirde M’ ve M" de duo modiil, Hom(M', M") =

0 ve Hom(M", M') = 0 dur.

Kanit. N < M’ ve f € End(M’) olsun. Boylece g(M"”) = 0 olmak fizere f
bir g € End(Mg) ye genisletilebilir. Buradan f(N) = g(N) dir. Ote yandan
g € End(M) olup M duo modiil oldugundan g(N) < N dir. Boylece g(N) =
f(N) < N bulunur. Benzer sekilde M” niin duo modiil oldugu gosterilebilir.

Simdi ikinci kismi ispatlayalim. f € Hom(M', M") olsun. f nin tanmimi geregi
f(M") € M" oldugu aciktir. Ayrica M duo modiil oldugundan f(M') < M’ diir.
Ote yandan M = M’ @ M" olup M’ N M" = 0 oldugundan f(M') = 0 olur.
Béylece f = 0 elde edilir. Benzer sekilde Hom(M"”, M") = 0 oldugu gosterilebilir.

Onteorem 4.0.19 M bir duo sol R-modiil olsun. Bu durumda M nin dogal
projeksiyonlar1 , M nin S = End(M) endomorfizmler halkasinin merkezi idem-

potentleridir.

Kamt. M = M'® M" ve 7 cekirdegi M"” olan projeksiyon olsun. m’ € M',m” €
M" olmak iizere m = m' + m” ve f € S alalm. Onteorem 4.0.18 dan f' €
End(M') ve f" € End(M") olmak tizere f = f'+ f” olur. Su halde w(m) = m/
f(m) = f'(m") + f"(m"), f(m') = f'(m’), f(m") = f’"(m”) olur. Buradan her
m € M icin f(w(m)) = f(m’) = f/(m’) = «(f(m)) olur. Béylece her f € S icin

fm=mnf elde edilir. m
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Teorem 4.0.20 M bir duo modiil ise SIP ve SSP ye sahiptir.

Kanit. M duo modiil olsun. N ve K M nin iki dik toplanani olsun. Bu takdirde
M =N& N ve M = K & K’ olacak sekilde N, K < M vardir. Ayrica o : M =
N®N — Nve f: M=K &K' — K dogal projeksiyonlar icin N = a(M)
ve K = (M) dir. Boylece M = a(M)@® N’ ve M = (M) @ K’ diir. Hipotezden
a(M) = a(B(M)& K') < a(A(M))+a(K") < a(M)NA(M)+a(M)NK' < a(M)
olup buradan

a(M) = a(M) N B(M) + a(M) N K’ (1)

olur. Burada NN K = a(M)NB(M) bize M nin bir dik toplananiolmasini verir.
Boylece M, SIP ye sahiptir. Simdi de M nin SSP ye sahip oldugunu soyleyelim.

(1) den M =A@ B ise

a(M)=(a(M)NA)& (a(M)N B) (2)

olur. a(M) ve G(M) dik toplanan olduklarindan ve M de SIP ye sahip oldugundan

M = (a(M)NJ(M)) & U (3)

olacak sekilde bir U < M vardir. Buradan a(M)NG(M) C G(M) olup modiilariteden
B(M) = a(M)N M) D (UnNB(M)) elde edilir. Boylece a(M) + S(M) =
a(M)+a(M)NBM)+UNB(M) =a(M)®UNG(M) olur. M modiili SIP ye

sahip oldugundan ve (M) ile U dik toplanan oldugundan

M=UnpgM)aV (4)

olacak sekilde V' < M vardiwr. (4), (2) esitliklerinden ve a(M)NUNB(M) =0

olmasmdan a(M) = a(M)NUNBM) S a(M)NV =a(M)NV <V dir.
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Boylece modiilariteden V = a(M) & N' NV ve M = a(M) & N’ olur.
M =UNB(M)&V deki V yerine yukaridaki esitini yazarsak M = UNG(M)®V =
UNBM)+a(M)+ NNV = (a(M)+B(M))® (N'NV) elde ederiz. Buradan

N+ K =a(M)+ (M) M nin dik toplanamdir. Boylece M SSP ye sahiptir. m

Ornek 4.0.21 n bir pozitif tamsay1, p bir asal say1 olsun. Bu takdirde Z ve Z

/Zyn ler duo Z modiildiirler. Fakat Q7 duo degildir .

Kanit. f € Endy(Z) ve I = nZ , Z nin bir ideali olsun. f; f(1) ile tamimlandigindan
her t € Z icin f(nt) = f(1)nt € I dir. Buradan f(I) < I dir. Boylece Z duo
modiildiir.

Simdi de Z/Z,~» ye bakalim. Benzer sekilde f € Endgz(Z/Zy), 1+ Zpy €
Z)Zyn icin f(1) = f(1+ Zyn) seklinde tammlanirsa her I < Z/Z,n icin f(I) < 1
elde edilir.

Son olarak Q7 nin duo modiil olmadigini gérelim. a/b € Q olmak {izere
f € Endz(Q) yu f(a/b) = a/2b seklinde tanimlayahm ve I = (1/2)Z < Q alt
modiiliinil goz 6ntine alahm. f(1/2) = 1/4 olup 1/4 ¢ I oldugundan f(I) £ I

dir. Boylece Q7 duo degildir. m

Ornek 4.0.22 p bir asal say1 olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir:

(1) Herhangi Az modiili icin (Z ® A)z modiilii duo degildir.

(2) Herhangi farkli p; (¢ = 1,2, ...) asal sayilar1 ve herhangi pozitif n; ,(i = 1,2, ...)
tamsayilar icin M = (iéZ/ Zyyni )z modiilii duo modiildiir.

(3) Herhangi Az modiili icin (Q & A)z modiilii duo modiil degildir.

Kamt. (1) A sifirdan farkh bir Z -modiil olsun. Varsayalim (Z @& A)z duo modiil

olsun. Bu takdirde Teorem 4.0.20 den (Z & A) modiigii SIP ve SSP ye sahiptir.
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Ayrica [23] geregi herhangi f € Homy(Z, A) min gorintiisi ve cekirdegi de dik
toplanandir. Buradan ise A modiilii Z nin , Z de A min bir dik toplanamdir. Bu
ise bir celigki olup kabuliimiiz yanhstir. Yani (Z @ A) duo modiil degildir.

(2) Ispati n tizerinden tiimevarimla yapacagliz. n = 2 olsun. p ve ¢ iki asal
say1 olsun. Su halde 7, s herhangi 7/, s’ pozitif tamsayilar icin p"r’ + ¢°s’ = 1
olacak gekilde pozitif tamsayilar olmak tizere M = Z/Z,» & Z/Z, nin duo modiil
oldugunu gosterecegiz. N < M ve (a,b) € N olsun. Bu durumda p"r’'(a,b) =
(ap™r’,b) = (0,b) € N ve ¢°s'(a,b) = (¢°s'a,0) = (a,0) € N olur. Boylece
N=(NN(Z/Zy))®(NN(Z]Zy)) dir. Ny =NN(Z/Zy) ve Ny =NN(Z]Zy)
olsun. f € Endz(M) alahm. Bu takdirde (a,0) € Ny ve (0,b) € Ny olup Z/Z,-
ve Z/Z4s duo modiil olduklarmdan f(a,b) = f(a,0) + f(0,b) € Ny + N = N
yani f(a,b) € N olur. Béylece M duo modiildiir.

(3) Herhangi A Z -modiilii icin Q & Z duo modiil olsun. Bu durumda Onteorem
4.0.18 den Q7 modiilii duo modiildiir. Fakat Ornek 4.0.21 den Q7 nin duo modiil
olmadigini biliyoruz. Bu ise bir celigki olup kabuliimiiz yanlhgtir. Yani Q & Z duo

modil degildir. m
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5 Projeksiyon Diizgen Alt Modiiller Ve D; Sarti

Bu boliimde C. Abdioglu, M. T. Kosan ve S. Sahinkaya nin On Modules for
Which All Submodules Are Projection Invariant and the Lifting Condition [10]

isimli makalelesini inceleyecegiz.

5.1 Tam Diizgen Alt Modiiller

Onteorem 5.1.1 m : M — M ve my : M — M projeksiyonlar olmak iizere
M = M; & M, seklinde bir ayrigima sahip olsun. Eger 7} : M — M; ve
w3 : M — Mj projeksiyonlar olmak tizere M nin bagka bir M = M; & Mj

ayrigimi varsa bu takdirde M nin bir ¢ endomorfizmi icin
/
T =M1 + T PTe Ve T3 = Ty — M Py (1)

esitlikleri saglanir. Tersine 7} ve 3 (1) esitligini saglayan M nin iki endomorfizmi

ise M = My @ m3(M) ayrigimi vardir.

Kanit. ¢ = m — 3 olsun. Bu takdirde her m; € M icin ¢(mq,0) = ma(my,0) —
me(my,0) = 0—0 = 0 olup M; < Ker(¢) dir. ¢m = 0 ve 1y = m + m
oldugundan ¢ = ¢my + ¢my = ¢pmy dir. my, m} € My, mg € My ve m3 € M3 olmak
lizere m = my +mgy = m} +ms € M olsun. Bu durumda ¢(m) = (my — m3)(m) =
me —mg = m) —my € M dir. ¢ = m¢ = ¢my oldugundan ¢my = mw Py
ve buradan ¢ = m¢my ve boylece 3 = M — ¢ = my — mPmy olur. Ayrica
Iy = ) + w3 oldugundan 7} = 1y — w3 =7 + T — T3 = 7 + ¢ = M + MO

olup 7] = m + m¢me bulunmus olur.
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Tersine 7} ve 73 (1) formunda olsun. (1) deki esitlikleri taraf tarafa toplarsak
7+ 73 = m +m = 1) elde edilir. Ayrica 7r’12 =y, m32 = w3 ve w3 = w3, =0
dir. Budurumda M = 7 (M)®ns(M) dir. (1) den 71 (M) < m (M), m (M) = M,

ve m3(M) N My = 0 oldugundan M = M; @ w3(M) bulmusg oluruz. =

Teorem 5.1.2 Eger M; <% M dik toplanan ise M; in M deki tiim dik toplanan
tamlayanlarinin kesigimleri, M nin M le sifir kesigime sahip maksimal tam diizgen

alt moduludir.

Kamt. K, M; in M deki tim dik toplanan tamlayanlarinin arakesitini gostersin.
K tam diizgen alt modildiir: M = M; & M,, m ve ma M nin M; ve My
boyunca projeksiyonu ve ¢ € S = End(M) olsun. Onteorem 5.1.1 den M; =
(mg — moma)(M) yine My in M deki bir dik toplanan tamlayani olur. =z € K
olsun. K < My N Mj oldugundan (mg — m¢ms)(z) = x ve mo(z) = x dir. Boylece
0 = (mom)(z) = (me)(z) yani ¢(z) € Ker(m) = M, dir. Buradan ise M nin
M deki tiim dik toplanan tamlayanlar icin ¢(x) € M, dir. Fakat diger yandan
K bunlarin arakesiti oldugundan ¢(z) € K dir. Boylece ¢(K) < K olur ki bu da
K nin tam diizgen alt modiil olmasi demektir. Ayrica M; N My = 0 oldugundan
M, N K =0 dir.

K maksimaldir: LNM; = 0ve M = M,® M, olmak iizere L, M nin tam diizgen
alt modiilii olsun. Bu takdirde my € My, mo € M5 olmak tlizere x = m;+mqy € L
ise my = m(z) € MyNL=0vebdylece L = (LN M;)@®(LNM)=LNDM, elde
edilir. Boylece My nin M deki tim dik toplanan tamlayanlari icin L < M, dir.

Buradan ise L < K olup K nin maksimal oldugu elde edilir. =
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Sonug 5.1.3 M bir modiil olsun. M nin bir dik toplananiin direk toplanan
tamlayaninin tek olmasi icin gerek ve yeter sart bunun M nin bir tam diizgen alt

modili olmasidir.

5.2 Projeksiyon Diizgen Alt Modiiller

Oncelikle ihtiyacimiz olacak, projeksiyon diizgen alt modiillerin baz1 temel

ozelliklerini verelim.

Tanim 5.2.1 A bir grup, G de A nin altgrubu olsun. Eger A nin her 7 projeksiy-
onu G yi kendisine gotiiriiyorsa G ye A nin projeksiyon diizgen (projection invariant)

altgrubu denir [9].

Biz bu caligmada bu tanimin modiil versiyonunu tamimlayip cesitli sonuclar elde

ettik.

Tanim 5.2.2 M bir modiil, N < M olsun. Eger M nin her 7 projeksiyonu N yi
kendisine gotiiriiyorsa, yani N M nin herhangi bir projeksiyonu altinda degismez
kaliyorsa (m(N) < N) N ye M nin projeksiyon dizgen (projection invariant) alt modili

denir. [10]

Onerme 5.2.3 M bir modil, N < M olsun. Bu durumda ;

(1) N < M nin projeksiyon diizgen alt modiilii olmasi icin gerek ve yeter sart M
nin herhangi bir © projeksiyonu icin 7(N) = N N7(M) olmasidir.

(2) N < M nin projeksiyon diizgen alt modiil olmasi icin gerek ve yeter sart N

nin, M nin projeksiyon diizgen alt modiillerinin bir kesigimi olmasidir.
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(3) M nin projeksiyon diizgen alt modiillerinin herhangi toplami ve arakesiti de
yine M nin projeksiyon diizgen alt modiilleridir.

(4) M nin projeksiyon diizgen bir dik toplanani M nin tam diizgen alt modiiliidiir.
(5) N < M projeksiyon diizgen bir alt modiil ve M = M;& M, olsun. Bu takdirde
N = (NNM)& (NN M) dir.

(6) M = iEgBIMi ve N < M projeksiyon diizgen bir alt modiil ise, bu takdirde 7;,
M nin M; boyunca i-inci projeksiyon homomorfizmasi olmak iizere,

N=omn(N)=&(M;NN) dir.

il iel
Kanit. (1) 7 := 7 N < M projeksiyon diizgen bir alt modil ve = de M
nin bir projeksiyonu olsun. Bu durumda 7(N) < N N x(M) dir. Ote yandan
NNw(M)<nw(N) her zaman gecerli oldugundan 7(N) = N N7 (M) bulunur.

7 <=7 m(N) = NNm(M) oldugunu kabul edelim. N < M ve m de M nin her-
hangi projeksiyonu olsun. 7(N) = NNx(M) oldugundan 7(N) C N dir. Boylece
N < M nin projeksiyon diizgen alt modiilidiir.

(2) 7 := 7 N < M projeksiyon diizgen bir alt modiil ve = de M nin bir projek-
siyonu olsun. Bu takdirde (M) < M oldugundan M < M projeksiyon diizgen
alt modiildiir. Ote yandan N = N N M oldugundan N de M nin projeksiyon
diizgen alt modiillerinin bir kesigimidir ki bu da bizim istedigimiz sonuctur.

7 «<=:7 4 € I icin N; ler M nin projeksiyon diizgen alt modiilleri olmak tizere
N = (N, ve 7 M nin bir projeksiyonu olsun.

el

Bu takdirde 7(N) = w((\N;) < N7(N;) < (N; = N olur. Béylece n(N) < N

iel icl el

bulunmug olur. Bu ise N nin projeksiyon diizgen alt modiil olmas1 demektir.

(3) Ispat Onteorem 3.2.8 (1) e benzer olarak yapilabilir.
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(4) M; <® M projeksiyon diizgen bir alt modiil, f € S = End(M) ve M =
My & M, olsun. m ve my ler M nin sirasiyla M; ve M boyunca projeksiyonlar:
olsunlar. ¢ € S keyfi alalim. Onteorem 5.1.1 den 73 = m — mdm de M nin
bir projeksiyonudur. Hipotezden M; projeksiyon diizgen alt modiil oldugundan
m3(My) < M, dir. x € My alahm. Bu durumda 73(x) = o — (me¢) () € M; olur.
Boylece (m2¢)(z) = 0 olur. Buradan ise ¢(z) € M; bulunur. Boylece ¢p(M;) C M,
olup M; tam diizgendir.

(5) m ve my ler M nin sirasiyla M; ve M, boyunca projeksiyonlar: olsun. Bu
durumda m; € M; ve mo € Ms olmak tlizere herhangi m = my + my € M
icin m(m) = my ve m(m) = my dir. ny € M; ve ny € M,y olmak fizere
n = n; +ng € N olsun. Hipotezden N < M projeksiyon diizgen alt modiil
oldugundan 7 (n) = n; € N ve my(n) = ny € N ve boylece m1(n) =ny € NN M,
ve ma(n) = ny € N N M, olur. Bdoylece n = ny +ny € NN M; + N N M, olur.
Buradan ise

bulunur. Tersine x +y € N N M; + N N My alalim. Buradan x € N N M; ve
y € NN M, dir. Buradan ise x € N ve y € N olur. Boylece x +y € N olur.

Buradan

NOAM +NNMy <N (%)

olur. (%) ve (¥%) dan N = N N M, + N N M, elde edilir. Ote yandan M; ve M,
M nin dik toplananlari oldugundan M; N My = 0 olup (N N M;) N (N N M) =
NN (MinNnM)=NnN0=0 di.

Sonuc olarak yukaridaki egitlikteki toplam dik toplam olup,
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N = (NN M) ® (NN M) bulunmusg olur.

(6) Ispat Onteorem 3.2.8 (3) e benzer olarak yapilabilir. m

M ve N iki modiil, S = Endgr(Mg) ve " = Endr(Ng) olsun. g : N — M
sag R-homomorfizmas icin I = {f € S : fg = 0} seklinde tamimlanan I, S nin

bir idealidir.

Onerme 5.2.4 M bir yari-projektif modiil olsun. Yukarida tanimladigimiz kavram-

larla birlikte eger I bir projeksiyon diizgen dik toplanan ise S/I = S’ diir.

Kanit. M bir yari-projektif modil ve g : N — M bir sag R-modiil homomorfiz-
mast olmak tizere I = {f € S : gf = 0} olsun. [ projeksiyon diizgen dik toplanan
oldugundan Onerme 5.2.3 den I tam diizgen alt modiildiir. Bu durumda hg = ¢ f
olacak sekilde h : M /Rad(M) — S R -modiil homomorfizmasi vardir. Su halde h;
herhangi f € S ye bagh olmak {izere a(f) = hy seklinde tamimlanan a : S — 5’
doniigiimii bir homomorfizmdir. M yari-projektif oldugundan herhangi g € S’
icin Bg = gf’ olacak gekilde bir f’ € S vardir. Ayrica o 6rten homomorfizm ve

Ker(a) =1 dir. m

Teorem 5.2.5 M bir yari-projektif modiil, N herhangi bir modiil ve I bir pro-
jeksiyon diizgen dik toplanan olsun. Eger M sonlu degistirme ozelligine sahipse;
(1) N sonlu degistirme 6zelligine sahiptir.

(2) I bir degisken (exchange) halkadir.

(3) Herhangi f € S icin , Im(f — f?) C I ise Im(f —e) C I olacak sekilde bir

e € S idempotent elemani vardir.
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Kanit. (1) M nin sonlu degigtirme 6zelligine sahip oldugunu varsayalim. [21,
Teorem 28.7] geregi S halkasi bir degisken halkadir. Ayrica Onerme 5.2.4 den
S/I = 8" diir. Ote yandan [22, Teorem 2.2] geregi S’ degisken bir halkadir.
Buradan ise N sonlu degistime 6zelligine sahiptir.
(2) (1) den S degisken halka olup I < S oldugundan yine [22, Teorem 2.2] geregi
I degisken halkadir.
(3) Herhangi f € S ve f' € S icin [21, Teorem 29.1] geregi f —e = (f — f2)f'
olacak sekilde bir e € S idempotenti vardir. Buise g(f —e) = g(f — f3)f =0
olmasimi gerektirir. Yani Im(f —e) C I dir. =

Simdi herhangi My modiilii icin (x) 6zelligini g6z 6niine alalim.

(¥) M modiiliiniin her alt modiilii projeksiyon diizgendir.

Onerme 5.2.6 M bir modiil olsun.
(1) Eger M (x) ozelligini saglarsa herhangi dik toplanan da () 6zelligini saglar.
(2) M nin her toplanani icin () 6zelligi saglansim. Yani M nin tiim dik toplanan-

lar1 projeksiyon diizgen olsun. Bu durumda M modiilii SIP ve SSP ye sahiptir.

Kanit. (1) M (%) ozelligini saglasim ve M’ ile M"” M nin alt modiilleri olmak
tizere M = M'@® M" olsun. my : M — M’ projeksiyon ve N < M’ olsun. Ayrica
m: M =M & (0) — M olsun. Bu durumda p = 7my;, M nin bir projeksiyonu
ve m(N) = p(N) dir. Ote yandan M () 6zelligini sagladigindan 7(N) € N dir.
Buradan ise p(N) € N olup N projeksiyon diizgendir. Yani M’ (x) ozelligini
saglar .

(2) My, My <% olsun. Onerme 5.2.3 (4) den M; ve My ler M nin tam diizgen alt

modiilleridirler. M} < M icin M = M, & M, olsun.
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Hipotezden ve Onerme 5.2.3 (6) dan M; = (M, N M,) @ (M, N Mj) diir. Buradan
aciktir ki My N My M nin bir dik toplananidir.
Yani sonuc olarak M; ve My M nin herhangi iki dik toplanani iken M; N M de M
nin dik toplanani oldu. Boylece M modiilii SIP ye sahiptir. Simdi de M nin SSP
ye sahip oldugunu gosterelim. M; + My = My & (M, N M3) ve My N M M niin
bir dik toplanani oldugundan bu ayni zamanda M nin de bir dik toplananidir.
Boylece M modiilii SSP ye sahiptir. =

[20, Lemma 1.9] da yazarlar sunu gostermistir: M bir modil My, My <% M
ve M = M; @ Ms olsun. Bu takdirde M; in M nin tam diizgen alt modiilii olmasi
icin gerek ve yeter sart Hom(Mi, Ms) = 0 olmasidir.

Biz asagidaki onermede bunun daha genel halini ispatladik.

Onerme 5.2.7 M bir modiil olsun.

(1) My, My < M olmak tizere M = M; & M, olsun. Eger M; M nin projeksiyon
diizgen alt modiilii ise Hom (M, My) = 0 dur.

(2) (x) ozelliginin M nin her dik toplanani icin saglandigini varsayalim. My, Mo
M nin alt modiilleri olmak tizere M = M; & M, olsun. Bu takdirde,

Hom(M,, Ms) = 0 dir.

Kamit. (1) Onerme 5.2.3 den M; i M nin tam diizgen alt modiilii olarak
diisiinebiliriz. f : My — My bir homomorfizm, p; : M — M; projeksiyon ve
19 : My — M icerme dontisiimi olsun. Bu durumda f* = i5fp; M nin bir endo-
morfizmidir.

M, tam diizgen alt modiil oldugundan f(M;) C M; N My = 0 olmak {izere

f*(My) C M, dir. Buradan ise f = 0 bulunur.
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Boylece Hom(M,, My) = 0 elde edilir.
(2) (1) ve Onerme 5.2.3 (4) e benzer olarak yapilabilir. m

Yine [20, Teorem 3.8 | de su gosterilmistir: M bir modiil, i € I icin M; < M,
M = iEgBIMZ» ve N < M tam diizgen bir alt modiil olsun. Bu takdirde

N = @ (NN M) dir.

el

Biz asagidaki teoremde bunun daha genel halini ispatladik.

Teorem 5.2.8 M bir modul, ¢ € [ icin M; < M ve M = leeale olsun. (%)
ozelliginin M nin her dik toplanani icin saglanmasi icin gerek ve yeter sart
agagidakilerin saglanmasidir.

(1) (%) ozelligi her i € I icin M; nin her dik toplanani icin saglanir.

(2) Her i # j € I icin Hom(M;, M;) = 0 dir.

(3) M nin her N dik toplanani icin N = @ (N N M;) dir.

iel

Kamt. 7 = 7 Onerme 5.2.3 ve 5.2.7 e benzer olarak yapilabilir.

7 <=7 (1),(2),(3) saglansin. K <% M ve f M nin bir endomorfizmi olsun.
Her j € I icin p; : M — M; projeksiyon ve ¢; : M; — M icerme dontgimi
olsun. Onerme 5.2.3 (4) ten M, nin her projeksiyon diizgen dik toplanani tam
diizgen oldugundan ve (1) den her j € I icin p;fi;(K N M;) C K N M; dir.
Ayrica (2) den her j # k € I icin pifi;(K N M;) = 0 dir. Su halde (3) den
fK) =Y f(KNM;) C > pifi;(KNM;) C > (KNM;) C K olur. Buradan

jel jel jel

K < M tam diizgen alt modiil olup boylece projeksiyon diizgen alt modiildiir. m
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Sonug 5.2.9 Her i € [ icin M; ler ayrigtirllamaz alt modiiller olmak tizere M =
@ M; olsun. Bu durumda (x) 6zelliginin M nin her dik toplanani icin saglanmasi
iel

icin gerek ve yeter sart

(1) Her i # j € I icin Hom(M;, M;) =0

(2) Her N <% M icin N = & (NNM;) olacak sekilde bir (sonlu) I’ C I olmasidir.

iel’
Kanmit. 7 = 7 Teorem 5.2.8 den kolaylikla gortlir.
? <7 Teorem 5.2.8 ve Onerme 5.2.6 dan yapilabilir. m
Agagidaki teoremde [20, Lemma 2.4] de elde edilen su sonucun bir genellemesini
ispatladik: M bir modiil, ¢ € [ icin M; < M ve M = EIMZ- olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir.
(1) i # 5 € I ve m; € M;, m; € M; olmak iizere R = ann(m;) + ann(m;)
(2) M nin her (devirli) alt modiilii icin N = iGEBI(N N M;) dir.

Ayrica bu durumda her i # j € [ icin Hom(M;, M;) = 0 dir.

Teorem 5.2.10 M bir modil, ¢ € [ icin M; < M ve M = & M, olsun. Bu
iel
takdirde M nin (x) Ozelligini saglamasi icin gerek ve yeter sart

(1) Her i € I icin M; nin (x) 6zelligini saglamasi ve

(2) Her N < M icin N = @ (N N M;) olmasidir.

iel
Kanmt. Onteorem 5.2 yi kullanarak Sonuc 5.2.9 a benzer olarak yapilir. m

Sonug 5.2.11 M bir modil, M; < M olmak tlizere M = & M; olsun. Bu

iel

takdirde M nin (x) ozelligini saglamasi icin gerek ve yeter sart her ¢ # j € [

icin M; & M; nin de (x) Ozelligini saghyor olmasidir.
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Kamt. ” = ” Onerme 5.2.6 dan goriilebilir.

7 <7 Heri# j e [icin M; & M, (%) Ozelligini saglasin.

Bu durumda Onerme 5.2.6 dan her i € I icin M; (%) ézelligini saglar. Ayrica
Onerme 5.2.3 den ve Onteorem 5.2 den her i # 7 €1 ve her m; € M;, m; € M;
icin R = ann(m;) + ann(m;) dir. Béylece Onteorem 5.2 ve Teorem 5.2.10 dan M

(%) Ozelligini saglar. m

Uyar: 5.2.12 Eger Rr modiili (x) 6zelligini sagliyorsa R () ozelligine sagdan
sahiptir denir. Aciktir ki degismeli halkalar ve bolim halkalar1 () ozelligini

sagdan saglarlar.

Sonug 5.2.13 (1) Eger R (x) ozelligine sahipse R @ R (x) 0zelligini saglamaz.

(2) Boliim halkalar: tizerindeki herhangi 22 matris halkas1 (%) 6zelligini saglamaz.

Kanit. A ve B sag R -modiiller ve f : A — B bir epimorfizm olsun. Buradan
A< M = A® B projeksiyon diizgen degildir. Cinkii, p : M — A kanonik
projeksigyon olmak iizere fp : M — B projeksiyondur fakat fp(A) = B ¢ A
dir. Boylece M modiilii (%) 6zelligine sahip degildir. Ozellikle de sifirdan fakl
herhangi M modiili icin M & M modiili (x) 6zelligine sahip degildir. Yani (x)
ozelliginin olup olmamais M den bagimsizdir. Bu ise R&® R nin de boliim halkalar:

lizerinde 2 X 2 matris halkasinin da (x) 6zelligine sahip olmadigim gosterir. m
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5.3 Yiikselen (D;) Kosulu

Tanim 5.3.1 M bir sag R-modiil olsun. Eger M nin her projeksiyon diizgen A
altmodiilii icin B C A ve A/B < M/B olacak sekilde bir B <® M varsa M ye
Pl-yiikselen modil denir.

Denk olarak M nin Pl-ytikselen olmas: icin gerek ve yeter sart M nin her
projeksiyon diizgen A altmodiilii icin M; < A, My NA <K My ve M = M; & M,

olacak sekilde M; ve My alt modiillerinin var olmasidir [10].

Onteorem 5.3.2 Herhangi M modiili icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) M Pl-yiikselendir.

(2) Her A < M projeksiyon diizgen alt modiilii icin A = N @ S olacak sekilde
N <% M ve S <« M vardir.

(3) Her X < M projeksiyon diizgen alt modiilii icin (1 — e)(X) < (1 —e)(M)

olacak sekilde e : M — X idempotent homomorfizmas1 vardir.

Kamt. (1) = (2) M bir Pl-yiikselen modill ve A < M herhangi projeksiyon
diizgen alt modiil olsun. M, Pl-yiikselen oldugundan M; < A ve My N A < M,
olacak sekilde M = M; @& M, ayrigimi vardir. Boylece A = M; @& (AN Ms) olur
ki bu da istenendir.

(2) = (1) M nin her projeksiyon diizgen alt modiiliiniin belirtilen ayrigima sahip
oldugunu kabul edelim. A < M herhangi projeksiyon diizgen alt modiil olsun.
Hipotezden A = N & S olacak sekilde bir N <% M ve S <« M alt modiilleri
vardir. Su halde bir N’ < M icin M = N @& N’ dir. # : M — M/N dogal
epimorfizmini goz éniine alahm. Bu durumda 7(S) = (S+N)/N = A/N < M/N

olur. Boylece M bir Pl-yiikselen modiildiir.
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(1) = (3) M bir Pl-yiikselen modiil olsun. Bu takdirde M nin her projeksiyon
diizgen X alt modiilii icin M; < X ve My, N X < M, olacak sekilde bir M =
M, & My ayrigimi vardir. Boylece e(m+m') = m seklinde tanimlanan e : M — M,
homomorfizmi idempotenttir ve e(M) = My, (1 —e)(M) = M, dir. M; < X
oldugundan (1 —e)(X)=XN(1—¢)(M) < My = (1 —e)(M) olup istenen elde
edilir.

(3) = (1) Bunun ispat1 icin (1) e denk olan (2) kogulunu gosterecegiz. M nin
her projeksiyon diizgen X alt modiilii icin (1 — e)(X) < (1 — e)(M) olacak
sekilde e : M — X idempotent homomorfizmasi mevcut olsun. Bu takdirde
M =eM & (1 — e)M ayrigim vardir. Buradan X = eM & (1 — e)M N X olup
(Il—e)MNX=(1-e)X < (1—e)M C M elde edilir. Boylece (2) den M bir

Pl-yiikselen modiildiir. m

Teorem 5.3.3 M bir modiil, M; < M olmak tizere M = éMZ olsun. Eger her
i=1

bir M; Pl-yiikselen ise M de Pl-yiikselendir.

Kamt. N < M projeksiyon diizgen bir alt modiil olsun. Onerme 5.2.3 den her
1 <4< nicin NN M; < M, de projeksiyon diizgen alt modiildiir. Her ¢ icin

M; ler Pl-yiikselen oldugundan K; < NN M; ve (N N M,;)/K; < M;/K; olacak

n

sekilde bir K; <% M; vardir. Aciktir ki K = @ K; M nin bir dik toplanani ve
i=1

KC & (N N M) dir. Ayrica Onerme 5.2.3 den M = @ (N N M;) dir. Simdi
i=1

n
=1

1 <i<nvem; €M, icin (my + Ky,....m, + K,,) — <§1m’) + K seklinde

tanimlanan (3 : & (N;/K;) — ( 3 M,;)/K homomorfizmasimi goz 6niine alalim.
i=1 i=1

3

Bu sekilde tanimlanan déntigiim icin (@ (N N M,;)/K;)) = (ené (NNM))/K
i=1

=1

dir.
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Atik alt modiillerin herhangi sonlu toplami da yine bir atik alt modiil oldugundan

(

(2

i

(NN M)/ K;) < GiLél(MZ/Kz) dir. Bu takdirde [5, Lemma 1.2] den

=

(NNM,;))/K < M/K elde edilir. m

T

Onerme 5.3.4 M bir modiil ve X < M tam diizgen alt modiil olsun. X <
X' < M olmak tizere X'/X < M/X bir projeksiyon diizgen alt modiil olsun.
Bu takdirde X’ < M projeksiyon diizgen alt modiildiir. Eger M bir Pl-yiikselen

modiil ise M/X de Pl-yiikselendir.

Kanit. YV | X C Y ve Y/X < M/X projeksiyon diizgen alt modiil olacak
sekilde M nin bir alt modiilii olsun. Hipotezden Y < M projeksiyon diizgen
alt modildiir. Ayrica M Pl-yiikselen oldugundan D < Y ve Y/D <« M/D
olacak sekilde bir D <% M vardir. Herhangi D’ < M icin M = D & D’
oldugunu varsayalim. m cekirdegi D olan projeksiyon ve ¢ : D' — M icerme
dontigiimi olsun. Su halde o« = @w : M — M M nin bir homomorfizmasi ol-
sun. X ve Y, M nin projeksiyon diizgen alt modiilleri olduklarindan «(X) C X
ve a(Y) C Y dir. Ayrica Y = o }(Y) dir. Su halde o }(X) C YV = a (V)
dir. o /(X) € K ve M/a™}(X) = (Y/a'(X)) + (K/a"'(X)) olmak {izere
K < M olsun. Bu durumda M =Y + K dir ve Y/D <« M/D oldugundan
M = K dir. Boylece Y/a™'(X) < M/a !} (X) dir. Yani (Y/X)/(a1(X)/X) <<
(M/X)/(a™*(X)/X) dir. Simdi a~'(X)/X nin M/X in bir dik toplanani oldugunu
gosterelim. M = D @ D’ oldugundan M = o (X)) + D’ diir. Boylece M/X =
(e 1(X)/X)+ (D' + X)/X dir.

Ayrica o H(X)N (D' + X) = X + (e (X)N D) = X oldugundan o (X)/X |

M/X in dik toplanamdir. Béylece M /X Pl-yiikselendir. =
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Teorem 5.3.5 M = M; & M, (x) ozelligini saglayan bir modiil olsun. Bu
takdirde M nin Pl-yiikselen olmasi icin gerek ve yeter sart M; ve My nin PI-

yiikselen olmasidir.

Kamt. 7 := "7 M = M; & M, olup (x) ozelligini saglasimn. M bir Pl-yiikselen
modiil olsun. Bu takdirde M/M; = M, olup Onerme 5.3.4 den M/M; de PI-
yiikselen oldugundan M; de Pl-yiikselen olur. Benzer sekilde M, nin Pl-ytikselen
oldugu gosterilebilir.
7 &7 M, ve Mj ler Pl-yiikselen olsunlar. Bu takdirde Teorem 5.3.3 geregi M
de Pl-yiikselendir. m

Son olarak yiikselen, Fl-yiikselen ve Pl-yiikselen modiiller arasinda nasil bir
iliski oldugunu gorelim.

Tanimlar birbirine yakin goziktiigii icin her Pl-yiikselen modilin ayni za-
manda bir yiikselen modiil oldugu diisiintilebilir. Fakat oyle olmadigini bir 6rnekle
gosterebiliriz.

My = Z/2Z & Z/8Z olsun. Bu durumda Sonuc 3.2.11 den My Fl-yiikselendir.
Boylece My Pl-yiikselendir fakat yiikselen degildir [16]. Tamimlardan aciktir ki
her yiikselen modiil FI ve PI -yiikselendir. Fakat FI-yiikselen bir modiil acaba PI
-yiikselen midir? Simdi yazacagimiz érnek bunun dogru olmadigini gosteriyor. R
bir basit bolge olsun. Yani boliim halkas: (division ring) olmasm. Ornegin karak-
teristigi 0 olan cisim tizerinde birinci Weyl Cebiri olsun. Bu takdirde R nin tam
diizgen sag idealleri yalniz agikar olanlardir. Boylece Ry FI -yiikselendir. R nin
idempotentleri sadece 0 ve 1 oldugundan R nin herhangi sag ideali projeksiyon

degismez fakat J(R) = 0 dir. Boylece R PI -yiikselen degildir.
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