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ÖZET 

 

Đki bölümden oluşan bu tezde Schwarz Lemması’nın bir genellemesi ele 

alınmıştır. 

 

 Son 10 yıl içerisinde Burns ve Krantz, Dov Chelst ve başkalarının 

çalışmalarında Schwarz Lemması’nın teklik kısmının sınır versiyonu araştırılmıştır. 

 

 Birim D  dairede tanımlanmış  DD →:φ  analitik fonksiyonu için,  

    ( ) 1,)1()( 4 →∈−Ο+= zDzzzzφ                           

(*) 

koşulundan  Dzzz ∈= ,)(φ  elde ediliyor. 

 

 Tezde bu tip teoremler aşağıdaki yönlerde genelleştirilir. 

 

1-) (*) koşulundaki kuvvet mertebesi  ( )( )4
1−Ο z   yerine daha genel majorantlar 

alınacak. 

2-) (*)’da  z ’in sınıra yaklaşımı birim daire içindendir. Bu koşulun yerine φ ’nin 

sınırdaki davranışı ele alınacak. Yani γ  noktalarına z ’in  D∂ ’den yaklaşımı koşul 

olarak konulacaktır. 

3-) (*)’ın sağ tarafındaki zzf =)(  yerine sonlu Blaschke çarpımları alınacak. 

 

 Birinci bölümde, uygun tanımlar ve ihtiyaç duyulan yardımcı teoremeler 

verilmiştir. 

 Đkinci bölümde, Schwarz Lemması’nın yeni bir genellemesi elde edilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 



 

SUMMARY 

 

 In this work, a generalization Schwarz Lemma is investigated. 

 In the recent decade, in publications of Burns and Krantz, Dov Chelst and 

other’s was studied the uniqueness portion of the Schwarz Lemma, namely: 

 

 The function DD →:φ  is holomorphic in the unit disk D . Using the 

following property 

   ( ) 1,)1()( 4 →∈−Ο+= zDzzzzφ                             (*) 

at the point 1, Dzzz ∈= ,)(φ  is obtained. 

  

In this thesis, the problem posed above is generalized in following aspects: 

 

1-) More general majorants are taken instead of the habitual power majorant in (*).   

2-) In (*), 1→z  is usually treated as tending from the unit disk. We take the 

behaviour of φ  at the point 1 over the boundary instead. 

3-) Instead of zzf =)(  in the right-hand side of (*) the finite Blaschke product is 

taken. 

 In chapter one, appropriate definitions and needed auxilary theorems are 

given. 

 In chapter two, a new generalization of Schwarz Lemma is obtained. 
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I. BÖLÜM 

 

1. GĐRĐŞ 

 

 Bu tezde Schwarz Lemması’nın teklik kısmının genelleştirilmesi 

incelenmiştir. C kompleks düzlem, CD ⊂  sıfır merkezli birim daire olsun. 

Kompleks analizin temel taşlarından olan bu lemma klasik halde aşağıdaki şekilde 

ifade edilir. 

 

Schwarz Lemması :  DDf →:  holomorf fonksiyonu için 0)0( =f  olsun. Bu 

takdirde, 

1. 

   
;1)0(

,)(

≤′

∈∀≤

f

Dzzzf
 

2. Birinci eşitsizlikte herhangi bir )10( << zz  noktasında veya ikinci eşitsizlikde 

eşitlik durumu ancak ϕ   reel bir sabit olmak üzere zezf iϕ=)(  olduğunda 

mümkündür. 

 

 D.Burns ve S. Krantz 1994 yılında yayımlanan [7] makalesinde, tek 

değişkenli fonksiyonlar için klasik Schwarz lemması’nın teklik kısmı ile ilişkili 

aşağıdaki ilginç teoremi ispatlamıştır. 

 

Teorem 1([7]) :  Birim dairenin kendine bir holomorf fonksiyon DD →:φ  için 

  ( ) 1)1()1(1)( 4 →−Ο+−+= ςςςςφ  

ili şkisi sağlansın. Bu takdirde  dairede  ςςφ =)( ’dir. 

 

Dov Chelst’in 2001 yılındaki  [6] çalışmasında, Burns-Krantz teoremi daha 

da ileri götürülerek, ςςφ =)(  model fonksiyonu yerine sonlu Blaschke çarpımları 

alınmıştır. 



 

Teorem 2([6]) : DD →:φ   birim dairenin kendine bir holomorf  fonksiyonu ;   

DDf →: , sonlu DA f ∂⊂  kümesinde D∂∈τ  değerini alan sonlu Blachke çarpımı 

olsun. Eğer, 

       (i) Verilen bir fA∈0γ  noktasında, 

( ) 0
4

0 ,)()()( γγφ →−Ο+= zzzfz  

(ii) Her }{ 0γγ −∈ fA  noktası, 2≥γk  doğal sayısı için, 

( ) γγφ γ →−Ο+= zzzfz k ,)()()(    

ise, )()( zfz =φ ’dir. 

 Biz bu tezde bu sonuçları iki yönde genelleştireceğiz. 

 

1-) (i) ve (ii) koşullarındaki kuvvet mertebeleri yerine daha genel majorantlar 

alınacak; 

2-) (i) ve (ii) koşullarındaki z ’nin sınıra yaklaşımı birim daire içindendir. Bu 

koşulun yerine φ ’nin sınırda ki davranışı ele alınacak. Yani γ  noktalarına z ’nin 

D∂ ’den yaklaşımı koşul olarak konulacaktır. 

  

Konu ile ilgili diğer araştırmalar [ 4,18,19 ] makalelerinde yapılmıştır. 

 Sonuçların ispatında [1,2,3,12,13,14,15,16] makaleleri ve [5,8,9,10,11,17] 

kitaplarındaki teoremler kullanılmıştır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

1.1. Majorantlar ve Yardımcı Teoremler 

 

 Đhtiyacımız olacak bazı tanım, işaretleme ve yardımcı sonuçlar üzerinde 

duralım. 

 

Majorantlar, fonksiyonların sonlu fark, düzgünlük ve approksimatif 

özelliklerine göre sınıflandırılması amacıyla kullanılırlar. 

 

)(tv  fonksiyonu  ),( ba   aralığında tanımlı olsun. Eğer 

 

   ),(,),()(
2

2 2121
21 batttvtv

tt
v ∈∀+≥







 +
 

özelliği sağlanıyorsa  )(tv ’ye konkav fonksiyon denir. 

 

 

ℜ  ile aşağıdaki koşulları sağlayan µ  fonksiyonlar sınıfını göstereceğiz. 

 

    1. ( ) [ ),,0,0: +∞→+∞µ  

    2. { }0)(: >= xxI µµ   bağlantılı kümedir, 

    3. )(log xµ   fonksiyonu  µI   kümesinde  xlog ’e göre konkavdır. 

 

µI ’in boş küme olmadığı bütün  ℜ∈µ ’lerin sınıfını  •ℜ  ile, •ℜ∈µ  için µI  

aralığının sol ve sağ uçlarını sırası ile  −
µx   ve  +

µx   ile gösterelim. 

Açıktır ki,  +∞≤≤≤ +−
µµ xx0  ve  

 

   
)log(

)(log
lim,

)log(

)(log
lim

0
0 x

x

x

x
xx

µµµµ
∞→∞→

==  

limitleri mevcut olup, 

   

   ∞∞ ≥+∞<≤∞−+∞≤<∞− µµµµ 00 ,,          (1.1)           

eşitsizliklerini sağlarlar. )(0 +∞<> +−
µµ xx  ise  +∞=0µ  ( uygun olarak  )+∞=∞µ  



 

kabul ederiz. Eğer  0≡µ  ise,  0µ  ve  ∞µ  olarak (1.1) eşitsizliğini sağlayan keyfi 

sonlu sayılar  kabul edilebilir.  

+∞<0µ   ise  0m   ile  000 1 mm ≤<− µ   koşulunu sağlayan tam sayısını, 

−∞>∞µ  ise  ∞m  ile  1+<≤ ∞∞∞ mm µ   koşulunu sağlayan tam sayısını 

göstereceğiz. 

 Açıktır ki  αδδµ =)(  kuvvet majorantı  ℜ   sınıfındandır. 

ℜ∈µ  fonksiyonuna bilogaritmik konkav majorant diyeceğiz. 

 C , C kompleks düzleminin bir noktalı kompaktifikasyonu; D∂  ,C ’de E’nin 

sınırı ve  EEEEEEECE ∂∪=∂∪=∂∩=∂ ,,  olsun. 

 CG ⊂  açık kümesi, Cz ∈  noktası ve CGf →:  fonksiyonu için 

 

      










∈∞=

∈∞=
= ∞−∈

∞→
∞

Gzerge

Gzerge
f

f GG

(

(

0

log

)(log
lim

}{,
ς
ς

ς
ς  

 

 

       








∉

∈
−= −∈

→

Gzerge

Gzerge
z

f

f zGz
z

Gz

(

(

0

log

)(log
lim

}{,
ς

ς
ς  

olsun. 

 Eğer f, G’de  holomorf fonksiyon ise,  ),( wfk  ile Gw∈  noktasında f 

fonksiyonun )(wf  değerinin mertebesini göstereceğiz. 

 G  sonlu bağlantılı Jordan bölgesi ve  Ga ∈  olsun. { }aG −  üzerinde tanımlı 

ve aşağıdaki şartları sağlayan  ),( agG ⋅  fonksiyonuna G  bölgesinin a  kutuplu Green 

fonksiyonu denir: 

 

 1. ),( agG ς  fonksiyonu  { }aG −  kümesinde harmoniktir, 

 2. Her Gz ∂∈  için 0),(lim
)(

=
∈
→

agG
z

G

ς
ς

ς
, 

 3. aagG −+ ςς ln),(  fonksiyonuna  a  noktası civarında sınırlıdır. 



 

 CG ⊂  bölge olsun. G ’ye dahil olan sonlu bağlantılı Jordan bölgelerinin 

Green fonksiyonları’nın noktasal supremumuna G ’nin genelleştirilmi ş Green 

fonksiyonu denir. 

 

Sonuçlarımızın ispatında aşağıdaki teoremlerden yararlanacağız. 

 

Önerme 3 (Daire üzerinde Hopf önermesi) ( [8]):  D’de sabit olmayan reel değerli 

u  harmonik  fonksiyonu ve  D∂∈γ   noktası için, 

      i)u  fonksiyonu γ  noktasında süreklidir, 

     ii)  Bütün  Dz ∈  noktaları için  )()( zuu ≥γ , 

 koşulları sağlansın. 

Bu takdirde   u ’nun γ  noktasındaki 
v

u

∂
∂

  normal türevi aşağıdaki eşitsizliği  sağlar. 

        .0)( >
∂
∂ γ

v

u
 

Önerme 4 ([6]): DDf →:   analitik fonksiyonunun, D∂∈γ ’noktasında sürekli bir 

limiti ve 1)( =γf  olsun. Bu takdirde  f = )( γο −z  değildir. 

 

Đspat: Aksini varsayalım: 

  γγο →−=− zzf ,)(1  

olsun. 

))(1Re()( zfzu −=  pozitif harmonik fonksiyonunun γ  noktasında, 

  γγο →−= zzzu ,)()(                                                                  (1.2) 

koşulunu sağladığı açıktır. Demekki u  pozitif harmonik fonksiyonu γ  noktasında 

sürekli olup minumum değerini alıyor. Bu takdirde Hopf lemmasına göre, onun bu 

noktadaki türevi sıfır olamaz. Bu ise (1.2) ile çelişir. 

 

Teorem 5 ([2]) : Ca ∈  sabit bir nokta, }{aCG −⊂  sınırının logaritmik kapasitesi 

sıfır olmayan açık küme ve CGf →ℜ∈ :,µ   holomorf fonksiyon olsun. 

 Varsayalım ki  f , G ’nin her kısmında sınırlı olup a  ve ∞=z  noktalarından 

ayrık aşağıdaki koşulları sağlasın. 

    +∞<Gaf ,               (1.3) 



 

    +∞<∞ Gf ,                                                                 (1.4) 

            







−−≤ ∑

=∈
→

0)(:

),(.),(exp).)()(lim
wfw

G

G
z

wfkwgazf ςµς
ς
ς

    }{)( aGz −∂∈∀           

(1.5)      

Eğer  a  ( ∞=z  benzer )  G  için izole edilmiş bir sınır noktası ise, ek olarak şunu 

varsayarız. 

   aaf
m →−=+∞< − ςςοςµ ),()(,

1

0
0            (1.6) 

(veya 

   ∞→=−∞> +
∞ ςςοςµ ),()(,

10m
f                       (1.7) 

benzer olarak) 

 

Bu takdirde  









−−≤ ∑

=0)(:

),(.),(exp).()(
wfw

G wfkwgaf ςςµς  G∈∀ς         (1.8)  

olur. 

 

Teorem 6 ([2]) : Ca ∈  sabit bir nokta,  CG ⊂  sınırının logaritmik kapasitesi sıfır 

olmayan açık küme, ℜ∈µ ;  CGf →: , G   sürekli fonksiyonu G’de holomorf olup 

(1.4)  ve  

   ( ) aaf ≠∀−≤ ςςςµς ,)(                                         (1.9) 

koşullarını sağlasın. 

 

Eğer a  ( ∞=ς  benzer) G ’nin izole edilmiş bir sınır noktası ise  ek olarak  (1.6) ve 

(1.7) sağlansın. Bu takdirde (1.8)  sağlanır. 

 

 Birim dairenin kendi kendine konform tasviri 

   
ς
ς
z

z
zT

−
−=

1
)(  

fonksiyonu ile veriliyor, öyle ki, )(zT ’in tek sıfırı ς  noktasıdır. 1,,....,1 <in ςςς  

noktaları için, 

 



 

   ∏
= −

−
=

n

i i

i

z

z
zf

1 1
)(

ς
ς

 

formülü ile tanımlanmış f fonksiyonu nςς ,....,1  noktalarında sıfıra sahip, modülü 

1’den büyük olmayan holomorf fonksiyondur. Buna sonlu Blaschke çarpımı denir. 

Blaschke çarpımları analizde kullanılan çok önemli fonksiyonlardan  olup Schwarz 

lemması’nın farklı genellemelerinde de ortaya çıkmaktadır. 

  

 

CG ⊂  bölgesi, CG →:ϕ  fonksiyonu ve Gz ∂∈  noktası için, 

)(lim),( zzB
G

z
ϕϕ

ς
ς

∈
→

=  

olsun. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

II. BÖLÜM 

 

2. SINIRDA GENELLE ŞMĐŞ SCHWARZ LEMMASI 
 
 
 Bu bölümde kendimize ait olan aşağıdaki teoremler ispatlanmıştır. 

0z  merkezli δ  yarıçaplı daireyi ),( 0 δzU  ile göstereceğiz. 

 

Teorem 1: ℜ∈µ  bilogaritmik konkav majorant, 30 >µ ; DD →:φ   holomorf 

fonksiyonu, 00 >δ  için ),1( 0δUD ∩ ’da  sürekli olup   

( ) 1,)1()( →∂∈−Ο+= ςςςµςςφ D                              (2.1) 

koşulunu sağlasın. Bu takdirde  D’de  ςςφ =)( ’dir. 

 

Teorem 2:  DD →:φ  holomorf fonksiyon  3, 0 >ℜ∈ µµ  olsun. Varsayalım ki 

  ),1()1()(lim 0δµςςφ
ς

UGzz
Gz

z
∩∂∈∀−≤−

∈
→

                           (2.2) 

olacak şekilde bir  0δ  sayısı mevcuttur. Bu takdirde  D ’de  ςςφ =)( ’dır. 

 

Teorem 3: DDf →:  sonlu  DA f ∂⊂  kümesinde D∂∈τ  değerini alan sonlu 

Blaschke çarpımı,  2,3,, 2
0

1
0

21 >>ℜ∈ µµµµ ; DD →:φ  holomorf fonksiyonu  

{ }0),(: δ<∩ fAzdzD ’de sürekli olsun.Varsayalım ki; 

     (i) fA∈0γ  noktasında 

  ( ) ;,)()()( 00
1 γγµφ →∈−Ο+= zDzzzfz                                (2.3) 

    (ii) }{ 0γγ −∈∀ fA  noktasında 

  ( ) ;,)()()( 2 γγµφ →∈−Ο+= zDzzzfz           (2.4)                   

ili şkileri sağlanıyor. Bu taktirde D ’de   )()( ςςφ f= ’dır. 

 

Teorem 4: DDf →:  sonlu  DA f ∂⊂  kümesinde D∂∈τ  değerini alan sonlu 

Blaschke çarpımı; 2,3,, 2
0

1
0

21 >>ℜ∈ µµµµ ; DD →:φ  holomorf fonksiyon olsun. 

 



 

Varsayalım ki: 

     (i) fA∈0γ  noktasında 

  ( ) ( ) 00
1 ,)()()(, γγµςςφ →∂∈−Ο=− zGzzfzB                      (2.5) 

    (ii) }{ 0γγ −∈∀ fA  noktasında                  

  ( ) ( ) γγµςςφ →∂∈−Ο=− zGzzfzB ,)()()(, 2                         (2.6) 

ili şkileri sağlanıyor. Bu taktirde D ’de   )()( ςςφ f= ’dır. 

 

Teorem 1’in Đspatı:  φ fonksiyonu ve µ  majorantı teoremin koşullarını sağlasın. 

(2.1)’den görüyoruz ki öyle 01 >c  sayısı vardır ki, 

  ( ) ),1(,1)( 01 δςςµςςφ UDc ∩∂∈∀−≤−  

ili şkisi sağlanıyor. 

k

G

=−
∈

=−
ςςφ

ς
δς

)(sup
01

 









= 1
0

,
)(

max c
k

c
δµ

 

işaretleyelim. Açıktır ki  { }01: δςς ≤−∩D  kümesinin her sınır noktasında 

   )1()( −≤− ςµςςφ c  

eşitsizliği sağlanır. Bu takdirde teorem 6’dan aynı eşitsizliğin { }01: δςς ≤−∩D  

kümesinde sağlandığı görünür. 30 >µ  varsayımından, 

                3
log

)(log
lim

0
0 >=

→ x

x
x

µµ , 

                                εµ +≥ 3
)log(

)(log

x

x
 

ve  

           xx log)3()(log εµ +≤ ,  )1,0(∈∀x  

         εµ +≤ 3)( xx             )1,0(∈∀x  

olacak şekilde 0>ε  sayısı seçmek mümkündür. 

 Buradan da 

                      ( )εςςςφ +−≤− 3
1)( c  

elde ederiz. 



 

Birim dairede 

  








−
+−









−
+=

ς
ς

ςφ
ςφς

1

1
Re

)(1

)(1
Re)(g  

formülü ile tanımlanmış )(ςg  fonksiyonunu ele alalım. 

Elementer işlemlerle 

  
( )

( )( )







−−
−=









−
+−

−
+=

ςςφ
ςςφ

ς
ς

ςφ
ςφς

1)(1

)(2
Re

1

1

)(1

)(1
Re)(g  

alıyoruz. 

Açıktır ki, 

    
ς
ς

−
+

1

1
 

fonksiyonu birim daireyi sağ yarı düzleme konform tasvir eder. Bundan dolayı birim 

çember üzerindeki 1=ς  hariç her sınır noktasında 

    0
1

1
Re =









−
+

ς
ς

 

ili şkisi sağlanıyor. Demekki birim çemberin 1=ς  hariç her noktasında )(ςg  

fonksiyonun sınır değerleri negatif değildir. Şimdi fonksiyonumuzu 1=ς  noktasında 

inceleyelim. 

ςφ −=h  işaretlersek, 

  ( )( )







−−−
=

ςςς
ςς

1)(1(

)(2
Re)(

h

h
g  

yazabiliriz. 

 

g  fonksiyonunun ifadesindeki kesrin payının 1=ς   noktasında sıfıra 

yaklaşım hızı 3+ε ’dan az değildir. Önerme 4’e göre, bu kesrin paydasının  1=ς  

noktasında sıfıra yaklaşım hızı ( )2
1−Ο z ’den fazla değil. Buradan da paydanın 

derecesi 2 olur. g  fonksiyonu  1=ς  noktasında sıfıra yaklaşım hızı 1+ε  ‘dan küçük 

değildir. Sonuç olarak, g   fonksiyonu 1=ς  noktasında sıfır değerini alır. 

  

Dolayısıyla g  fonksiyonu birim dairede aşağıdan sınırlı olup, dairenin  bütün 

sınır noktalarında negatif olmayan limit değerlerine sahiptir. Böylece g ’nin D ’de 



 

negatif olmadığını görüyoruz. Buradan Hopf önermesi ve sonucuna göre g ’nin 

birim dairede özdeşlikle sıfır olduğunu alıyoruz. Böylece ςςφ ≡)(  olur. 

 

Teorem 2’nin Đspatı: Teorem 1’in ispatında olduğu gibi (2.2)’den öyle 01 >c  sayısı 

bulabiliriz ki 

  ),1()1()(lim 01 δµςςφ
ς

UGzzc
Gz

z
∩∂∈∀−≤−

∈
→

 

eşitsizliği sağlansın. 

k

G

=−
∈

=−
ςςφ

ς
δς

)(sup
01

 

   








= 1
0

,
)(

max c
k

c
δµ

 

işaretleyelim. { }01: δςς ≤−∩D  kümesinin her z sınır noktasında 

   ),1()1()(lim 0δµςςφ
ς

UGzzc
Gz

z
∩∂∈∀−≤−

∈
→

 

eşitsizliğinin sağlandığını görüyoruz. Bu takdirde teorem 5’ten  aynı eşitsizliğin 

),1( 0δUD ∩  kümesinde sağlandığı görünür. 

Daha sonra teorem 1’in  ispatını harfen tekrarlarsak ςςφ ≡)(  alırız. 

 

Teorem 3’ün Đspatı: Genelliği bozmadan 11 0 == γτ ve  alalım. D ’de harmonik 

olan 

   







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
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



−
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)(1

)(1
Re

)(1

)(1
Re)(

zf

zf

z

z
zg

φ
φ

 

 

fonksiyonunu ele alalım.Bu farkın ikinci terimi fAD −∂  kümesinde sıfır değerini 

alıyor. Birinci terim ise negatif değildir. Dolayısıyla  ( )fAD −∂ ’den olan her sınır 

noktasında )(zg  fonksiyonunun limit değerleri negatif değildir.  

2, 2
0

2
0 >∈ µµ R  koşulundan, 

,2
log

)(log
lim

2

0

2
0 >=

→ x

x
x

µµ  



 

εµ +≥ 2
)log(

)(log 2

x

x
    )1,0(∈∀x  

ve 

xx log)2()(log 2 εµ +≤  )1,0(∈∀x  

ve sonunda  

    εµ +≤ 22 )( xx                )1,0(∈∀x  

alıyoruz. 

 

Şimdi  bu fonksiyonun fA  kümesinin noktalarındaki davranışını inceleyelim. 

   fh −= φ  

olsun. Bu takdirde 

                    








−−−
=

))(1))(()(1(

)(2
Re)(

zfzhzf

zh
zg                                   (2.7) 

olur. 

 Şimdi herhangi 0γγ −∈ fA  noktasını alalım. Teoremin (ii) koşuluna göre 

(2.7) formülündeki kesrin payı sıfıra ( )εγ +−Ο 2
z  gibi yaklaşıyor. Önerme 4’e göre 

aynı kesrin paydası sıfıra ( )2γ−Ο z ’dan fazla hızla yaklaşamaz. Demek ki g  

fonksiyonu γ  noktasında limite sahiptir. 

 3, 1
0

1
0 >∈ µµ R  koşulundan yukarıdakine benzer olarak 

   εµ +≤ 31 )( xx             )1,0(∈∀x  

alıyoruz.   

  

(2.7) kesrinin payının 0γ  noktasındaki davranışı ( )εγ +−Ο 3

0z  gibidir. Yine önerme 

4’e göre paydası 0γ  noktasında sıfıra ( )2

0γ−Ο z ’dan fazla hızla yaklaşamaz. 

Demek ki, kesrin 0γ  noktasındaki davranışı ( )εγ +−Ο 1

0z  gibidir. fA  kümesi sonlu 

olduğundan dolayı, sonuçta, )(zg  fonksiyonu D ’nin sınırı civarında aşağıdan sınırlı 

olacak.Buradan, Phragmen-Lindelöf prensibine (bak. örneğin[9,  p.232]) g(z)’in 

birim dairede negatif olmadığı sonucuna varıyoruz. Dolayısıyla )(zg  fonksiyonu 

birim dairede negatif değil ve 0γ  noktasında sıfır değerini alıyor. Bu takdirde Hopf 



 

önermesine göre onun bu noktadaki normal türevi sıfır olamaz ( )(zg  özdeşlikle sıfır 

değilse). Bu sonuncu ise yukarıda bahsetttiğimiz 

0

1

0 )()( γγο ε →−= +
zzzg  

davranış şekliyle çelişir. 

 

Teorem4’ün Đspatı: Teorem 3’ün ispatından Teorem 1’in ispatındakine benzer 

değişiklikler yapılarak elde edilir.  

 

2.1. ÖRNEKLER 

 

 Aşağıda verilen örnekler sonuçlarımızdaki koşulların optimal olduğunu 

gösterir. 

 Burns ve Krantz [7] verdiği 3)1(
10

1
)( −−= zzzφ  örneği birim daireyi 

kendine tasvir eder, ancak onun için (2.1) koşulu sağlanmıyor ( )30 >µ . Demek ki 

Teorem 1 ve 2’deki 30 >µ  koşulu kaldırılamaz. 

1-) 42
1 )1).(1(

16

1
)( −+−= zzzzφ  

2-) 424
2 )1).(1).(1(

64

1
)( −++−= zzzzzφ  

3-) [ ] 42428
3 )1.()1).(1().1(

256

1
)( −+++−= zzzzzzφ  

işaretleyelim. Bu örnekler Dov Chelst’in [6] çalışmasından alınmış olup 3. ve 4. 

teoremlerdeki  (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) koşullarının fazla olmadıklarını 

göstermektedir. 

 

 

 

 

 

 



 

3.SONUÇ 

 

 Bu tezde Schwarz Lemmasının teklik kısmının sınır versiyonu incelenmiş 

olup, sonlu Blaschke çarpımları ve bilogaritmik konkav majorantların kullanıldığı 

yeni sonuçlar elde edilmiştir. 
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