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OZET

ki boélimden olgan bu tezde Schwarz Lemmasrnin bir genellemesi ele

alinmstir.

Son 10 yil icerisinde Burns ve Krantz, Dov Chels& bagkalarinin

calismalarinda Schwarz Lemmasi’'nin teklik kisminin svensiyonu argtiriimistir.

Birim D dairede tanimlanmi ¢: D — D analitik fonksiyonu icin,
A2) = z+O((z—1)4) zOD,z-1
(*)
kosulundan ¢(z) =z, zOD elde ediliyor.

Tezde bu tip teoremlegazidaki yonlerde geneligrilir.

1-) (*) kosulundaki kuvvet mertebesi(OQz—]r)) yerine daha genel majorantlar
alinacak.

2-) (*)da z’in sinira yaklaimi birim daire igindendir. Bu koilun yerine ¢’nin
sinirdaki davrani ele alinacak. Yany noktalarinaz’in dD ’'den yaklgimi kosul

olarak konulacaktir.

3-) (*)'In sag tarafindaki f (z) = z yerine sonlu Blaschke carpimlari alinacak.

Birinci béliumde, uygun tanimlar ve ihtiyac duyulg@ardimci teoremeler
verilmistir.

ikinci bélumde, Schwarz Lemmasi’nin yeni bir genmelsi elde edilnsir.



SUMMARY

In this work, a generalization Schwarz Lemma i&stigated.
In the recent decade, in publications of Burns Krahtz, Dov Chelst and

other’s was studied the unigueness portion of tfev@rz Lemma, namely:

The function ¢: D - D is holomorphic in the unit diskD. Using the
following property
qp(z):z+0((z—1)4) zOD,z-1 *)

at the point 1¢(z) = z, zO D is obtained.

In this thesis, the problem posed above is gerzedin following aspects:

1-) More general majorants are taken instead oht#istual power majorant in (*).
2-) In (*),z - 1 is usually treated as tending from the unit digke take the
behaviour of¢ at the point 1 over the boundary instead.
3-) Instead of f (z) = z in the right-hand side of (*) the finite Blaschkeoduct is
taken.

In chapter one, appropriate definitions and needexilary theorems are
given.

In chapter two, a new generalization of Schwanmnira is obtained.
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. BOLUM
1. GIRIS

Bu tezde Schwarz Lemmasrnin teklik kisminin gexgtilmesi
incelenmgtir. C kompleks duzlem,D OC sifir merkezli birim daire olsun.
Kompleks analizin temel garindan olan bu lemma klasik haldga@adaki sekilde

ifade edilir.

Schwarz Lemmasi : f:D — D holomorf fonksiyonu icin f (0) = Oolsun. Bu

takdirde,
1.

If(2)|<|4 DzOD,
1£'0) <1
2. Birinci ssitsizlikte herhangi birz(0<|z| <1) noktasinda veya ikincisgsizlikde

esitik durumu ancak ¢ reel bir sabit olmak (izeref (z) =€?z oldusunda

mumkuinddr.

D.Burns ve S. Krantz 1994 yilinda yayimlanan [7hkalesinde, tek
degiskenli fonksiyonlar icin klasik Schwarz lemmasi’ntaklik kismi ile iliskili

asagidaki ilging teoremi ispatlargtir.

Teorem 1([7]) : Birim dairenin kendine bir holomorf fonksiyop: D — D igin

#c)=1+(c-D+0((c-D*) ¢ -1
ili skisi sgzlansin. Bu takdirde dairede(¢) = ¢ dir.

Dov Chelst'in 2001 yilindaki [6] ¢caimasinda, Burns-Krantz teoremi daha

da ileri goturulerek,¢(¢) =¢ model fonksiyonu yerine sonlu Blaschke carpimlari

alinmstir.



Teorem 2([6]) : ¢:D — D birim dairenin kendine bir holomorf fonksiyonu ;
f:D - D,sonluA, 00D kiimesinder [1dD degerini alan sonlu Blachke ¢arpimi

olsun. Eger,

(i) Verilen biry, 0 A; noktasinda,

A2)=t@D+0(z-r)) .z~ 1,
(i) Her yOA; ={),} noktasi,k, > 2dogal sayisl icin,

A2)=1(@+0(z-p") z-y
ise, ¢(z) = f(z)dir.
Biz bu tezde bu sonuclari iki yonde gengltecesiz.

1-) (i) ve (i) kogullarindaki kuvvet mertebeleri yerine daha geneljomaantlar
alinacak;
2-) (i) ve (i) kogullarindaki z’nin sinira yaklaimi birim daire igindendir. Bu

kosulun yerine ¢’nin sinirda ki davragi ele alinacak. Yaniy noktalarinaz’'nin

0D 'den yaklgimi kosul olarak konulacaktir.

Konu ile ilgili diger argtirmalar [ 4,18,19 | makalelerinde yapiktr.
Sonuglarin ispatinda [1,2,3,12,13,14,15,16] ma&aleve [5,8,9,10,11,17]

kitaplarindaki teoremler kullanilstir.



1.1. Majorantlar ve Yardimci Teoremler

ntiyacimiz olacak bazi tanimsaretleme ve yardimci sonuclar Uzerinde

duralim.

Majorantlar, fonksiyonlarin sonlu fark, duzgunlike vapproksimatif

Ozelliklerine gore siniflandiriilmasi amaciyla kullarlar.
v(t) fonksiyonu (a,b ) aralginda taniml olsun. ger

t, +1,
ZV(T] >v(t) +(), Dt D@b)

Ozelligi sgglaniyorsa v(t )ye konkav fonksiyon denir.

O ile asagidaki kasullari s@layan p fonksiyonlar sinifini gosterege.

1. u: (O,+oo) - [O,+oo),
2.1, ={x: u(x) >0} baglantili kimedir,

3.logu(x) fonksiyonu I, kiimesindelogx e gore konkavdir.

| ,'in bos kime olmadii battn 00 lerin sinifin O° ile, 400" igin 1,
aralginin sol ve sauglarini sirast ilex, ve x; ile gosterelim.

Agiktir ki, 0<x, <X, <+ ve

i 19K 109 a()
x~0 log(x) x== |og(X)
limitleri mevcut olup,
-0 < fYy S+, —00 < Y <+oo, U2 U, (1.2)

esitsizliklerini sgglarlar.x, >0 (X;, < +o) ise 4, =+ ( uygun olarak y,, = +)



kabul ederiz. Ber u=0 ise, u, ve u,  olarak (1.1) gtsizligini saglayan keyfi
sonlu sayilar kabul edilebilir.
Uy <+ ise m, ile my—-1<py,<m, kosulunu sglayan tam sayisini,

MU, >—00 ise m, ile m <pu <m +1 kosulunu sglayan tam sayisini

gosterecgiz.

Aciktir ki ¢(0) =90 kuvvet majorantiC]  sinifindandir.

100 fonksiyonuna bilogaritmik konkav majorant diygce

E, C kompleks duzleminin bir noktali kompaktifikasyg aD ,C’de E'nin
siniri ve 9E = C n 9, E = E 0 4E, E =ED0E olsun.

Goc acik kiimesi,z[OC noktasi vef :G - C fonksiyonu igin

lim M eger 2=0G
foc =104 loglc]

0 eger z2=0G

lim M eger z0G
f,e =954 IOg|C_ Z”

0 eger zOG

olsun.

Eger f, G'de holomorf fonksiyon ise, k(f,w je wlG noktasinda f
fonksiyonun f (w ) degerinin mertebesini gosterege.

G sonlu bglantili Jordan bélgesi vead G olsun.G —{a} tizerinde tanimli

ve gagidakisartlari sglayan g (Gl ) fonksiyonunaG bdlgesinina kutuplu Green

fonksiyonu denir:

1. g, (¢,a) fonksiyonu G —{a} kiimesinde harmoniktir,

2. HerzUJoG igin limgg(¢,a) =0,
C-2

(¢0G)

3. 95 (¢,a) +In|¢ - a| fonksiyonunaa noktasi civarinda sinirlidir.



GOC bdlge olsun.G'ye dahil olan sonlu hdantili Jordan boélgelerinin
Green fonksiyonlar’nin noktasal supremumur@’nin genellatiriimis Green

fonksiyonu denir.
Sonuclarimizin ispatindaagidaki teoremlerden yararlanaga.

Onerme 3 (Daire tizerinde Hopf énermesi) ( [8]):D’de sabit olmayan reel gerli

u harmonik fonksiyonu vey 10D noktasi igin,
i)u fonksiyonuy noktasinda sureklidir,
i) Butin zOD noktalari icin u(y) 2 u(2),

kosullari sglansin.

Bu takdirde u’'nun y noktasmdakig—u normal turevi gagidaki ssitsizligi saslar.
v

ou
— > 0.
N )

Onerme 4 ([6]): f : D — D analitik fonksiyonununy 008D 'noktasinda surekli bir
limiti ve f(y) =1 olsun. Bu takdirdef =o(z-y) degildir.

Ispat: Aksini varsayalim:
f-1=0(z-y) ,z-> vy
olsun.
u(z) = Re( - f(2)) pozitif harmonik fonksiyonunury noktasinda,
ui2=o(z-y) .z-y (1.2)
kosulunu s@ladigi aciktir. Demekkiu pozitif harmonik fonksiyonuy noktasinda

surekli olup minumum deerini aliyor. Bu takdirde Hopf lemmasina gére, orun
noktadaki turevi sifir olamaz. Bu ise (1.2) ileigel

Teorem 5 ([2]) : a0C sabit bir nokta,G [0 C —{a }sinirinin logaritmik kapasitesi

sifir olmayan acik kime vg 0, f:G - C holomorf fonksiyon olsun.
Varsayalim ki f, G’nin her kisminda sinirli olug ve z=c noktalarindan
ayrik aagidaki kagullar salasin.
g <+ (1.3)



f,g <+oo (1.4)

E|f(c)|su(|z—a)|).ex;{— de(w,c).k(f,w)} 0z0(9G) ~{a}

li
g w: f (w)=0

(1.5)
Eger a (z=o benzer) G icin izole edilm§ bir sinir noktasi ise, ek olargkinu
varsayariz.

Ho <+, f(o)=o0(c-2d™), ¢-a (1.6)
(veya

o>, F(6)=0(d™), ¢ - o (L.7)

benzer olarak)

Bu takdirde
(o) = p(s- al)-eXI{— > 96 (W, ¢)k(f,w) O¢0G  (1.8)
w: f (w)=0

olur.

Teorem 6 ([2]) : alJC sabit bir nokta, G 00 C sinirinin logaritmik kapasitesi sifir
olmayan acik kimeyu/ OO ; f :G -~ C, G strekli fonksiyonu G’de holomorf olup
(1.4) ve

f()|<pulc-4d) D¢ cza (1.9)

kosullarini s&lasin.

Eger a (¢ = benzer)G'nin izole edilmg bir sinir noktasi ise ek olarak (1.6) ve

(1.7) s&lansin. Bu takdirde (1.8) ganir.

Birim dairenin kendi kendine konform tasviri

Z—¢
T(2) = =
(2) -2

fonksiyonu ile veriliyor, dyle ki, T(z )n tek sifir ¢ noktasidir.¢,,.....¢,.|¢| <1

noktalari igin,



i=1 1— Z¢;

f(2) = 5 Z2-¢

formdla ile tanimlanny f fonksiyonu ¢,,....,¢,, noktalarinda sifira sahip, modulu

1'den biyuk olmayan holomorf fonksiyondur. Buna IsoBlaschke carpimi denir.

Blaschke carpimlari analizde kullanilan ¢ok onefofiksiyonlardan olup Schwarz

lemmasi’'nin farkli genellemelerinde de ortaya ciktadir.

G O C bolgesi,¢: G - C fonksiyonu vez[10G noktasl icin,
B(z,¢) =limg(z)
¢-2Z
G

¢
olsun.



Il. BOLUM

2. SINIRDA GENELLE SMiS SCHWARZ LEMMASI

Bu bdlimde kendimize ait olagagidaki teoremler ispatlangtir.

z, merkezli o yarigapl daireylJ (z,,0 )ile gOsterecgz.

Teorem 1: x0O00 bilogaritmik konkav majoranty, > 3¢:D — D holomorf
fonksiyonu,d, > Oigin D nU (1,4,) 'da stirekli olup

Ao)=c+0(u(c-1)) ¢OoD, ¢ -1 (2.1)

kosulunu s&lasin. Bu takdirde D’deg(¢) = ¢’dir.

Teorem 2: ¢:D — D holomorf fonksiyon ¢ 00, 1, > 3olsun. Varsayalim ki

limlg(c) -] u(z-1)  0z00GNU@3,) (2.2)

olacaksekilde bir J, sayisi mevcuttur. Bu takdird® 'de ¢(¢) = ¢’dir.

Teorem 3: f:D - D sonlu A, 00D kumesinder JdD degerini alan sonlu
Blaschke carpimi, g',u*00,us >34, >2; ¢:D - D holomorf fonksiyonu
Dn J{z: d(z,A;) < 50}’de surekli olsun.Varsayalim ki;

() v, OA; noktasinda

A2) = f(2)+Ol (2= ) zOD,z - y; (2.3)
(i) OyOd A, —{y,} noktasinda
w2) = f(z)+O(,uz(|z—y1)) zOD,z - y; (2.4)

ili skileri sgglaniyor. Bu taktirdeD 'de ¢(¢) = f(¢)’dIr.

Teorem 4: f:D -~ D sonlu A, 00D kimesinder oD degerini alan sonlu

Blaschke carpimizt, 1?00, 4y >3, 15 > 2¢:D - D holomorf fonksiyon olsun.



Varsayalim ki:

() v, O A; noktasinda

B(z|¢tc) - F(¢))=0lu*(z-yo)) 200G,z - y, (2.5)
(i) Oyd A, —{y,} noktasinda
B(z.|#¢) - f(¢))=0lu*(z- 1)) 200G,z - y (2.6)

ili skileri sgglaniyor. Bu taktirdeD 'de ¢(¢) = f(¢) 'dir.

Teorem 1'in ispati: ¢ fonksiyonu ve u majoranti teoremin koillarini salasin.
(2.1)'den goruyoruz ki 6yle, >0 sayisi vardir ki,

#6) ~d=culc-1) . TcOapAUAS)
ili skisi sgzlaniyor.

sup|@(¢) - ¢ =k

l¢-1=5

_ k
°7 max{u(%) ’Cl}

isaretleyelim. Agiktir ki D n {¢: lc-1< J,} kiimesinin her sinir noktasinda

@(¢) = ¢| < cu(c-1)

esitsizligi saglanir. Bu takdirde teorem 6'dan aymiteizligin D n {c:|c—]js I}
kiimesinde sgandigl gérundr, > 3varsayimindan,

4, = lim log 1(X) >3
x-0 log X

log £(x)
log(x)

>3+¢

ve
logu(x) < (B8+¢)logx, OxO (01
U(X) < x> OxO (01)
olacaksekilde £ > 0 sayisi segmek mumkandur.

Buradan da
e)-d<cle-1")

elde ederiz.



Birim dairede

_d1t@S) 1+¢
—Rg — 2>/ |_Rd ——>
0(6) {1_40(0] {Hj

formulu ile tanimlanny g(¢) fonksiyonunu ele alalim.

Elementerglemlerle

1-¢¢) 1-¢ )
aliyoruz.
Aciktir ki,
1+¢
1-¢

fonksiyonu birim daireyi sayari dizleme konform tasvir eder. Bundan dolayinbi

cember Uzerindek¢ = hari¢ her sinir noktasinda

e
1-¢
iliskisi sglaniyor. Demekki birim ¢embering = Iharic her noktasindag(¢ )

fonksiyonun sinir dgerleri negatif dgildir. Simdi fonksiyonumuzu¢ = Inoktasinda

inceleyelim.

h=¢ - ¢ isaretlersek,

B 2h(c)
=R
9(¢) {((1_ c—h(o)- c)]

yazabiliriz.

g fonksiyonunun ifadesindeki kesrin payinig=  1lnoktasinda sifira
yaklasim hizi 3+¢’dan az dgildir. Onerme 4’e gore, bu kesrin paydasing= 1
noktasinda sifira yakjam hizi OQz—sz) 'den fazla dgil. Buradan da paydanin

derecesi 2 olurg fonksiyonu ¢ = 1noktasinda sifira yakjam hizi 1+¢ ‘dan kiguk

degildir. Sonug olarak,g fonksiyonu¢ = 1noktasinda sifir dgrini alir.

Dolayisiylag fonksiyonu birim dairedesagidan sinirh olup, dairenin butin

sinir noktalarinda negatif olmayan limitgéelerine sahiptir. Boyleceg’nin D ’'de



negatif olmadiini gériyoruz. Buradan Hopf dnermesi ve sonucunge gpnin

birim dairede 6zdgikle sifir oldusunu aliyoruz. Boylece(¢) = ¢ olur.

Teorem 2'nin Ispati: Teorem 1'in ispatinda olgw gibi (2.2)’'den éylec, >0 sayisi
bulabiliriz ki

limlg(c) - c|<cu(z-1)  0z00GnU@S,)
4G

esitsizligi sgglansin.
sup|e(¢) —¢ =k

l¢-1=0,
G

cC= max{

5
—’Cl
H(9,)

isaretleyelimD n {¢: lc-1< J} kiimesinin herz sinir noktasinda

lime(¢) -] cu(z-1)  Dz00GnUWS,)
241G

esitsizliginin sglandgini goriyoruz. Bu takdirde teorem 5ten aysit®zligin
DnU(@19J,) kimesinde sdandigl gorinur.

Daha sonra teorem 1'in ispatini harfen tekrarlaws@) = ¢ aliriz.

Teorem 3'Un ispati: Genellgi bozmadanr =1vey, = lalalim. D’de harmonik

o(2) = R{1+¢(z)j_R{1+ f(z)j
1-¢(2) 1-1(2)

fonksiyonunu ele alalim.Bu farkin ikinci terimdD — A; kiUmesinde sifir dgerini

olan

aliyor. Birinci terim ise negatif ggldir. Dolayisiyla (aD—Af)’den olan her sinir
noktasindag(z Yonksiyonunun limit dgerleri negatif dgildir.

e OR, u5 > 2 kosulundan,

2
lug = ||mw >2
x-0 logXx



2
094709 5 516 oxo(O1)

log(x)
ve
logu®(X) < (2+¢&)logx  Ox0O (0))
ve sonunda
1P (X) < x*¢ OxO (01
aliyoruz.

Simdi bu fonksiyonunA, kiimesinin noktalarindaki davrgmi inceleyelim.
h=¢-f

olsun. Bu takdirde

_ 2h(2)
92 =R =T -n@)a- f(z))j @7

olur.

Simdi herhangi y O A, -y, noktasini alalim. Teoremin (ii) koluna gore
(2.7) formalindeki kesrin payi S|f|ré)02—y12+£) gibi yaklasiyor. Onerme 4’e gore
ayni kesrin paydasi sﬁw&)([z—y]z)’dan fazla hizla yakkmamaz. Demek kig
fonksiyonu y noktasinda limite sahiptir.

s OR, 1y >3 kosulundan yukaridakine benzer olarak

1H(x) < x*° OxO (01

aliyoruz.

(2.7) kesrinin payiniry, noktasindaki davragi OQz—yO|3+£) gibidir. Yine 6nerme
4’e gore paydasly, noktasinda S|f|ra002—y0|2)’dan fazla hizla yakkamaz.

Demek ki, kesriny, noktasindaki davragu OQz—y0|l+£) gibidir. A, kiimesi sonlu

oldugundan dolayi, sonugtay(z fdnksiyonu D 'nin siniri civarinda gagidan sinirli

olacak.Buradan, Phragmen-Lindelof prensibine (b#kezin[9, p.232]) g(z)’in

birim dairede negatif olmagh sonucuna variyoruz. Dolayisiylg(z fpnksiyonu

birim dairede negatif d#l ve y, noktasinda sifir derini aliyor. Bu takdirde Hopf



Onermesine gére onun bu noktadaki normal tirewi sldmaz @Q(z) 6zdslikle sifir

degilse). Bu sonuncu ise yukarida bahsgittiz

|l+

g(z) =0(|Z_y0 E) Z- Y,

davrang sekliyle celkir.

Teorem4’iin Ispati: Teorem 3'iin ispatindan Teorem 1'in ispatindakinezee

degisiklikler yapilarak elde edilir.

2.1. ORNEKLER

Asagida verilen ornekler sonuclarimizdakiskdlarin optimal oldgunu

gosterir.
Burns ve Krantz [7] verdi ¢(z) = z—l—lc(z—l)3 ornesi birim daireyi

kendine tasvir eder, ancak onun i¢in (2.19ko szglanmlyor(,u0 > 3). Demek ki

Teorem 1 ve 2'dekjy, > Xosulu kaldirllamaz.

1) @(2)= 7 - (2+D.(2-Y’
2) (2) = 2' (242" Dz~

3) () = 2° —%(z+l).[(zz +1).(2* + D). (z-D*

isaretleyelim. Bu 6rnekler Dov Chelst'in [6] ¢ghasindan alinmiolup 3. ve 4.
teoremlerdeki (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) skblarinin fazla olmadiklarini
gOstermektedir.



3.SONUC

Bu tezde Schwarz Lemmasinin teklik kisminin siarsiyonu incelenni
olup, sonlu Blaschke carpimlari ve bilogaritmik kam majorantlarin kullanilgi

yeni sonuglar elde edilstir.
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