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OZET

Bu caligmada yarim yiizyili askin siirede ¢okca calisilan, genisletilmis sinir
kosullar1 yontemini (sifir alan yaklagimini) temel alan 6zyinelemeli T matrisi
yontemi ile iki boyutta ¢ok sagicili veya ¢ok katmanli elektromanyetik sag¢ilma veya
nifuz problemlerinde bilinmeyen alanlara dair ¢6ziimlerin nimerik olarak aranmasi
tartisilacaktir. Yokolus teoremi uyarinca elde edilen integral gosterimlerde Green
fonksiyonunun ve alanlarin silindirik harmoniklere agilmasi ile ortaya ¢ikan, gelen
alanin bilinen genlik vektoriinl sagilan ve igeri niifuz eden alanin bilinmeyen genlik
vektorline baglayan bir matris gosterimi T matrisi bakis a¢isiyla incelenecektir. Bu
bakis acis1 ¢ok sacicili ve ¢ok katmanli senaryolar i¢in 6zyinelemeli bir algoritma ile
genisletilecek ve dzyinelemeli T matrisi iliskilerindeki tersi alinan T matrislerin kotu
kosullu dogas1 tartisilacaktir. Ardindan ¢oziimlerin niimerik olarak giivenli
olabilmeleri adina bu kotii kosullulugun diizeltilmesi i¢in regiilerlestirme operatorleri
kullanilarak regiilerlestirilmis bir 6zyinelemeli T matrisi yontemi ortaya konulacak

ve bu yontemin ¢oziime olan diizeltici etkisi tartisilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Ozyinelemeli T Matrisi Yontemi, Regiilerlestirilmis
Ozyinelemeli T Matrisi Yontemi, Cok Sacicih ve Katmanh Problemler, Sifir

Alan Yaklasimi, Genisletilmis Sinir Kosullar: Yontemi, Rayleigh Hipotezi



SUMMARY

In this work, searching solutions numerically for unknown electromagnetic
fields in 2D multiple scatterer or multiple layered electromagnetic scattering or
transition problems using Recursive T Matrix Method which has been studied
extensively for more than half a century and based on the Extended Boundary
Conditions Method (null field approach) will be discussed. In integral representations
obtained in accordance with extinction theorem, Green function and fields can be
expanded as the cylindrical harmonics. As a result of this expansion, a matrix
representation connects the known amplitude vector of incident field to the unknown
amplitude vector of scattered or transmitted fields is obtained. This matrix
representation will be examined with T-matrix perspective. For multiple scatterer and
multiple layered scenarios, the perspective will be expanded with a recursive
algorithm and ill-conditioned nature of matrix inverse in recursive T matrix
relationships will be discussed. Afterwards, Regularized Recursive T Matrix Method
will be introduced by using regularization operators to correct the ill-conditioned
nature so that the solutions can be numerically accurate and the corrective effect of

this method on the solution will be also discussed.

Key Words: Recursive T Matrix Method, Regularized Recursive T Matrix
Method, Multiple Scatterer and Layer Problems, Null Field Approach,
Extended Boundary Conditions Method, Rayleigh Hypothesis
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1. GIRIS

Monokromatik elektromanyetik sacilma problemleri i¢cin modern ¢dziimlerin
basinda, Maxwell denklemlerini ve ilgili Helmholtz denklemini saglayan
elektromanyetik alanlarin, sagici1 yilizeylerinin ayirdigi uzayda yiizey esdegerlik ilkesi
uyarinca kurulan yiizey integral denklemleri (YID) araciligiyla bulunmasina yénelik
cabalar yer almaktadir. Bu yaklasim ile kurulan, yiksek frekanslardaki ve elektriksel
olarak biiyiilk boyutlu cisimlerin konu oldugu sagilma problemlerinin dahi hizh
¢ozlimlerini miimkiin kilan ¢ok seviyeli hizli ¢ok-kutup yontemi (CSHCY) en cok
bagvurulan ve iizerinde ¢aligilan yontem olma 6zelligini siirdiirmektedir.[1] Yine de
coklu cisimlerin sagtig1r alanlar s6z konusu oldugunda yarim yilizyilh askin bir
gecmise sahip baska bir yontem giintimiizde ilgi ve arastirma konusu olmaya devam
etmektedir. ilk olarak Waterman tarafindan [2] ve [3]’de temelleri ortaya konulan T
Matrisi yontemi tek, coklu veya bilesik parcaciklardan elektromanyetik dalga
sagilma problemlerinin ¢ozliimiinde etkin ve gii¢lii bir yontem haline gelmistir.

Sag¢ilma 6zelliklerinin modellenmesi [4],[5] uzaktan algilama, radar metrolojisi
gibi alanlarda pargacik veya yiizeylerden sagilma problemleri 6nem arz etmekte olup
dolayisi ile bu sagilma problemlerine iliskin isabetli ¢oziimlerin elde edilmesi igin
problemin analitik olarak iyi bir sekilde ele alinmasi ve nimerik olarak gucli bir
yaklasim kullanilmasi gerekmektedir.

1965’den sonra yapilan bu giiclii teknik iizerindeki ¢alismalarin ve pratik
uygulamalarin igerildigi kapsamli bir literatiir derlemesi 1988 yilina kadar
uzanmaktadir [6]. Bu derleme 151 referans igermektedir. Ardindan bu yontemle ilgili
calismalarin yer aldigi, 2004 yilinda yapilan 6nemli bir literatiir derlemesi [7] T
Matris yonteminin bir ¢ok kullanim alanini ve ¢oklu sagilma problemlerinde giiclii
bir yontem oldugunu gozler oniine sermektedir. 2004 yilinda yapilan bu literatiir
derlemesine 2012 yilinda yeni ¢alismalar [8]’de ve 2017 yilinda [9]’de eklenmistir.
Son yillarda yapilan T Matris yontemi ile ilgili ¢alismalarda plazmonik
uygulamalarmin [10] yan1 sira T Matrisi yonteminin niimerik kararlihig: [11], [12],
coklu sagilma problemleri i¢in Ozyinelemeli T Matrisi yontemi algoritmalarinin
modifikasyonu [13], [14], yontemin optik sag¢ilma problemleri i¢in Geometrik Optik

gibi optik sagilma yontemleri ile kiyaslanmasi [15] ele alinmustir.



1.1. Tezin Amaci, Katkisi ve Icerigi

Onceki boliimde deginilen literatiir bakimindan T Matris yonteminin ne denli
vazgecilemez vasifta oldugu anlasilmaktadir. Bir sinir integral denkleminin ¢éziimii
i¢in kullanilan bir yontem goziiyle T matrisi yonteminin asagida deginilecek olan ¢ok
belirgin iki problemine ragmen 2004 yilinda alinan bir inisiyatifle baglamis en guncel
literatlir gbzden gegirmesi geleneginin sekizinci giincellemesi, i¢inde bulundugumuz
senenin basinda literatiirde kendine yer bulmustur[16]. G6zden gecirmelere gore
glincel T matrisi uygulamalarinin neredeyse hepsi ii¢ boyuttaki makroskopik
elektromanyetik sagilma problemlerine yonelik olup, buradan benzer 6lgekteki iki
boyutlu (silindirik) problemlerin giincelligini yitirdigi sonucu ¢ikarilabilir. Ancak iki
boyutta T matrisi yonteminin kullanimi [17]’deki gibi fotonik kristal yapilarinin ve
metamalzemelerin analizi gibi giincel uygulamalarda giincel bir yontem olan hizli
cok-kutup yontemi (HCY) ile hizlandirilmasiyla kendini gostermektedir. [18]’de ise
icerisinde birden ¢ok silindirik yap1 olan bir kapsayict silindirik sagicidan sagilim ele
alinmis ve T matrisi yontemiyle ¢oziim aranan bu tiirden yapilarin analizinin pratik
uygulamalarina deginilmistir. Bu tezde, iki boyuttaki Helmholtz denklemini ve ilgili
sinir kosulunu saglayan sacilan alanlarin aranmasinda kullanilan ve yukarida
bahsedilen uygulamalarda gerek avantajlarindan gerek pratikliginden 6tlrl tercih
edilen T matrisi yontemine dair iki boyutta yapilabilecek ve bunlarin ¢ boyuta
yonelik genellestirilmelerine isaret edebilecek kavramsal iyilestirmeler bakimindan
yararli sonuclar ¢ikarilmasi amaglanmaktadir.

T Matrisi yonteminde elektromanyetik sagilma problemleri igin aranan
cozlmler, Helmholtz denkleminin iki boyutta dairesel silindirik, U¢ boyutta kiiresel
harmoniklerden olusan ve ilkesel olarak belirli bir koordinat sisteminin gerektirdigi
harmoniklerden ibaret de olabilecek 6z c¢ozimleri tlriindendir. Yukarida anilan,
Helmholtz denklemine iliskin YID, ilgili yiizeyin ayirdig1 uzayda toplam alanin sifir
oldugu hacimde yazilan sifir alan (null field), genisletilmis sinir kosullar1 yontemi
(Extended Boundary Condition Method - EBCM) veya yokolus teoremi (extinction
theorem) yaklasimi temeline dayanmir. Keyfi bir ylizeyden olusan cisim simirmin
kapsadig sifir alanli hacimde uygun koordinata oturan kanonik yiizeyin Otesinde
YID araciligiyla aranan yiizey akimi yogunluklarinin yukarida deginilen harmonikler

cinsinden bir sonsuz seri ile ifade edilebilecegi varsayilmaktadir. Bu keyfi ylzey



anilan kanonik yilizeyden ibaret oldugunda (iki boyutta daire, ii¢ boyutta kiire) dahi T
matrisi yonteminin kotii kosullu bir lineer denklem sistemi iiretmesi ve bunun
regiilerlestirilmesi gereksinimi [19] s6z konusudur. Bu regiilerlestirme sayesinde s6z
konusu matris ile ikinci tiirden iyi kosullu bir lineer denklem sistemine varilmaktadir.

YiD’in, ilgili sinirda momentler yontemi (MY) gibi yontemlerle
gerceklestirilen ¢ozlimlerinin, esdegerlik ilkesine gore sifir alanda yazilan T Matrisi
yontemi ile iligkisinin ¢alisilmasi bu konuda yapilacak iyilestirmelerin anahtaridir
[20]. Yukarida anilan regiilerlestirmenin de 6zii benzer bir bakis agisin1 gerektirmistir
[19]. T Matrisi ile ilgili literatiirde bu sistemin regiilerlestirme Oncesinde koti
kosullu olmasinin sebeplerinden birinin kullanilan YID’in Fredholm birinci tiirden
integral denklemleri olmasi olduguna isaret edilmistir [21]. Bu sebeplerden bir digeri
de kanonik yilizey i¢in yapilmis acilimin bu ylizeyden farkli olan bir yiizeyin
tizerindeki bilinmeyenin belirlenmesinde kullaniliyor olmasi olarak gegmektedir
[22]. Bu da regiilerlestirme oncesinde T Matrisi yontemi i¢in ne sinirl tersi olan bir
operator ile ¢alisildigina ne de ylizey i¢in baz ve test fonksiyonlar1 bakimindan en
uygun sec¢imlerin yapildigina isaret eder. Yukarida anilan regiilerlestirme, denklem
sisteminin kotli kosullulugunu ortadan kaldirabilir ve sinirli tersi olan bir operator ile
caligma imkan1 sunabilir, ancak cismin yiizeyinin kanonik yiizeyden olan sapmasina
iliskin bir diizeltme getiremez.

Bu tezde kanonik ylizeylerden sagilma i¢in gecerli olan regiilerlestirmeyi, keyfi
cisimlerden sagilma analizi i¢in bilinmeyenlerin bi¢cimi bakimindan ayni yaklagimi
kullanan T Matrisi yontemine uygulamak amacina yonelik bir adim atilmaktadir. Bu
sayede iki boyuttaki Helmholtz denkleminin ¢ozimleri icin 6zyinelemeli T Matrisi
yonteminin dontistiiriilmesi ve bunun sonuglarinin yukarida anilan kétii kosulluluga
iliskin sebepler ve kazanilan iyilestirmeler bakimindan tartisilmasi hedeflenmektedir.

Yokolus teoremi uyarinca ¢oklu cisimlerden sagilma incelenirken sifir alan bu
cismin yiizeyinin kapsadigi hacimde olusur. Coklu sagic1 (veya ¢ok katmanli) bir
yap1 bakimindan cismin sinirladigi bolge ile ilgilenilir ve bu durumda sifir alan
cismin i¢inde bulundugu uzay olur. Kanonik ylzeyler icin yan yana (veya i¢ ice) iki
dairesel silindirin olusturdugu sagict mekanizmast i¢in gelistirilen regiilerlestirme
[19], coklu (veya katmanli) yapilardan yani yan yana (veya i¢ ice) keyfi bicimde
sinirlardan sagilma problemleri i¢in ilgili sifir alan kurallarima uygun bicimde
uyarlanabilir. Bu durum i¢in de 6zyinelemeli T Matrisi algoritmasinin iyi kosullu

hale getirilmesi yukaridaki anilan kapsamda ele alinacaktir.



2. YUZEY INTEGRAL DENKLEMLERI

2.1. Skaler Dalga Denklemi

Sekil 2.1: Yiizey integral denklemleri ile incelenen kaynaklarin sagicinin digsinda
bulundugu iki bolgeli problem.

Sekil 2.1°deki gibi iki bolgeli bir sagilma problemi igin skaler Helmholtz

denklemini ele alalim. 1.bdlgede toplam alan i¢in gegerli denklem,

(V2 + kD), (r) = Q@) (2.1)

olup, 2.bolge icin de,

(V2 + k3 (r) = 0 (2.2)

denklemi yazilir. Boylece 1. ve 2. bolgeler icin Green fonksiyonlari asagidaki

denklemleri saglar:



(V2 + k3G, (r,r") = =6(r—1") (2.3)

(V2 + k2)G,(r,r") = =6(r—1") (2.4)

(2.1) denkleminin G, (r,r") ile, (2.3) denkleminin ¢, (r) ile ¢arpilmasiyla elde edilen

ifadeler birbirinden ¢ikarilir ve 1.bolge lizerinden hacim integrali alinirsa,

f (Gy(r, 1) Vpy — by V26 (r, 1)} dV
" (2.5)

- j Gi(rr) Q) dV + ¢.(r'), ' €V,

|41

denklemi elde edilir. Ayrica (2.5)’in sol yanindaki integralin igerisindeki terim V -

parantezine alinirsa,

Gy (r,r") V2y — ¢y VG (r,1") (26)
= V- [G(r,1) Vo1 — ¢, VG (1) ] |
elde edilir. (2.6) denkleminin sag tarafindaki ifadeyi (2.5) denkleminde yerine yazip

diverjans teoremi uygulandiginda (2.5) denklemi,

f (Gy(r,1") Vs — by VG, (r,1")} - A dS

S+Sc

(2.7)
B f Gi(r,r) Q) AV + 1 (1), T €V,

Vi

denklemine dondsiir. (2.7) denkleminin sag yanindaki integral terimi Q(r)’den

kaynaklanan “gelen alan” dir ve,



o(r) = — f G1(r,r) Q(r) dV (2.8)

1

olarak tanimlanr. Ilgili blgede (2.3) denklemini ve radyasyon kosulunu saglayan bir
Green fonksiyonu segimiyle S,, iizerinden alinan integral, radyasyon kosulunun
marifetiyle kaybolur. Ayrica, boyle bir Green fonksiyonu igin karsiliklilik teoremi

uyarinca,
G,(r,r") = G,(r',r) (2.9

yazilabilir. (2.8), (2.9) denklemleri kullanilarak ve (2.7) denklemindeki 7 ve r'nin

yerleri degis-tokus edilerek,

Py (r) — Sj G r) Vi (') — ¢ (r) VIGy (r, 1)} - dS (2.10)

= ¢,(r), reV

elde edilir. Eger (2.5) denkleminde r' ¢ V; ise, yani r' integralin alinmadig1 V,
bolgesinin bir elemaniysa (2.5) denkleminin sag yaninda bulunan toplam alan terimi

0 olur. Bu nedenle (2.10) denklemi asagidaki gibi yazilabilir,

¢g(r) — f{Gl(r,r’) Vg (r') — ¢1(xr") VG (r,r")} - 7" dS’
3 (2.11)

_ {¢1(r); revl;
0, rel,

Yukaridaki denklem Huygens ilkesini akla getirmekte olup, gbzlem noktasi r V;’de
iken toplam alan ¢, (r), gelen alan ¢4 ve S yiizeyi tizerindeki ylizey kaynaklarindan
ileri gelen alan katkilarindan ibarettir. Lakin gozlem noktasit V,’de ise, S ylizeyi
tizerindeki yilizey kaynaklari, gelen alan1 tamamen etkisiz hale getiren ve 2

bolgesindeki toplam alani 0 yapan bir alan olustururlar. Bu durum yokolus



teoreminin temelini olusturur. (2.11) denklemindeki 71 - V¢, ve ¢, ylizey kaynaklari
gibi davranirlar.

(2.11) denklemi gikarilirken uygulanan yaklasim 2.bolge i¢in de uygulanirsa
asagidaki denklem elde edilir,

j (Go(r, 1) Vs (') — (") VG (r, 1)} - &' dS'
J (2.12)

_ {¢2(r); rev;
0, rel;

Yukaridaki denklem 2. bolgedeki toplam alanin yiizey ilizerinde etki eden yizey
kaynaklarindan ileri geldigini belirtir. Bu ylizey kaynaklar1 V, bdélgesinde ¢, (r)
alanini, V; bolgesinde 0 alan olustururlar. Bu durum Huygens ilkesini ve yokolus
teoremini gozler 6niine sermektedir.

Yokolus teoremi uyarinca (2.11) ve (2.12) denklemlerinden toplam alanin 0

oldugu denklemler kullanilarak asagidaki denklemler elde edilir:

Sj{Gl(r,r’) Vip,(r') — ¢ (r) V'Gi(r,r)} - ' dS’ = ¢y(r) (2.13)

rel,

!{Gz(r,r') Vg, (r') — ¢ (r') V'Gy(r,x')}- 7' dS' =0 (2.14)

rev

Eger s6z konusu iki boélgeli problemde gelen alanin kaynagi Sekil 2.2°deki gibi 2
bolgesindeyse bu durumda toplam alanlarin sagladigi Helmholtz denklemleri 1 ve 2

bolgeleri igin,

(V2 + kD) (r) = 0 (2.15)

(V2 + k)2 (r) = Q(1) (2.16)



Sekil 2.2: Ylzey integral denklemleri ile incelenen, kaynaklarin sagicinin iginde
bulundugu iki bolgeli problem.

olur. Boylece 2 bolgesinden gelen bir alan igin de yukarida anlatilan yordam
izlenerek integral gosterimler asagidaki gibi elde edilebilir:

j Gy (5, 1) Wby (1) — by () V'Gy (r, 1)} - ' S
S

2.17)
_ {¢1(r)' rel;
0, rel,

(1) — j (6ot ¥) V' (r) — (") V'Gy(r, )} - S’

5 (2.18)
_ {¢2 (r), TreV,
0, rel;

Bu durumda yokolus teoremi uyarinca toplam alanin 0 oldugu gosterim cifti
asagidaki gibi olur:




j (o5, ) Vs () — 1 () V'Gy (1)} - A/ dS = 0
S

(2.19)
rel,
f{Gz(r,r’) Vigo(r') — ¢ (r') VG, (r,r')} -1 dS" = ¢,y(r) (2.20)
J :
rev
Burada ilgili bolgede (2.3) veya (2.4) denklemini ve
Cdu
ll_)r{.lo (E +]ku> =0 (2.21)

ile verilen Sommerfeld radyasyon kosulunu saglayan Green fonksiyonu

secimlerinden biri,

o~ Jkilr=1'|

Gi(l',l") = m (222)

sinirlanmamig, homojen ortamin Green fonksiyonu olabilir. Yukaridaki integral
denklemlerde dort bagimsiz bilinmeyen alan ifadesi bulunmakla birlikte agagidaki
siir kosullar1 yardimiyla bu doért bilinmeyen iki bilinmeyene indirgenerek ¢éztmler

aranir.

$1(r) = ¢o(r), TrES, (2.23)
pift- Vi (r) = pofi- Ve, (r), TreS (2.24)
Bu sinir kosullar1 uygulanmasiyla ve yukaridaki integrallerin dogrusal bir operator

olarak degerlendirilip ¢esitli niimerik yontemlerle dogru bir bigimde

ayriklastirilmasiyla integral denklemlere iliskin ¢oziimler bulunabilir.
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Sekil 2.3: Bos uzayda bir silindirik sagici.

2.2. Integral Gosterimlerin iki Boyutta incelenmesi

Sekil 2.3’deki gibi bos uzayda bulunan ve z yontinde tekdiize olan silindirik bir
sacgicidan elektromanyetik sagilma problemini ele alalim. Boyle bir G¢ boyutlu
problemde alanlar e/*z# bagimli iki boyutlu alanlarin siiperpozisyonu olarak ifade
edilerek problem iki boyuta indirgenir. Eger gelen dalganin yayilim vektori z
eksenine dik ise bu problem sadece elektrik veya manyetik alanin z bileseninin
varligina bagl olarak ilerleme yoniine dik diizleme teget manyetik (TM) veya teget
elektrik (TE) olan problemlere doniisiir. Buradaki ¢t alt indisi tegetsel bilesenleri ifade
etmektedir. Bu durumda iki boyutta ¢, (p) ve ¢,(p) alanlar1 (2.1)’e benzer bicimde

Sekil 2.4’deki gibi iki bolgeli bir sa¢ilma problemi igin asagidaki iki boyutlu

skaler Helmholtz denklemini saglarlar,
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Sekil 2.4: Alanlarin z eksenine dik geldigi durumda yiizey integral denklemlerinin iki
boyuta indirgenmesi ile incelenen iki bélgeli problem.

(Vi + kD 1(p) = Q(p) (2.25)

(Ve + kD 2(p) =0 (2.26)

Radyasyon kosulunu saglayan iki boyutlu Green fonksiyonu e/®* zaman bagimlilig

altinda,

! j !
Gilp,p") = =3 Hy” (kilp = p'D) (2.27)
olarak tanimlanir ve 1 ve 2. bolgeleri i¢in,
(Vi +kD)Gi(p,p) = —6(p—p") (2.28)
(V¢ +k3)G2(p,p") = =6(p— p") (2.29)
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denklemlerini saglarlar. Problem iki boyutlu oldugu i¢in (2.5)’deki hacim integralleri
yuzey integrallerine indirgenirler. Buna ek olarak (2.5) ve (2.6)’da r yerine p, V
yerine V, yazilarak ve iki boyutlu diverjans teoremi kullanilarak gelen alanin
problemin timuni cevreleyen C,, egrisinin iginde, ilgilenilen C egrisinin diginda
oldugu durumda 1 bolgesi Uzerinde iki boyutlu integral denklemlerin elde
edilebilecegi agiktir. Onceki paragrafta tamtilan gosterilimi koruyarak ve elde edilen

integral denklemlerde karsiliklilik teoremi uyarinca p ve p’ yer degistirilerek,

$o(p) - f (G1(p,p) V' b1 (p) — b1(p) V,'Gy(p, )} - A dl
c (2.30)

_ {¢1(P)' PEV;
0, pEV,

denklemi elde edilir. (2.27)’de verilen iki boyutlu Green fonksiyonu iki boyutta

asagidaki Sommerfeld radyasyon kosulunu saglar:
I (6u+_k)_0 2.31
im Ve \g, tiku) = (2.31)

Bu sayede C, Uzerinden integral kaybolur ve (2.30) denklemine varilir. Benzer

bicimde 2 bolgesi icin iki boyutlu integral denklemler yazilirsa,

f (G2(p,p) V' B3(p) — $2(p") V. Go(p, p)} - W' dl
¢ (2.32)

_ {¢2(P): pPEV,
0, PEV;

elde edilir. Yukaridaki integral denklemler Sekil 2.4’de goriilebildigi tizere gelen
alanin C,, ile belirtilen egrinin iginde oldugu durumda da elde edilmisti. Benzer
bicimde bu integral denklemler Sekil 2.5’de oldugu gibi gelen alanin kaynaginin
Co un Otesinde oldugu durumda da elde edilebilir. Bu varsayimla (2.25)’deki Q(p)

stfira esit olur ve
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Sekil 2.5 : Gelen alan kaynaginin C,, egrisinin 6tesinde oldugu durumda iki boyutta
ele alian iki bolgeli problem.

iki boyutta ¢,(p) ve ¢,(p) alanlar1 bdylece kaynaktan bagimsiz Helmholtz
denklemini saglarlar. (2.26) denkleminin G,(p, p") ile, (2.29) denkleminin ¢, (p) ile
carpilmasiyla elde edilen ifadeler birbirinden ¢ikarilarak 2.bdlge Uzerinden ylizey
integrali alinir, iki boyutlu diverjans teoremi ve ardindan karsiliklilik teoremi
uygulanirsa (2.32) denklemi elde edilir. (2.32) denklemi, C sinirindaki ¢izgi
kaynaklarinin, dalga sayis1 k, olan ortamin varligiyla V, bélgesinde ¢,(p) alanini,
V; bolgesinde 0 alanini tretmek igin yayildigini belirtir. (2.32) denkleminin

¢ikarimina benzer bigimde 1.b6lge Gizerinden ylizey integrali alinirsa,

- f {Gi(p,p) V' p1(p") — d1(p") V' G1(p, p")}- 7' dl'
C+Coo (2.33)

_ {¢1(P)’ pPEV
0, pEV,

elde edilir. Burada ¢, ve .’ -V,'¢p; dalga sayis1 k; olan ortamm varligiyla V;
bélgesinde ¢, alanmmi, V, bolgesinde 0 alanimi {iretmek igin yayilan ¢izgi

kaynaklaridir. Agik¢a goriindiigii tizere (2.33)’deki integralin Oniindeki isaret
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(2.32)’dekinin ters isaretlisidir. CUnku (2.33)’deki normal vektor, C,’dan V;
bolgesine dogru yonelen, (2.32)’deki normal vektoriin ters isaretlisi olan normal
vektordlr. Ayrica ¢, alani, V; bolgesinde gelen alan ¢, ve sagilan alan ¢ toplamina

ayrilabilir. Yani,

1= ¢g + b5 (2.34)

yazilabilir. Eger sagici yok ise bu durumda,
b1 = b2 = ¢y (2.35)

olur. Yukaridaki alan iliskilerinin (2.32) ve (2.33) denklemlerinde kullanilmasi ile
asagida konu edilecek integral gosterimlere ulasilir.

Eger bir sagic1 olmasaydi V, bolgesinin de k; dalga sayili ortamla dolu oldugu
distinilirdd. Bu durumda (2.32)’de gbzlem noktasinin V,’de oldugu birinci
denklemde Green fonksiyonu k, yerine k; ile iligkili olani ile degistirilir ve (2.35)

kullanilirsa asagidaki ifade elde edilir:

f (61(0, ) V' by (0) — by (p) V' G1(p,p))} -/ dl' = o, (p),

2 (2.36)
PEV,
(2.36) integrali C egrisi yerine C,,’da alindiginda,
~ [ (600D Wby = 658 61 (p.p0) -l
c (2.37)
= ¢4(p)

olur. Buradaki normal vektor C,’dan igeri dogru olan vektordiir. Eger (2.37),

(2.33)’deki ikinci denklemde yerine yazilir ve denklem diizenlenirse (2.36) denklemi
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saglanir. Ayni sekilde (2.37), (2.33)’deki birinci denklemde yerine yazilir ve ¢, =

¢4 olursa asagidaki gosterime varilir:

- j (61(0,P) V' 3 () — $,(0") V' Gy(p,p))} A/ dll = 0
C

(2.38)

PEV;

(2.36) ve (2.38) denklemleri, ¢, ve i’ - Vt'qbg kaynaklarmin dalga sayist k; olan
ortamin varhiryla V; bélgesinde 0 alamini, V, bolgesinde ¢, alanini olusturduklarimi
ifade etmektedir.

Sagicinin  varhiginda (2.34) ifadesi (2.33)’deki birinci denklemde yerine
yazilirsa (2.37) ve (2.38) ifadeleri kullanilarak,

- J- {Gi(p,p") V' ps(p") — ds(p) V' G1(p,p)} -1 dl’

C+Cxo

(2.39)

= ¢5(P): p € Vl

elde edilir. (2.39) denkleminde C,, lizerinden alinan integral, ¢, ve G;(p,p’)’nin

radyasyon kosulunu saglamasindan 6tiirii kaybolur. Boylece bu integral,

- ! {G1(p,p) V' s (p) — d5(p") V' G1(p, p")} - A dl’ (2.40)

= ¢5(P): p € Vl

halini alir. Ote yandan (2.34)’nin (2.33)’deki ikinci denklemde yerine yazilmasiyla
ortaya c¢ikan ifadede (2.36)-(2.37) denklemleri kullanilirsa ve radyasyon kosulu
kullanilarak C, iizerinden alinan integral (2.39)’deki gibi ele alinirsa asagidaki

integral elde edilir,
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Cf {G1(p, p) V' s (p) — b5(p") V' Gy (p, p)}- A’ Al (2.41)

=O, pEVZ

(2.36) ve (2.38) gelen alana, (2.40) ve (2.41) ise sagilan alana iliskin integral
gosterimlerdir. Bu gosterimler gegerli olduklari bdlgelere gore eslenecek olursa
(2.36) ve (2.40) denklemleri V; bolgesinde gegerli denklem ciftini, (2.38) ve (2.41)
ise V, bolgesinde gecerli denklem ¢iftini olusturur. Her bir denklem ¢ifti kendi i¢inde

toplanir ve (2.34) kullanilirsa,

$o(p) - f (G1(p,p) Vi b1 (p) — b1(p) V,'Gy(p, )} - A dl
C (2.42)

_ {¢1(P)' pPEV
0, pEV,

elde edilir. Bu denklem (2.30) denkleminin aynisidir ve (2.38) integralinin sifir
olmasindan dolay1 (2.42)’de gézlem noktas1 V; b6lgesinde olan denklemde integralin
icerisindeki ¢;’in yerine ¢, yazilabilecegi kolaylikla gosterilebilir. Aynmi sekilde
(2.40)’de integralin igerisindeki ¢g’in yerine de ¢, yazilabilir. Buradan hareketle

sacilan alan ifadesi diizenlenirse asagidaki hali alir:

_ Cf {G1(p,p") V' p1(p") — ¢:1(p) V' G1(p, p)}- A" dl' (2.43)

=¢s(p), PEV;

Bir dogrultuda tekdiize olan keyfi kesitli silindirik geometrilerden sagilma
problemi yizey integral denklemlerinden indirgenen (2.30) ve (2.32) egri integralleri
ele alinarak ¢ozilir. Bu denklemlerde ilgili bolgeye iliskin bilinmeyen ¢; alani,
sacicinin TM veya TE dalga uyarimi altinda olmasina gore elektrik veya manyetik
alanin z bilesenine tekabil eder. Yokolus teoremi uyarinca problemin ¢dzimi

alanlarin sifir oldugu bolgelerde aranacak olursa ilgilenilecek integral denklem cifti,
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f (G1(p,0) Vi b1 (p) — b1(p) V,'Gy(p, )} - A dl
C
= ¢g(P): p € VZ
f (G20, 9") V' 2(0) — 6>(p) Vi Go(p,p)} - A dl
C

:0, pEVl

(2.44)

(2.45)

denklemleridir. Eger gelen alan Sekil 2.6’daki gibi C egrisinin iginde ise (2.34)’de

¢, yerine ¢, yazilmasiyla ve (2.44)-(2.45) gosterimlerinin ¢ikarilmasinda izlenen

yordamla,

f (G1(p,p) V' (p)) — $1(p") V'Gy(p, p")} - A dl
C

_ {¢1(P)' pPEV
0, pEV,

o (p) — j (G2(p,p") V'eb3(p) — 2(p") V'Go(x,¥)} - 'l
C

_ {¢2(P): pPEV,
0, PEV;

(2.46)

(2.47)

gosterilimleri elde edilir. Yokolus teoremi uyarinca toplam alanin 0 oldugu

bolgelerde ise,

f (G1(p.p) Vi b1 (p) — b1(p) V,'Gs(p, )} - A dl
C
=0, pEV,
f (G2(p,p) V' B2 (0") — $2(p") V' Galp, p)} - A dl
C

= ¢g(P): p € Vl

(2.48)

(2.49)
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integral gosterilim cifti ile ilgilenilir. Yukaridaki gosterimlerde yer alan dort
bagimsiz bilinmeyen alan ifadesi agagidaki sinir kosullar1 yardimiyla iki bilinmeyene

indirgenebilir:

Sekil 2.6: Gelen alan kaynaginin C egrisinin i¢inde oldugu durumda iki boyutta ele
alinan iki bolgeli problem.

$1(p) = p2(p), pEC, (2.50)

pift- Vi1 (p) = po1i - Ve, (p), peC. (2.51)

Bu sinir kosullarinin uygulanmasiyla ortaya ¢ikan iki bilinmeyenli integral
denklemler, integrallerin dogrusal bir operator olarak incelenerek ¢esitli niimerik

yontemlerle dogru bir bigimde ayriklastirilmasiyla ¢oézilebilirler.

18



Sekil 2.7: Disaridan uyarma durumunda genisletilmis sinir kosullar1 yontemi i¢in
sacinin i¢inde ve digindaki ylizeyler ve bolgeler.

2.3. Genisletilmis Simir Kosullar1 Yontemi

Sifir alan yaklagimi olarak da bilinen genisletilmis sinir kosulu yontemi (GSK)
yontemi, ¢6zimleri sagicinin tam ylizeyi lizerinde aramak yerine Sekil 2.7 deki gibi
bir S yiizeyinden uzakta segilen i¢ ve dis ylizeylerde toplam alanlarin sifir oldugu
yerlerde aramak temeline dayanir. BOylece (2.11) ve (2.12)’deki toplam alanlarin
sifirdan farkli oldugu birinci integral gosterilimlerin tam sagic1 yiizeyi iizerinde
incelenmesi ile ortaya ¢ikan integral denklemlerdeki tekillik probleminden kaginilir.
Yokolus teoremi uyarinca 1 ve 2 bolgelerinde yazilan, (2.13) ve (2.14)’de verilen

sifir alan integral gosterilimleri asagidaki gibidir:

Sj{Gl(r,r’) Vipi(r') = ¢1(r) VG (rr)} ' dS" = ¢g(r), (2.52)

rel,

f{Gz(r,r’) Vig,(r')— ¢,(r') V'G,(r, ")} -n"dS' =0, revy; (2.53)
s
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Burada (2.52) gosterilimi S yiizeyi ile sinirlandirilmis V, bolgesinde herhangi bir
yerdeki r g0zlem noktasi igin gegerlidir. Benzer bigimde (2.53) g0sterilimi ise S
ylizeyinin diginda V; bdolgesinde herhangi bir yerdeki r gdzlem noktasi igin
gecerlidir. Bu nedenle (2.52) gosterilimi V, bolgesindeki kiresel S, yuzeyinde,
(2.53) gosterilimi ise V; bolgesindeki kuresel S; ylzeyinde uygulamaya elverislidir.
Bu yontemde integral denklemler bu gosterilimler araciligiyla cismin esas yizeyinin
uzagindaki ylzeyler (zerinde (cismin yiizeyi bakimindan kapsayan-kapsanan
yuzeylerde) kuruldugundan yontem genisletilmis sinir kosullart yontemi adini
almustir.

Kiresel yuzeyler Uzerinde yazilmis integral denklemler, alanlarin ve denklem
cekirdeginin kiiresel harmonikler kullanilarak bir seri acilimiyla ifade edilmesiyle
basitlesirler. Ornegin toplamsallik teoremi ile homojen ortam Green fonksiyonu su

sekilde seriye agilabilir:

Gir,T) = —jki ) (ke 1) Rgwhu(ker), T <T (254)
n=-—oo

Gir,r) = —jki ) YnlkuD) Rgpnleur), 1> (255)
n=-—oo

Burada v, (k;, r) giden, Rgy, (k;, r) ise duran dalgalarin kiiresel harmonikleri olup,
Rgp, (ki 1), P,(k;r)’nin regiler kismudir. Ayrica r ve r’ noktalar sirasiyla
gbzlem ve kaynak noktalarimi ifade etmektedir. Bunun yani sira, gelen alan orijin
etrafinda regiiler oldugundan (tekillik durumu s6z konusu olmadigindan) regiiler

kiiresel harmoniklere agilabilir:

b0 = > auRgpalinn) (256)

n=-—oo

Boylece Green fonksiyonuna ait seri agilimlari olan (2.54) ve (2.55) ile gelen alanin
seri ifadesi (2.56), (2.52) ve (2.53) denklemlerinde yerlerine yazildiginda,
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[oe)

> anRginlkn,r)

o 2.57)
= ks Y R lu,r) [ ol ¥R - V', (67
n=-—oo S
— GOV VY (kTS TES,
0= —jkz D" Wnlkost) [ BRgnlho, ) R V', (1) 059
n=—oo S

- ¢2 (r,) n - V’mgl)bn(ka r,)} dS,, re Sl

elde edilir. (2.57) denklemi S, ile sinirlanan hacimde, (2.58) ise S; disindaki hacimde
herhangi bir r noktasi igin gegerlidir. Sonuc¢ olarak Kkiresel harmoniklerin

ortogonalliginden,

a, = —jk, ] {Pn(ky, 1) A" 7'y (1) (2.59)
J .

— ¢ () A"V (ky,x) }dS',  Vn

0= —jk, f {Rgpn (ko 1') - V', (r') (2.60)
J .

= ¢ (r) 0" - V'Rgp, (kp, x)}dS’,  Vn

denklemleri elde edilir. Bu yordamla (2.52) ve (2.53) integral denklemleri (2.59) ve
(2.60) denklemlerine indirgenerek basitlesirler ve gozlem noktasi r’ye baglilik
icermezler. Ortaya ¢ikan bu yeni integral denklemleri ¢ozebilmek icin ylzey
bilinmeyenleri olan ¢;(r') ve n'-V'¢;(r") alanlarmna, (2.59) ve (2.60)’i matris
denklemlerine doniistiirmek amaciyla bir baz fonksiyonu cinsinden agilim yapilir.

Yzey bilinmeyenlerinin agilimi i¢in akilli bir se¢im [22] (2.56)’e benzer bigimde,

50 = ) tnRgim(ks, ™) 261)
V()= ) Bt V'Rl ) 262)
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ile verilir. Fakat yukaridaki agilimlar sadece Rgy,,, (k,, r') ve n' - V'Rgy,, (k,, ")
fonksiyonlar1 S yiizeyi Uzerinde tam ise kesinlikle gecerlidir. Esasen bu fonksiyonlar
V, hacminin olusturdugu k, dalga sayili bolgedeki i¢ rezonanslar haricinde tamdir.
Buna ek olarak a,, = B,, oldugu agik¢a goriilebilmekle birlikte bu durum (2.60)
denklemi ile tutarsiz goriinebilir. Tutarliligi saglamak adina (2.61) ve (2.62)

denklemi, (2.60)’de yerine yazilirsa,

0= b | Otgunlhes IR - V'R e, 1) S
s (2.63)
= [ (R G, TR TS (e 1S
m=—oo S

elde edilir. Bu noktada a,,, = f,, olmasi gerektigi agik degildir. Ancak asagidaki,
V' (R (ko )V RGP (K2, 1) — RGP (kz, 1)V Ry (K2, 1)} (2.64)

ifadesini S ve S, yiizeyleri ile sinirlandirilmis V hacmi tizerinden integrali alinirsa ve
diverjans teoremi uygulanirsa Ortaya ¢ikan S, Uzerinden integral, bir kiresel yuzey
tizerindeki kiiresel harmoniklerin ortogonalliginden o&tiirii sifirdir. Ayrica (2.64)

ifadesi de sifira esittir. Bu bilgilerin 1s181inda su sonuca varilir,

f (R (kpy )R - VRGP (K, ¥V} dS”
s (2.65)

- f (R Ui IO - V'Rt (kyy ¥)}dS”
S

(2.65) esitligi (2.63)’de kullanildiginda gergekten de a,,, = B, olduguna isaret eder.
Dolayisiyla, (2.61) ve (2.62)’deki agilimlarda baz fonksiyonunun akillica
secilmesinin dogal olarak odiilii (2.60)’yi direkt olarak ¢ozmesidir. Sonu¢ olarak,
(2.61) ve (2.62) ifadeleri ile (2.23) ve (2.24)’de verilen sinir kosullar1 kullanilarak
(2.59) denklemi,
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an = =jks Y [ (Ul ¥R VR (1)
S

m=—oo

P2
P (2.66)

— R (ka, 7)1 - Vi (ko 1) } dST

halini alir. Ardindan (2.66) denklemi su formda yazilabilir,

[oe)

an = —jk, Z A Qnms (2-67)

m=—oo

Burada,

. AN YA v 2/ Y P_z
0, = Sf (Ynllr, ) R V'R g 1) 2 (2.68)

— Rgpm ko, x) - V', (kq, 17) } dS”

(2.67) denklemi teorik olarak sonsuz boyutlu bir matris denklemidir. Fakat
uygulamada bilinmeyen a,, genlik katsayilari, sonsuz boyutlu matris denklemi bir
kesme sayisinda kesilip gelen alanin genlik katsayilart vektoriiniin garpimiyla
belirlenir. Ardindan elde edilen a,, katsayilar1 (2.61) ve (2.62)’de yerine yazilarak
yiizey alanlar1 bulunur. Sagilan alanlar1 bulmak igin ise yiizey alanlar1 (2.23) ve

(2.24)’deki smur kosullar1 kullanilarak (2.10)’da yerine yazilir. BOylece (2.10)

denklemindeki sag¢ilan alan integrali,

@)= D futpnllr,1)

n=—oo

w . (2.69)
= D7 sl | g Gey, IR TR (1) 22
S

n,m=—oco

- SRgl)an(ka r)ﬁ ) Vmgl)bn(klf I')} as

halini alir. (2.69)’den kolayca ¢ikarilabilecegi iizere,
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fa = Jjkq Z ARG Qnm (2.70)

m=—oo

Burada Q,,, (2.68)’da verildigi gibidir ve “Rg” Oniine geldigi terimin “regiiler
kism1” anlamina gelmektedir. Bir baska deyisle, RgQnm, @nm icerisindeki butin
Hankel fonksiyonlarini Bessel fonksiyonlarma cevirir. (2.67) ve (2.70) matris

carpimlari olarak ifade edilmek istenirse,

a=—jkQ «a (2.71)

f=jki(%gQ) a (2.72)

elde edilir. Burada a, a ve f vektorleri sirasiyla a,, a,, Ve f, katsayilarini igeren

vektorlerdir. ilaveten, Q, elemanlar1 Q,,,, olan bir matristir. (2.71) denkleminde a
yalmz birakilarak ortaya ¢ikan ifade (2.72)’da yerine yazilirsa ve bdylece a yok

edilirse,
f=-(%g0) Q0 -a (2.73)
elde edilir. f ile a vektorlerini iliskilendiren bir T matrisi tanim yapilirsa,
f=T-a (2.74)

elde edilir. Burada,

T=—(%gQ) Q| (2.75)

olarak tanimlanir. Bdylece gelen alanin genlik vektorii cinsinden sagilan alanin

bilinmeyen genlik vektorii ifade edilmis olur.
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Sekil 2.8: igeriden uyarma durumunda genisletilmis sinir kosullar1 yontemi igin
sacinin i¢inde ve disindaki ylzeyler ve bolgeler.

Eger gelen alan, Sekil 2.8’deki gibi s6z konusu sagicinin i¢ bélgesinde ise yokolus
teoremi uyarinca 1 ve 2 bolgelerinde yazilan, (2.19) ve (2.20)’de verilen sifir alan

integral gosterilimleri agagidaki gibidir:

f{Gz(l‘.r') Vigpo(r') — ¢o(r') VG, (r, ")} - ' dS" = ¢y (x)

S

(2.76)

rel;

J{Gl(r,l") Vig(r') — ¢ (r) VG (r,r)}-a'dS = 0 (2.77)

rev,

Bu durumda gelen alan disagiden kiiresel harmoniklere asagidaki gibi agilabilir:
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[oe)

b0 = ) anhnky,1) 279)

n=-—oo

Boylece Green fonksiyonuna ait seri agilimlart olan (2.55) ve (2.54) ile gelen alanin

seri ifadesi (2.78), (2.76) ve (2.77) denklemlerinde yerlerine yazildiginda,

Z anlpn(kbr)
°° (2.79)
= ke Y nllent) | gl ¥ A - V1)
n=-—oco S
— ¢, (r")n' - V'Rgy, (ky, ') dS'}, res;
0= —jk Zw P (s, 1) Sj Wy, ¥ A Vb (1) 080

- (]51(1") ﬁ’ b V'ﬁRg(kl, l")} dS,, re Sz

elde edilir.(2.80) denklemi S, ile sinirlanan hacimde, (2.79) ise S; disindaki hacimde
herhangi bir r noktasi igin gegerlidir. Sonug¢ olarak kiiresel harmoniklerin

ortogonalliginden,

Gy = —jk; f (Rgwn eyt A" 7'y (")

J (2.81)

— () A VRGP (k) }dS', Vi

0= —jk f {YnUer, T) A"~ V' (') (2.82)
J .

— ¢ () AV (ky, v} S’ Vn

denklemleri elde edilir. Elde edilen (2.81) ve (2.82) integral denklemlerini

cozebilmenin yolu ylzey bilinmeyenleri olan ¢,(r') ve n'-V'¢,(r") alanlarina

(2.83) ve (2.84)’e benzer bigimde asagidaki seri agilimlarini kars1 getirmekten geger:
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¢1(T')= Z amlpm(klxr’)

m=—oo

[oe)

BTG = D Ve, )

m=—oo

(2.83)

(2.84)

(2.83) ve (2.84) seri agilimlarindaki katsayilarin esitliginin (2.65)’dekine benzer

bicimde  acilim  yapilan  harmoniklerin  ortogonalligiyle

saglandiklart

unutulmamahdir. (2.83) ve (2.84) ifadeleri ile (2.23) ve (2.24)’de verilen sinir

kosullar1 kullanilarak (2.81) denklemi,

. ! =1 ! ! p
an =ik D an [ (R, T R -V, ) 2
2
S

m=—oo

- Ebm(kpr') n- V’mgl)bn(ka r,) } as’

halini alir. Ardindan (2.85) denklemi su formda yazilabilir,

a, = _jkz Z A Pom,

m=—oo

Burada B,

n 7 ! ! p
Pum = j{mgwn(kz.r)n -vwm(klﬂp—l
2
S

- Ebm(kpr') n- V’mgl)bn(ka r,) } as’

(2.85)

(2.86)

(2.87)

ile verilir. Sagilan alanlar1 bulmak igin ise yiizey alanlar1 (2.23) ve (2.24)’deki sinir

kosullar1 kullanilarak (2.18)’de yerine yazilirsa,
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b0 = D fuginlky, 1)

n=-—oo

0 ” (2.88)
= D ke anRghaln) [l DRV, 2
S

nm=-—oo

- lpm(kli r)ﬁ ' Vl/)n (kZJ r)} ds

elde edilir.(2.88) ’den kolayca ¢ikarilabilecegi lizere,

fu= ks ) CmRg T Pam (2:89)

m=—oo

Burada P, (2.87)de verildigi gibidir ve “Rg~1” daha 6nce tanimlanan regiiler
kisim operatoriiniin ters operatorii olup, yalnizca Rg operatdri uygulanan
fonksiyonlar: eski hallerine doniistiiriir. Bir baska deyisle, Rg™ Pym, Pum
igerisindeki biitiin Bessel fonksiyonlarint Hankel fonksiyonlarina gevirir. (2.86) ve

(2.89) matris ¢arpimlari olarak ifade edilmek istenirse,

a=—jk,P-a (2.90)

f=jk;(Rg™'P) -« (2.91)

(2.90) denkleminde a yalniz birakilarak ortaya ¢ikan ifade (2.91)’de yerine yazilirsa

ve bdylece a yok edilirse,
f=—(%g"'P) P g (2.92)
elde edilir. f ile a vektorlerini iliskilendiren bir T matrisi tanim1 yapilirsa,
f=T-a (2.93)

elde edilir. Burada,
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T=—(%g"'P)-P (2.94)

olarak tanimlanir. Boylece sacilan alanin bilinmeyen genlik vektorii (2.75)’e benzer
bicimde gelen alanin genlik vektorii cinsinden ifade edilmis olur.

Genisletilmis sinir kosullar1 yonteminde alanlar yalnizca S,’nin icinde ve S;’in
disinda yok olmus vaziyettedir. Fakat gercekte S tizerindeki yiizey kaynaklari, S
iginde veya disinda olsun ilgili alan1 her yerde yok etmek zorundadir. Bu sebeple
genisletilmis sinir kosullar1 yontemi bazi problemlerde gercek ¢oziime yaklasik bir
¢OzUm verir, bu yaklagiklik her zaman avantajli olmayabilir.

Bu yontemde S; ve S, test yizeyleri sagic1 yilizeyinden uzakta oldugundan,
eger test yiizeyleri ile S yiizeyi arasindaki maksimum uzaklik buyukse, (2.67)
denkleminin ifade ettigi matris kdotii-kosullu hale gelir. Bu durumun gegerliligine
ornek olarak uzatilmis veya derin oluklar1 olan cisimler verilebilir. Bu tlirden
cisimlerde S ylzeyi iizerindeki yiizey kaynaklarmin S Yyizeyi civarinda sinirh
bolgelerde yerel bir alan olusturmalar1 sebebi ile fiziksel olarak kotii-kosullanma bas
gosterir. Buna gore, S ylzeyi Uzerindeki alan bilgisi S; ve S,’de blylk 6l¢lde kayba
ugrar. Bu nedenle S; ve S, ylzeyleri Uzerinde (2.52) ve (2.53) integral
denklemlerinin uygulanmasinin sonucu olarak kotii kosullanmig bir denklem sistemi
elde edilir. Buna ragmen genisletilmis sinir kosullar1 yontemi, daha basit bir denklem
kiimesi ile islendiginden, bir¢gok uygulama icin caziptir. Bilhassa etrafindaki alanlarin
kiresel harmoniklere, silindirik harmoniklere veya Floquet modlarina agilabilir
oldugu sacic1 geometrileri i¢in uygundur.

GSK yontemi ayrica gecirgen olmayan cisimler i¢in de kolayca uyarlanabilir.
Bu durumda yalnizca (2.59) denkleminin homojen Dirichlet, Neumann veya

empedans sinir kosullarindan birinin kullanilarak ¢oziilmesi gerekir.
2.4. Rayleigh Hipotezi Yontemi

Rayleigh Hipotezi yontemi, integral denklemleri icermemesine ragmen GSK
yontemi ile yakindan ilintili oldugundan tartigmaya deger bir yontemdir. GSK

yonteminde de oldugu gibi Sekil 2.7°deki problem geometrisi ele alinsin. S;
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ylizeyinin disindaki toplam alan, gelen ve sagilan alanlar cinsinden asagidaki

acilimlarla ifade edilebilir,

b = D auRgyali,n) (295)
@) = D futbulher1) (296)

(2.95)’de gelen alana duran dalgalar cinsinden bir agilim, (2.96)’de ise sa¢ilan alana
giden dalgalar cinsinden bir agilim karsilik getirilmistir. Bunu takiben sagici

icerisindeki toplam alana da duran dalgalar cinsinden bir agilim karsilik getirilebilir:

[oe)

B0 = ) aRgpalinn) 297)

n=—oo

(2.97) acilimi gozlem noktasi r, S,’nin i¢indeyken gecerlidir. Bunun yani sira
Rayleigh hipotezinde (2.96) ve (2.97)’daki agilimlarin S yizeyi Uzerinde gecerli
oldugu varsayilir. Fakat bu varsayim, S ve S; ile sinirlanmig bolgede sacilan tUm
dalgalarin (2.96)’de ifade edildigi gibi giden dalgalar oldugu belli olmadigi igin
berrak degildir. Ustelik, S ve S, ile smirlanmis bolgedeki tiim dalgalarin duran
dalgalar olup olmadigi da ag¢ik degildir. Her ne kadar Rayleigh hipotezi, ortaya ¢ikan
matris denklem sistemi itibariyle GSK yontemi ile benzerlik gosterse de dayandigi
temeller ve varsayimlar ile GSK yénteminden ayrilir.

Buna ragmen Rayleigh hipotezinin gegerli oldugu varsayilir ve S Uzerinde sinir

kosullar1 yazilirsa,

e

D [anRgPnle, D) + fubn (kO] = D gy (ks 1)

n=-—0oo n=—oo

(2.98)

,FTES

streklilik uyarinca elde edilir. Ayrica, (2.24) ile verilen normal tirevler tUzerindeki

siir kosulu asagidaki gibidir.
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> [anps- VR (la, 1) + fopsi- Vi (e, )]

n=-—oo

(2.99)

e

= Z Anpo 1 - VRgY, (ky, 1), res

n=—oo

Yukaridaki ifadeleri matris denklemlerine doniistiirmek igin (2.98) denklemi n -

VRgY,, (k,, 1) ile test edilir ve S tizerinden integrali alinirsa,

[oe)

> |an [ (- Vg, g, e, 3} 5
S

n=-—oo

+f, j (A VRgYm (kzy Do (K, 1)} S (2.100)
S

e

=Y« f (R VRGP Uy, ORGP, Uy 1} dS
S

n=—oo

elde edilir. Benzer bigcimde, (2.99) denklemi Rgy,,(k,,r) ile test edilir ve S

lizerinden integrali alinirsa,

> fan2 [ (gpmthe IR Vg, s, 10} S
P2 )

n=-—oo

+hu 2 [ (gm0 T, 1) d (2.101)
2
S

= " an | (g Gl R VG ki 1)) dS
S

n=—oo

elde edilir. (2.100) ve (2.101) denklemlerinin sag yani, (2.65)’de gosterildigi gibi
birbirine esittir. Buradan hareketle (2.100) denkleminden (2.101) denklemi taraf
tarafa ¢ikarilirsa ortaya ¢ikan ifadenin sag yani sifir olur. Bu durumda sacilan alanin
katsayilarini igeren terim esitligin diger tarafina atilarak gelen alanin katsayilari ile

sacilan alanin katsayilar1 arasinda bir iligki kurulabilir. Sonug olarak,
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> |an [ (- Vg, g1, s, 9} 5
S

n=-—oo

_h f {RgYm(kz, OIA - VRGY,, (ky, 1)} dS
D2 g

(2.102)
== D fu| ] (- VRl G, 0}
n=—oo S
4 o
-2 [ (g ey D Wy (s 1)) 5
25
elde edilir ve (2.102) sade bir bi¢imde asagidaki sekilde yazilabilir,
Z anRGQnm = — Z fn@nm (2.103)
n=—oo n=—oo
(2.103) ifadesinin matris gosterimi asagidaki gibi olur:
—t —t
%gQ -a=-Q f (2.104)
Sagilan alanin bilinmeyen katsay1 vektori f, (2.104)’de yalniz birakilirsa,
—t\ "1 —t
f=-(Q) - %90 -a (2.105)
elde edilir. . f ile a vektorlerini iliskilendiren bir T matrisi tanimi yapilirsa,
f=T-a (2.106)
elde edilir. Burada,
— —\~1 —
T=-(Q) - %gQ (2.107)
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olarak tanimlanir. Boylece GSK yonteminde de yapildig:1 gibi gelen alanin genlik
vektorii cinsinden sacgilan alanin bilinmeyen genlik vektorii ifade edilmis olur.

Yukaridaki (2.107) denklemi, GSK yontemi ile ¢ikarilan (2.75) denkleminin
transpozudur. Ortaya ¢ikan ifadeler bakimindan GSK ydntemi ile Rayleigh hipotezi
yontemi yukarida tartigilan varsayimsal farkliliklar da goz oniinde bulundurularak
birbirinin esdegeri sayilabilir. Buna ek olarak, her iki yontemde de alanlara ayn1 baz
fonksiyonlart kullanilarak bir a¢ilim yapildigindan eger her iki yontemde de ayni
sayida terim alinirsa hatalarin da ayn1 mertebeden olmasi beklenir.

GSK ve Rayleigh yonteminin denkligi geg¢miste ¢ok fazla karigikliga ve
tartismaya yol agcmistir [22]. Ozellikle, Rayleigh hipotezi yonteminin genisletilmis
sinir  kosulu yontemine esdegerligi, yontemin gecerliligini ispat etmek igin
kullanilmistir. Bununla birlikte Rayleigh hipotezine yiiksek frekans sinirinda karsi
Ornekler bulmak da miimkiindiir. Bu sinirda dalgalarin seken 1sinlara benzemesi,
Vi’deki dalgalarin yalnizca giden dalgalarin siiperpozisyonundan olugmadigini
acikca gostermektedir [22], [23]. Bu nedenle Rayleigh hipotezi yontemi bazi
durumlarda GSK yontemi gibi yaklagik bir yontemdir.

Yokolus teoreminin S; ve S, yiizeylerine uygulanmasiyla GSK yoOntemi,
alanlarin V; ve V, bdlgelerinde her yerde yok olduklarina isaret etmez. Bununla
birlikte yuzey integral denkleminin gercek ¢cozimu V; ve V, bolgelerinde her yerde
ilgili alan1 yok eden yiizey kaynaklar1 verir. Bu durum her iki yontemin denkligini ve
her iki ¢oziimde karsilasilacak ayni mertebedeki hatalar1 aciklar. Ilaveten, derin
oluklu veya uzun cisimler i¢in Rayleigh yonteminde ortaya ¢ikan matrisin koti
kosullulugu aym1 zamanda yOresel ve sonen dalgalarin  varligindan
kaynaklanmaktadir. Bu kusurlarina ragmen Rayleigh hipotezi ydntemi, GSK

yontemine kiyasla tliretilmesinin basit olmasindan dolay1 cazip bir yontemdir.
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3. jKi BOYUTTA OZYINELEMELI T MATRISI
YONTEMI

Bolim 2.3’de sifir alan yaklasimi olarak da bilinen GSK yo6nteminde
¢cozlmlerin, alanlarin sifir oldugu boélgelerde, homojen ortam Green fonksiyonu ve
bilinmeyen alanlarin Helmholtz denkleminin 0z ¢6zumleri olan harmoniklere (lg¢
boyutta kiresel, iki boyutta silindirik) acilarak bulunabilecegi gosterilmisti. Bu
yontemde harmonik seri ag¢ilimlarinda beliren bilinmeyen katsayilar, sag yanli bir
dogrusal cebrik denklem sisteminin ¢oziilmesi ile aranir. Bu sistemin ortaya ¢ikigt T
matrisi yaklagiminin temelini olusturur. Genellikle sa¢ilma problemleri i¢in T matrisi
(2.73)-(2.75)’deki tanim1 geregi disar1 giden dalga fonksiyonu ile ifade edilen sagilan
alanin bilinmeyen katsayilarini, duran dalga fonksiyonu ile ifade edilen gelen alanin
bilinen katsayilarina baglayan ve yazildigi bdlgeye alanin gegigini anlatan bir
matristir.

Tek bir sagici i¢in ortaya konulan T matrisi yaklasimi birden fazla sagicinin
veya katmanlarin var oldugu durumlar i¢in de genisletilebilir. Ornegin ¢oklu sagici
problemi icin, ilgilenilen cisimden sagilan alanlara iliskin katsayilarin
bulunabilmesinin yolu bu cismin haricindeki cisimlerden sacilan dalgalar1 duran
dalga fonksiyonu cinsinden ifade etmekten gecer. Boylece duran dalga fonksiyonu
ile carpilan katsayilar ile, ilgilenilen cisimden sagilan alanlarin katsayisi arasinda bir
T matrisi iligskisi kurmak miimkiin olur. Bunun fiziksel olarak anlami, bir cisimden
sacilan alanin diger bir cisme gore izerine gelen alan olarak degerlendirilebilmesidir.
Bir bagka deyisle, bir cisimden sagilan alanin yerel koordinat sistemine gore yazilmis
disar1 giden dalga cinsinden harmonik a¢ilimlari, toplamsallik teoremi kullanilarak
diger bir cismin yerel koordinat sistemi iizerinde yazildiginda duran dalgalar
cinsinden harmonik agilimlarina doniistirler. Benzer bigimde ¢oklu katmanlar igin
sacilma ve nifuz probleminde de ilgilenilen bolgede tanimli yerel koordinat
sisteminde tanimlanmis gegen veya sagilan alanlar toplamsallik teoremi marifetiyle
baska bir koordinat sistemi cinsinden ifade edilebilir. Bdylece ¢oklu sagici veya
katman problemlerinde her bir sagiciya iliskin aranan bilinmeyen katsayilara dair
dogrusal cebrik denklem sistemleri elde edilir. Bu sistemler iteratif veya dogrudan
matris tersi alan yontemler ile ¢o6ziilebilecegi gibi uygun bigimde birbirleri icerisinde

yerlerine yazilarak 6zyinelemeli iligkiler elde edilerek de ¢oziilebilirler.
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Bu bolimde GSK ydntemi bahsinde tek bir sagici i¢in yazilan T matrisi, iki
boyutlu sagilma problemleri icin tekrar edilecek, ardindan c¢oklu sacicili veya
katmanli (i¢ i¢e sagicili) senaryolarda iki veya daha fazla sagicinin var oldugu

durumlara 6zyinelemeli bir algoritma yardimiyla genisletilecektir [22].

A\ J xl

Sekil 3.1: k dalga sayili ortamda bulunan bir silindirik sagicidan sag¢ilma problemi.

3.1. Coklu Sacicilardan Sa¢ilma

3.1.1. Tek Sac¢icih Durum

Sekildeki gibi k, dalga sayili ortamda bulunan k; dalga sayili silindirik
sacictya gelen alanin ifadesi (2.56) veya (2.95)’den hareketle asagidaki gibi

yazilabilir:

¢g(p) = Rgt(ko, po) - @ (3.1)
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Sagilan alan ifadesi ise (2.69) ve (2.96)’den hareketle,

¢s(p) = YP'(ko, p1) - f1 (3.2)

seklinde yazilabilir. Burada “t” {ist indisi vektoriin devrigini ifade etmekte olup,
Yt (k, p), disar1 giden silindirik harmonikler cinsinden agilan sagilan alanlari ifade

eden satir vektoriidiir. a ve f4 ise sirasiyla gelen alanin ve sagilan alanin katsayilarini

igeren siitun vektorleridir. n bir tam say1 ve H,(lz) (x) ikinci tlr n. mertebeden Hankel

fonksiyonu olmak Uzere,

[ (ko, p)]y = HP (kopy)e™1, n € [-M, M] (33)

ile verilir. p; ve ¢, sacicinin merkezini orijin kabul eden birinci sagiciya ait yerel
koordinat sistemine gore yazilmig kutupsal koordinatlardir. Benzer bi¢imde [, (x) n.

mertebeden Bessel fonksiyonu olmak tizere,

[Rgyp(ko, p0)]n = Jn(kopo)e?, n € [-M,M] 3.4)

olur. “Rg” oniine gelen fonksiyonun regiiler kismi anlamina gelmekte olup, iki
boyutlu durumda p; = 0°da tekil olan Hankel fonksiyonunu bu noktada reguler olan
Bessel fonksiyonuna dontstiiriir. Ayrica (3.1)’deki p, ve ¢,, global koordinat
sistemine gore yazilmis kutupsal koordinatlardir.

Sag¢icinin disindaki k, dalga sayili ortamda bolgede toplam alan ifadesi (3.1)
ve (3.2)’den,

P(p) = Rgp'(ko, po) - a+ Y'(ko,p1) - f1 (3.5)

olarak yazilir. (3.5)’de gelen alan global koordinat sistemine gore, sacilan alan ise
sagicinin yerel koordinat sisteminde yazilmistir. Gelen alanin da sagicinin yerel
koordinati lizerinde ifade edilmesi Graf toplamsallik teoremi [ek] ile miimkiindiir. Bu

teorem uyarinca,
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Ryt ko, po) = RgYt(ko, p1) * By, (3.6)

olarak yazilabilir. Burada Em’ 1. koordinat sistemi ile 0. koordinat sistemi arasindaki

gecisi saglayan, duran dalga fonksiyonunu yine duran dalga fonksiyonuna

doniistliren “dOniisiim matrisi”’dir ve,
[Elo]np - ]P—n(kodm)e‘i(l’—n)d)m 37)

olarak verilir. Burada d,, 0.ve 1. koordinat sistemlerinin orijinleri arasindaki mesafe
Ve ¢y, ise dy, uzunlugundaki bu dogru pargasinin x; ekseni ile yaptig1 agidir. (3.6),

(3.5)’de kullanilarak toplam alan ifadesi sagicinin yerel koordinatinda yazildiginda,

¢(p) = Rgp*(ko, p1) 'Em ~a+ Pt(ko,p1) - f1 (3.8)

elde edilir. Yukaridaki denklemin ilk terimi sagicinin {izerine gelen alan, ikinci terim
ise sagilan alandir. Boylece a ile f arasinda (2.74) ve (2.106)’ya benzer bicimde bir
iliski kurulabilir,

f1=Tia) B, a (3.9)

Burada T“l) bir sagicinin var oldugu durum igin sagiciya ait T matrisi olup tek-
sagicili T matrisi veya izole-sacici T matrisi olarak adlandirilir. (1) alt indisi T
matrisinin izole-sagict T matrisi oldugunu, parantezin Oniindeki say1 ise kaginci
sagiciya ait oldugunu ifade etmektedir. Birden fazla sagicinin var oldugu durumda i.
sacgict i¢in de izole-sagict T matrisleri yazilabilir, bu vakaya sonraki basliklarda
deginilecektir. Yukaridaki (3.9) denkleminde T1(1) icin GSK veya Rayleigh Hipotezi
yonteminin izlenilmesine gore iki secim mimkunddr. Bu secimlerden biri GSK

yontemi icin (2.75)’deki gibi,
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T1(1) = _(%9610) '610—1 (3.10)

veya Rayleigh Hipotezi yontemi igin (2.107)’daki gibi,

— —t 1 —
Ty =—(Q) - %90y (3.11)

olabilir. (3.10) ve (3.11)’de verilen T matrisleri birbirinin devrigidir. 2.bolimde
anlatildigt gibi GSK ve Rayleigh Hipotezi yoOntemleri, varsayimsal olarak
birbirlerinden farkli olmalarina ragmen ortaya ¢ikan ifadeler bakimindan birbirlerine
denk yontemlerdir. Bu sebeple (3.10) ve (3.11)’den birinin secilmesi problemin
¢ozimini degistirmez. Eger T“l) icin (3.10) secimi yapilirsa (2.67) ve (2.68) g6z

ondnde bulundurularak,

P1
10— ko, p1) A V'R ki, p0;)—
nm bfﬁ/’n( 0, P1) IWPYm(ky, p1) - (3.12)

— RgPm(ky, p1) A" - VP, (ko, p1) 3 Al

gecerli olur. Burada p; ve p, TM dalga uyarimi altinda sirasiyla ilgili ortamin

manyetik gecirgenliginin carpmaya gore tersi ui ve ui’a, TE dalga uyarimi
1 0

durumunda ise ilgili ortamin dielektrik sabitinin ¢arpmaya gore tersi L ve La

€1 €o
tekabul eder.
(3.12) yazilabilmesi en genel halde homojen ortam Green fonksiyonuna ait

asagidaki seri agilimiyla miimkiindiir. Bu agilim (2.54)’den hareketle,

G1(p1,p1) = —Jjko Z Yn(ko, p1) RgPn(ko,p1), p1<p1 (3.13)

n=—oo

ile verilir. Ote yandan iki boyutta homojen ortam Green fonksiyonu,
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J

S He (kolp1 = pi1) (3.14)

G1(p1,P1) = —

olup, bu Green fonksiyonuna ait seri a¢ilimi ise,

_i

710" (kolpy = pi) =

j 00 (3.15)
4 z H7(12)(kopi) ]n(kop1)ejn(¢1_¢1)' p1 < pi

n=—oo

olur. Bu yiizden, eger en genel halde yazilmis (3.12) ve (3.13) ifadeleri
kullanilacaksa (3.13) g6z énunde bulundurularak ¥, (kq, p1) ve Rgw, (ko, p1),

H® (kop})e 9%, p, < pi (3.16)

l/)n(kOJ pi) =

1
2\ko

1 )
Rgn(ko, p1) = —=Jn(kop1)e™®1, p1 < pi (3.17)

2\ko

olmalidir. Buna uygun olan Rgy,,, (k4, p1) ise,

1 . ,
RgPm k1, p1) = ——=Jm(kipe™P1,  p; < pj (3.18)

2ko

olur. En genel halde yazilmis seri ifadelerini dogrudan iki boyutta yazmak igin,

homojen ortam Green fonksiyonu secgiminin (3.14) gibi olmasindan 6tiirii (3.13)deki

Green fonksiyonunun seri agiliminda k,, yerine iyazﬂabilir. Bu durumda G, (p1, p1),

! ] C ! !
G1(p1,p1) = ~a Z Yn(ko, p1) Ragn(ko,p1),  p1<p1 (3.19)

n=—oo

olur ve bu durumda (3.12) gegerliligini korur. Ancak (3.16), (3.17) ve (3.18)’deki

ﬁ carpaninin da kaldirilmasi gerekir, boylece ortaya ¢ikan ifadeler (3.19) ve (3.12)
0

ile uyumlu olur. (3.19) ve (3.12) icin,
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Pn(ko, p}) = HP (kop)e 93, py < p} (3.20)
R, (ko, p1) = ]n(kop1)ejn¢1; p1 < pi (3.21)

Rgm ey, p1) = Jm(kipei™®1,  py < p} (3.22)

silindirik harmonikleri kullanilir.
Eger T1(1) icin  (3.11) sec¢imi yapilirsa (2.102) ve (2.103) g6z Oniinde

bulundurularak,

am = f{ﬁ’ V' Rgm (ky, p1) Y (ko, p1)
c (3.23)

p N
- p—jmgt/)m(kl, PR - Vi, (ko, py)} dl

gegerli olur. Daha once anildig1 gibi, (3.23)’de de p; ve py TM durumu igin sirasiyla

1 1 e ) ) .1 1, .
o ve u—’a’, TE durumu igin ise ilgili ortamin dielektrik sabiti —ve—"a tekabdil eder.
1 0 1 0

Buna ek olarak 1, (k;, p1) ve Rgm (k;, p1),

lpn(kOJ pl) = H1(12)(k0p1)e_jn¢1, pl € Cl (324)

RgYm k1, p1) = Jm(kyp)e™P1, p; € Cy (3.25)

ile verilir. Q19,, 610 Mmatrisinin elemanlari olup, (2.67) geregi burada n satirlara, m

ise siitunlara iligkin indisi ifade eder. T1(1) icin (3.11) se¢imi yapilirsa, (2.103) geregi

10 °da n siitunlara, m ise satirlara karsi gelen indisler olacaktir. Bu da (3.11)’de

— —t
Q,, matrisinin devrigi @, nin gérlinmesini agiklar.

T matrisi yOntemi uygulamasini varsayimsal olarak GSK yOntemine
dayandirmak, T matrisi yonteminin dogrudan integral denklem ¢ozlimleri ile

iliskisini kurmak bakimindan yararlidir. Ancak bu varsayimi kullanarak T matrisi

yontemini kurmak nimerik hesaplama icin (3.10) secimini yapmaya zorlamaz. Her
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ne kadar integral gosterimlere dayanmasa da Rayleigh hipotezi yontemi, T
matrislerinin ¢ikarimmi GSK yoOntemine kiyasla basitlestirmesinden otiirii tercih
edilebilir. Bu sebeple, tek veya ¢ok sacicili durumlarda T matrisi yontemi ile
¢Oziimler aranirken gelen alanin bilinen katsayilarini sagilan alanlarin bilinmeyen
katsayilarina baglayan bagintilarin ve niimerik hesaplamalarin (3.11) secimiyle ele
alinmasinin yaninda fiziksel olayin ve T matrisi yonteminin integral denklemle olan
iliskisinin GSK yontemi (sifir alan yaklasimi) ile ele alinmasi miimkiindir. Sonraki
boliimlerde yontemin regiilerlestirilmesi bu yaklagimla ele alinacaktir.

(3.9) denklemi, tek sagicili durum igin sagilan alanin katsayilarini, gelen alanin
katsayilar1 cinsinden ifade eder. Global koordinat sisteminde orijinden uzakta yer
alan bir sagiciy1 aydinlatan gelen alan, bu koordinat sistemi {lizerinde tanimlanmis

gelen alanin doniisiim matrisi yardimiyla sacicinin yerel koordinat sistemi iizerinde
tammlanmast ile ifade edilir. Esasen tek sagicilt durum i¢in B, , doniisiim matrisinin

kullanilmamas1 biiyiikk 6nem arz etmez, alanin dogrudan sacici lizerine geldigi
varsayilarak gelen alan ifadesi sagicinin yerel koordinatinda yazilabilir. Ancak birden

fazla sagicinin var oldugu durumda; i sagicinin numarasi olmak tizere, gelen alanin 1.
sagicimin yerel koordinatinda ifade edilmesi i¢in B, doniisiim matrisinin bagintilarda

olmas1 6nem kazanmaktadir. Ilaveten, cok sagicili durum icin dzyinelemeli bir T

matrisi algoritmasinin ¢ikarilmasi yine 0.koordinat (global koordinat) sisteminin

referans alinmasi ve bagmtilarda B, ,’in yer almasiyla miimkiin olur.

Eg, Hg
20 0 Yo
kO k2
ky Xo ZZOO > Y2
2
L > V1
OO1
+ X2
4 xl

Sekil 3.2: k, dalga sayil1 ortamda iki silindirik sagicidan sagilma problemi.
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3.1.2. iki Sacicih Durum

Sekildeki gibi k, dalga sayili ortamda k; ve k, dalga sayili sagicilarin

varliginda gelen alan ifadesi (3.1)’de de verildigi iizere asagidaki gibi yazilabilir:

bg(p) = Rgyt(ko,po) - @ (3.26)

Bu durumda sag¢ilan alan ifadesi ise

¢ds(p) = Yt (ko,p1) - f1+ Vi(ko,p2) - f2 (3.27)

olarak yazilabilir. 3.1°de oldugu gibi, “t” st indisi vektoriin devrigini ifade etmekte
olup, Yt(k, p), disar1 giden silindirik harmonikler cinsinden agilan sacilan alanlari

ifade eden satir vektoriidiir. a ve f; ise sirasiyla gelen alanin ve i. sagicidan sagilan

alanin katsayilarini igeren siitun vektorleridir. n bir tam say1 ve H,Sz)(x) ikinci tar n.

mertebeden Hankel fonksiyonu olmak Uzere,

[k, p)ln = HP (kp)e™®, n € [-M,M] (3.28)

ile verilir. p; ve ¢;, ilgili sagicinin merkezini orijin kabul eden i. yerel koordinat
sistemine gore yazilmis kutupsal koordinatlardir. Benzer bi¢imde J,(x) n.

mertebeden Bessel fonksiyonu olmak (izere,

[Rgw(k, p)ln = Jn(kp)e™ i, n € [-M,M] (3.29)

olur. “Rg” oniine gelen fonksiyonun regiiler kismi anlamina gelmekte olup, iki
boyutlu durumda p; = 0°da tekil olan Hankel fonksiyonunu bu noktada reguler olan
Bessel fonksiyonuna doniistiiriir. Ayrica (3.1)’deki p, ve ¢,, global koordinat
sistemine gore yazilmis kutupsal koordinatlardir.

k, dalga sayili dig ortamda toplam alan ifadesi (3.26) ve (3.27) *den hareketle,
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d(p) = Rgpt(ko, po) - a+ Pt(ky,p1) - f1+ Vi(ko, p2) - fa2 (3.30)

olarak yazilir. Yukaridaki denklemde her bir cisimden sagilan dalgalar, giden
dalgalar cinsinden cisimlerin kendi koordinat sistemlerinde ifade edilmis olup, gelen
alan ise global koordinat sisteminde duran dalgalar cinsinden yazilmstir. ilgilenilen
bir cisimden sagilan dalgalarin katsayilarini bulmak i¢in toplam alan ifadesi (3.30)’in
o cismin yerel koordinat sisteminde yazilmasi gerekmektedir. Graf toplamsallik

teoremi (E.1)-(E.3) uyarinca,

RgP' (ko p) = Rgv' (ko p)) - By V)l (3.31)
Pt(ko, pi) = (ko p)) - B,y loj| > dji (332)
Yi(ko, p) = Rgy' (ko p)) - @i, lpj| < dji (3.33)

olarak yazilabilir. Burada Eﬁ, J- koordinat sistemi ile i. koordinat sistemi arasindaki

gecisi saglayan “doniisiim matrisi” olup, ¢ok sagicili durumda duran dalgalar1 duran
dalgalara doniistiirtirken, ¢ok katmanli durumda giden dalgalari tekrar giden dalgalari
doniistiiriir. aj; ise benzer bigimde giden dalga fonksiyonunu duran dalga

fonksiyonuna dontistliren “doniisiim matrisi”dir ve,

[E]'i]np = Jp-n(kodji)e TP Mit (3.34)

(@], = HiZn (kodji)e TP (3.35)

olarak verilir. Burada dj;, i.ve j. koordinat sistemlerinin orijinleri arasindaki mesafe

ve ¢j; ise dj; uzunlugundaki bu dogru parcasinin x; ekseni ile yaptigi agidir. Ayrica

B ji Ve @i arasinda,

B, = Rgaj (3.36)
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iliskisi kurulabilir. Ciinkii B ji Bessel fonksiyonunu igermekte olup, Rg takisi daha

once de bahsedildigi gibi a;j; ‘deki Hankel fonksiyonunu onun regiiler kismi olan

Bessel fonksiyonlarina doniistiirtir.
(3.31) ve (3.33), (3.30)’de kullanilarak sagicilarin disindaki toplam alan ifadesi

birinci sagicinin koordinatinda yazilabilir. Boylece toplam alan ifadesi,

¢(p) = Rgt(ko, p1) .Elg ra+ Pt(ko,p1) - f1
+Rgt(ko, p1) " @1z~ [

(3.37)

halini alir. (3.37)’deki ikinci terim birinci sagicidan sagilan alani ifade ederken
birinci ve ligiincii terim birinci sagiciya gelen alan olarak diisiiniilebilir. (3.37) buna

gore yeniden diizenlenirse,

¢(p) = Rgt(ko,pq) - [Elg "a+tag; fz] + Yi(ko, p1) - f1 (3.38)

olur ve boylece izole-sagic1 T matrisi kullanilarak f4 i¢in asagidaki iligki kurulabilir:

f1=Tiay" [B,, a+ @ fa] (3.39)

Benzer bicimde, (3.31) ve (3.33) kullanilarak toplam alan ifadesi (3.30) ikinci

sagicinin koordinatinda yazilirsa,

d(p) = Rgy'(ko, p2) - [Ezo a+ 0y f1] + Yiko po) - f2 (3.40)

elde edilir ve bu durumda f, icin asagidaki iliski kurulabilir:

fa=Toa  [B,y a+ @ fi (3.41)

(3.39) ve (3.41)’deki Ti(l)’ I. sagictya ait tek sagicili T matrisi olup tek-sagicili T

matrisi veya izole-sagict T matrisi olarak adlandirilir. i(1) alt indisi T matrisinin i.
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saciclya ait izole-sagict T matrisi oldugunu ifade etmekte olup, T;), GSK

yonteminin secimiyle (3.10)’a benzer bigimde,
— — — -1
Tiq) = _(m«gQiO) Qo (3.42)

olarak tanimlanir. Burada aiO’

Q = AT o P
[l = j (ka6 7 7R ) 2 e

— RgPm ki, pi) A - V', (o, p;) T Al

olur ve

(ko pl) = HP (kopDe i, p; < p! (3.44)
Ry (ki p)) = Jm(kipDe™®i,  p; < p| (3.45)

silindirik harmonik tanimlar1 kullanilir. Ti(l)’in Rayleigh hipotezi yontemiyle gelen

tanimu ise (3.11)’e benzer bicimde,

-1

Ty = - (6:0) B9, (3.46)

olup, Q,, icin,

@] = [ - 7S gm i oD o)
c (3.47)

p N
—p—‘?mgwm(ki,pi)n -V (ko, pp)} dl
L

gecerli olur. Burada ¥, (ko, p;) Ve Rgi (ki, p1),
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Ynko, pi) = HE (kop)e ™, pi € C (3.48)

RIWm (ki ;) = Jm(kip)e™®i, p; € C; (3.49)

olarak verilir. Izole-sacici T matrisinin (3.42) veya (3.46)’den birinin secilerek

niimerik olarak hesaplanmasiyla (3.39) ve (3.40) iliskileri kullanarak sagicilardan

sacilan alanlara ait bilinmeyen katsayilar bulunabilir. (3.39) ve (3.41) denklemleri
diizenlenirse,

f1—Tiqy @z f2=Tin) B, " @ (3.50)

f2—Toq) @1 f1=Tam B,y @ (3.51)

elde edilir. Buradan,

I i=j
A =1 — _ .52
bi =Ty B,y a (3.53)

ile verilen A;;, A matrisinin bloklar1 ve b;, b vektdriiniin bloklar: olmak (izere bir A -

iji
f = b sistemi olusturulup ¢6ziim aranabilir. C6ziim igin izlenebilecek bir diger yol
ise f1 ve f,’yi bilinen nicelikler cinsinden ifade ederek hesaplamaktir. (3.41) ,

(3.39)’da yerine yazilirsa,

f1 :T1(1) E 'a+T1(1) 2P 'T2(1) E a
19 20 (3.54)

+T1(1) 2 'T2(1) a1 1

olur. f1’li ve a‘li terimler paranteze almirsa I birim matris olmak tizere,

46



[i - T1(1) 'a12 'Tz(l) '521] 'f1

_ _ o _ (3.55)
=Tiw " [Byo + @iz Toq) By) - @
elde edilir. Son olarak, sol yanda f’in yalniz birakilmasiyla,
N E— |
fi1= [I —Ti) @12 Teq1) - “21] (3.56)

Ty " [Bro + @z Tary " Byl @

ifadesine varilir. Benzer sekilde bu defa (3.39), (3.41)’de yerine yazilir ve f, yalniz

birakilirsa,

L o _ -1
f2=[1=Toqy @1 Tyr) " Az (3.57)

“Ta) " [Byo + @21 T1cry * Byo) " @

ifadesine varilir. Béylece A - f = b gibi bir matris denklem sistemi olusturmadan
bilinmeyen f; ve f, katsayilarim1 bulmak miimkiin olur. (3.56) ve (3.57)’den

hareketle tanimlanan yeni T matrisleri,

fi= T1(2) 'Ew ‘a (3.58)

fa=Taa B, a (3.59)

olur. Burada Ti(z), iki sagicili T matrisi olup, iki sagicinin var oldugu durumda i.
sacicidan toplam sagilan alanin katsayilarini gelen alanin katsayilar ile iligkilendirir.
Buna ek olarak, (3.58) ve (3.59)’da goriinen Eio ise T matrislerinin ilgili sagicinin
yerel koordinat sisteminde tanimli kalmalarini miimkiin kilar.

llgili sacicilardan sacilan alanlara ait f; ve f, katsayilarim 6zyinelemeli

olarak bulmak i¢in 6nce Tz(z) . Ezo’m hesaplanmasi gerekir. (3.57) ve (3.59)’dan,
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— — - — _ — _ -1
T22)"B,,"a= [I = Tzq) - 21" Tyqa) “12]

_ B _ _ (3.60)
“Ta) " [Bao + @21 Taey By - @
yazilabilir. Ayrica (3.58) ve (3.59), (3.39)’da kullanilarak,
T12) Byy @ =Tiwy " [Byy + @12 Taz) Byo] @ (3.61)

elde edilir. (3.60) ve (3.61), Ta(2) * B,, Ve Tacz) - B, Matrislerini hesaplamak icin
yeterli olup 6zyinelemeli bir algoritma olusturmak igin heniiz yeterli degildir.
Ozyinelemeli algoritmanin altinda yatan temel diisiince, sacilan alanlarin
katsayilariyla iliskili T matrislerini bir 6nceki durumda ortaya ¢ikan T matrislerinden
hesaplayabilmektir. Yani, sagici sayisi bir sagicidan ikiye ¢ikarildiginda 6zyinelemeli
bir algoritmanin varligiyla iki sagicili T matrislerinin bir sagicili T matrisleri
cinsinden hesaplanmasi1 gerekmektedir. Benzer bigcimde sagici sayisi ikiden flige
cikarildiginda ise {i¢ sacicili T matrisleri, iki sagicili T matrisleri cinsinden
hesaplanabilmelidir. Her ne kadar (3.60) ve (3.61) iki sagicili T matrislerini
hesaplamak icin yeterli olsa da (3.58) ve (3.59)’1n tanimindan 6tiiri genellestirilmis

bir 6zyinelemeli iliskinin Kurulabilmesi adma (3.61)’nin T1(1) -Em parantezine

alinmasi ve (3.60)’in T1(1) -Elo’a bagli yazilmasi gerekmektedir. Bunun icin toplam

alan ifadesi (3.30), (3.31) ve (3.33) yardimiyla birinci sagicinin yerel koordinatinda

yazilirken ikinci sagicidan sagilan alan ifadesi 0.koordinat sisteminde yazilirsa,

¢(p) = Rt (ko, p1) 'Em ra+ Pt(ko,p1) - f1
+ Rgpt (ko, po) - Aoz * f2

(3.62)

elde edilir. (3.62)’deki Ug¢lncu terimin |py| < dy, oldugu durumda gegerli oldugu
unutulmamahdir. Ote yandan (3.62)’deki Gglincii terim (3.31) yardimiyla birinci

sagicinin yerel koordinatinda yazildiginda (3.62),

¢(p) = Rt (ko, p1) 'Em ra+ Pt(ko,p1) - f1

B (3.63)
+Rgp ko, p1) "B,y @z f2
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halini alir. (3.31) doniisiimii biitiin |p4| i¢in gegerli oldugundan (3.63)’lin gegerliligi,
(3.62)’deki gibi |py| < dy, kosulu altinda saglanir. Bu kosulun saglanmasi igin
ikinci sagicinin merkezinin, merkezi py = 0’da olan ve birinci sagiciy1 kapsayan en
kiiciik dairenin disinda olmas1 gerekmektedir. Ikinci sagicinin p, yarigapl bdyle bir
dairenin disinda olmasi, birinci sagicidan daha uzakta oldugu anlamina gelir.

Buradan hareketle ve (3.63)’ln (3.37)’e denk oldugu goz 6niinde bulundurularak,

i, = By Aoz Poz > Por (3.64)

yazilabilir. Burada py, Ve py1, sirastyla ikinci ve birinci sagicinin merkezinin global
koordinat sisteminin orijinine olan mesafedir. (3.64), (3.60) ve (3.61) ifadelerinde

yerine yazilir ve denklemin her iki tarafindaki a vektorii atilirsa,

_ — - R |

T22) By = 1= T2a1) - @21 - T1ay " By, * @oa) (3.65)
‘Ta)* [Byg + @21 Tacny * By

T1(2) 'Em = T1(1) 'Em ' [i + o 'TZ(Z) 'Ezo] (3.66)

ozyineleme iligkileri elde edilir. Boylece tek sagicili durum igin (3.9) ile verilen ve

nimerik olarak hesaplanan Tl(l) 'Em dogrudan (3.65)’da kullanilarak Tz(z) 'Ezo

bulunabilir. Elde edilen Ty - B,, matrisi ise (3.66)'de kullamlarak Tqz) - B,
matrisi hesaplanabilir. Eger ortama bu iki sagictyr kapsayan p, = 0 merkezli
dairenin disinda ii¢lincii bir sagici eklenirse {i¢ sacicilt T matrislerini 6zyinelemeli bir
algoritmayla nimerik olarak hesaplamak icin Tl(z) -Em ve Tz(z) -EZO matrislerine
ihtiya¢ duyulur. Esasen, iki sagicilt durum igin T1(1) -Ew matrisini 6zyinelemeli bir
algoritma icin bir bltin olarak ele almak gosterim olarak 6nemli olsa da nimerik
olarak 6nem arz etmez. Cunki T1(1) izole-sagict T matrisinin ve Ew doniisiim

matrisinin her halikérda ayr1 ayri hesaplanarak carpilmalari gerekmektedir. Fakat

ikiden daha fazla sacicinin var oldugu durumda, sonraki boliimde tanitilacak olan

Tion 'Eio matris ¢arpimi, bu iki matrisin ayr1 ayri1 hesaplanarak carpilmasini
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gerektirmez, bu bolimde temelleri atilan 6zyinelemeli algoritma ile otomatikman

hesaplanmis olur.

1
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Sekil 3.3: k dalga sayili ortamda N tane silindirik sagici.

3.1.3. N Sac¢icili Durum

Bir onceki boliimde iki sagicili durum igin bir sagicili durumun ¢6ziimleri
kullanilarak bir ¢6ziim elde etmek igin denklemler kurulmus ve buradan
ozyinelemeli bir iliski elde edilmisti. Bu 6zyinelemeli iligki, Sekil 3.3’deki gibi N+1
sagicili durumda ¢O6zumlerin N sagicili  ¢6zumlerden elde edilebilmesi igin
genisletilebilir. Bu genisletmenin iyi anlasilmasi i¢in k, dalga sayili ortamda ¢

sagicinin oldugu durum ele alinsin. Bu durumda dis bolgedeki toplam alan ifadesi,

d(p) = Rgy'(ko, po) - a+ Y'(ko,p1) - f1

(3.67)
+ (ko p2) - f2 + Y (ko p3) * f3
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olur. (3.31) ve (3.33) yardimiyla toplam alan her bir sagicinin yerel koordinatinda

yazilir ve ifade diizenlenirse,

¢(p) = Rg*t(ko, pq) - [Em atdycfrtdgs f3]

(3.68)
+ ¢t (ko, p1) - f1

¢(p) = Rgy'(ko,p2) - [Ezo “a+ 0y f1+ 03 f3) (3.69)
+ Y (ko, p2) - f2

¢(p) = Rgy*(ko,p3) - [Ego ‘a+ a3 f1+ sy f) (3.70)

+ 9 ko, p3) - f3

elde edilir. (3.68) ve (3.69) ‘de iigiincii sagicidan sagilan alan, dogrudan ilgilenilen
sagicinin yerel koordinatinda ifade edilebilecegi gibi O0nce 0. koordinat sistemi
lizerinde yazilip ardindan ilgili sagicinin yerel koordinatinda da yazilabilir. Ornegin,
1. sagicidan sagilan alan ifadesi, dogrudan j. sagicinin yerel koordinatlarinda ifade

edilsin. Bu durumda (3.33)’den,
Yi(ko, p) = Rgy' (ko p)) - @i, lpj| < dji (3.71)
olur. Ote yandan i. sacicidan sacilan alan 0.koordinatta ifade edilsin. Bu durumda ise,
Yr(ko, pi) = Rg(ko, po) - @oi,  |1Pol < do; 3.72)

elde edilir. (3.72)’tin sag yanindaki 0.koordinat sisteminde yazilmis ifade (3.31)

kullanilarak j. sagicinin yerel koordinatlarinda yazilirsa,

Ryt (ko po) = Rg¥' (ko p)) * By VIpjl (3.73)

Yi(ko, p) = Rgyt(ko,pj) * Bjy * @oir  1Pol < do; (3.74)

ifadelerine varilir. (3.71) ve (3.74) birbirlerine denk ifadeler oldugundan a;; icin,
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;= B, Ao Poi > Poj (3.75)

yazilmasi miimkiin olur. Burada py; Ve pyj, sirasiyla i. ve j. sagicimin merkezinin
global koordinat sisteminin orijinine olan mesafedir. Bdylece, iigiincii sagicinin
birinci ve ikinci sagicidan uzakta olmasi kosuluyla (3.68) ve (3.69)’deki a5 ve a3
doniistim matrislerini sirasiyla Em Q3 Ve Ezo - a3 Olarak yazmak mimkun olur.

Her bir sagicidan sagilan alanlarin katsayilar1 igin (3.68), (3.69) ve (3.70)
yardimiyla asagidaki iliskiler elde edilir:

f1=Tiay (B a+ @iy fo+ s f3] (3.76)
fa=Taa) [Byy @+ qu - f1+ 03" f3] (3.77)
f3:T3(1)'[E30'a+a31'f1 + @3, fo] (3.78)

Burada Ti(l) daha once anildig1 gibi i. sacicinin izole-sagici T matrisidir. Ayrica

(3.76), (3.77) ve (3.78) denklemleri bir A-f =b sistemi kurularak dogrudan
¢oziilebilir. Fakat iki sagicili durumda elde edilen (3.60) ve (3.61)’ye benzer bir
Ozyinelemeli iliski elde edebilmek adina (3.77), (3.76)’de yerine yazilir ve ifade

dizenlenirse,

fi1= [T1(1) 'Em + T1(1) X2 'T2(1) 'Ezo] a
+ [T1(1) 2P 'T2(1) '521] f1 (3.79)

+[T1(1) 2 'T2(1) O3+ T1(1) '513] “f3

elde edilir. (3.75) kullanilarak (3.79)’deki Uclncl terim «a,; parantezine alinarak

birinci terime benzetilir ve ikinci terim sol tarafa atilirsa (3.79),

[i - T1(1) 'a12 'Tz(l) '521] 'f1
= [T1(1) 'Em + T1(1) “ay; 'T2(1) 'Ezo] ra (3.80)

+[T1(1) 72p 'T2(1) 'Ezo + T1(1) 'Em] Qo3 f3
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halini alir. Son olarak, sol yanda f4’in yalniz birakilmasiyla,

- I R
fi= [l —Tia) @12 " Ta1) - “21]
[T1cy Byo + Tacy @z T2y - B, - @
1 _210 (3.81)
+ [I —T1a) @12 " T29) '521]

: [T1(1) 72p 'T2(1) 'Ezo + T1(1) 'Em] Qo3 f3

ifadesine varilir. (3.56) ve (3.58) goz oniinde bulundurularak agikga goriilebilecegi
uzere, (3.81)’de koseli parantezli garpim iki sagici i¢in gegerli T1(z) 'Em matrisidir.

Buradan hareketle (3.81),

f1=Tia) B a+ Tiz By, ®os f3 (3.82)

olur. Benzer bigcimde (3.76), (3.77)’de yerine yazilir, ortaya ¢ikan ifade @g;

parantezine alinir ve diizenlenirse,

- _ "
fz=[1—Taq) @ T1q) " Az

[Ta) By + T2y @21 Tacay * By - @

i (3.83)

+ [i - T2(1) '521 'Tl(l) '512]

: [Tz(n 2% 'T1(1) 'Em + T2(1) 'Ezo] Qo3 f3

elde edilir. Bu durumda (3.57) ve (3.59)’da goriilebilecegi tizere (3.83)’deki koseli

parantezli ¢carpimin iki sagici i¢in gegerli Tz(z) - B, matrisini ifade etmekte olup,

20

buradan hareketle,

f2 =Taz) 'Ezo a+ Ty 'EZO Qo3 f3 (3.84)

ifadesine varilir. Ug sagicili durum igin f; ve f katsayilarmi (3.82) ve (3.84)’deki
gibi iki sagicili T matrisleri cinsinden ifade etmek (3.75) 6zdesliginin kullanilarak f4

ve f, icin ortaya ¢ikan ifadelerin @,; parantezine alinmasi ile miimkiindiir. Bu
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sebeple (3.82) ve (3.84)’in gegerliligini korumalari i¢in global koordinat merkezine

gore uzaklik baz alinarak t¢iincii sagicinin birinci ve ikinci sagicidan daha uzakta

olmasi gerekmektedir. Buna ek olarak iki sagicili durum bahsinde T1(z) 'Em ve

Tz(z)'ﬁzo matrislerini 6zyinelemeli olarak hesaplamak icin global koordinat

merkezine gore ikinci sagicinin da birinci sagicidan daha uzakta olmasi gerektigine
deginilmisti. Bu yiizden, ¢ok sagicili senaryoda sacilan alanlarin katsayilari
Ozyinelemeli olarak hesaplanmak isteniyorsa sagicilarin p, = 0 noktasina yani O.
koordinat sisteminin merkezine olan uzakligina gore siralanmasi gerekmektedir.

f3 icin de 6zyinelemeli bir iliski elde etmek icin (3.82) ve (3.84), (3.78)’da

yerine yazilirsa,

fz= Ts(l) ' [ﬁ30 +as; 'Tl(z) Byt a2 'TZ(Z) 'Bzo] a

_ A ° - (3.85)
+[T30) - @31 - T1e) "By %3+ T30y 32" Tazy B,y aos] - f3

elde edilir. Gosterim kolayligi agisindan yukaridaki ifadede koseli parantez igleri
toplam sembollyle ifade edilebilir. Boylece (3.85),

2
fa=Taa By, + Za&i -Tigz) 'Em] -a
i=1
X (3.86)
T3(1 z 1(2) 03] “f3
im1

seklinde gosterilebilir. (3.86)’daki ikinci terim sol tarafa atilir ve ardindan f3 yalniz

birakilirsa,

-1

2
faz= 1- T3(1) '2531 ' Ti(z) 'Eio '503]
i=1

2
E30 + z as; 'Ti(Z) 'Eiol "a

i=1

(3.87)

'Ts(l)'
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elde edilir. Bunun yani sira ii¢ sagicili problem i¢in sagilan alanin katsayilari ii¢

sacicili T matrisleri cinsinden asagidaki gibi tanimlanirlar:

fi= T1(3) 'Ew ‘a (3.88)
f2=Taya B,y a (3.89)
f3= T3(3) .Ego a (3.90)

Burada Ti(g), ti¢ sagicilt T matrisi olup, (3.82),(3.84) ve (3.87) buna tanima gore

yeniden diizenlenirse asagidaki 6zyinelemeli iligkilere varilir:

Ti(3) By = Tl'(2) 'Eio ) [i + @3 'T3(3) '330] (3.91)
-1

T3(3) | 330 =

2
1-Tsq)- Z @ Tiay By aoz]
=1 (3.92)

2
T3y " |Bay + Z @i Tiz) ﬁio] a
i=1

(3.91)’nin (3.76) ve (3.77)’den farki, denklem kurulurken ilgili sagicidan sagilan alan
katsayilarinin yalnizca gelen alana ve liglincii sagicidan sacilan alan katsayilarina
bagh olarak yazilmis olmasidir. Izole-sacici T matrislerinin kullanildig: (3.76) ve
(3.77)’de ilgilenilen sagiciy1 aydinlatan alanin diger sagicilardan sagilan alanlar ve
gelen alan oldugu disiiniiliir. (3.91)’de ise ilgilenilen sagiciy1 aydinlatan alanin
yalnizca gelen alan ve ortama yeni eklenen iicilincii sagicidan sacilan alan oldugu
distintliir, Ti(z) 'Eio diger sagicilardan sagilan alan bilgisini ihtiva eder. (3.92)’de
ticlincli sagicidan sagilan alan katsayilarina iliskin bilgiyi icermekte olup (3.91) ile

ayni1 temel tlizerine kurulmustur. Bu diislince temeli ile, N+1 sacicili durum igin, her

bir sagicinin gelen alan ve N+1. sacicidan sagilan alanla aydinlatildigi ve diger
sagicilardan sagilan alan bilgisinin Ti(m 'Eio ile geldigi bir genellestirilmis ifade
yazilabilir. Sekil 3.3’deki gibi k, dalga sayili N tane sagicili ortama N+1. sagicinin

eklendigi diisiiniilsiin. Bu durumda N sagicili durum i¢in sagilan alan katsayilari,
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fi=Tiw B, -a (3.93)

olur ve dis bolgedeki toplam alan ifadesi,

N
d(p) = Rgyt(ko,po) -a+ z Pt (ko, pi) 'Ti(N) 'Eio a (3.94)
i=1

ile verilir. Benzer bicimde N+1 tane sagic1 igin,

N+1

B(0) = Rg'(ko,po)- @+ Y P(ko,p) “Tignany By~ @ (395)
i=1

seklinde dis bolgedeki toplam alan ifadesi yazilabilir. Daha anlamli bir gosterim igin
ortama yeni eklenen N+1. sagici icin sagilan alan ifadesi toplam semboliiniin digina

alinirsa,

N
d(p) = Rg(ky, po) - a+ z Pt (ko, pi) 'Ti(N+1) 'Eio ra
i=1 (3.96)

+p (ko, Pn+1) " Ta+1v+1) 'EN+1,0 ‘a
elde edilir. Yukaridaki (3.96) denkleminin sag yanindaki ilk ve son terimler, i.

sagicty1 aydinlatan gelen alanlar olarak disiiniilebilir. Bu sebeple (3.96)’daki son

terim (3.72) yardimiyla 0. koordinat sisteminde yazilirsa,

N
¢(p) = Rgy'(ko,po) -a+ z Yt (ko, pi) 'Ti(N+1) 'Eio ra
= (3.97)

+Rgy’ (ko, po) * Aon+1 'TN+1(N+1) .EN+1,O ‘a

olur ve (3.97)’den hareketle yeni durumda i. sagiciya iliskin,
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Tiv+1) " Bip @ = Tiwy " By - [i + o e Thrivsn) 'EN+1,0] a (3.98)

ifadesi elde edilir. Burada Ti(N) -B., merkezi p, = 0°da olan ve N tane sagiciyl

i0’
kapsayan en kiigiik dairenin disindaki bir kaynaktan gelen alan i¢in tanimhdir ve
bagintilarin gegerli olabilmesi i¢cin N+1. sagic1 da bu dairenin disinda kalmalidir.
Dolayisiyla sagicilar, p, = 0 noktasina olan mesafeye gore siralanmalidir.

Ote yandan N+1. sacicidan sagilan alanin genligi, gelen alanin diger N tane
sacicidan sagilmasina izole-sagici T matrisi ile baglidir. (3.96) ile verilen toplam alan
ifadesinde butun terimler (3.71) yardimiyla N+1. sagicinin yerel koordinatinda

yazilirsa (3.96),

¢(P) = iRglpt(kO' pN+1) ’ En+1,0 a

N
+ z RGPt (ko, Pr+1) - Ay, 'Ti(N+1) 'Eio a (3.99)

=1

+t(ko, py+1) 'TN+1(N+1) 'BN+1,0 a

ifadesine doniisiir ve buradan N+1. sagicidan sagilan alanin katsayisi igin,

Trniv+1) 'ﬁnﬂ,o a

N
=Ty [ﬁNH'O + Z ayi1i Tiwsn) By
i=1

] (3.100)
a

ifadesi elde edilir. (3.98), (3.100)’de yerine yazilarak ve denklemin her iki

tarafindaki gelen alanin katsayis1 a atilarak,

N

TN+1(N+1) ' ﬂn+1’0 = TN+1(1) ' |:EN+1,O + ZEN+1,1' ' Tl'(N) ' Eio
i=1

(3.101)

N
+ Z ay1i Tiwy By  @on+1 " Tnrav+n) " Byyqo
i=1
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elde edilir. (3.101) diizenlenir ve TN+1(N+1) . EN+1 , yalmz birakilirsa sonug olarak,

Trniv+1) 'ﬁnﬂ,o =
-1

N
I- TN+1(1) Z aN+1,i ) Ti(N) 'Bio 'aO,N+1]
i=1

(3.102)

N
' TN+1(1) ' |:EN+1,O + Z aN+1,i ' Ti(N) ' Eio]

i=1

ifadesine varilir. (3.98) ifadesinde de esitligin iki tarafindaki a’lar atildiginda,
Tiven) By = Tiw) " By ° [i + @onr1 - Tuaan+1) 'EN+1,0] (3.103)

elde edilir. (3.102) ve (3.103) bagmntilart ikisi birlikte Ty - B,,"i Ticw) - B, dan
niimerik olarak hesaplamayr mimkiin kilan 6zyinelemeli iligkilerdir. Bu iliskiler
sayesinde bir sagicidan baglanarak N sacili durum igin ¢oziimler 6zyinelemeli olarak
bulunabilir. Bu yontemle her bir 6zyinelemede boyutlar1 T matrisleri ile belirlenen
matrisler ele alinarak bellekte kiiciik bir yer kullanilir. Bu da sanal makinadaki sayfa
ihlallerini (page faults) azaltir [22]. Modern bilgisayarlarda ¢oziim yapilirken
Ozyinelemeli T matris yonteminin bu faydasi bilhassa biiyilik cisimlerden sacilma
problemi ¢ozerken anlasilir.

Teorik olarak @, B ve T matrisleri sonsuz boyutlu olup, niimerik hesaplamada
Ozyinelemeli ¢6ziim algoritmasi isletilirken bu matrisler sonlu bir degerde kesilirler.
Eger alanlarin seri agilimlarinda M tane, toplamsallik teoremi uyarinca ortaya ¢ikan
déniisiim formiillerinde ise P tane silindirik harmonik kullanirsa @ ve B matrisleri
M x P veya P x M, T matrisleri ise M x M boyutlu olur. Sacicilar ile global
koordinat merkezi arasindaki mesafe arttikca P’de artirilmalidir. Benzer bigimde
sagicilarin yarigapr arttikca da M’nin arttirilmas1 gerekmektedir [24], [25]. Ayrica
doniisim matrislerinin isabetli bir sekilde hesaplanabilmesi igin P’nin M’den
yeterince biiylik olmasi gerekmektedir. Bu sebeple M arttik¢a dogal olarak P’nin de
artirilmas1  gerekir. Ote yandan, doniisiim matrislerinin dogru bir sekilde

hesaplanabilmesi adina P > kd olmasi gerekmektedir [25]. Burada d doniistiiriilecek
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iki koordinat sisteminin merkezleri arasindaki mesafedir. Buna ek olarak,
ozyinelemeli algoritmanin gegerliligini saglamak igin (3.75)’de verildigi iizere a;;
yerine B jo * @; carpimu yazilabilmelidir. py; = po; + & olmak lizere § mesafesi sifir
ise (veya po; Ve po;’ye kiyasla ¢ok kigiikse) B jo Ve a; hesaplamak i¢in toplamsallik
teoreminden gelen toplam ifadesi yakinsamaz [24]. Bu sebeple & kiculdikee
yakinsama i¢in P’de artirilmalidir. Biiylik bir sagicinin dairesel alt sagicilara
boliinerek sagilan alanin hesaplandigi veya sagicilarin tekdiize bir 1zgara iizerine
oturdugu diizenli yapilarin bulundugu senaryolarda bazi sagicilarin global koordinat
sisteminin merkezinden olan mesafeleri birbirine esit olabilmektedir. Bu durum

toplamsallik teoreminin gegerliligine zarar verir. TM dalga ile uyarma altinda bu

ihlal, ¢oziimler i¢in biiylik bir problem teskil etmese de TE dalga ile uyarim

durumunda tolerans gosterilemeyecek bir ihlaldir [26]. Bunu gidermek icin EJ.O ve

a,; dontisiim matrisleri hesaplanirken [27]’deki gibi pencerelenmis bir toplamsallik
teoremi kullanilabilir veya [24]’deki gibi bir sagilim merkezi tanimlanarak ve
Ozyinelemeli iliskiler buna gore diizenlenerek bu merkez {izerinden doéniisiim
matrisleri doldurulabilir.

Yukarida anlatilanlar 15181inda belirlenecek olan M ve P harmonik sayilar ile

(3.102) matrislerin boyutlari asagidaki gibi olur:

MxP

TN+1(N+1) ' ﬂn+1,0 =

Mx# MxM MxP N FIxii MxP (3.104)
= = = _— = =
YN+1 ' TN+1(1) ' BN+1,0 + clN+1,i ' Ti(N) ' ﬂio
i=1
Ve burada Yy, %,
Fx Ax8 N fixii ixP pxit 1
< _ {5 . N&Z T B G 3.105)
Yyir = (1= Ty ) @nsri  Tigw) " By Xon+1 3.
i=1

ile verilir. (3.103)’deki matrislerin boyutlar1 ise asagidaki gibidir:
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MxP MxP MxP Bx it MxP
= T/ = —— 2 = (3.106)
Tiwv+1) "By = Tiwy " Byg + Tiewy " Byg " on+1 " Twsiven) " Byyig

Eger alan acilimlar1 ve Graf toplamsallik teoremiyle ilgili toplamlar sirasiyla
—M’den M’ye ve —P’den P’ye alinirsa, burada M = 2M + 1ve P = 2P + 1 olur.

Yonteme dair bir diger kisitlama ise M x M boyutlu Yy, matrisinin M arttikca kotii
kosullu olmasidir. Bilhassa biiyiik cisimlerden sagilma inceleniyorsa ¢oziimlerin
dogru bulunabilmesi i¢in M’in artirilmasi kaginilmazdir. Kétii kosullanmis bir Yy,
matrisinin ¢oklu sacicili durumda her Ozyineleme sirasinda tersinin alinmasi,
¢Oziimlerin dogrulugunu dogrudan etkiler. Bu sebeple biiyiik cisimlerden sagilma ele
alimirken cismi ¢oziimlerin dogrulugunu garanti edecek kadar kiiclik alt sagicilara
bolerek alinacak M harmonik sayisi kiiciiltiilebilir. Ancak kiiciik cisimlerden sagilma
incelenirken az sayida harmonik alinmasi yeterli olsa bile Yy, 1 matrisinin M arttikca
kotii kosullanmasi ve tersinin dogru alinamamasindan 6tiirii istenildiginde belirli bir
degerden daha fazla harmonik almak ¢6ziimiin dogrulugunu tehlikeye atar. Bu kot
dogay1 diizeltmek ve ¢oziimiin dogrulugunu garanti altina almak teorik olarak sonsuz
boyutlu olan bu matrisin M — oo durumunda asimptotik davranisini diizelten
regiilerlestirme operatorleri ile sagdan ve soldan carpilmasi ve Ozyinelemeli

iligkilerin bu operatorler ile yeniden kurulmalar ile miimkiin olur.

E,, Hg
E,, H

Y

ko

Sekil 3.4: Disaridan gelen dalganin duran dalgalar oldugu durumda k dalga sayil
ortamda bulunan bir silindirik sagici i¢in tek arayiiz problemi.
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3.2. Cok Katmanh Sacicilardan Sa¢ilma

3.2.1. Tek Katmanh Durum

Sekil 3.4’deki gibi bir silindirik sagicinin disindaki k, dalga sayili ortamda toplam

alan ifadesi (3.8)’den hareketle,
¢(p) = Rgy'(ko,p1) * By o + Y (ko,p1) * bo (3.107)
ve burada b, (3.9)’dan
bo = Ro1 - B, ao (3.108)

seklinde yazilir. (3.108)’deki Ryy matrisi ve by vektord, (3.9)’daki Ty;) matrisi ve

f1 vektori ile esdeger olup, Ry; matrisi 1 sagicisindan 0.ortama dogru sacilan

disagiden dalgalari anlatan sa¢ilma matrisidir ve (3.10)’da verildigi gibi,

Ro; = _(mgam) '610—1 (3.109)

olarak tamimlanir. ilaveten, sacicinin i¢ bolgesine iletilen alan ise

¢i(p) = RgY ks, p1) - a4 (3.110)

ile verilir. (3.110)’daki a; vektorli 1 sagicisinin i¢ine niifuz etmis alanin katsay1
vektord olup, GSK yontemi bahsinde (2.71) ile verilen « ile esdegerdir. Buradan

hareketle, iki boyutlu problem i¢in Green fonksiyonunun seri agiliminin (3.19)’daki
gibi olmasindan &tiiric (2.71)’deki k yerine %, a yerine a; yazilir ve ifade

dizenlenirse,
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~10,, a, = a (3.111)

a; =4jQ,, - ao (3.112)

elde edilir. Boylece 0 bolgesinden 1. sagicinin igerisine gegen duran dalga

formundaki alanlar1 anlatan Ty, gecis matrisi asagidaki gibi tanimlanir:
= - -1
Tor =4jQy (3.113)

Burada 610 (3.12)’deki gibi olup, hesaplama icgin gerekli silindirik harmonik
tanimlar1 ise (3.20) ve (3.22) ile verilir. Eger sagict kendi i¢ bolgesinden gelen ve
disagiden dalgalarla ifade edilen bir alanla Sekil 3.5’deki gibi uyariliyorsa bu

durumda k; dalga sayili ortamda gelen alan ifadesi,
¢g(p) = Y'(k1,p1) - by (3.114)

Bu durumda sagilan alan ifadesi ise

Ei! Hi

™~

ko

Sekil 3.5: Sagicinin igerisinden gelen dalganin disagiden dalgalar oldugu durumda k,
dalga sayili ortamda bulunan bir silindirik sagici i¢in tek arayiiz problemi.
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¢s(p) = Rgy'(ky, p1) - aq (3.115)

olur. Boylece sagicinin iginde toplam alan ifadesi (3.114) ve (3.115)’den,

d(p) = Pi(ky, p1) - by + Rgy'(ky, p1) a4 (3.116)

olur. (3.116) denklemindeki a; ve by vektorleri sirasiyla sagilan alanin katsayi
vektorl ve gelen alanin katsayr vektorleri olup, (2.93)’deki f ve a’ya karsilik
gelirler. Buradan hareketle a; ve by vektorleri arasinda (2.93) gibi bir iliski

kurulabilir:
a; = EIO . b1 (3117)

(3.117)’deki Ry, matrisi yoni O.ortamla olan sinirdan 1.ortama dogru olan, duran
dalga formundaki sagilan alanlari anlatan sagilma matrisidir ve (2.92)’de verildigi

gibi,

1

E10 = _(mg_lﬁlo) ) FIO_ (3118)

seklinde tanimlanir. Burada P4, matrisi, matrisin elemanlar1 P12 olmak izere (2.87)

g6z onlnde bulundurularak,

! =/ / ! p
PO = f (g ls, 1) A V', ) 2

) (3.119)

— Ym(ko, p1) A V'Rgp, (ky, p1) } dl’

olarak tamimlanir. (3.119)’un iki boyutta elde edilebilmesi icin (2.55) ile verilen
acilimda toplam semboliiniin 6niindeki k yerine % yazilarak dogrudan iki boyutlu

Green fonksiyonuna asagidaki seri agilima,
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! j N ! !
GipupD) = =% ) alks, p) Rawn(krpt), 1> (3.120)

n=-—oo

karsilik getirilmelidir. Ote yandan iki boyutta homojen ortam Green fonksiyonu

(3.14)’deki gibi olup, bu Green fonksiyonuna ait seri agilimi ise,

J ,
—2Ho" (kilpy = pil) =
P (3.121)
~2 3 HPUapy) Jnleape @t py > py’
n=-—oo

olur. (3.121)’den hareketle v, (ky, p1) ve Rgy,, (k1, p1") secimleri,
Pn(ky, p1) = HD (kyp)e™®s,  py > py’ (3.122)
RgPn(ky, p1) = Ju(kip Ve ™, py > py (3.123)

olmalidir. Buna uygun ¥, (ko, p7) ise,

Ym(ko, p1) = HP (kop)e™®s,  py > py’ (3.124)

olur. a; ile by arasinda kurulan iliskiye benzer bicimde 0.ortama iletilen alanin

katsay1 vektorii ile by arasinda da bir iligki kurulabilir. 0.ortama iletilen alan,

¢i(p) = Y*(ko, p1) - b (3.125)

olup, burada 0.ortama iletilen alanin katsay1 vektorii by,

by = Tq0* by (3.126)
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seklinde ifade edilebilir. (3.126)’daki T, matrisi 1.ortamdan O.ortama iletilen

disagiden dalga formundaki alanlar1 anlatan gegis matrisidir. Ayrica by vektorl ise
(2.90)’daki a vektoriine karsilik gelir. Bu sebeple (2.90)’da k yerine i, a yerine by

ve a yerine b, yazilarak,

_szm by = by (3.127)

— -1
bo S 4jP10 ' b1 (3128)
elde edilir ve bu durumda séz konusu iki boyutlu problem icin T, matrisi,
— — -1
T10 = 4jP1o (3.129)

olur. Boylece elde edilen (3.109), (3.113),(3.118) ve (3.129) matris ifadeleri
kullanilarak tek bir arayiizli problem ¢ozimi ¢ok araytzli problemler igin

genisletilebilir.
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1.Bélge
ey

1.Katman

Sekil 3.6: k, dalga sayili ortamda bulunan iki katmanli bir silindirik sagicidan
sacilma problemi.

3.2.2. iki Katmanh Durum

Sekil 3.6’daki gibi es eksenli olmayan i¢ ige iki katmanin varlig1 s6z konusu ise

burada yazilacak T ve R matrislerinin katmanlarin yerel koordinat sistemlerinde
ifade edilmesi gerekir. Bu da toplamsallik teoremiyle elde edilen, (3.31) ve (3.32)’de

verilen doniisiim matrisleriyle miimkiin olur. 0. bolgede toplam alan ifadesi yazilirsa,

Po(p) = Ryt ko, p1) - B, ao + Yi(ko, p1) - bo (3.130)

Benzer sekilde 1.bolgedeki toplam alan,

$1(p) = Rgtky, p2) - B,, - ar + Yi(ky, p2) - by (3.131)
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ve 2.bolgenin icerisine iletilen alan,

¢2(p) = Rgy' (ks p2) - ay (3.132)

olur. Burada p; ve p,, sirasiyla C; ve C, katmanlarmin koordinatlarinda
yazilmiglardir. Boylece (3.130) ve (3.131)’de sacilan alanlar1 ifade eden ikinci
terimler alanlarin sagilmalarina sebebiyet veren sagici katmanin koordinatinda
yazilmiglardir. Benzer bi¢imde (3.132)’deki gegen alan ise alanin gegisini miimkiin
kilan ilgili katmanin koordinatinda yazilmistir. Burada b; vektori sagilan alanlarin
katsay1 vektorlerini ifade etmekte olup i indisi ise bu alanlarin bulunduklar bdlgeyi
ifade eder. a; vektoru ise i. bolgedeki duran dalgalarin katsay1 vektorlerini ifade eder.
0 bolgesinde disagiden dalgalar, 0 bolgesinden gelen alanin etkisiyle 1.katmanin
tizerinden sagilan alanlardan ve 2.katmandan sacilip 1.bolgeden 0.bolgeye dogru
gecen alanlardan meydana gelir. Bu bilginin 1s1ginda by icin (3.31) ve (3.32)

yardimiyla,

bo=Ro1 B,y a0+ T10" B, b1 (3.133)

yazilabilir. by vektoriiyle iliskili sagilan alan disagiden dalgalarla ifade edilir ve
2 katmandan sac¢ilip 1.bdlgede var olan bu alan 2.katmanin koordinatlarinda ifade
edilir. Benzer bicimde, a, vektoriiyle iligkili gelen alan da duran dalgalarla ifade
edilir ve 0 bolgesinin koordinatinda tanimhidir. by vektorii ile iliskin sagilan alanlar
ise 0.bolgede var olsa da 1.katmanin koordinatinda tanimlidir. Dolayisiyla by icin bir
ifade elde edilirken (3.31) ve (3.32)’den uygun olanlar1 kullanilarak alanlarin
1 katmanin koordinatina gore ifade edilmesi gerekir.

1 bolgesindeki duran dalgalar, 0 bélgesinden 1 bolgesinin icerisine gecen duran
dalgalarin ve 2.katmandan sacilip 1.katmani igeriden uyararak 1.katmandan geri

sacilan disagiden dalgalarin toplamidir. Boylece (3.31) ve (3.32) yardimiyla,

a; = Top 'Em ~ag + Ry 'Elz " by (3.134)
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elde edilir. (3.134), yukaridaki anlatildigi gibi 1.katmanin koordinatinda ifade
edilmistir.
2.katmandan sagilan alan, 1 bolgesinden 2.katmana gelen alan ile iligkilidir.

(3.131)’den hareketle b4 icin,

bi=Ryz B, (3.135)

yazilabilir. Benzer bigimde 2 bolgesine gegen alan, 2.katmana gelen alan ile
iligkilidir. Boylece (3.131)’deki ilk terim ve (3.132)’den,

a, = le ' EZl aq (3136)

elde edilir. (3.133)’den (3.136)’ya kadar olan denklemlerde verilen T; ve Ry
matrisleri sirasiyla i. bolgeden j. bblgeye alan gegisini anlatan geg¢is matrisi ve j.
katmandan i. bolgeye sacilmayi anlatan sagilma matrisidir. i-]- ve ﬁi]-’ye dair
tanmimlar ise (3.109), (3.113), (3.118) ve (3.129)’dan hareketle,

1

Ry = _(mgaiﬂ,i) '6i+1,i— (3.137)
Ei+1,i = —(mg_lﬁiﬂ,i) : Fi+1,i_1 (3.138)
Tiiv1 = 4]'6”1,,-_ (3.139)
Tis1i = 4Pisri (3.140)

olarak verilir. Burada Q ve ﬁiﬂ,i matrislerinin elemanlar1 asagidaki gibidir:

i+1,i

n ’ A1 ’ ’ Pi+1
[Qi+1,i]nm = f{lpn(ki;PHl) n-v mglpm(ki+1'pi+1)? (3.141)
C

— RV (Kiv1, Pig1) A V'hy (i, piyq) Y AU
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— _ I =1/ . ! ! i
Pusd = ! (R Chirn, phan) B Vi, ) - (3.142)

— Y (ki piv) U - V'R, (ki1, pive) 3 AU

olur ve silindirik harmoniklerin uygun secimi (3.44), (3.45), (3.122) ve (3.123)’den

hareketle,

Yu (ki pive) = HD (kiply)e i, pist < Pist (3.143)
Rgm (kis1, Pir1) = Jm(kir1pls)e™ i1, piyy < plyy (3.144)
RIPn (kir1 Pir1’) = Jnlkis1pivn Ve T, piuy > piay’ (3.145)
Yk, Pinr) = HyD (kiply)e™Piss, Pie1 > Piet (3.146)

olarak verilir. (3.133)’den (3.136)’ya kadar olan denklemler diizenlenirse,

by — Ty - B, b= Ro1 'Em "Qo (3.147)
ar—Ry B, b1 =To1 B, Qo (3.148)
by —Ryz B, a;=0 (3.149)
a -T2 B, a1 =0 (3.150)

elde edilir. Béylece A - x = b gibi bir matris denklem sistemi olusturularak ¢6ziimler
bulunabilir. Bunun yanm1 sira, (3.133)’den (3.136)’ya kadar olan denklemler
kullanilarak ilgili bolgedeki sagilan alanlar ile iliskili b; ve ilgili bolgeye gecen
alanlar ile iliskili a;,4 bilinmeyenleri, bir dis katmana ait olan a; katsay1 vektoriine

bagli olarak bulunabilir. Bunun igin eger (3.135), (3.134)’de yerine yazilirsa,

al=T01.B10.a0+R10.B12IR12.321.a1 (3151)
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[i - ﬁ10 'Elz '§12 'Em] Ay = T01 'Em ) (3.152)

elde edilir. (3.152)’de a, yalniz birakilarak denklem diizenlenirse,

a; =M;_-To; B, Qo (3.153)

10

. . |
M,_= [I - R10'ﬁ12 "Ryz '321]

(3.154)
ifadelerine varilir. BOylece (3.153) ile ortaya c¢ikan a4 ifadesi, (3.135)’deki b4

ifadesinde yerine geri yazilirsa b4,
bl = E12 ) EZl ) M1— ) T01 ) ElO "Qo (3155)

halini alir. Son olarak (3.155)’de elde edilen b, ifadesi, (3.133)’de yerine yazilir ve

ifade diizenlenirse,

a, (3.156)

Ro1 = [Ro1 + T19 By, Riz By - My - Toq] (3.157)

elde edilir. Burada ﬁm, 0 bolgesinde tanimli genellestirilmis sag¢ilma matrisidir.
(3.136) denklemi, son katmanin yani en i¢te bulunan katmanin igerisine gegen alanin
katsayis1 vektorii a,’ye ait bir ifade olup, bir distaki katmana ait aq’e bagh
oldugundan herhangi bir isleme tabi tutulmay1 gerektirmez. (3.135), (3.136), (3.153)
ve (3.156) bilinmeyen katsayilar1 bulmak igin 6zyinelemeli bir iligkinin temelini
olusturur ancak genellestirmek icin yeterli degildir. Genellestirilebilir bir
Ozyinelemeli iliski kurmak i¢in (3.135) denkleminin (3.156)’ya, (3.136)’nin ise
(3.153)’e benzemesi gerekir. Eger (3.135)’deki Ry, sacilma matrisi yerine ﬁu
genellestirilmis sagilma matrisi ve (3.136)’daki Ty, gecis matrisinin 6niine M,_
matrisi ¢arpim olarak konulursa butlin alan katsayilar1 igin asagidaki iliskiler elde

edilir:
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a, = Ml— . TOI ' BIO - (3158)

a, = Mz_ . T12 ' ﬁ21 *aq (3159)
bO = EOI ElO Qo (3160)
bl = §12 . E21 *aq (3161)

Ancak bu iliskileri yazmak (3.159) ve (3.161)’in gegerliligini dogrulamaz. Bu

ifadelerin gecerliligini gostermek igin (3.154) g6z 6niinde bulundurularak M,_

ifadesi yazilirsa,

— -1

M, = [i - E21 .E23 'Ezs 'E32] (3.162)
Benzer bicimde (3.157) g6z dninde bulundurularak ﬁlz,
Ryz = [Riz + Ta1 B, *Roz - B, - My - Ty (3.163)

elde edilir. Fakat iki katmanli problemde {i¢iincli bir katman var olmadigindan, 3
indisini barindiran biitiin matrisler sifir olur. ilaveten, iiciincii katmandan sagilarak

ikinci katmanin i¢ duvarlarina garpip sagilan veya katmanin digina gegen bir alandan

da s6z edilemeyeceginden &tiirii Rpq Ve T,q matrisi de 0 olur. Buradan hareketle iki

katmanli problem icin M,_ve Ry, matrisleri,

M= 1] =1 (3.164)

Ry, = Ry (3.165)

olarak bulunur. (3.164) ve (3.165)’in, (3.159) ve (3.161) yerine yazilmasi ile (3.136)
ve (3.135) denklemleri elde edilir. Boylece (3.158)’den (3.161)’e kadar olan
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gecerliligi ispat edilen genellestirilebilir 6zyinelemeli iliskiler N katmanli problem

icin de elde edilebilir.

k, 1.Bélge\ 2.Bolge
kq k>

Sekil 3.7: k, dalga sayili ortamda bulunan N katmanl bir silindirik sagicidan sagilma
problemi.

3.2.3. N Katmanli Durum

Sekil 3.7°deki gibi N tane katmanli durum igin bilinmeyen alan katsayilarina
iligkin genellestirilmis ifadelere ve buradan hareketle Ozyinelemeli iliskilere
varilirken yordamin iyi anlasilmasi adina oncelikle ii¢ katmanli durum ele alinsin.

N = 3 iken, 0. bolgede toplam alan ifadesi yazilirsa (3.130)’daki gibi,

Po(p) = Ryt ko, p1) - B, ao + Yi(ko, p1) - bo (3.166)

olur. Benzer sekilde 1.bolgedeki toplam alan ifadesi de (3.131)’den,
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¢1(p) = Rgtky, p2) - B,, - ar + Yi(ky, p2) - by (3.167)

olur ve 2.bolgedeki toplam alan (3.132)’den farkli olarak,

$2(p) = RgYt(ky, ps) - B, - az + (ks p3) - by (3.168)

ile verilir ve son olarak 3.bdlgedeki toplam alan,

$3(p) = Rgy(ks,p3) - as (3.169)

olarak ifade edilir. Buradan hareketle, iki katmanli duruma benzer bigimde

bilinmeyen alan katsayilarina iliskin asagidaki ifadeler yazilabilir,

bo=Ro1 B, a0+ T10" B, b1 (3.170)
a; =To1 B, a0+ Ry B, b1 (3.171)
by =Ry, 'En “ay + Ty .Ezg " b, (3.172)
a; =Ty, 'En “ay + Ry .Ezg “ by (3.173)
b, =Ry - B, a (3.174)
az =Ty '332 ) (3.179)

Burada (3.170) ve (3.171), iki katmanli durumdaki (3.133) ve (3.134) ile ayn1 olup,
(3.172) ve (3.173) ise (3.135) ve (3.136) ifadelerinin ii¢ katmanli durum igin
guncellenmeleriyle elde edilir. (3.174) ve (3.175) ise bu senaryo icin yeni ortaya
cikan katsayr ifadeleridir. Yukaridaki ifadelerden bir matris denklem sistemi
kurulmasmin yaninda daha 6nce de bahsedildigi tizere alanlarin katsay1 vektorleri
arasinda genellestirilmis bir 6zyinelemeli iliski elde edilerek de ¢éziimler bulunabilir.

Bunun igin ilk olarak (3.174), (3.173)’de yerine yazilirsa,
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a, =Ty B,,"a, + R3 "B, ‘Ry3 ‘B,z (3.176)

[i - ﬁ23 .Ezg 'Ezs 'Egz] "z = T12 'En "y (3.177)

elde edilir. (3.177)’de a, yalniz birakilarak denklem diizenlenirse,

a,=M,_ Ty, B, "a; (3.178)

21

_ T |
M,_ = [I—R23'323'R23'ﬂ32] (3.179)

olur. Boylece (3.178)(3.153) ile ortaya ¢ikan a, ifadesi, (3.174)’deki b, ifadesinde

yerine geri yazilirsa by,
b, =Ry3-B,, My_ Ty B, a4 (3.180)

halini alir. Elde edilen b, ifadesi, (3.172)’deki b, ifadesinde yerine yazilir ve ifade

dizenlenirse,

bl = §12 . ﬁ21 *aq (3181)
Riz = [Riz + Ta1 - B,y *Roz - By - My - Ty (3.182)

ifadelerine ulasilir. Burada ﬁu, 1 bolgesinde tanimli genellestirilmis sagilma

matrisidir. M;_ matrisini elde etmek icin, M,_nin eldesine benzer bicimde

(3.181)’de ortaya ¢ikan b, ifadesi (3.171)’de yerine yazilirsa,

a; =To1-B,,-a +Ryo-B

Rz B, ay (3.183)

[i - ﬁ10 'Elz '§12 'Em] Ay = T01 'Em "Qo (3.184)

elde edilir. (3.184)’de a, yalniz birakilarak denklem diizenlendiginde,
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a, = Ml— . TOI ' EIO - (3185)

_ = _ 1
M, = [I ~Ry0 B, Rz .321] (3.186)
ifadelerine ulasilir. (3.185)’deki a4, (3.181)’deki yeni b4’de yerine geri yazildiginda,
b, = E12 'Em 'M1— 'T01 'Em L) (3.187)

olur ve son olarak 0 bolgesinde tanimli genellestirilmis sagilma matrisi ﬁm’i elde
etmek i¢in (3.187) ifadesi (3.170)’de yerine yazilirsa,

bo =Ro1* By, " A (3.188)

EOI = [ﬁOI + TIO b EIZ b EIZ - EZl b Ml— - TOI] (3189)

ifadelerine varilir. Elde edilen tiim bu ifadelerden 6zyinelemeli ¢oziim icin yararh

olanlar,

by = Ro1 B, @ (3.190)
a; =My Tor "By, @ (3.191)
by =Ry B, @ (3.192)
a=M,_ Ty B, a1 (3.193)
b, =Ry - B, a (3.194)
az = Ty3 -Egz a, (3.195)

seklinde bir araya toplanabilir. Burada (3.190)’dan (3.193)’e kadar olan denklemler

genellestirmeye elveriglidir. Tutarliligin saglanmasi igin iki katmanli durumda
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yapilana benzer bi¢imde (3.194) denkleminde R,s; yerine ﬁ23 yazilarak ve

(3.195)’deki T,3 matrisine soldan M3_ matrisi carpim olarak getirilebilir, bdylece

Ozyinelemeli iligkiler genellestirmeye elverisli olur. Bu durumda,

~1 (3.196)

Ry = Rys (3.197)

oldugu unutulmamalidir. Ayrica (3.179)’daki Ry3 -E32 carpimi da ﬁ23 -E32 olarak

guncellenmelidir. Tiim bu bilgilerin 1s181nda elde edilen ifadeler N katmanli yap1 igin

genisletilirse, 1. bolgedeki toplam alan ifadesi,
¢i(p) = Rg*(ki, pis1) 'Eiﬂj ca; + Prk;, pise) by (3.198)
ve N. bolgedeki toplam alan ifadesi,

dn(p) = Rgy'(ky, py) - ay (3.199)

olur. (3.190)’dan (3.197)’ye kadar olan denklemlerden hareketle bilinmeyen alan

katsayilar1 arasindaki iliskiler asagidaki gibi olur,

bi = ﬁi,i+1 . El’+1,i *a; (3200)
Qir1 =Mipq- Tiipq 'Ei+1,i - a; (3.201)
ve burada,
ﬁ.,.ﬂ =
" (3.202)

[Ri,i+1 + Tivti " Biprisn Rivvirz  Biygiyr  Miv1—- Ti,i+1]
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_ _ _ -1
M- = [I —Rit1i " Biyy iz Rivrivz 'ﬂi+2,i+1] (3.203)

~1 (3.204)

Ry-1v = Ry-1n (3.205)

olur. Yukaridaki 6zyinelemeli iliskiler kullanilarak katmanli yapilardan sagilma
problemine iliskin ¢oziimler bulunabilir. Burada dikkat edilmesi gereken 6nemli bir
husus M;, ;_matrisinin kesme sayis1 arttikca kotii kosullu olmasidir. Ozellikle biiyiik
yaricapli silindirik katmanlar ele alimirken ¢oziimlerin dogrulugu i¢in daha fazla
silindirik harmonik alinmalidir, bu da 06zyinelemeli iligskilerdeki matrislerin
boyutlarini artirir. Ktii kosullanmis bir M, matrisinin her dzyineleme sirasinda
tersinin alinmasi, c¢oziimlerin dogrulugunu dogrudan etkileyen bir unsurdur.

Dolayistyla bu matrisin tersinin dogru bir sekilde alinmasina dikkat edilmelidir.
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4. 1KI BOYUTTA REGULERLESTIRILMIS
OZYINELEMELI T MATRISI YONTEMI

4.1. Tek Sacicili/Katmanh Durum

3. bolimde T matrisi yontemi GSK yodnteminde sagiciy1 kapsayan ve sagicinin

kapsadig1 test yuzeyleri ile sagict yiizeyi arasindaki maksimum uzakligin biiyiik

olmasi durumunda Q matrisinin kétii-kosullu oldugu anlatilmisti. Rayleigh hipotezi
yonteminde de karsilagilan matrisler, GSK yonteminde elde edilen matrislerin
devrigi oldugundan ayni kotii-kosullu doga ile karsilasilir. Bir sagicili durum igin

sacilan alanin katsay1 vektoriine iligkin ifade (3.9)’dan,

fl = T1(1) ) ElO ra (41)

Ve GSK yontemi ile elde edilen T matrisi ifadesi (3.10)’daki gibi,

Tiw) = _(mgam) '610_1 (4.2)

verilmigsti. Burada 610 matrisinin elemanlari (3.12)’de (3.20) ve (3.22) kullanilarak,

/ —j ! A7 ’ ’ i ! p
am = f(Hr(lz)(kopﬂe md)l)" % (]m(k1p1)e]m¢1 —
g Po (4.3)

= (mUespp)ei™ ) 2" 7' (Hi? Geopt)e 45 )}

elde edilir. Benzer bigimde iRgam matrisinin elemanlart ise,

! —j AN r ’ ; \ND
RgQnm = f {Un(kop)e 1) A7 - 7' (J ey p} ) emP1) =2
s Po (4.4)

— (I (erp}) ™) &' - 7' (], (kopy e 1m1)} dl
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olur. n,m € [—M, M] olmak Uizere M arttikca Q ve RgQ matrislerinin davranisini
incelemek icin bu matrislerin igerisindeki Bessel ve Hankel fonksiyonlarinin
davraniglarini incelemek gerekmektedir. Bunun i¢in bu fonksiyonlarin n — oo igin

asagidaki asimptotik gosterilimleri [19] deki gibi incelenirse,

UGl ~—=|(Z) @5)
)| ~—|\7= :
" V2mn 1\2n
’ 2 |/2n\"
(1,2) SO Ml | e 4.6
|H" (x)| mn <et> ‘ (4.6)
elde edilir. Buna ek olarak, asimptotik Stirling formuli ise,
n n
n!~V2nn (—) (4.7)
e

ile verilir.(4.7) formilu, (4.5) ve (4.6)’de kullanilirsa asagidaki esitsizliklere varilir,

@l < S| & @8
|H,§1'2>(x)| < (n—1)elml (%)n (4.9)

(4.8) ve (4.9) esitsizlikleri T1(1) matrisindeki kotii kosullu dogayi ortaya ¢ikarir [19].

Hr(ll’z)(x) fonksiyonu (n — 1)! orantili bir bigimde hizlica artan karakterde olup,

J.(x) fonksiyonu ise n! ile orantili bir bigimde hizlica azalan karakterdedir. Bu
sebeple RgQ matrisi hizlica azalan karakterdeyken Q matrisi ise nispeten dengelidir.

Her ne kadar Q matrisi dengeli gériinse de dairesel geometrilerde dahi kétii kosullu
oldugu niimerik olarak gosterilebilir. Teorik olarak sonsuz boyutlu bu matris bir
kesme sayisinda kesildiginde, bu matrisin 6klid matris normu ve kosullanma sayis1
siirlanmamistir ve ¢ok hizli biiyiir[17],[26]. Bu nedenle 1.tiirden sistem ozelligi
gosteren bu denklem sistemi niimerik olarak ¢oziiliirken yuvarlama hatalarina agiktir.

(4.1) denklemi, GSK yontemi uyarinca (2.71) ve (2.72)’deki gibi sagicinin

icine gecen alanin katsayilarina bagl iki denkleme ayristirilabilir,
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__QIO ra=a (410)

f1= {z(&ngam) a (4.11)

Burada sagilan alanin katsayr vektori f4’in bulunabilmesi icin 610 matrisinin
tersinin alinmasini gerektiren denklem sistemi (4.10) matris denklem sistemidir ve bu
sistem 1.tiirden bir sistemdir. Bu sistemi I birim matris ve K ise [, uzayinda taniml
kompakt operator[19] olmak Uzere numerik olarak glvenli ve [T+R] matrisinin
kosullanma sayisinin sinirli oldugu [i+ﬁ]y = g gibi ikinci turden bir sisteme
doniistiirmek regiilerlestirme islemi ile miimkiindiir. Regiilerlestirme i¢in kGsegen bir

R matrisi yardimuyla bilinmeyen a 8lceklenirse yeni bilinmeyen vektor,

olur. (4.12) kullanilarak (4.10) yeniden yazilarak ve gésterim kolaylig1 agisindan —ﬁ

sabitinin 610 matrisinin igerisinde yer aldig1 diisiiniilerek,

0, RR -a=a (4.13)

Q, R y=a (4.14)

elde edilir. Burada kosegen R matrisi sagdan regiilerlestirme operatorii olup, bu

durumda (4.14) sistemi yalnizca sagdan regiilerlestirilmis olur. Benzer bigimde

soldan regiilerlestirme operatdrii olarak kosegen bir £ matrisi tanimlanir ve (4.14)’(in

her iki yani soldan bu matris ile ¢arpilirsa,

L:Q, Ry=L-a (4.15)

elde edilir. Béylece 1.tiirden sistem olan (4.10), [I+ K]y = g gibi niimerik olarak

guvenli ikinci tiirden bir sisteme doniistlrilerek regulerlestirilmis olur. Burada,
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£-Q, R=1+K (4.16)

g=L-a (4.17)
bicimindedir. (4.10) sistemini regiilerlestirirken R ve £ icin uygun bir secim,

R = diag[H,(nl)(kOal)] (4.18)

— -1
L= diag[H,§1>(k0al)] (4.19)

ile verilir. Bu se¢im temelde ele alinan fonksiyonlarin (4.8) ve (4.9) ile verilen
asimptotik davraniglarini gézetir ve 6z ¢oziimler ile ortiismesi sart degildir. Zaman
bagimliligr uyarinca ikinci tiir Hankel fonksiyonlarinin kullanilmasina ragmen

burada birinci tiirden Hankel fonksiyonlarinin gériinmesi bu yiizdendir. Burada a4

silindirik sagicinin yaricapidir. Ayrica R ve £ kisegen matris olduklarindan,

(4.20)

Sl
I
&

yazilabilir. Bu secim ile 610 matrisi ile sagdan carpilan kdsegen R matrisi, 610
matrisinde siitun boyunca degisen ve Bessel fonksiyonu igeren terimleri, bu
fonksiyona asimptotik olarak karsit davranista olan Hankel fonksiyonuyla
dlcekleyerek regiilerlestirir. Benzer bi¢imde kdsegen £ matrisi ise 610 matrisi ile
soldan carpilarak satir boyunca degisen ve Hankel fonksiyonlarini iceren terimleri

Hankel fonksiyonunun tersi ile olgekleyerek regiilerlestirir. BOylece 2-610 "R

matrisi, birim ve kompakt bir matris toplami haline doniiserek tersi alinma
noktasinda giivenli bir hale gelir. Buradan hareketle (4.15)’de y vektorl yalniz
birakilarak ve (4.12) kullanilarak,

y= (z.alo.ﬁ.)*.z.a (4.21)

«a=R-(£-Q, R) ‘La (4.22)
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elde edilir. Sagilan alanla iligkili bilinmeyen f; vektorind bulmak icin (4.22),
(4.11)’de yerine yazilirsa ve gosterim kolayligi agisindan kaldirilan — ﬁ sabiti ifadeye

dahil edilirse,
f1=-(%gQ,) R (L 0y .ﬁ.)_l I a (4.23)

olur. Ayrica matematiksel olarak,

(€0 R) =R 0 I (4.24

yazilmas1 miimkiindiir. (4.24), (4.23)’de yerine yazilirsa,

f1=-(%gQ,,) - (R- i_l) Q- (2_1 I)a (4.25)

fi= _(mgalo) ) 610_1 a (426)

ifadesine varilir. Elde edilen (4.26) ifadesi (4.1) ile ayni olup bu esitlik (4.23)’Un
N |
matematiksel olarak dogrulugunu ispat eder. (4.23)’de (L Q0 R ) matris tersi

niimerik olarak giivenli bir bigimde alinirken, (4.2)’de 610_1 matris tersini dogrudan
almak numerik hatalara sebep olur.

Eger (4.1)’deki T1(1) matrisi, Rayleigh hipotezi yontemi ile elde edilecekse bu
durumda (3.11)’den hareketle,

-1

Ty = - (Eio) ' iRgEio (4.27)

olur ve,

-1

fi=- (5;0) : *Rgaio ‘a (4.28)
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-1

—t
yazilabilir. Bu durumda (010) matris tersinin giivenli bir sekilde alinabilmesi i¢in

sistem dogrudan yukarida anlatilan yordamla regiilerlestirilebilir. Buradan hareketle

(4.28) denklemi diizenlenirse,
—t —t
Qlolfl = _mngola
elde edilir ve

1
y=R - fi

yazilarak f katsayisi dlgeklenirse, yukarida anlatilan yordam izlenerek,

—t

— — — —t
LQ R y=—L-RgQ,,

sistemi elde edilir. Burada,

—t

L0, ®R=1+K

—_ —t
g= —L'mngo'a
bicimindedir ve R ve L secimi,

R = diag [H,(ll)(koal)]_l

L= diag[H,(,})(kOal)]

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

seklinde olmalidir (fonksiyon segimleri ile ilgili (4.18) ve (4.19) sonrasi yapilan

—t
aciklama gegerlidir). Rayleigh hipotezi yonteminde tersi alinacak olan @, matrisi

610 matrisinin devrigi oldugundan GSK ydntemi izlenirken kullanilan R ve £
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regiilerlestirme operatorleri, Rayleigh yontemi izlenirken kullanilan £ ve R
operatorlerine denktir.
Regiilerlestirilmis (4.58) denkleminde y vektorl yalniz birakilarak ve (4.57)

kullanilarak,

y=—(£:Qyy'R) -I-%gQyy-a (4.36)

fr=-R-(-Q)yR) -I-RgQyy-a (437)

elde edilir ve matematiksel olarak ispat edilebilecegi tizere (4.64), (4.55)’e denktir.

¢ -1
Fakat (4.64)’nin (4.55)’den farki, (Qio) matris tersinin regiilerlestirme

operatorleri yardimiyla giivenli bir bigimde niimerik olarak alinmasina imkan
tanimasidir. Bu yordamla tek sagici veya coklu sagici durumlarinda karsilasilacak
izole-sagict T matrisleri giivenli bir bigimde nilimerik olarak hesaplanabilir.
Yukaridaki analizde gelen alanin dogrudan sagicinin yerel koordinatinda ifade
edildigi varsayilmis olup, 0. koordinat iizerine gelen alanin sagicinin yerel
koordinatinda yazilmasiyla denklemlerde ortaya g¢ikan Em doniisim matrisi
reglilerlestirme analizini degistirmez, regiilerlestirmenin gegerliligini tehlikeye
atmaz. Eger yukaridaki regiilerlestirme yordami Em donilisiim matrisinin varhiginda

incelenmek isteniyorsa, denklemlerde a yerine a, yazilarak ve

I
Q

a; = (4.38)

10

tanim1 yapilarak analiz siirdiiriilebilir. Regiilerlestirme operasyonu nilimerik
hesaplamada matris terslerinin giivenli bir bigimde alinabilmesini hedef aldigindan

(4.1) ile tutarh olan bdyle bir yaklasim analizi etkilemez.
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4.2. Cok Sagicili Durum

Iki sacicili durum icin daha 6nce (3.39) ve (3.41) ile verilen, f; katsayilarinin izole-

sagict T matrisi cinsinden ifadeleri,

fi1= T1(1) . [Em ‘a+a, - fr) (4.39)

f2= T2(1) . [Ezo ‘a+ @ fi] (4.40)

ile verilmisti. (4.39) ve (4.40) denklemleri diizenlenirse (3.50) ve (3.51)’de verildigi
gibi,

f1—Tia) @z f2=Tin B, @ (4.41)

fo—T2a) @1 f1=Taay By, @ (4.42)

elde edilir. Buradan hareketle bloklar1 asagidaki gibi olan A - f = b matris denklem

sistemi kurulabilir:

1 i=j
A =1 — ~ _ =7 4.4
Y {—Tiu)'“ij ”tf} (4.43)
bi =Ty B, a (4.44)

(4.43) ve (4.44) bloklarmin olusturdugu denklem sistemi 1.tlirden sistemdir ve alinan

silindirik harmonik sayis1t M arttikca A matrisi kotii kosullu hale gelir ve tersinin

alinmas1 0zel bir dikkat gerektirir. Bu sistemi regiilerlestirerek iyi kosullu bir
[i + R] y = g formunda bir 2.tiirden sisteme dontistlirebilmek bu gerekliligi ortadan

kaldirir. Burada daha 6nce anildigr gibi 1 birim matris ve K ise I, uzaymda taniml

kompakt operat6rdir[19]. 2.tlrden bir sistem elde etmek icin,
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(4.45)
y=R - f (4.46)
g=L-b (4.47)

olur ve izole-sagic1 T matrislerinin Rayleigh hipotezi yontemindeki gibi ¢ikarildiklar

varsayimiyla R;, R kdsegen matrisinin bloklar olmak iizere,

_ -1
R, = diag [H,(ll) (koai)] (4.48)

ile verilir. Burada a;, dairesel sagicinin yarigapini ifade etmektedir. Ayrica,

sl
I
b

(4.49)
veL; L kosegen matrisinin bloklar1 olmak iizere,
L; = diag|H (ko)) (4.50)

olur. Yukaridaki £ ve R daha 6nce de amildigi gibi sirasiyla sagdan ve soldan

regiilerlestirme operatdrii olarak adlandirilir. Eger bu operatorler, bloklar: (4.43) ve

(4.44)’da verilen sisteme uygulanirsa,

T I i=j
I+K|=49 = = - = . 4.51
[1+¥] {—Li'Ti(l)'“ij'Ri ”tf} @5

gi=Li T B, a (4.52)

elde edilir. Buradan hareketle f; ve f,’ye iliskin y; ve y, reguler katsayi

vektorlerine  bagh regiilerlestirilmis  yeni

denklemler, yukaridaki matris
gosteriminden yeniden elde edilirse,
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y1 — Ly 'T1(1) Ay Ry yo =Ly 'T1(1) 'Em ‘a (4.53)

¥, — L, 'T2(1) 0y Ry Yy =Ly 'T2(1) 'Ezo ‘a (4.54)
olur ve buradan hareketle asagidaki,

y1=L1 Ty [B,-a+ @z Ry ¥ (4.55)

Y2 =Ly Taa) - [B,,-a+ - Ry y1] (4.56)

denklemleri yazlabilir. (4.55) ve (4.56) denklemleri, (4.39) ve (4.40)’nin
regiilerlestirilmis halleridir. 3.bdliimde iki sagicili durum igin OTMY’nin
cikarilmasindaki yordam izlenerek (4.55) ve (4.56)’dan regiilerlestirilmis
ozyinelemeli iliskiler ¢ikarilabilir. Bunun igin ilk olarak (4.56), (4.55)’de yerine

yazilirsa,

Y1 =Z1'T1(1)'Elo'a+z1'T1(1)'512'§2'22'T2(1)'E20'a

- - (4.57)
+Ly Tiy @12 Ry Ly " Tary " @21 - Ry Y1
olur. y;’li ve a‘li terimler paranteze alinirsa I birim matris olmak tizere,
[i - 21 'T1(1) 2 'ﬁz 'Zz 'T2(1) "0y '§1] "Y1
L _ o _ (4.58)
= Ll ' Tl(l) ! [310 + Ay RZ ' LZ ' TZ(I) ' Bzo] -a
elde edilir. Son olarak, sol yanda y;’in yalniz birakilmasiyla,
- = = —_ = = — -1
y1=|1-Ly Ty @12 Rz L3 To) 21 Ry
[ 1) 12 1) ®21 ] (4.59)

.zl ' T1(1) ! [Elo + a12 .ﬁz IZZ ' T2(1) ' Bzo] -a

ifadesine varilir. Benzer sekilde bu defa (4.55), (4.56)’da yerine yazilir ve y, yalniz

birakilirsa,
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- = - — _ — 1
Y2 =[1—=L; Tay Apy Ry - Ly~ Tya) - Ry

- Ly 'T2(1) ' [Ezo + @1 Ry - Ly 'T1(1) 'Em] ‘a

(4.60)

ifadesine varilir. Boylece (4.59) ve (4.60)’tan hareketle tanimlanan yeni

reglilerlestirilmig T matrisleri,

—REG —

Y1 = Tl(Z) ' BlO a (461)
_REG —

Y2 =Tz B,,- @ (4.62)

—REG
olur. Burada Ty, i. sagicidan sagilan alanin katsayilarini gelen alanin katsayilar ile

iliskilendiren iki sagicili regiilerlestirilmis T matrisidir. Ilgili sacicilardan sacilan

alanlara ait y; ve y, regiilerlestirilmis sagilan alan katsayilarin1 6zyinelemeli olarak

—REG —
bulmak icin 6nce Ty(y) - B, 1n hesaplanmasi gerekir. (4.60) ve (4.62)’den,

_REG — . |
T22) B,, a= [1— L, Tyq) @y "Ry - Ly Tya) - Cya - Ry
L B o _ (4.63)
Ly Ty [Byy + @21 R1-L1-Tyay B a
yazilabilir. Ayrica (4.61) ve (4.62), (4.55)’de kullanilarak,
—REG — - — — _ — —REG —
Ti2) By @=Ly Ty)- [310 +a Ry Ty 'ﬂzo] ‘a (4.64)
elde edilir. Ayrica 3.boliimde OTMY elde edilirken (3.64) ile verilen,
a; = Em "0z, Poz > Poi (4.65)

iliskisi, sagicilarin global koordinat sisteminin orijinine olan mesafelere gore
siralanmasi  sartiyla kullanilmisti. Buradan hareketle (4.65), (4.63) ve (4.64)

ifadelerinde yerine yazilir ve denklemin her iki tarafindaki a vektorii atilirsa,
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—REG — e |
T2z) By = [1— L2 T21) " @21 * Ry~ L1 - Tyay - B, oz " Rz (4.66)
Ly - Tagy - [Ezo + @y Ry~ Ly - Ty 'Em]
_REG — - — — |- _ — —REG —
Ti) Buo = £1-Tacwy  Byp [T+ @oz " Re - Tozy By (4.67)

reglilerlestirilmis Ozyineleme iligkileri elde edilir. Ayrica (4.46) g6z Oninde
bulundurularak y; ve f; katsayilar1 arasinda iliski kurulabildigi gibi regiilerlestirilmis

ve orijinal T matrisleri arasinda da asagidaki gibi bir iligski kurulabilir:

— —REG — — —
RiTiw)  Bio = Tiwy * By (4.68)

=1 = - - = — —REG —
Ri ' Ti(N) ' BiO = Li ' Ti(N) . ﬂl’O = Ti(N) . ﬂl’O (469)

flaveten, (4.69) kullamlarak (4.67)'deki L;-Tqq)-B,, terimi dizenlenir ve

regiilerlestirilmis T matrisi cinsinden ifade edilirse (4.67) asagidaki gibi olur:

—REG — —REG — [ —REG — ]

Ti2) By, =T1) By |1+ Toz Rz * Tz~ B, (4.70)

Regiilerlestirmenin 6zyineleme iliskilerine sagladigi yarar (4.63)’deki matris
tersinin niimerik olarak diizgiin bir bicimde ele alinabilmesidir. Klasik OTMY de
(4.63)’e karsilik gelen (3.65) denkleminde kesme sayist arttikga tersi alinan matrisin
kosullanma sayis1 da artar, boylece matris kotlii kosullanir. Bu sebeple matris tersi
alinirken niimerik hatalardan kaginmak igin izole-sagici T matrisleriyle kurulan
dogrusal cebrik denklem sisteminin [19]’deki gibi regilerlestirilmesiyle elde edilen
sistemden, sistemi olusturan denklemler ayristirilarak bu denklemler iizerine bir
Ozyineleme iliskisi insa etmek gerekir.

(4.66) ve (4.67) ile verilen regiilerlestirilmis 6zyineleme iliskisi N sagic1 igin

genellestirilirse,
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—REG —
TN+1(N+1) ) BN+1,O =

L ~ N L 4.71)
Yyis  Lyvir Thywa [ﬂN+1,0 + Z Ay, R Ly Tiyy - ﬂio]
i=1
YRR =
- N L 7! (4.72)
I— Lyt T Z ayii  Tiw) " By @on+1 'RN+1]
i=1
_REG  —
Tive) "By =
—REG — [= _ — —REG — (4.73)
Tiny) "By [I + aon+1  Ru+1 Tnvaven) BN+1,O]

ifadeleri elde edilir. (4.71)’den (4.73)’e olan ifadeler ¢ok sagicili problemler igin
regiilerlestirilmis 6zyinelemeli T matrisi yontemini (R-OTMY) olusturan iliskilerdir.
Bu yéntemin izlenmesinin OTMY’den farki ¢ok sagicili problemler igin her bir
asamada Yy, matrisinin tersinin nimerik olarak givenli bir bigcimde alinmasini

miimkiin kilmas1 ve ¢éziimlerdeki yuvarlama hatalarin1i minimize etmesidir.

4.3. Cok Katmanh Durum

3.boliimde iki katmanli durum incelenirken her bir katmandan sagilan ve
katmana niifuz eden alanlarin katsayilarimi birbiriyle iligkilendiren (3.133)’den
(3.136)’ya kadar olan denklemler elde edilmisti. Bu denklemler (3.147)’den
(3.150)’ye kadar olan denklemlerde oldugu gibi,

bo—T10-B,, b1 =Ro1 B, ao (4.74)
ai—Ry B, b1 =To B, ao (4.75)
by —Ryz B, -a;=0 (4.76)
a—Tiz° B, a;=0 (4.77)
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ile verilir. Yukaridaki denklemlerden bir diizenlendigi gibi A-x =y denklem

sistemi olusturulursa bu sistem asagidaki gibi olur,

I 0 ~Tyo-B,, O] = =
- — 10 flz bO ROl BlO Ao
0 I Rio- 0 = 3
— — 10_B12 21 = T01 ' ﬂlO Qo (478)
0 _Rlz 321 0 1 0
— — - |Lay 0
0 _T12 321 0 I_

(4.78) denklem sistemi, [19]’de ayni1 senaryo i¢in elde edilmis (7) sistemine denktir
ve bu sistem 1.tiirden sistemdir. Burada Rj, hizli azalan karakterde, Ryq ise hizli
artan karakterde fonksiyon kombinasyonlarim barindirirken T ve Tqp iSe
dengelenmis karakterdedir. Bu sistemi regiilerlestirerek iyi kosullu bir [i + R]z =g

2.tlirden sistemi elde etmek icin énerilen sagdan regiilerlestirme operatorii R [19]de,

_[H,(ll)(koal)]_l 0 0 0
_ 0 HP (k
R [ ra)| 0 . 0 (4.79)
0 0 [H,S” (klaz)] 0
0 0 0 |1 Ueza) |

olarak verilir.

operatorleri

sacilan alanin katsayilarini,

Burada Hankel fonksiyonunun tersi ile gelen regiilerlestirme

diger operatorler ise gelen alanin

katsayilarin1 6lgeklerler. Boylece sagdan regiilerlestirme operatoriiniin bloklar1 igin

gelen veya sacilan alanin katsayilarini 6lgeklemelerine gére tanimi yapilirsa,

— -1
.‘Rf = diag [H,(ll)(ki_lai)] (4.80)

_T
R; = diag [H,(ll) (kiai)] (4.81)

elde edilir (fonksiyon secimleri ile ilgili (4.18) ve (4.19) sonrasi yapilan agiklama
gecerlidir). (4.80) ile (4.81) ifadeleri (4.79)’da yerine yazilirsa sagdan regiilerlestirme

operatori R,

91



—R
R, 0 0 0
0 B 0 0

R= . (4.82)

0 0 R, O
—T
0 0 0 R,

olur. Ilaveten, [19] ile tutarli olacak bicimde bu sistem igin soldan regiilerlestirme

operatorii £,

£, 0 0 0]
—T

0 L, 0 0

L= _ (4.83)
0 0 L, 0
—T
(o0 0 o0 L,
seklinde bir kdsegen matris olup, bu matrisin kdsegen bloklari ise,
—R

L1 =diag [Hr(ll)(kiai+1)] (4.84)
L. = diag |H® o 4.85
L1 =diag [Hn (ki+1ai+1)] (4.85)

ile verilir. Eger sagdan ve soldan regiilerlestirme operatorleri (4.78) sistemine

uygulanirsa,

L-A-R=1+K (4.86)
—1

z=R -x (4.87)

g=Ly (4.88)

olur ve ortaya ¢ikan ikinci tiirden sistem,
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—R — — _R
I 0 _Ll.Tlolﬁlz.:R'Z
- —T — —_ —R
— — O l LllRlolﬁlz.:R'Z
[I + K] = —R — — T -
O _LZ 'R12'321':R,1 I
—T — — T
0 _LZ.TIZ.ﬂz:l.:Rl 0
b,
z=|4
b,
a
—R

g = LIIT01.Blo.a0

© o o

P |
L

(4.89)

(4.90)

(4.91)

formunda olur. Buradan hareketle bq, @;, by ve @, regiiler katsay: vektorlerine bagh

regiilerlestirilmis yeni denklemler, yukaridaki matris gosteriminden yeniden elde

edilirse,

~ —R — — —R ~ —R —
bO_Ll.Tlolﬁlz.:R'Z.b1=L1.R01.B10.a0

_ — — R ~ T — —
a1 —Ly"Ryg B, Rz b1 =Ly To1" B, o
~ —R — — T _
by —L; Rz B, R =0

T

~ =T — - —_ ~
ay —L; T2 B, "Ry1-G1 =0

olur ve bu denklemler diizenlenirse,

~ —R — — —R — — —R ~
b0=L1 ROl B10.a0+‘£1 T10 BlZ :R'Zlbl
_ —T — — —T — — —R ~
a, =L1.T01.B10.a0+‘£1 .Rlolﬁlz.:R'Z .bl

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)
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elde edilir. (4.96)’dan (4.99)’a kadar olan denklemler, (3.133)’den (3.136)’ya kadar
olan denklemlerin regiilerlestirilmis halleridir. 3.boliimde iki katmanli durum igin
OTMY ’nin ¢ikarilirken izlenen yol regiilerlestirilmis ifadeler igin de izlenecek olursa

ilk olarak (4.98)’de (4.97) yerine yazilmalidir. Buradan,

ﬁl =
T — = T — — _R —R — — _—T _ (4.100)
Ly Tor1 By a+Li"Rig" B, Ry Ly Ryz- By "Ry "0y
- T — —- _R —R — — _T
[-ZiRioB,, R Lo Ruz B,y R
) (4.101)
=‘Ll .T01.B10.a0
elde edilir. (4.101)’de @, yalniz birakilarak denklem diizenlenirse,
—REG —T — —
ay =M;_ "Ly Tor B, ao (4.102)
—REG [ —T — — _R —R — — 7171
M- = [I —L; Ry "B, R2- Ly "Rez" B, 'Rl] (4.103)

ifadelerine varilir. (4.102) ile ortaya c¢ikan @, ifadesi, (4.98)’deki b, ifadesinde

yerine geri yazilirsa b1,

~ —R — —= _T —REG —T — —
by =L; Rz B, "R1 "My Ly-To1 B, a0 (4.104)

halini alir. Son olarak (4.104)’de elde edilen b, ifadesi, (4.96)’da yerine yazilir ve

ifade diizenlenirse,

~REG _
bO = R01 b BlO Qo (4105)

~REG _p ~
Rop1 =£;"Rp1 = (4.106)

R — —R — — _R —R — — _T —REG —T —
Li-Ror +Ly " T1o" By Rz Ly Riz By "Ry "My 'L1'T01]
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~REG
elde edilir. Burada Rgy; , 0 bolgesinde tanimli genellestirilmis regller sagilma

matrisidir. Elde edilen regiilerlestirilmis 6zyinelemeli iliskileri N katmanli problem
icin de genisletmenin yolu 3. boélimde de anlatilana benzer bigimde (4.98)

denkleminin (4.105)’e, (4.99)’un ise (4.102)’ye benzemesi gerekir. Bunun igin

. =R — .. . . . =REG c e ..
(4.98)’deki L, -Rqp reglle sagilma matrisi yerine Ry genellestirilmis regule

—_T —REG
sa¢ilma matrisi ve (4.99)’daki £, operatérinin énine M,_ matrisi ¢carpim olarak

konulmalidir. Ayrica (4.108) ve (4.110)’da a, yerine d, yazilir ve @, in Oniine

—T
carpim olarak R getirilirse ve,

Ry =1 (4.107)

olarak tanimlanirsa sonu¢ degismez ancak ifadelerin biitiinliigli korunmus olur. a,
0.bolgesinden gelen alanin katsayisina iliskin vektor oldugundan regiilerlestirme
yapilirken Olgeklemeye tabi tutulmaz. Bu sebeple (4.107) 6zyinelemeli iligkinin
korunmasi adina tanimlanmis suni bir regiilerlestirme operatoriidiir. Tim bu elde

edilenler 15181nda asagidaki iligkiler elde edilir:

dy =ML Ty B Ry -y (4.108)
a, = MEEG ZZ - Ty 'Em ii “ay (4.109)
e — ﬁoRfG . Elo .ﬁz i (4.110)
5, = ﬁl::G . Em 'if & (4.111)

REG =REG

Ayrica iki katmanli problem i¢in M,_ ve Ry, matrisleri,

M, =[] =1 (4.112)
~REG _p _
Rz = 135 "Ry2 (4.113)
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olarak bulunur. ki katman icin elde edilen regiilerlestirilmis ifadeler, 3. boliimdeki
¢ok katmanli durumda oldugu gibi N katmanli durum igin genisletilirse (4.108)’den
(4.111)’a kadar olan denklemlerin yardimiyla,

—REG —T — — —T

Giv1 =Mpp1-Livg Tiger By " R - @ (4.114)
~REG _ T
bi =Riis1- By Ri G (4.115)
elde edilir. Burada,
—REG
i+1- =
_ T _ _ _R ~REG _ T -1 (4116)
[I —Liv1 Risni " Biiqiio Rivz " Rivnivz " Biyping 'Ri+1]
Riiv1 = [Li+1 “Riper + Liva  Tivni " Biyq o Rivz " Rivnis
(4.117)
— T —REG —T —
Biigivr Rivr My - Lyyq Ti,i+1]
— =1 -
My = [1] =1 (4.118)
~REG R _
Ry-1n =Ly Ry-1n (4.119)

oldugu unutulmamalidir.(4.114) ve (4.115) ifadeleri ¢ok katmanli problemler igin
regiilerlestirilmis 6zyinelemeli T matrisi yontemini (R-OTMY) olustururlar ve bu

sayede bu tiirden problemler icin klasik OTMY de karsilasilabilecek kotii kosullu

M, 1_ matrisinin tersinin niimerik olarak dogru bir bicimde alinmas1 saglanmis olur.
Her bir katman icin tersi hesaplanacak olan M;,;_ matrisinin koti kosullulugu
Ozyinelemenin her asamasinda niimerik hatalara sebebiyet verecek ve bu hata her
asamada birikerek dogru ¢oziimden sapmalara yol agacaktir. Bu sebeple ¢oziimler
aranirken  2.tiirden sistemi getirdigi avantajlara sahip olan R-OTMY’nin

kullanilmasi, artan kesme sayisiyla ¢oziimlerin niimerik giivenli olmasini saglar.
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5. NUMERIK SONUCLAR

5.1. Cok Sacicili Durum

4. boliimde anlatilan Regiilerlestirilmis — Ozyinelemeli T Matrisi Yontemi (R-
OTMY), birden ¢ok sacicidan veya katmandan sagilma probleminin ele alinmasinda
niimerik olarak giivenli bir yontemdir. 3. béliimde ele alman klasik Ozyinelemeli T
Matrisi Yontemi (OTMY), GSK yéntemi ile sifir alan integrallerinde Green
fonksiyonu ve alanlarin Helmholtz denkleminin 6z c¢o6zimleri olan silindirik
harmoniklere acilmas1 temeline dayanir. llgilenilen bu sifir alan integralleri
Fredholm 1.tip integral denklemler olduklarindan c¢esitli niimerik yoOntemlerle
integrallerin ayriklastirilmasiyla elde matris denklem sistemi de kétii kosullu dogaya
sahip olan 1.tirden sistem olur. Céziimler klasik OTMY ile aranirken bu sebeple T
matrislerinin kesme sayisi arttikca ters almaya duyarliliklar yani kosullanma sayilari
artar. Bu da kesme sayisi arttikca ¢Oziimlere daha iyi yakinsama beklerken
¢Oziimlerin niimerik hatalara agik olmasindan 6tiirii gercek ¢oziimden uzaklagmasina
sebebiyet verir. Ote yandan R-OTMY de sifir alan yaklasimi temeline dayanmasina
ragmen 1.tlirden sistemi olusturan denklemlerin regiilerlestirilmesiyle 2.tlrden bir
denklem sistemine dayandigi icin kesme sayisi arttikca c¢oziimlerin dogrulugunu
guvende tutar. Bu bahiste klasik OTMY "nin tiim 6zelliklerini iginde barindiran ancak
niimerik kararlilik bakimindan daha iyi sonuclar veren R-OTMY’nin getirdigi
iyilestirmeler TM dalga uyarimi altinda ¢oklu sagili ve katmanli yapilardan sagilim
problemi incelenerek gosterilecektir. Oncelikle bu senaryolar igin kurulacak dogrusal
cebrik denklem sisteminde direkt matris tersi alinarak elde edilen ¢oziimler, OTMY
ve R-OTMY coziimleri karsilastirilacak, ardindan OTMY ve R-OTMY kullanilirken
karsilagilan tersi alinan matrislerin orijinal ve regiilerlestirilmis versiyonlarinin

matris tersi almaya duyarliliklar karsilagtirilacaktir.
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Gozlem
Cizgisi

4

Sekil 5.1 : 9 silindirik sagicili problem.

Sekil 5.1°deki gibi esit araliklarla dizilmis manyetik olmayan kayipsiz dokuz
dairesel silindirik sagicili diziden 200 THz frekansinda TM dalgalarin sagilma
problemi incelensin ve son sagicidan yatayda 1,125 pm uzaktaki gozlem cizgisinden
sacilan elektrik alan g6zlensin. Burada dis ortamin parametreleri bos uzayin ortam
parametreleri olan €, ve p,’a esit olup, 0,15 um yarigapli her bir sagicinin dielektrik
sabiti €; = 4€, ve manyetik geg¢irgenligi W; = Yy’ dir. Ayrica her bir sagici global
koordinat sisteminin orijininden olan mesafeye gore 1’den 9’a kadar
numaralandirilmistir.

Sekil 5.2°de M = 10, P = 160 igin sagilan elektrik alanin z bileseninin gézlem
cizgisi iizerindeki degerleri dogrudan matris tersi alinmak suretiyle elde edilen lineer
cebrik denklem sistemi (LCDS), OTMY ve R-OTMY yontemiyle elde edilmistir.
Burada M ve P degerlerinin yukaridaki gibi segilmesinin sebebi her li¢ yontemin de

ortak calistigi bolgede dogru ¢oziimii verdigini gdstermektir. P’nin yukaridaki gibi
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LCDS, R-OTMY ve OTMY igin Sacilan Alan Siddeti Grafigi
M=10, P =160

13 T T T T T T T

—E—LCDS

o M
T T

-
T

Es
Sacilan Elektrik Alan Siddeti (V/m)

w
T

@
T

0.7 | 1 1 1
-2.4 -2.2 -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 0.8 -0.6

Gozlem Noktalan

Sekil 5.2 : M = 10, P = 160 i¢in sag¢ilan alanin genliginin gézlem noktalarina goére
degisiminin LCDS, OTMY ve R-OTMY ile ele alinmasi.

biiyiik bir deger seg¢ilmesi, M arttik¢a toplamsallik teoremi yardimiyla elde edilen
donlisiim  matrislerinin - dogru bir bi¢imde hesaplanmasint ve ¢oziimleri

YRES matrislerinin

etkilememesini garanti altina almaktir. Burada Yy,; Ve
kosullanma sayilar1 Tablo 5.1’deki gibidir.

Tablo 5.1’de agikg¢a goriildiigii tizere dokuz sagici i¢in her asamada hesaplanan
YNES matrisleri Yy, 1 matrislerine kiyasla iyi kosulludur. Her ne kadar ¢oziimler her
ti¢ algoritmanin da glvenli oldugu kesme sayilarinda elde edilse de niimerik
hesaplama sirasinda matrislerin kosullanma sayilarinin kiiciik oldugu ¢6ziim yontemi

nimerik olarak daha kararlidir.
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Tablo 5.1: M = 10, P = 160 igin Yy, 1 Ve Yhe$ matrisleri i¢in kosullanma sayilari.

Yy.1 | Kosullanma Sayis1 | YRES | Kosullanma Sayisi
Y, 2,6410 - 10° YREG 1,1917
Y3 7,1243-10'¢ | YREG 1,1904
Y, 5,1188-10* YREG 1,4649
Y5 4,8434-10% | YREG 1,4105
Ye 1,8230- 1012 | YREG 1,2429
Y, 3,5788-101% | YREG 1,5667
Yg 1,0230 - 10%° YREG 1,9345
Y, 1,8130 - 10° YREG 1,6838

LCDS ve R-OTMY icin Sacilan Alan Siddeti Grafigi

M=70,P =160

-~
[
T

-
-
T

S
Z
Sacilan Elektrik Alan Siddeti (V/m)

=
=]
T

—HB—Lcbs
—&—R-0TMY

-2.4 2.2 -2 -1.8 -1.68 -1.4 -1.2

Gozlem Noktalan

-0.8 0.6

Sekil 5.3 : M = 70, P = 160 i¢in sag¢ilan alanin genliginin gézlem noktalarina goére

degisiminin LCDS ve R-OTMY ile ele alinmasi.

Sekil 5.3 ve Sekil 5.4’de bu defa M = 70, P = 160 i¢in sacilan elektrik alanin

z bileseninin gozlem ¢izgisi tlizerindeki degerleri

hesaplanmustir.

Kolayca

goriilebilecegi iizere LCDS ile R-OTMY c¢o6ziimleri birbiri ile tutarliyken, OTMY

¢cozlmleri yontemin kotii kosullu dogasindan 6tiiri bu kesme sayisinda hatali elde
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edilir. Secilen P degeri, 3.boliimde OTMY igin anlatilan kisitlamalar dikkate aliarak
M kesme sayist belirli bir miktar artirilsa da doniisiim matrislerinin dogru bir sekilde

ele alinacagi bigimde se¢ilmistir.

OTMY igin Sacilan Alan Siddeti Grafigi
M=70,P=160

x10'3

na na
=2} w

ra
j

Sacilan Elektrik Alan Siddeti (V/m)

M
s

-2.4 -2.2 -2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6

Gozlem Noktalari

Sekil 5.4: M = 70, P = 160 i¢in sacilan alanin genliginin gdzlem noktalarina gore
degisiminin OTMY ile ele alinmasi.

Bu sebeple OTMY c¢ozimlerinde bu M kesme sayis1 degeri icin karsilasilacak
niimerik hatalarin, yontemin kotii kosullu dogasindan kaynaklandigi sodylenebilir.
Buna ek olarak, M = 70, P = 160 igin Yy,; ve YRES matrislerinin kosullanma
sayilar1 Tablo 5.2°de verilmistir. Tablodan hareketle OTMY’de ortaya ¢ikan Yy, q
matrislerinin kosullanma sayilarinin bu denli yiiksek ¢ikmasi yontemin kotii kosullu
dogasmi gozler Oniine sermektedir. Bu sebeple bu yontem daha az silindirik
harmonik kullanildig1 durumlarda bir baska deyisle diisiik M kesme sayilart i¢in
uygundur. Daha fazla harmonik alinmasi gerektiginde ise yontemin kot kosullu

dogas1 kendini gostermekte olup, ¢6ziimlerde tolere edilemez bir hataya sebebiyet

101



verir. Oysa ki R-OTMY kesme sayis1 az veya fazla tutulsa da 2.tiirden sistemlerin
sahip oldugu iyi kosullu dogasindan 6tiirii niimerik olarak ¢éztimlerin dogrulugunu
giivende tutar, ¢oziimler yuvarlama hatalarina agik degildir. R-OTMY ile ortaya
¢ikan YoES matrislerinin kosullanma sayisinin 1’e gok yakin, kiigiik ve simrli olmast
yontemin iyi kosullu dogasii gozler oOniine serer. Bu sebeple R-OTMY’nin
¢oziimlerin dogrulugu bakimindan niimerik olarak OTMY ’den daha giivenli oldugu
sOylenebilir.

Sekil 5.5°de P =160 igin YnE$ matrislerinin kesme sayisi M’e gore
kosullanma say1s1 grafigi her bir 6zyineleme i¢in verilmistir. Sekil 5.6’da ise Yy, ve
YNES matrislerinin kosullanma sayilarinin logaritmas1 aym grafikte verilmistir. Buna
gore, kesme sayisi arttikga Yy,q matrisinin kosullanma sayisi logaritmik olarak
artarken, Yae$ ise smirh kalir. Yhes icin 6zyinelemelerde karsilasilan en yiiksek
kosullanma sayis1 8.sagic1 i¢in ortaya ¢ikmakta olup bu deger de 2 ile 2,1 arasindadir
ve R-OTMY’nin artan kesme sayisiyla performansmin iyi oldugu asikardir. R-
OTMY, daha fazla sayida harmonik alabilmek icin M’i artirarak ve buna uygun
bicimde P doniisim harmonik kesme sayisi belirleyerek ¢oziimlerin giivenli bir

bi¢gimde elde edilmesini miimkiin kilar.
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Tablo 5.2: M = 70, P = 160 icin Yy, 1 Ve Yhe$ matrisleri i¢in kosullanma sayilari.

Yy.1 | Kosullanma Sayisi | YRES | Kosullanma Sayist
Y, 1,0006- 1033 | YREG 1,1917
Y3 1,8867 - 1087 | YREG 1,2088
Y, 5,5854 - 10178 | YREG 1,4649
Y 2,5768- 10188 | YREG 1,5821
Ye 1,5621-101%° | YREG 1,2429
Y, 1,0342- 108 | YREG 1,5667
Yg 1,1324-10Y72 | YREC 2,0520
Yo 2,9795 - 10157 | YQ*E© 1,6838
T:Ef Matrislerinin P = 160 i¢in Kosullanma Sayisi Grafigi

21 T

Kosullanma Sayisi
[=2]

O O NI O

20 30 40 50 60 70
Kesme Sayisi M

Sekil 5.5 : P = 160 icin YRES matrislerinin kosullanma say1lari grafigi.
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REG
’I‘N+1 ve ’I‘N+1

Matrislerinin P = 160 i¢in Kogullanma Sayisi1 Grafigi
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Sekil 5.6: P = 160 igin Yy, ve YRES matrislerinin kosullanma sayilar grafigi.
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!ry

Sekil 5.7: 3 silindirik katmanli problem.

5.2. Cok Katmanh Durum

Sekil 5.7°deki gibi 3 silindirik katmandan olusan bir sagicidan 200 THz
frekansli TM dalgalarin sagilmasi1 problemi ele alinsin. Burada dig ortamin
parametreleri bos uzayin ortam parametreleri olan €, ve p,’a esit olup, katmanlarin
yaricaplar1 en biiyiik katmandan en kii¢iik yaricapli katmana dogru sirasiyla 4,5 pum,
3 um ve 1,125 um’dir. Ayrica katmanlarin dielektrik sabiti sirasiyla €; = 2€,, €, =
4e, Ve €; = 8¢y’dir. Katmanlarin manyetik gecirgenligi p; = po’dir. Ilaveten,
katmanlar en distan en ige dogru numaralandirilmistir.

Sekil 5.8 ve Sekil 5.9°7da M = 10 ve P = 160 icin sagilan ve igeri niifuz eden
alanlarin katsayilar1 bulunmaktadir. Kolayca goriilebilecegi iizere LCDS, OTYM ve
R-OTYM sonuglar1 birbiri ile tutarlidir. Bu senaryo icin eger 0. bdlgedeki gelen
alanlar 0.koordinat yerine dogrudan en distaki sacicinin {izerinde yazilirsa,
0.koordinata doniistim matrisleri ifadelerde goriinmez, bdylelikle ¢oziimler yalnizca

M kesme sayisina baglh olur.
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Katmanlardan i;eri Gegen Alanlarin Katsayilan
0 T T T 18

04‘! 0.41
0z 0z

Sekil 5.8: M = 10, P = 160 i¢in katmanlardan iceri gegen alanlarin katsayilari.

Sagilan Alan Katsayilar Grafigi

L
0.4+ k\l ﬁ \\ﬂ / 4 0.4
\ /\ ny
03 &\é \ \IJ I B 03
.
R

m m m

Sekil 5.9: M = 10, P = 160 icin katmanlardan sagilan alanlarin katsayilari.
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M, ve Mi'ﬁ? Matrislerinin P=160 i¢in Kosullanma Sayisi Grafigi
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— —REG
Sekil 5.10: P = 160 i¢in M;,41_ Ve M;,;_ matrislerinin kosullanma sayilar1 grafigi.

Bu senaryoda karsilasilan ﬁiﬂ_ matrislerinin  kotii  kosullulugu ¢ok sagicilt
durumdaki Yy, matrisinden daha iyi durumdadir. Cok sag¢icili durumda M = 10

icin Y, matrisinin kosullanma sayis1 10° mertebesindeyken, i¢ ice durumda

M1_matrisinin kosullanma sayis1 1.6029 olarak elde edilmistir. Sekil 5.6 ve Sekil
5.10 birlikte incelendiginde, ¢ok katmanli yapida tersi alinan matrislerin kosullanma
sayisinin, ¢ok sacicilt durumdaki tersi alinan matrislerinkinden daha hizli yiikseldigi
goriiliir. Bu sebeple ¢ok katmanli durumda ¢oziimler yaklasik M = 80’e kadar
giivenli gorlinmektedir. Eger bundan daha fazla silindirik harmonik alinacaksa
guvenilir ¢ozimlerin elde edilmesinin yolu R-OTMY’den gegmektedir. Her
halikarda R-OTMY, herhangi bir M kesme sayis1 icin OTMY’de tersi alinacak
matris o kesme sayisi i¢in 1yi kosullu bile olsa o matrisin terse alinabilirligini daha da

tyilestirir.
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6. SONUC VE GELECEKTE ISLENECEKLER

Bu ¢alismada silindirik dalga sagilmasi ¢6ziimleri i¢in 6zyinelemeli T-Matrisi
yonteminin 6zyineleme adimlar1 sirasinda karsilasilan matris tersi islemlerinin daha
kararli olarak gergeklestirilmesine yonelik regiilerlestirme uygulamasi ele alinmstir.
Hem c¢oklu sagicilar hem de katmanli sagici igin sozii edilen uygulamanin ¢iktilar
sergilenmistir. Anilan matrislerin ters almaya duyarhiliklarmin regiilerlestirmeler
sonunda carpici bicimde gelistigi gosterilmistir. Orneklemeler sagicilarin dairesel
kesitlere sahip oldugu durumlarda gergeklestirilmistir. Oz ¢dziimlerin dairesel
silindirik harmonikler ile verildigi diistiniiliirse, bu durum i¢in dahi matris tersi
almaya dayali yontem bakimindan regiilerlestirmenin énemi [17]’de ele alinmisti. Bu
calismada 6zyinelemeli T-matrisi yontemi agsamalarinda da regiilerlestirmenin benzer
oneme sahip oldugu gosterilmistir.

Bu calismada ele alinan yontem dairesel simetriden ¢ok sapmayan keyfi kesitli
sagicilar icin de Onerilmistir. Gelecekte, dairesel simirlar i¢in gegerli olan
regiilerlestirmenin bu tiirden sagicilar igin gelistirilmesi muhtemel hedefler
arasindadir. Ayrica 3-boyutta yukarida ele alinan asamalarin incelenmesi bir baska

dogal hedef olarak durmaktadir.
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EKLER

Ek A: Teget Manyetik (TM) ve Teget Elektrik (TE) Tanimlamalari

Silindirik bir dalga kilavuzunda kilavuzlanan bir elektromanyetik dalganin
ilerleme yoni k (silindir ekseni z) her zaman normali oldugu diizlem (silindirik kesit)
ile beraber anilabilir. Bu diizleme teget elektromanyetik dalga bilesenleri ilerleyen
dalgay1 karakterize eder. Eger sadece manyetik/elektrik alan bu diizleme teget ise
dalga Teget Manyetik(TM)/Teget Elektrik (TE) olurken, her ikisi birden bu diizleme
teget ise Teget Elektromanyetik(TEM) olur. (bos uzaydaki diizlemsel dalga TEM
smifina girer). Bu smiflama ilerleme yoniine dik (transverse) bilesen terimleri ile
yapildiginda ortaya ¢ikan evrensel tanimlama ile tutarh olur.

Silindirik dalga sacicilarina gore tegetlik yorumu kesit diizlemine gore gecerli
kilinabilir. Bu diizlem Sekil Al.1 ve Sekil Al.2’de gosterildigi gibi, k vektoriinin
silindir ekseni ile yaptig1 agida olusan diizlemi kasteder. Bu diizlem ayni1 zamanda k
ve sagic1 yiizey normali i olmak (izere fi X k vektorlerinin {izerinde bulunduklar
duzlemdir. Eger sadece manyetik/elektrik alan bu diizleme teget ise sagilma problemi
TM/TE olarak smiflamir. Bu simflama k ve @ vektorlerinin iizerinde bulundugu
diizlem olan gelis diizlemine dik (transverse) bilesen terimleri ile yapildiginda ortaya
¢ikan evrensel tanimlama ile tutarl olur.

Bu terimlerin evrensel kisaltmalara Tiirk¢e terim karsi getirmek amaciyla ilk
kullanimi1 Dog¢.Dr. Fatih Dikmen tarafindan 2016 URSI Turkiye ulusal kongresinde

bildiri sunumlarinda kullanilmastir.
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Sekil Al.1: Bir silindiri aydinlatan Teget Manyetik (TM) dalga.

Sekil Al.2: Bir silindiri aydinlatan Teget Manyetik (TE) dalga.
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Ek B: Graf Toplamsallik Teoremi

O;

Sekil B1.1: Silindirik koordinat sistemleri aras1 dontisiim.

HE (klp e =

0 @ indi—i(n—m)e (E.1)
Z Jn-m(kpji)Hy " (kp;) i) i, pi>pi
n=—oo
1 (Kl e =
N 2 ing;—j(n-m)e ;; (E.2)
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