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OZET

Bu tez c¢alismasinda, Lyapunov ikinci yontemi veya Lyapunov dogrudan
yontemi kullanarak nedensel operatorleri igeren baslangic kosullari ile nedensel
diferansiyel denklemlerin kararlilik (stabilite) kriterlerini inceledik. Daha sonra
nedensel diferansiyel denklemlerin nedensel operator araciligiyla pratik kararlilig
Lyapunov fonksiyonlar1 agisindan arastirilmistir. Pratik kararlilik i¢in segilen belirli
aralik ile nedensel diferansiyel denklemin kararliligi arasindaki iliski incelenmistir.
Son olarak, nedensel diferansiyel denklemin farkli baslangi¢ zamanlarinda pratik

kararlilig1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Nedensel Pratik Kararhlik, Lyapunov Kararhhk, Nedensel

Kararhhk, Baslangic Zamam Farkh.



SUMMARY

In this thesis, we have studied stability criteria of causal differential equations
with initial conditions involved causal operators by using Lyapunov second methods
or Lyapunov direct methods. Then, the practical stability of the causal differential
equations through the causal operator has been investigated in terms of Lyapunov
functions. The relationship between the particular interval chosen for the practical
stability and the stability of the causal differential equation has been investigated.
Finally, the practical stability of the causal differential equation at different initial time

has been investigated.

Keywords: Causal Practical Stability, Lyapunov Stability, Causal Stability,

Initial Time Different.
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1. GIRIS

Kararlilik kavrami ve Lyapunov kararlilik analizi uygulamali matematigin en
onemli konularindan biridir. Miihendislik ve farkli bilim dallarinda pek cok
uygulamalar1 mevcut olan kararlilik teoremleri kullanilmaktadir. Lyapunov’un ikinci
metodu olarak bilinen, sik¢a kullanilan, kararlilik incelemesinde bir¢ok kolaylik
saglayan bu metot ile inceledigimiz diferansiyel denklem sistemiyle kiyaslanmasi
mimkiin olan farkli bir karsilastirma sistemi olarak tanimladigimiz diferansiyel
denklemin kararliligin1 inceleyerek mevcut sistemin kararliligit hakkinda fikir
yiirlitmemize yardimci olur. Lyapunov’un ikinci metodunda kullandigimiz Lyapunov
fonksiyonlart sayesinde ¢ozlimler hakkinda bilgi sahibi olmadan kararlilik analizi
yapmamiz miimkiindiir. Bu metodun en bilinen ve kolaylik saglayan 6zelligi kararlilig1
incelerken verilen uygun kosullar1 saglayan Lyapunov fonksiyonlarinin ve Dini
tiirevlerinin kullanilmasi sayesinde ¢6ziim hakkinda bilgi gerektirmemesidir. Bunun
yaninda incelenen sistem kararsiz olabilir. Fakat hala kabul edilebilir bir denge
durumunun ¢ok yakiminda hareket edebilir. Bu nedenle Lyapunov kararliliktan daha
uygun bir kararlilik kavramina ihtiya¢ duymaktayiz. Bu kavram ise pratik kararlilik
olarak ifade edilmektedir. Nedensel operator aracihigi ile “fuzzy” diferansiyel
denklemleri, “nonlinear” diferansiyel denklemleri ve “fractional” diferansiyel
denklemleri seklinde 6zel durumlarin pratik kararliligina bakabiliriz.

[k béliimde kararlilik kavramu ile ilgili bilgiler verilmis ve pratik kararliliga
neden ihtiya¢ duyuldugu belirtilmistir. Ayrica nedensel operatdriin tanimi ilk boliimde
verilecektir. Ikinci boliimde nedensel kararlilik ve nedensel pratik kararlilik tanimlart
verilecektir. Ugiincii boliimde Lyapunov fonksiyonlari ile karsilastirma teoremleri ve
nedensel diferansiyel denklemlerin pratik kararliligi ile ilgili karsilagtirma sonucu
incelenecektir. Dordiincii boliimde ise bu baglangi¢ zamani farkli nedensel diferansiyel
denklemlerin pratik kararliligi incelenecektir. Besinci boliimde ise nedensel
diferansiyel denklem sistemlerinin iki 6l¢ii cinsinden baslangi¢c zamani farkli pratik
kararliligina bakilacaktir. Son olarak altinci béliimde ise uygulama basghigi altinda

ornege yer verilecektir.



1.1. Nedensel Operator ve Kararhlik Teorisi

J uygun bir zaman aralig1, X de sonlu veya sonsuz boyutlu bir uzay olmak tizere
E = E(J, X) tammlayalim. Bu durumda E, bir fonksiyon uzayidir. Q : E — E tanimh
bir operator ise ve Q operatorii asagidaki 6zelligi sagliyorsa nedensel operator olarak
tanimlanir.

(i) E’nin her x,yelemanm i¢in 0 <t;, <s <t olmak lzere x(s) = y(s)
oldugunda, keyfi bir T igin, 0 < t, < s <t <T, (Qx)(s) = (Qy)(s) saglaniyorsa
nedensel operator olarak ifade edecegiz. E, [t,, T) aralig1 tizerinde Ol¢iilebilir bir
fonksiyon uzayi ise (i) Ozelliginin [t,, T] tizerinde hemen hemen her yerde gegerli
olacak sekilde tanimda degisiklik yapilmasi gerekir.

Lyapunov metodunu kullanarak, nedensel diferansiyel denklemlerin pratik
kararliligiyla ilgilenecegiz. Kararlilik teorisi, baslangi¢ kosullart altinda diferansiyel
denklemlerin ¢oztimlerinin ve dinamik sistemlerin yoriingelerinin kararliligini ele alir.
Ornegin, 151 denklemleri kararli kismi diferansiyel denklemlerdir.

Burada maksimum prensibinin bir sonucu olarak baslangi¢ zamanindaki
bozulmalar sicaklikta ufak degisimlere sebep olur.  Lyapunov kararliligi,
uygulamalarda g¢esitli kavramlarin ortaya ¢ikmasma neden olmustur. Bunlar;
kararlilik, kuasi-kararlilik, tam-kararlilik, asimptotik kararlik, diizgiin kararlilik ve

ileride kararlilik gibi kararlilik kriterleridir.



2. KARARLILIK TANIMLARI

2.1. Nedensel Kararhhik Tanimlar:
Operator Q : E > E ve E = C([ty, ©),R™) olmak lizere

x'(t) = (Qx)(@), x(to) =xg,t0 =0
(2.1)

nedensel diferansiyel sisteminin herhangi bir ¢éziimii x(t, to, xo) Ve
S(p) ={x € R™|Ix|l < p} (2.2)
olsun. Varsayalim ki (t,, 0) dan gegen x(t) = 0 asikar ¢oziimii (2.1) i saglasin.
Simdi asikar ¢oziimiin kararlilig1 ile ilgili tanimlar verecegiz.
Tamm 2.1: Burada (2.1) sisteminin x = 0 asikdr ¢oziimii

(Ki)Here >0vet =ty t €] = [ty, ) olmak iizere t, da siirekli olan pozitif

bir 6 = 6(t,, €) fonksiyonu mevcut olsun éyle ki
llxol] < & iken t = tg icin ||x(t, ty, xoll < € (2.3)
saglamir ise kararlidir;
(Ky) (K7) deki &, ty dan bagimsiz ise diizgiin kararhdur,

(K3) Here > 0ve ty € ] icin 6y = 6o(ty) ve T = T(ty, ) pozitif sayilart var

ve dyle ki
l|xo Il < Sgvet = ty+ Tiken||lx(t, ty, x)Il <& (2.4)
Saglanir ise kuasi es asimptotik kararldir;
(K,) (K3) 'teki 6y ve T, t, dan bagimsiz ise kuasi diizgiin asimptotik kararlidir;
(Ks) (Ky) ve (K3) iin her ikisi de saglanir ise es asimptotik kararhdir,

(Ke) (Ky) ve (K,) iin her ikisi de saglanir ise diizgiin asimptotik kararlidir;



(K;) Her e > 0,a > 0 ve ty € ] olmak iizere T (ty, €, a) pozitif sayist vardwr

oyle ki
llxoll < a ise |[x(t, to, x0ll < &,t= to +T (2.5)
Saglamir ise biiyiik olciide es asimptotik kararlidir,

(Kg) (K;)’deki T pozitif sayisi, t, dan bagimsiz ise biiyiik ol¢iide kuasi es

diizgiin asimptotik kararlidir;

(Ky) (Ky) saglaniyor ve (K;) deki her a degeri icin 0 < a < o saglanir ise

tam kararlidir;

(K10) (K3) saglaniyor ve (Kg) deki a tiim degerleri i¢cin 0 < a < oo oluyorsa

tam diizgiin kararlidir.

Sonug 2.1: Kuasi-asimptotik kararlilik kavrami (K;) ve (Kg) deki gibi zayiflatilabilir.
Yukaridaki tamimlarda verilen €, a; p dan kii¢iik oldugundan dolayr (K;) — (Kg)
kavramlar: yerel(lokal) niteliktedir. Ancak p = o ise, S(p) = R™ olacak sekilde buna
karsilik gelen kararlilik kavrami yerel olmayan(global) karakterde olacaktir. Bu da
(Ko) ve (Kqo)tanmmlarin verir. Ayrica Q(0) # 0 iken (K;) ve (Kg) tamimlart saglanir.

Basgka bir deyisle asikdr ¢oziim olmasa dahi saglanir.

2.2. Nedensel Pratik Kararhihik Tanimlar

Uygulamalarda tam kararliligin, asimptotik kararliliga gore daha ¢ok istenen
bir durumdur. Bazen kararsizlik bile daha iyi durum olabilir. Belki sistemin istenen
durumu matematiksel olarak kararsiz olabilir ancak istenilen duruma yeterince yakin
salinimlar yapabilir ve bu durum sistemin performansi agisindan kabul edilebilirdir.
Ornegin, bir ucak veya fiize, matematiksel olarak kararsiz bir durum etrafinda
salinmasina ragmen, performansi kabul edilebilirdir. Bir¢ok problem bu kategoridedir.
Bir uzay aracinin iki nokta arasindaki yolculugu, kimyasal bir siiregte sicakligi belirli
siirlar i¢inde tutma sorunu gibi islemleri pratik kararlilik kavramu ile agiklayabiliriz.

Bu tiir durumlarda pratik kararlilik kavrami daha kullanighdir.



Tanim 2.2 Yukaridaki (2.1) sisteminin ¢oziimii

(PK;) verilen (4, A) icin 0 < A < A olmak iizere
l|xoll < Aoldugunda t = tyvebazity € ] igin ||x(t, ty, xo)|| < A (2.6)
saglanir ise pratik kararlidir ;
(PK,) (PKy) her ty € ] icin saglanir ise diizgiin pratik kararhidir,
(PK3) (A,B,T)>0,0<A < Bvebazi ty € ] icin ||x,|| < A oldugunda
lx(t, to, x)| < B, t =ty + T (2.7
Saglanir ise kuasi pratik kararhdir,
(PK,) (PK3) her ty € ] icin saglamir ise diizgiin kuasi pratik kararlidir;
(PK3) (PKy) ve (PK3) saglanir ise giiclii pratik kararhdr,
(PKg) (PK,) ve (PKy) saglanir ise diizgiin giiclii pratik kararlidir;
(PK;) (PKy) ve (K7), a = A i¢in saglanir ise asimptotik pratik kararhidir;

(PKg) (PK,) ve (Kg), a= A icin saglamr ise diizgiin asimptotik pratik

kararlidir;
(PKy) (PK,) saglanmaz ise pratik kararli degildir,

(PK;p) Verilen (4,4), 0 <A< A i¢in T = 1t(A,A) var ve dyle ki ||xoll < A
oldugunda

t = tog=tiginl||lx(t, ty, x)|l < A (2.8)
Saglamir ise er geg pratik kararhdir,
(PKi1) (PKy) ve (PK3) saglanir ise er geg giiclii pratik kararlidir;

(PKi3) (PKyo) ve (PKy) saglanr ise er geg diizgiin gii¢lii pratik kararlidur.

Bazen fiziksel problemlerde belli zaman araliginda ve belirli siirlar igindeki
sistemlerin davranisiyla ilgilenilir. Bunu sonlu zaman kararliligi kavrami ile agiklariz.

Ornegin (PKs) notasyonunu su sekilde degistirebiliriz:



Eger A4, A, B ve T pozitif sayilar1 i¢in
[xoll < Aiken [|x(t, to, x )| < A tg <t <ty +Tvel|x(ty+T)|| <B (2.9)

saglaniyor ise (2.1) sistemi gii¢lii pratik kararliliga doniisiir.



3. TEMEL KARSILASTIRMA TEOREMLERI

Tanmim 3.1: Kabul edelim ki Q operatorii igin,

() Q €C([0,p),R,),Q(0) =0 ve Q(r), r de kesin monoton artan Q(r)

fonksiyonuna K sinifina ait fonksiyon denir.

(ii) 0 € C(J,R,),a(t), t ye gore monoton azalan ve t — oo iken a(t) — 0 ise

o (t) fonksiyonuna L sinifina ait fonksiyon denir.

3.1. Lyapunov Fonksiyonlari ile Karsilastirma Teoremleri

Nedensel diferansiyel denklemler ic¢in kararlilik teorisini incelemek igin
Lyapunov tipli fonksiyonlar kullanarak karsilastirma sonuglarina ihtiyacimiz var. Q :
E - E = C([ty, ©),R™) olmak lizere

x'(t) = (@x)(t) ,x(to) = x0,to =0 3.1)

olsun. (3.1) in x(t) ¢odziimlerinin mevcut ve biricik(tek) oldugunu varsayalim.
Lyapunov benzeri fonksiyonlar1 kullandigimizda, bu fonksiyonlarin genellestirilmis
tirevinin uygun kosullar1 saglamasi gereken bazi fonksiyon siniflar1 se¢memiz

gerekir.
Tanim 3.2: Asagidaki kiimeleri tammlayalim:

E, = {x EE: V(s,x(s))A(s) < V(t,x(t))A(t) ytg <5 < t},
E;={x€E:V(s,x(s)) < V(t,x(©) , ty <s < t}. (3.2)
Burada,
(i) A(t) > 0, R, iizerinde siirekli diferansiyellenebilir ve A(ty) = 1 dir.
(ii) V € C(R, x S(p),R,) Lyapunov fonksiyondur.

Teorem 3.1: Asagidaki hipotezlerin saglandigint varsayalim:
(D)) V e C(Ry x S(p),R,) olmak iizere V(t,x) , x e gore yerel Lipschitz yani
[V (&, x1) = V(¢ xz)| < Llxy — x51;

(ii)x € E; vet = ty icin

DTV (t,x) < g(t,V(t,x(t); (3.3)



Burada
DTV (t,x) = hlir(ﬁ sup% [V(t+hx@®) +hQX)®) - V(tx() (3.4

ve g € C(R,Ry);

(iii) u' =gtuw),ulty) =uy =0 (3.5)
skaler diferansiyel denkleminin [t,, ©) araligi iizerinde maksimum c¢oziimii r(t)
olsun.

Bu durumda eger aymt aralik iizerinde (3.1) baslangi¢c deger probleminin

herhangi bir ¢oziimii olan x(t) = x(t, ty, x,) var ve
V(to,X0) < U (3.6)
ise
V(t,x) <r(t),t = t, (3.7)
olur.
Ispat: Kabul edelim ki (3.1) baslangi¢c deger probleminin t > ty icin herhangi bir
coziimii x(t) = x(t, ty, xo) olsun. m(t) = V(t,x(t)) olarak tamimlayalim. Béylece

m(ty) = V(ty, xo) < ug olur. Yeterince kiiciik bir € > 0 icin,

u' =gt,u)+e,ulty) =uy+e¢ (3.8)

diferansiyel denklemin maksimum ¢éziimii olan r(t) var iken u(t, &) = u(t, ty, Uy, €)

seklinde ¢oziimleri vardwr. Boylelikle teoremi ispatlamak icin yalnizca
m(t) = V(t,x(@®) < u(t, ), t = ¢ (3.9)
oldugunu gostermemiz yeterlidir.
Varsayalim ki bu dogru olmasin. O halde
m(t) < u(t,e),ty <t <t;ve m(t;) =u(ty,e) (3.10)
olacak sekilde bir t, > t, vardir.
DYm(ty) = u'(ty, &) = g(t, u(ty, &) + & (3.12)

g tizerindeki varsayimlardan, u(t,e) ¢oziimleri t ye gore azalandir. m(t) =

%4 (t, x (t)) oldugundan



V(s,x(s)) < ulty,e) , to<s<t (3.12)
elde ederiz.

Sonu¢ olarak x(t) € E; dir. V(t,x) in x e gore yerel Lipschitz oldugu

varsayimindan,
m(t+h) — m() = V(t +hx(t+h) — V(t,x(D))
<V(t+hx(t+h)—V(t+hx(®)+h(Qx)())
+V(t+hx()+ h(Qx)(®)—V(tx())
< L|x(t + h) — xu(t) — h(Qx)(t)|
+V(t+hx@®) +hQx)®) - V(t,x(®) (3.13)
olur. Bu da
D*m(t) = lim sup; [V(¢ + b x(6) + h(QX)(®) ~ V (£, x(1))]
< gt V(t,x@®) =g(t,m@)), ty <t <ty < oo. (3.14)
Dolayisiyla t = t, icin
D*m(ty) = g(ty, m(ty)) < g(ty, u(ty, &) + ¢ (3.15)

olur ve (3.3) ile ¢elisirr m(t) < u(t,e) oldugundan, & — 0iken m(t) =

V(t,x(t)) < 7(6), to < t olur.m

Sonug¢ 3.1: V(t,x(t)) Lyapunov fonksiyonu, Teorem 1 in kosullarini saglasin.
g(t,u) =0 ve x(t) € E; olsun. O halde x(t), (1) baslangi¢c deger probleminin

herhangi bir ¢oziimii olmak iizere
V(t,x(©) < V(to, x0), t =t (3.16)
V(ty, x(t2)) S V(ty,x(t)), to <ty <t; <o (3.17)

esitsizlikleri saglanir.



Teorem 3.2: Varsayalim Ki Teorem 1’in hipotezleri saglansin ancak (ii) varsayimini

su sekilde degistirelim.:
x € E, Vet > t, icin
A®D*V(£,x(0) + V(6 x()A' () < g (£ V(6,2(D)A®)  (3.18)
saglansin. O halde,
A(ty)V(ty, x0) < uy (3.19)
ise
V(t,x(©)A) < r(6),t = ¢t (3.20)
dir.
Ispat: L(t, x) ifadesini, x(t) € E4 icin
L(t,x(t)) = V(t,x(£)A®) (3.21)
seklinde tanmimlarsak

D*L(t,x(0)) < A®)D*V(t,x(®)) + V(t, x(£))A'(t)

< g(t,L(tx(®)) (3.22)
dir. O halde, Teorem 1 den

V(t,x(£)A®) = L(t,x(t)) < (), t = ¢t, (3.23)
saglanir. m

Lemma 3.1: g, g € C(R2,R) olsun dyle ki

Jo(t,u) < g(t,u) (3.24)
saglansin.

O zaman

v' = go(t,v), v(re) =g (3.25)

10



baslangi¢ deger probleminin sol maksimum ¢oziimii (t, To, Vo), (3.2) baslangi¢ deger
probleminin sag maksimum ¢oziimii v(t) = r(t, ty, vo) Ve r(Ty, to, Ug) < v, 0lmak

lizere
r(t, to, up) < n(t, 79, v0) , tE [to, Tol (3.26)
saglanir.

Ispat: Varsayalim ki lirggr u(t, &) = r(t, ty, uy) ve lirgl v(t, &) =n(t, 1y, vy) Olsunlar.
E— e->0"

u' = gt,u)+e,ulty) =ug+e,t =t (3.27)
ifadesinin herhangi bir ¢oziimii u(t, €) ve
v =go(t,v)+e,v(ty) = vy (3.28)
Ifadesinin 7, in solunda olan herhangi bir ¢éziimii v(t, €).

Ilk olarak u(t, &) < v(t, ), to <t < 14 esitsizligini gosterelim. Ustelik g, < g ve

(T, to, Ug) < Vg oldugundan yeterince kiigiik 6 > 0 i¢in,
u(t,e) <v(te), 10—0<t<T (3.29)
olup ve ézel olarak t = 1y — & segersek
u(ty— 8,&) <v(tyg— 6,¢) (3.30)
olur.

Burada iddiamiz u(t,e) < v(t,e) , ty < t < 19— 6. Varsayalim ki bu bir an i¢in

dogru olmasmn. O halde
u(t*,e) =v(the), u(t,e) <v(te), t* <t<t,—96 (3.31)

olacak sekilde bir t* € [ty, Tg — &) vardwr. Bu ¢eliskiye sebep olur.

g(t*,u(t*, s)) +e=u'(t"e) < v'(the) = go(t*,v(t*,e)) + & olur ve dolayisiyla

u(t,e) < v(t,e) ,tg <t <ty— 34 saglamr. m
Teorem3.3:m € C(R;,R;),Q: E - E =C(J,R) olsun ve
D*m(t) < (Qm)(t) + g(t,m(D)), t €1, (3.32)
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saglansin. Burada
Iy={t=ty: m(s) < n(s,t,m(t)) t, <s <t} (3.33)
n(t, o, Vo), [to, To] tizerinde (3.25) iin sol maksimum ¢oziimiidiir.
9o(t,w) < (Qu)(t) + g(t, u) (3.34)
ve
u' (1) = (Qu)(®) + g(t,u(®), ulty) = uo (3.35)

baslangi¢ deger probleminin maksimum ¢oziimiiniin [t,, ) araliginda mevcut ve r(t)

oldugunu varsayalim.
O zaman
m(ty) <ugpisem(t) <r(t), t = t, (3.36)
olur.

Ispat: Maksimal ¢oziim lirrol u(t, &) = r(t) oldugundan, yeterince kiigiik bir € > 0,
E—

[to, To] € [to, ) herhangi bir kompakt aralik igin

u'(t) = (Qu)(t) + g(t,u(t)) +¢& u(ty) =uy+¢ (3.37)

ifadesinin herhangi bir ¢oziimii u(t,e) dur. O halde m(t) < u(t,¢), to <t <7,

oldugunu géstermemiz yeterlidir.

Varsayalim ki bu dogru olmasmn. O halde m(t*) = u(t*, ), m(s) <

u(s,e), ty < s <t* olacak sekilde bir t* € (t,, To] vardwr. Boylece
D*m(t*) = u(t, &) = (Qu)(t*) + g(t*,u(t*,e)) + & (3.38)
olur.
Simdi
u' = go(t,uw),u(t”) =m(t") (3.39)

ifadesinin ¢y < s < t* araliginda sol maksimum ¢éziimiiniin (s, t*, m(t*)) oldugunu

diisiinelim.
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Lemma 3.1 den,
r(s, to, Ug) < n(s,t*,m(t*)), tg<s<t* (3.40)
olur.

r(t*, to, Up) = lgl_r)r(} u(t*, &) =m(t*) =n(s,t*,m(t")) (3.41)
vem(s) < u(s,e), tg < s < t* oldugundan
m(s) < r(s, ty, uy) < n(s,t*,m(t*)) (3.42)
olur. Bu esitsizlik ise t* € 1 oldugundan ve (3.31) den
DYm(t") < (Qm)(t") + g(t", m(t")) (3.43)
olur. Bu ise ¢eligki verir. Yanim(t) < r(t),t = t, dir. m

Teorem 3.4: Asagidaki hipotezler saglansin:

(i) V e C(Ry xS(p),R,) olmak iizere L >0 ve (t,x) € R, X S(p) icin
V(t, x), |V(t,x1) —V((t, xz)| < L|lx; — x| yerel Lipschitz ve

DV (t,w) = lim supy [V(¢ +h,x(0) + h(Q)(©) = V(t,x(D)] < 0,(t,x) €

Ry xS(p). (3.44)
(ii) a,b € K ve (t,x) € R, X S(p) olmak iizere,
b(llxI) < V(t,x) < a((, llxID). (3.45)

O halde (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin x(t) = 0 asikdr ¢oziimii igin

pratik kararlidir.

Ispat: 0 < 1 < A ve ty € R, olsun. O zaman a(ty,A) > 0ve b = b(4) > 0 bulmak

miimkiin 6yle ki
a(ty, A) < b(A). (3.46)
A i¢in pratik kararliligi sagladigi iddia ediyoruz oyle ki t = t, igin

x|l < A iken ||x,|| < A (3.47)
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olur. Eger (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin ¢oziimii pratik kararli degil ise o
zaman (2.1) nedensel diferansiyel denkleminin x(t) = x(t, ty, xo) ¢oziimii var, t; >

ty icin
Ix(@)ll =Avellx(®ll <A <p.teltyts]iken]lxll <4 (3.48)
saglanir.
(3.43) ve (3.44) kullanarak
b(A) < V(ty, x(ty)), t; > tg (3.49)

elde ederiz. Bu t € [ty, t1] icin ||x(O)|| < p oldugu anlamina gelir. Varsayum (i) den

Ve Sonugtan
V(ty,x(t)) < V(to, x(to)), t1 > to. (3.50)
olur.
(3.46) ve (3.48) - (3.50) u kullanarak,
b(A) = b(x(ty))
< V(ty, x(ty))
< V(to x(ty))
< a(to, llx(to,)1)
< a(ty, 1)
< b(A) (3.51)

elde ederiz. Burada ¢eligki elde ederiz ve (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin x =

0 asikar ¢oziimii pratik kararlidir. m

Sonug 3.2: Eger V(t,x(t)) Lyapunov fonksiyonu yalnizca azalan ise a(1) < b(A) ve
A=2A(A) >0 olacak sekilde secersek V(t,x(t)) < a(|lx(®)l]), V(to,x(to)) <
a(ty, ||x(t)I) olur. A, ty dan bagimsiz oldugundan (3.1) nedensel diferansiyel

denkleminin x = 0 asikdar ¢oziimii diizgiin pratik kararhdir.
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Teorem 3.5: Asagidaki hipotezler saglansin:

(i) V €eC(RyxS(p),R,)veS(p)=[x€E™:x(t) <p] olmak iizere L >
0, (t,x) € Ry X S(p) icin V(t,x), |V(t,x1) =V (t,x)| < Llx; — x| L ile yerel
Lipschitz kosulunu ve y > 0 pozitif reel sayi i¢in

D*V(t,uw) = lim supy [V(¢+hx(6) + R(QO)®) ~ V(£ x(0)] <
—yV(t,x(©)), (t,x) € Ry x S(p) (3.52)
saglansin.

(i) V(t,x) € C[Ry x S(p), Ry ]a, b € K ve (t,x) € Ry X S(p) olmak iizere,
b(llxID) < V(£ x) < a((t lIxID). (3.53)

O halde (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin x(t) = 0 asikdr ¢oziimii icin

kuasi pratik kararhidir.

Ispat: (3.50) den (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin x = 0 asikdr ¢oziimii pratik
kararl oldugu ac¢iktir. B = p olarak ve 1y, = Ay(to, p) segelim. O halde (4,, B) de
(3.1) nedensel diferansiyel denkleminin x = 0 asikdr ¢oziimii kKuasi pratik kararlidur,

t =ty +Ticinx(ty) < Ay iken x(t) < p pratik kararlilik saglanir.

Eger (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin ¢oziimii kuasi pratik kararl
degilse ve (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii x(t) = x(t, to, xo);

x(ty) < Ag Ve ty >ty + T olmak iizere

x(t;)) =Bvex(t) <B<p, t€[ty+T,t4] (3.54)
saglanwyor ise (3.52) den

V(t,x(0)) < V(to, x(to)) exp[—y(t — to)], t =ty + T (3.55)

elde ederiz.

B > 0icin, T = T(ty, B) = ~In [2220] | 1 (3.48), (3.50), (3.52) ve (3.53) ten
14 b(B)

b(B) = b(x(tl)) < V(tl,x(tl))

< V(to, x(to)) exp[—y(t; — to)]
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< a(to, Ag) exp[—y(t; — to)]
< b(B). (3.56)

Buradan yine ¢eliski elde ederiz. Dolayisiyla (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin

x(t) = x(t, to, xo) ¢oziimii Kuasi pratik kararlidir. m

Sonug 3.3: Eger V(t,x(t)) Lyapunpov fonksiyonu yalmzca azalan ise A = A(B) > 0
olacak sekilde secilirse V(t, x) < a(x(t)), V(ty, xo) < a(xo(t)) elde edilir. 4, t, dan
bagimsiz oldugundan (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin x = 0 asikdr ¢oziimii

diizgiin pratik kararli olur.

3.2. Nedensel Diferansiyel Denklemlerin Pratik Kararhhgi
ile Ilgili Karsilastirma Sonucu

Bu boliimde, skaler diferansiyel denklem araciligiyla nedensel diferansiyel
sistemlerin pratik kararliligimi karsilastirma teoremi ile inceleyip, bu teoremi

ispatlayacagiz.
Teorem 3.6: Varsayalim ki x = 0 ¢oziimii igin
D)V € C(R. xS(p),R,) olmak iizere L > 0 ve (t,x) € R, X S(p) i¢in
|V (t,x1) =V (t,x3)| < L|[x; — x;]| olur ve
b(t,x) <V(t,x) <a(t,x), (t,x) € R, XxS(p)vea,b € K. (3.57)
Ayrica g(t, x) € C(R%, R) olmak iizere Lyapunov fonksiyonunun Dini tiirevi

D*V(t,w) = lim, sup [V (t +h,x(®) + R(QO(®) ~ V(6 x(®)] <
g(t,V(t,x)), (t,x) € Ry X S(p). (3.58)
(i) w = g(t,w), w(ty) =wy =0 (3.59)

Skaler diferansiyel denklemin maksimum ¢6ziimii r(t) = r(t, ty, wy) olsun.

O halde (3.59) skaler diferansiyel denklemin pratik kararlilik 6zellikleri, (3.1)
nedensel diferansiyel denkleminin x = 0 asikar ¢oziimiine karsilik gelen pratik

kararlilik 6zelliklerini ifade eder.
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Ispat: Varsayalim ki (3.58) diferansiyel denklemi pratik kararli olsun. O halde 0 <

A < A olmak tizere verilen (A, A) igin b(t,, A) > 0 var oyle ki t, € R,
w(t, ty,wy) < b(ty, A), wyg <A, t = t,.
Iddiamiz A pratik kararlihig: saglar dyle ki t > t, icin

x(t) < A oldugunda x, < A.

(3.60)

(3.61)

Eger (3.1) nedensel diferansiyel denklemi pratik kararli degilse o halde x(t) =

u(t, ty, xo) seklinde nedensel diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii var, t; > t, Ve

X < A
x(t)) =Avex(t) <A<p,tE [ty t]
saglanir.
wy = a(x,) olarak secelim.
V(t,x(0)) <71(t towy), toSt<t;
esitsizligini elde ederiz.
Boylece (3.57) ve (3.60) tan
b(te, A) < V(ty,x(t1)), t1 > to.
Budat € [ty t1] igin x(t) < p oldugu anlamina gelir ve
V(ty, x(t)) < 7r(ty, to,wp), t =t
esitsizligini elde ederiz.
(3.60), (3.62), (3.64) ve (3.65) i kullanarak
b(to, A) = b(to, x(t1))
< V(ty,x(t1))
< r(ty, to, Wo)

< r(ty, to, alxg))

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)
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< r(t, to, a(l))
< b(ty, A). (3.66)

Bu ise celiski verir.

Dolayisiyla (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin x = 0 asikdr ¢oziimiiniin
pratik kararli oldugunu verir.

Eger V(t,u) yalnizca u ya gore azalan ise V(t,u) < a(x(t)),V(to,xo) <
a(x(t)) olarak alirsak A = A(A) > 0 sectigimizde a(A) < b(A) olur. A, t, dan
bagimsiz oldugundan (3.1) nedensel diferansiyel denkleminin x = 0 asikdr ¢oziimii
diizgiin pratik kararhidr.

Varsayalim ki karsilastirma kKuasi pratik kararli olsun. Herhangi bir b(B) > 0
icin, T = T(ty, B) > 0 mevcut oyle ki 0 < wy < A ise

w(t, to,wo) <b(B), t =ty +T. (3.67)
wo = a(xy) < A olarak secersek ve (i) varsayimindan t = ty + T igin
b(x) < V(t,x(¢))
< r(t, ty, wp)
< b(B). (3.68)
b € K oldugundan
x(t) <B,t=ty+T (3.69)
oldugunu gériiriiz. Dolayistyla kuasi pratik kararl olur. m

Sonug 3.4: Teorem 3.4 ve Teorem 3.5 ten (3.59) daki g(t,w) = 0 olmak iizere, (3.59)
skaler diferansiyel denklemin ¢éziimiiniin pratik kararliik ozellikleri, (3.1) nedensel
diferansiyel denkleminin x = 0 ¢oziimiiniin pratik kararllilik 6zelliklerine karsilik

gelir.
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4. BASLANGIC ZAMANI FARKLI NEDENSEL
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN PRATIK
KARARLILIGI

4.1. Temel Tanim ve Teoremler
Q € C([ty, ), R™) olmak tlizere

x'() = (Qx)(¢) (4.1)

diferansiyel sistemini diisiinelim. Sirasiyla (ty, xo) Ve (7o, Vo) baslangi¢ kosullarini
saglayan (4.1) sisteminin ¢oziimleri siras1 ile x (¢, ty, xo) Ve x(t, o, yo) olsun.
Burada x(t) = x(t, ty, x¢) 1n kararlilik kriterlerini inceleyecegimizden verilen
¢6ziim oldugunu varsayalim, n = 7, — t, Ve S(p) = {x € R™: ||x|| < p} olmak

tizere agagidaki fonksiyon uzaylarini tanimlayalim:

K ={a€C(R.,R,): afonksiyonuuda kesin artan ve a(0) = 0}
CK ={a€C(R%R,):a(t,u) EK,Vt ER,}. 4.2)

Kabul edelim ki V € C(R; X R™,R™) i¢in (4.1) nedensel diferansiyel

sisteminin genellestirilmis Dini tiirevleri sirast ile

D*V(t,x) = hli_)%qusup%[V(t +h,x 4+ h(Qx)(1)) = V(¢ x)]
D,V (t,x) = hlirglJrinf%[V(t +h,x + h(Qx)()) — V(t, x)]
D7V(5,x) = limsup [V (¢ +h,x + h(Q0)(®) = V(£ x)]

D_V(tx) = liminf o [V(e+hx +RQO®) -V(ED)]  (43)

olsun.
Tamm 4.1: x(t) = x(t, to, Xo), (4.1) sisteminin bir ¢oziimii olsun.

(PK;) Verilen (4, A) i¢in 0 < A < A olmak tizere a(A,A) = 0 mevcut oyle ki

llxo — ¥oll < A, In| < o ise bazi ty € R, degerleri igin
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[12x(¢, 7o, o) — x(t — 1, t0, X0) Il <A, t =70 (4.4)
Saglanwyor ise diizgiin kararlidir;
(PK,) (PKy) her ty € R, saglaniyor ise diizgiin pratik kararhdr;

(PK3) Verilen her § >0, >0 ve ty €R, icin T =T(ty,€), 0 =0d(d,¢€)

mevcut oyle ki ||xq — yoll < &, In] < o ise
lx(t, T, ¥o) —x(t =, to, x0)|| < et =10+ T (4.5)
Saglaniyor ise ¢ekicidir;
(PK,) (PK3) her Ty € R, i¢in saglanwyor ise diizgiin ¢ekicidir;
(PKs) (PK,) ve (PK3) deki A = & saglanwyor ise pratik asimptotik kararlidir;

(PKg) (PK,) ve (PK,) deki A = & saglanwyor ise diizgiin pratik asimptotik

kararhdr.
Teorem 4.1: Varsayalim ki
(0<A<A<p;
(ii) V; € C(Ry X S(p),R,), Vi(t, x) de x e gore yerel Lipschitz,
(t,x) ER, xS(p),ay € Cy, Vi(t,x) < aq(t, |lx]]) ve
D¥Vi(t,x,m) < g1 (8, Vi (8, %), In) (4.6)
burada g, € C(R3,R,);
(iit) V, € C(Ry X S(p) N S¢(p),Ry), V5 (t, x) de x e gore yerel Lipschitz,
(t,x) € Ry X S(p) N S°(p),az b € K, b(llx]]) < V2(t,x) < ax(llx[) ve
DYV (t,x,n) + D*Vy(t,x,n) < g.(t,Vi(t,x) +Vo(t,x),In]) (4.7)
burada g,(R3,R.);

(iv) Bazi ty € R, i¢in a,(ty, 1) + a,(1) < b(A);
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(w)wy < ay(tg,A) ise wy(t, 79, W7) < aq(ty, A), t = 1o; burada w, (t, 7o, wy),
wi = g1(t, 7o, W1) wy (7o) = W1 = 0 (4.8)

karsilagtirma  sisteminin herhangi bir ¢oziimii ve W, < a,(to, A1) + a,(1) ise

w,(t, 7o, W3) < b(A), t = 1y; burada w, (t, 7y, W3),
wy = g1(t, T, Wz) wp(g) =Wy = 0 (4.9)
karsilastirma denkleminin herhangi bir ¢éziimii olsun.
O halde (4.1) sisteminin x(t) = x(t, ty, xo) ¢oziimii pratik kararhdir.

Ispat: Iddiamiz verilen (A, A) cifii icin (A, A) =0 mevcut éyle ki ||xo — yoll <
Alnl <04, 4). Kabul edelim ki (4.1) sisteminin herhangi bir ¢oziimii x(t) =

x(t, ty, xo) olmak iizere
[lx(t +n,Tq,y0) — x(t, to, x)|| <A, t =t (4.10)

Varsayalim ki bir an i¢in bu dogru olmasmn, 0 halde verilen (1,4) = 0, |n| < o(4, 4)
ve t, >t; > 1o icin ||lxg—yoll <A ile (4.1) sisteminin ¢oziimii olan x(t) =

x(t, toy, xo) mevcut dyle ki
[l (t1, 70, o) — x(t1 — 1, o, X0l = 2 (4.11)
llxx(¢2, To, Yo) — x(t2 — 1, t0, X0) |l = A (4.12)
ve
A < |lx(t1, 70, ¥0) — x(t1 — M to, x| S A, 61 St < t,. (4.13)

(ii) kosulundan, u(t) = x(t, Ty, yo) — x(t — 1, to, Xo) olarak secersek u(ty) = y, —

X, olur,
Vl(t,u(t)) S Tl(t, To, Vl(TO' yo - xo), |T]|), To S t S tll (414)

burada r; (t, To, V1 (T, Yo — X0), In|) ¢oziimii (4.8) karsilastirma sisteminin maksimum

cozimiidiir.

Benzer sekilde (iii) kosulundan t; <t < t, olmak lzere,
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V1(t’u(t)) + Vz(t,u(t)) < rz(t’ To» V1(t1'u(t1)) Vo (ty, u(ty)), Inl), (4.15)

burada  15(t, 7o, Vi(ty, u(ty)) + Vo (ty, u(t)), Inl)  (4.6) ¢oziimii  karsilastirma

sisteminin maksimum ¢oziimiidiir. Burada ||xo — yol| < A oldugundan (ii) den

Vi(to, yo — x0) < ay(7o, lIxo — ¥oll) < ay(zo,4) (4.16)

elde ederiz. (4.14) ve (v) kosulundan Vi(t;,u(ty)) < a,(t9,4). Ayrica

V,(t1, u(ty)) < ay(Jlu(ty)]) olur.
Sonug olarak V,(ty, x(t1)) + Vo(ty, x(t1)) < a,(t, A) + a,(A) dir.
(4.15) ve (v) kosulundan
Vi (g, x(£2)) + Va(t2, x(£2)) < 1o(ty b1, Vi(tr, u(ty)) + Vo(ty, ulty)), Inl) < b(4)
elde ederiz. Ancak (iii) kosulundan
Vi(tou(ty)) + Va(ta,ulty)) = Vo(tyulty)) = b(llu(t)ll = b(4) (4.17)
olur ve celiski elde ederiz. m

Sonu¢ 4.1: Kabul edelim ki aq € CK,a; € K i¢in a,(t, 1) ile yer degistirmesiyle
Teorem 4.1 in varsayimlarin sagladigini varsayalim. O halde (4.1) sisteminin, x(t) =

x(t, toy, xo) ¢oziimii diizgtin pratik kararlidir.

Teorem 4.2: Varsayalim ki Teorem 4.1 in (i) kosulu saglansin ancak (ii) kosulu (ii*)

olarak degistirilsin yani:

(ii") V1: Ry X S(A) = Ry, V,(t, x) siirekli ve x e gore yerel Lipschitz, (t,x) €
R, X S(A) icin Vi(t,x) < al(t, ||x||),a1 € Cx ve g, € C[R3,R] olmak iizere

DYV (t,x,m) + c(W(t,x)) < g1(t Vi(t,x), InD), (4.18)
91(t,v,n), v ye gore azalmayan fonksiyon olsun.

Ustelik W (t,x): R, x S(p) = R, siirekli, x e gore yerel Lipschitz ve W (t,x) =
bo(llxll). D*W (t,x) < M saglayan bir M olsun.
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Bu durum da (4.1) sisteminin x(t) = x(t, to, xo) ¢oziimii pratik asimptotik kararhdur.

Ispat: Teorem 4.1 den (4.1) sisteminin ¢oziimii olan x(t) = x(t,ty,x,) pratik

kararlidir.
Verilen her (A,,4;) icin 0 < A, < A, seklinde olmak iizere,
||x0 - J’0|| <A,Inl < oy (4.19)
iken
(¢, 7o, ¥0) — x(t — 1, to, x0)|| <Ay, t = ¢y, (4.20)
saglayan bir o, = 01(A4, A1) vardir.

||x0 - y0|| < Al; |T]| < 01 Oldugunda t > lQ’ll’l ”x(tlTOJyO) - x(t - tleO)” -

0 oldugunu gostermemiz yetecek.

Burada W (t,x) € CK ve W(t,x) = bo(llxll) oldugundan

lim W (&, x(t, 70, ¥0) — x(t =1, t0, %)) = 0 (4.21)

t—>o0
oldugunu géstermemiz yeterlidir.

Iddiamiz
||x0 — y0|| < A4, Inl £ o4 iken P_)rglo W(t,x(t, To, Yo) — x(t — 1, to,xo)) =0.

Bir an bu dogru degilse o zaman herhangi bir ¢ > 0 i¢in iki farkli dizi mevcut {t;}, {t;'}

oyle ki
W (ti, x(ti, 70, ¥0) — x(t; = 1, t0,%0)) = %, (4.22)
W(t;,x(tf, To, Yo) — x(t] — 1, to, xo)) =u, (4.23)
E< W(t, x(t, To,¥0) = x(t; =1, t0,%0)) S pt € [t 8]0 = 1,2,..,  (4.24)

veya
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E< W(tf, x(t], 70, 70) = x(tf =1, t0,%0)) < p,t € [ty ¢]],i = 1,2,.... (4.25)

Bu iki durumda oldugundan bir tanesini diigiinmemiz yeterlidir. DYW(t,x) <M

oldugundan
fttf D*W(t,x(1)) < M(t; — t,) (4.26)
elde ederiz.
(4.22) ve (4.23) den her i igin
-t =% (4.27)

oldugunu gozlemleriz.

H(t,x,n) = Vy(t, x,n) + ffo c(W(t,x(s)))ds olsun. (ii*) dan D*H (¢, x,n) <

D¥Vi(t,x,m) + c(W (L, x(8)) < g1(t, Va(t,x), Inl) < g1(t, Hi (¢, %), Inl) elde ederiz.
(4.8) karsilastirma sisteminin maksimum ¢oziimii 1 (t, To, V1 (Tg, X0 — Vo), In]) olmak

lizere

H(t,x(t, 7o, ¥0) — x(t = 1, t0,%0)) < 11(t, 7o, Va(To, X0 — ¥o) In]), t = 7o (4.28)
olur.
O halde (4.22) — (4.28) den yeterince kiigiik bir n i¢in

0 < Vl(ttx(tJTOJyO) - x(t - n tOI'XO))

t
< 11(¢, 70, V1 (0, X0 — ¥0), Inl) — fTO C(W(S'X(S. To,Yo) — Xx(s —

N, To, xo)))ds

< a;(10.) = ¢ (5) Tacicn(ti — 1) < a1(to, ) — () 22 < 0. (4.29)
Celiski elde etmis olduk. Dolayisiyla W (t, x) = by(||x||) varsaymmint kullanarak
||x0 — y0|| < A, Inl £ 01 oldugundan

tlim W(t,x(t, To, Vo) — x(t — 1, to,xo)) =0 (4.30)
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olur. m

Sonug 4.2: Kabul edelim ki a; € CK Teorem 4.1 in varsayimlarint saglasin, a; € K
olmak iizere a,(t,A,;) Yyerine a;(A;) yazabiliriz, o halde (4.1) sisteminin x(t) =

x(t,ty, xo) ¢oziimii diizgiin pratik asimptotik karariidir.
Teorem 4.3: Varsayalim ki,

(D) V € C[R; X S(p),R,], V(t, x) x e gore yerel Lipschitz; g, € C[R3,R] ve
(t,x) € Ry X S(p) icin b(t, |Ix]|) < V(t,x) < a(t,|Ix]]|), a.b € K ve

D+V(t, X, 7]) < gl(ti (t, X), |77|) (431)
(1) w' = g1(¢, 7o, Wo, [n]), w(zo) =wo = 0 (4.32)

karsilastirma sisteminin herhangi bir ¢oziimii r(t, Ty, Wy, In|) olsun. O zaman (4.2)
karsilastirma sisteminin ¢oziimiiniin pratik kararlilik ozellikleri, (4.1) sisteminin

¢oziimiintin pratik kararlilik o6zelliklerine karsilik gelir.

Ispat: (8.17) sisteminin ¢éziimiiniin pratik kararli oldugunu varsayalim. O halde
verilen (1,4,) i¢in 0 < A < A; olmak iizere, Ty € R;,0 < wy < a(d) ve |n| < oy =
01 (/1,141) lgln

W(t' To, Wo, |U|) < b(Al)!t 2 Tp (433)
iken o, = 0,(4, A1) > 0 vardir.

Iddiamiz (4.1) sisteminin ¢oziimii pratik kararlidir.

Varsayalm ki dogru olmasin. ||xo — yol| < 21,7l < a1 ve t; > 7, olmak

tizere (4.1) sisteminin bir x(t) = x(t, to, xo) ¢oziimii var oyle ki
|1 (¢4, 70, ¥0) — x(t1 — 1, t0, x0)1| = 44 (4.34)
||x(t, To, Vo) — x(t — 1, to,x0)|| <Aty <ttty (4.35)
saglanir. wy = a(xy — y,) secimiyle,

V(t,x(t,ro,yo) —x(t—n, to,xo)) < r(tto,we Inl),to <t <t; (4.36)
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oldugunu gozlemleriz.
b(Ay) = b(||x(t, 70, ¥0) — x(t1, — 1, t0, %0)||)
< V(ty, x(t1, 7o, ¥o) — x(t1 — 1,0, X0))
< r(t1, 7o, alx0 — ¥o), Inl)
<r(t,7o,a(d),In]) < b(4y). (4.37)
Dolayisiyla ¢eliski elde ederiz. O halde iddiamiz dogrudur.

Bu durum da (4.32) sisteminin ¢oziimii pratik asimptotik kararlidir. Yukarida
gosterdik ki (4.1) sistemi pratik kararhidir. (4.32) sisteminin ¢oziimii pratik asimptotik

kararl oldugundan, herhangi bir b(¢) i¢in, bir T = T(ty, &) var oyle ki
0< wy=alxy—y) < disew(t,7g,%0, 1) <b(e), t= 10+T (4.38)
x(t,To,¥0) — x(t — n,to, xo) < Aolarak segersek, (i) kosulunu kullanarak
V(to, X0 — ¥o) < alxo —yo) = wo < 2 (4.39)
elde ederiz.
(i) kosulundan
b(x(t,ro,yo) —x(t—n, to,xo)) < V(t,x(t ' Yo) —x(t—n, to’xo))
< r(t, to,wo, Inl) < b(e),t =1+ T (4.40)
elde ederiz.
Burada b € K oldugundan, o zaman
lx(t, T, ¥0) —x(t — N, to, x )l <e,t = 19+T (4.41)

olup bu da (4.1) sisteminin ¢oziimii pratik asimptotik kararli oldugunu gésterir. m

26



5. NEDENSEL DIFERANSIYEL DENKLEM
SISTEMLERININ iKi OLCU CINSINDEN
BASLANGIC ZAMAN FARKLI PRATIK
KARARLILIGI

5.1. Temel Tanim ve Teoremler

Asagida verilen nedensel diferansiyel denklem sistemlerini ele alalim
x'(t) = (Qx)(¢), x(to) =xo, t =tg, tg €E R, (5.1)
x'(6) = (Qy)(®), x(70) = Yo, t =T, To € Ry (5.2)
nedensel diferansiyel denklemleri ve
y' = Py)@), y(to) =yo, t Z7o, To €ERy (5.3)
w' = (Hw)(t), =yo,w(to) =y t 2 7o (5.4)
Bunlarin sirasi ile pertorb sistemlerini ele alalim.

Burada Q, P ve H € C([ty, To + T) X R™, R"™) yerel Lipschitz kosulunu
saglamaktadir ve (5.1) — (5.4) baslangi¢ degere probleminin ¢oziimleri tektir. 7 =
To — to Ve t = 0 i¢in (Q0)(t) = 0. (5.3) sisteminin 6zel bir durumu olan (Py)(t) =
(@y)(t) + (Ry)(t) de (Ry)(t) pertorbasyon terimidir.

Asagidaki fonksiyon uzaylar1 siniflarini tanimlayalim:
K ={a€C(R.,R,): afonksiyonuuda kesin artan ve a(0) = 0}
CK ={a€C(R%R,):a(t,u) EK,Vt ER,}

Q={heC(R, XR"R,): (itnf) h(t,x) =0, V(t,x) ER, X R™}.
,X

Tamim 5.1: Baslangi¢ zamant farkli (5.3) sisteminin y(t, Ty, yo) ¢oziimii,

(PKy) t = 1y =ty icin (5.1) sisteminin herhangi bir ¢oziimii x(t, to, Xg)
olmak iizere (hy, h), X = x(t — 1, ty, Xo) ¢oziimiine gore es pratik kararlidir. Eger

0 < A < A olmak iizere verilen (1, A) ve 1y € R, oyle ki
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h(t,y(t, T, Vo) — x(t — 1, t, xo)) <A (5.5)

t =14 igin
ho(To, Y0 — %0) < A (5.6)

saglanirsa,
(PK,) her ty € R, i¢in (PK;) saglaniyorsa (hy, h) diizgiin pratik karariidir;

(PK3) t = 1y =ty icin (5.1) sisteminin herhangi bir ¢oziimii x(t, to, xo) olmak
tizere (hg, h), X = x(t — n,ty, xo) ¢oziimiine gore kuasi pratik kararlidir. Eger 0 <
A < B olmak iizere verilen herhangi bir (A,B,T) > 0 ve Ty € R, oyle ki

h(t,y(t, 70, ¥0) — x(t =1, 9, x0)) < B (5.7)
t =19+ T igin
ho(To, Yo — x0) < 24 (5.8)
saglanirsa;

(PK,) her ty € R, i¢in (PS,) saglaniyorsa (hy, h) diizgiin diizgiin kuasi pratik

kararlidir,

(PKg) t = 1y =ty icin (5.1) sisteminin herhangi bir ¢oziimii x(t, ty, x) olmak
tizere (hg, h), X = x(t —n, ty, xo) ¢oziimiine gore giiclii pratik kararlidwr. Eger (PK,)

ve (PK3) ayni anda saglaniyorsa;

(PKg) t = Ty =ty icin (5.1) sisteminin herhangi bir ¢éoziimii x(t, to, x) olmak
tizere (hy,h), X = x(t —n, ty, x9) ¢oOziimiine gore diizgiin gii¢lii pratik kararlidir.

Eger (PK,) ve (PK,) aym anda saglaniyorsa.

Tanim 5.2: Reel degerli V(t,y — X) € C(Ry X R™, R,) stirekli V fonksiyonlart igin
Dini tipli tiirevier asagidaki gibi genellestirilebilir:

DIV(ty =) = limsup [V(t,y —%) = V(¢ — hy — % = h((PY)(©) -

@)1
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D, V(ty—%) = liminf L [V(ty—%) - V(t—hy—%—h(Py)(®) -
@D

DIV(ty = %) = limsup [V(ty — %) = V(t—hy— T = h((Py)(®) -
@0

D._V(ty—%) = liminf L [V(t,y—%) = V(t—hy—T—h((Py)(®) -
@0

Teorem 5.1: Varsayalim ki

(D) V € C(Ry x R™,RY), her (t,s) icin V(t,2) ve ||lw(t,s,2z)| de z ye gore
yerel Lipschitz;

Burada (5.4) sisteminin ¢oziimii w(t) = w(t, T, Yo — Xo), (5.1) sisteminin ¢oziimii
x(t, ty, xo) olmak tizere ¥ = x(t —n, to, xg), (5.3) sisteminin ¢oziimii y(t, To, Vo) Ve

z(t) = y(t) — x(0),
(i) D,_V(t,s,z) = hlirgl_inf%[V(s, w(t,s,2)) = V(s —hw(t,s—hz—
h((Py)(£) = (@x)()))],
D._V(ts,2) < g(ts V(s w(ts, 2)); (5.9)

(iii) g(R2 x RY,RM), g(t,s,u) skaler fonksiyonu her (t,s) icin u yar

monoton azalmayanve ty < s <t < o i¢in

dl;—(:) = g(t, S,u(s)),u(ro) =uy, =0 (5.10)

ifadesinin maksimum ¢oziimii r(t, s, Ty, Yo ) olsun.
O halde
V(t, w(t, T, Vo — xo)) = U, (5.11)
iken 1 (t, 7o, Ug) = 1 (t, to, Tg, Ug) Olmak iizere

V(t,z(t, 7o, Yo — X0)) < 1o(t, 70,V (To, w(t, T, Yo — X0)))- (5.12)
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Ispat: Kabul edelim ki t>1,>0,ty € R,Ve =1 —ty icin (5.1) sisteminin
herhangi bir ¢oziimii x(t) = x(t, to, xo) olmak iizere ¥ (t) = (Qx)(t) = (Qx)(t —
n) denkleminin ¢oziimii X(t) = x(t —n,ty, xo) Ve (5.3) denkleminin herhangi bir

coziimii y(t) = y(t, To, Vo) 0yle ki V(to, w(t, Ty, Yo — Xo) = U saglanr.
t =1y icin m(t,s) =V(s,w(t,s,z(s)) olarak secersek m(t, ty) < u, olur.

Dolayistyla yeterince kiiciik h > 0 icin m(t,s) — m(t,s — h) = V(s, w(t, S, Z(s)) —
V(s —h w(t,s —h,z(s — h))) olur. Lyapunov V fonksiyonu x e gére yerel Lipschitz
oldugundan

m(t,s) —m(t,s —h) = V(s,0(t,s,2(s)) = V(s — h,w(t,s — h,S(z,h,7,q)))
= V(s,0(t,s,2(s)) = V(s — h,w(t,s — h,zw — h((PY)(s) — (Qx)(s))))
+ V(s = ho(t,s — b,z = h((Py)(s) = (QX)(s))))
— V(s —hw(t,s —h,S(zh1,q)) < V(s ols,2))
— V(s —ho(t,s — b,z = h((Py)(s) = (Qx)(s))))
+ Ll|w(t,s — b,z = R((PY)(s) — (@x)(s))) — w(t,s — h,S(z, b7, )
<V(s,0(t,5,2)) = V(s = ho(t,s = hz—h((Py)(s) = (Qx)())))
+LM||g; (h) — &, (R (5.13)
olur.

Burada L ve M Lipschitz sabiti, S(z, h,7,q) = z — h[(Py)(s) — (Qx)(s)] — [, (R)
—&,(h)] ve h = 0 civarinda
[sl(h) —Sz(h)] N O (5 14)
B :

olur.

D_m(t,s) < LM lim,inf 3 [lex(h) — ex(WIl]
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+ hlir(r,l+ inf% [V(s,w(t,s,z) —V(s—hw(t,s—hz—h((Py)(s)—

(@x)(s)))] (5.15)
elde ederiz. Dolayisiyla varsayim (i) ve (ii) den 1y < s < t icin

D_m(t,s) < D,_m(t,s) < g(t,s,m(t,s)) (5.16)
diferansiyel esitsizligini elde ederiz.
Karsilastirma teoremleri sonucundan

m(t,s) < r(t,s, 1o, V(ty, w(t, To, Yo — X0))) (5.17)
elde ederiz. Eger (5.12) denkleminde s = t secersek ispatimizi tamamlamig oluruz. m

Lemma5.1: Teorem 5.1 in varsayimlart altinda N = 1 ve g(t,s,u) = 0 ise Lyapunov

tipi fonksiyon cinsinden

V(t, z(t, 70, Y0 — %0)) < V(To, w(t, 70, Yo — X0)), t = T (5.18)
olur. Dahasi d € K ve hy € C(Ry X R™ R,) olmak iizere

D,_=V(ts,z) <—dh(s,w(ts,z2)),1g<s<t< . (5.19)
O zaman t = 1, i¢in

V(t,z(t, 70, Y0 — %)) < V(70,0 (t, 70, ¥0 — %0))
— ffo d(hy(s, w(ty,s,2(s)))ds  (5.20)
olur.
Teorem 5.2: Varsayalim ki
(o< A< A4

(ii) hg,h € 2 ve hy, h den esit olarak daha incedir, yani, hy(t,z) < A
oldugunda h(t,z) < y(hy(t, 2)) olacak sekilde bir y € K fonksiyonu vardur;

(iii) V € C(R; X R™,R,),V(t,z) z ye gore yerel Lipschitz ve eger

h(t,z) < A b € K ise b(h(t,2)) < V(t,2) (5.21)
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ve eger
ho(t,z) < A,a € KiseV(t,z) < a(hy(t,2)) (5.22)
D, V(t,z) < g(t,V(t,2)), (t,z) € S(h A) (5.23)
diferansiyel esitsizligi saglanr.
Buradat > 74 icin g € C(R; X R;,R) ve z(t, Tg, Yo — Xo) = y(t) — X(t);
(iv) y(1) < Ave a(A) < b(A) saglanwr.
O halde
u'(t) = g(t,u(t)),u(ro) =uy,=>0,t =1 (5.24)

denklemin g(t,0) = 0 ¢oziimiiniin pratik kararliligi, (5.3) sisteminin y(t, o, Yo)
¢oztimiiniin x(t —n, ty, xXo) ¢oziimiine gore pratik kararlilik ozelliklerini baslangi¢

zaman farkini (hg, h) ile ifade eder.
Ispat: Varsayalim ki

u'(t) = g(t,u(t)),u(ro) =uy,=>0,t=>r1, (5.25)
denkleminin ¢oziimiiniin (a(A), b(A)) gore pratik kararl olsun.
Boéylece t = 14 icin

Uy < a() kosulu ile u(t, 7y, uy) < b(A) (5.26)
olur.

O halde (5.3) sisteminin ¢oziimiiniin (A, A) ve x(t —n, to, xo) ¢oziimiine gore

baslangi¢ zaman farkimin (hg, h) pratik kararli oldugunu iddia edelim.

Bir an i¢in dogru olmadigini kabul edelim. O halde t; > 1, var ve (5.4)

denkleminin w(t) = w(t, tg, Yo — Xo) ¢oziimii oyle Ki 1o < t < tyi¢in
ho (To,yo - xo) < /1 (527)
h(ty, y(t1,T0,Y0) — x(t1 — 1, L0, X)) = A (5.28)
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h(t,y(t, T, Vo) — x(t — 1, to, %)) < A. (5.29)
(i) ve (iv) varsayimlarindan
h(To, Yo — Xo) < Y(ho(TO»YO - xo)) <y <A (5.30)
elde ederiz.
Teorem 5.1 i kullanarak
V(t,y(t, 9, ¥0) — x(t —1,t0,%0)) <1(t, To,Up), To <t <ty (5.31)

elde ederiz. Burada r(t, tg, ug), (5.24) denkleminin maksimum ¢oziimii dyle ki uy =
V(to, Vo — X0). (5.21) — (5.29) baglantilari kullanarak

b(A) = b(h(tlr y(tl'TOI 3’0) - x(tl -1 to:xo)))
< V(t, y(t1, 70, ¥0) — x(t1 — M, o, X))
< (1,70, V(T0, Yo — X0)) < b(A) (5.32)

olur ve ug = V(tg,y0 — x0) < a(ho(To, Yo — X0)) < a(d) oldugundan celiski elde

ederiz. m
Teorem 5.3: Varsayalim ki
(D) VEeCRyXR"YR,), V(L z)vellw(t,s,2)|l, zye gore yerel Lipschitz,

Burada (5.4) denkleminin ¢oziimii w(t) = w(t,Tg, Vo —Xo) V&€ t =T igin

z(t, 7o, Yo — Xo) = y(t) — X(¢);
(ii) D._V(t,s,2) = —d(hy (s, w(t, s, 2(5))));

Burada hy (s, w(t,s,z(s)) € S(h,p) ve S(h,p) = {(t,2) : h(t,z) < p bazi h € 0 ve
p > 0},

D,_ = hlirg_ inf% V(s,w(w,s,2)) = V(s — h,w(t,s —hz—h((Py)(s) —

(RION))!
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(iii) S(h, p) de b(h(t,2)) + ftto d(hy(s,w(t,s, z(s))))ds < V(t,z) ve

S(hy, p) NS(hy,p) de V(t,z) < ay(t, hy(t,2) + ay(t, ho(t, 2));
Burada b € K veaq, a, € Cg;

(iv) hy, hy den daha incedir. Yani dyle bir ¢ € K fonksiyonu vardwr dyle ki
ho(t,z) < pg oldugunda h,(t,z) < ¢(hy(t,z)), bazi py icin ¢(py) < p;

(v) (5.3) sisteminin y(t, Ty, ¥o) ¢oziimii, x(t — 1, to, Xo) ¢oziimiine gore

baslangi¢ zaman farki (hy, h) pratik kararlidir.

O halde (5.3) sisteminin y(t, Ty, yo) ¢oziimii, x(t — 1, ty, Xo) ¢oziimiine gore

baslangi¢ zaman farki (hy, h) pratik kararlidir.

Ispat: Verilen 0 < A < p ve ¢(po) < p olacak sekilde py var. py > N(ty,a) > 0
secelim, o zaman

b(4)

ho(t,z(£)) < N, t = 14 oldugunda a,(t, ho(t, z(t))) < — (5.33)

olur. (v) varsayimindan hy(ty, Yo — x9) < A4 oldugunda hy(t,z(t)) < N olacak

sekilde bir A, = A,(ty, N) vardir. Dolayisiyla t = t i¢cin

ho(To, Yo — Xo) < A oldugunda aq(t, ho(t, 2(£))) < 222 (5.34)
olur.
Benzer sekilde,
h(t,w(t)) <Tise a, (t, hl(t,z(t))) < %‘4) (5.35)
olacak sekilde
po > T(19,A) >0 (5.36)
secebiliriz.

hy, hy den daha ince oldugunda

ho(T0, Y0 — %0) < A, iken ho(t,z(t)) < ¢~1(T) (5.37)
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olacak sekilde bir A, = A,(7,, T) var.

hi(t,z) < ¢p(hy(t,2)) < T oldugundan t = 7, igin

ho(To, Yo — Xo) < Ay oldugunda a(t, hy(t,z(£))) < 22 (5.38)

2

olur.

(5.3) sisteminin y(t, Ty, yo) ¢oziimii, x(t —n, ty, Xo) ¢oziimiine gore baslangic zaman
farki (hy, h) pratik kararli oldugunu géostermek istiyoruz. Yani, A =

min{A,, A,} olmak iizere t = 1 i¢in
ho(To, Vo — Xo) < Aiken h(t,z(t)) < A (5.39)
olur. (5.34), (5.38) denklemleri ve (ii), (iii) varsayimlarindan
b(h(t,z(t))) < V(t,z(t)) < a,(t,hi(t,z(t)) + ay(t, ho(t,z(t)) < b(A) (5.40)
ise t > 1 i¢in
ho(To, Vo — x0) < Aiken h(t,z(t)) < A (5.41)
olur.

Boylece (5.3) sisteminin y(t, Ty, Vo) ¢oztimii, x(t — 1, to, Xo) ¢oziimiine gore

baslangi¢ zaman farkr (hy, h) pratik kararhdir.

Eger (5.39) denklemi dogru degilse, 0 zaman (5.3) denkleminin y(t, 7y, y,) Ve

X(t) = x(t — n, ty, xo) ¢oziimleri var ve t; > T, Olacak sekilde her t € [t, t,] icin
ho(T0, Y0 — X0) < A, ay(t, hy(t,2(t)) = Ave h(t,z(t)) < A (5.42)

olur. Burada t > t i¢in z(t) = y(t) — x(t) dir.

V(t z(t)) < V(o w(t, To, ¥ — X0)) — thO d(hy(s,w(ty,s,2(s))))ds, t € [ty t1].

t = t, i¢in (iii) varsayimi ve (5.34), (5.38) denklemlerinden
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b(A) + [ d(hy(s,0(ts,5,2(s))) ds < V(ty, 2(t1))
V(s 2(t2)) < V(70,0 (0,70, Y0 = %)) — [ d(hi(s, @ (t1,5,2(5)))) ds

< ay (1o, hy (T, w(t1,To, Yo — X0))) +

ao(To, ho (To, w(t1, To, Yo — X)) + thO d(hy (s, w(ty,s,2(s)))) ds
< b(A) + ffo d(hy (s, (ty,s,2(s)))) ds (5.43)

olur. Dolayisiyla bundan da ¢eliski elde ederiz.

Boylece (5.3) sisteminin y(t, Ty, Yo) ¢oztimii, x(t — 1, to, Xo) ¢Oziimiine gore

baslangi¢ zaman farki (hy, h) pratik kararlidir. m
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6. UYYGULAMA

Asagidaki sistemi ele alalim.
x'(t) = e7tx + ysint — (x3 + xy?)sin®t
y'(t) = xsint + ety — (x%y + y3)sin?t . (6.1)
Lyapunov fonksiyonumuzu V (¢, x,y) = x2 + y? olarak secelim.
z(t) = V(t, x,y) olarak segersek,

z'(t) = DTV (t,x,y)

_av(Exy) v(txy) dx | av(txy) dy
T 8t T dx 'dt+ dy dt (6.2)

olur. O halde (x?+y?)?%sin’t = 0ve 2|xy| < x? + y? esitsizliklerinden

yararlanarak
D*V(t,x,y) = 2xx" + 2yy'

= 2x( e tx + ysint — (x3 + xy?)sin?t) + 2y( x.sint + e~y — (x%y + y3)sin?t)

= 2x%e~t 4 2xysint — 2x*sin’t — 2x%y?sin*t + 2xysint + 2y?e~t — 2y*sin’t
—2x2%y2sin®t
= 2e7t(x% + y?) + 4xysint — 2sin’t(x? + y?)? (6.3)

olur. Verilen esitsizliklerden yararlanarak

xZ + 2
DYV (t,x,y) < 2e t(x? + y?) + 4xysint + 4< 5 4 )sint

=2e7t(x? + y?) + 2(x? + y?)sint

=2(x% +y?)[e~t + sint]

=2[e7t + sint]V(t, x,y) (6.4)
elde ederiz.
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Diger taraftan da
bl x, D =1 —e D +y?) <V(tx,y) < (1 +e Dx? +y?)
= a(ll&, x,»)) (6.5)
saglanir.
Dolayisiyla
w' = 2[e”t + sint]w (6.6)

pratik kararli degildir. Ancak (6.1) sisteminin pratik kararliligryla ilgili kararliligiyla
ilgili bir sey diyemeyiz.

Simdi V3 (6,%,y) = 2 (x + )% V(6 0,¥) = 5 (x = y)? Ve Vo(t,x,y) = x2 +

y? olsun. a(w) = b(w) = w? alirsak
b(lI6x, M) = (1 —e ™ (x* +y*)? < V(t,x,y)?
<A+e )P +yH2=allt,xn (6.7
saglanir. Ayrica
Vit x,y) = %xz + %xy + %yz (6.8)
DTV i(t,x,y) =xx' +x'y +xy + vy
= x(e~tx + ysint — (x3 + xy?)sin?t)
+ y(e~tx + ysint — (x3 + xy?)sin?t)
+ x(xsint + ety — (x2y + y3)sin?t)
+ y(xsint + e~ty — (x%y + y3)sin?t)
= (x?+2xy +yHe '+ (x? + 2xy + y?)sint
— (x* + 2x2y?% + yY)sin®t — 2xy(x? + y?)sin’t (6.9)
olur.

Yukaridaki esitsizliklerden yararlanirsak
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x%+y?

DV (t,x,y) < (x + y)2e~t + (x + y)?sint — (x? + y?)?sin?t — 2 (T) (x? +

y?)sin?t
=(x+y)2e t + (x + y)?sint — (x? + y?)?sin’t — (x* + y?)?sin’t
< 2% (x2 +y?)[e~t + sint]
=2V, (t, x,y)[e"t + sint]
= 2[e"t + sint]w, (6.10)
elde ederiz.
Benzer sekilde

D*V,(t,x,y) < 2V,(t,x,y)[e”t — sint]
= 2[e”t — sint]w, (6.11)

olurve g,(t,wy,w,) = [e”t + sint]wy, g,(t, wy, w,) = [e”t — sint]w, olmak iizere
g = (g1,82) i¢in DTV(t,x,y) < g(t, V(t,x,y)) saglanir. g(t,w), w ya gore kuasi
monoton azalmayan bir fonksiyon ve w' = g(t,w), u(ty) = uy = 0 karsilastirma

sistemi herhangi bir 0 < A < A i¢in (6.1) sistemi pratik kararlidir.
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