
 
 
 
                                             T.C.                                                         

   GEBZE   YÜKSEK TEKNOLOJĐ ENSTĐTÜSÜ 

MÜJENDĐSLĐK VE FEN BĐLĐMLERĐ ENSTĐTÜSÜ 

 

 

 

PERĐYODĐK SINIR DEĞER PROBLEMLERĐ  

   ĐÇĐN  MONOTON ĐTERASYON TEKNĐĞĐ 

 

 

 

                         Ali  SIRMA 

                    YÜKSEK LĐSANS TEZĐ 

               MATEMATĐK ANAB ĐLĐM DALI  

 

 

                          TEZ  DANIŞMANI 

                     Yrd.Doç.Dr.  Coşkun YAKAR 

 

 

                               GEBZE 

                                  2005 



 

 

 

 

 



 IV

  

ÖZET 

   Bu tezde monoton iterasyon teknik kullanılarak lineer olmayan birinci dereceden 

periyodik sınır değer problemlerinde alt çözüm ve üst çözümden başlayarak monoton 

iterasyon tekniği kullanarak periyodik sınır değer problemimizin minimum ve 

maksimum çözümlerine düzgün ve monoton olarak yakınsayan dizilerin nasıl 

oluşturulduğunu değişik durumlar için açık olarak gösterdik. Önce bir boyutlu 

uzayda bu metodun geçerliliğini gösterdikten sonra bunun sonlu boyutta da geçerli 

olduğunu gösterdik.Bu standart çalışmanın yanında bu tezde yakın zamanda 

ispatlanan alt ve üst çözümün sonlu sayıda tek taraflı süreksizliğe sahip olduğu 

durumda da yukarıda bahsettiğimiz olayın geçerli olduğunu gösterdik. Gene farklı 

olarak bu tezde yukarıda bahsettiklerimiz periyodik sınır değer probleminin sağ tarafı 

farklı iki monoton özelliğe sahip iki fonksiyonun toplamını içeren sonlu sistemler 

için de geliştirilmi ştir. Bu yaptıklarımızda monoton iterasyon tekniğinin 

uygulanmasının güzel yanı lineer olmayan lineer olmayan periyodik sınır değer 

probleminin çözümüne yakınsayan monoton dizilerin elemanlarının lineer 

diferansiyel denklemlerinin çözümleri olmasıdır.  
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                          SUMMARY 

Đn this thesis we have shown that starting from lower and upper solutions of non-

linear first order periodic boundary value problem using monotone iterative 

technique we can construct sequences such that they converge minimum and 

maximum solutions of non-linear first order periodic boundary value problem 

monotonically and uniformly. We showed this fact could be realized in some various 

cases. First of all we showed that we can do this in one dimensional reel space and 

then we generalized it to finite dimensional reel space. Beside this standard work in 

this thesis we explained a recent study that even if lower and upper solutions of non-

linear first order monotone periodic boundary value problem have finite number of 

one sided discontinuity we can apply monotone iterative technique so that we can 

obtain sequences that converge minimum and maximum solutions of this problem 

monotonically and uniformly. Moreover, in this thesis we proved that if right side of 

a periodic boundary value problem consists of two functions having different 

monotonic properties we could apply whatever mentioned until now with slight 

differences. Lastly, beautiful property of using monotone iterative technique is that 

elements of monotone sequences that converge minimum and maximum solutions of 

non-linear periodic boundary value problem are solutions of linear differential 

problems.     
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 1

GĐRĐŞ 

 

     Diferansiyel denklem teorisine genel olarak bakıldığında lineer diferansiyel 

denklemler için yapılmış çalışmalar, lineer olmayan diferansiyel denklemlere göre 

daha yoğunluktadır. lineer olmayan diferansiyel denklemlerin çözümlerinin 

karakteristiği hakkında daha fazla bilgi edinebilmek için genellikle lineer diferansiyel 

denklemler teorisi kullanılır. Biz bu tezde birinci  mertebeden lineer olmayan 

diferansiyel teorisinde oldukça sık kullanılan monoton iterasyon tekniği 

kullanacağız. Bu metodun en önemli özelliği lineer diferansiyel denklemlerin 

çözümlerinin oluşturduğu fonksiyon dizilerinin lineer olmayan diferansiyel 

denklemin çözümüne düzgün ve monoton olarak yakınsamasıdır. 

 

      Bu inceleme için ilk olarak aşağıdaki lineer olmayan başlangıç değer problemini 

yani  [ ]ℜ+∈ ],,[ 00 Tttf  için 

  

               ),,(' utfu =      )()( 00 Ttutu +=       ],[ 00 TttJt +=∈  

 

problemini ele alalım. Bu diferansiyel denklemin sağ tarafının yalnızca skaler değerli 

bir fonksiyondan oluşması durumunda birinci dereceden sınır değer problemleri ele 

alınmıştır. Bu incelemede görülmektedir ki problemin çözümüne alttan ve üstten 

düzgün ve monoton olarak yakınsayan mo0noton fonksiyon dizileri mevcuttur ve bu 

dizilerin her elemanı bir lineer diferansiyel denklemin çözümüdür.  

 

        Birinci mertebeden ve sağ tarafı iki monoton fonksiyonun toplamı şeklinde 

yazılabilen lineer olmayan periyodik sınır değer problemlerinde monoton iterasyon 

tekniği ele alındığında görülmektedir ki verilen problemin eşlenmiş minimum ve 

maksimum çözüm çiftlerine düzgün ve monoton olarak yakınsayan her bir terimi 

lineer diferansiyel denklemin çözümü olan monoton fonksiyon dizileri vardır. 

 

        Yukarıdaki her iki durumda da alt ve üst çözümün sınırlı sayıda tek taraflı 

süreksizlik noktaları bulunsa da monoton iterasyon tekniği kullanıldığında 

görülmektedir ki verilen problemin minimum ve maksimum çözümlerine düzgün ve 
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monoton olarak yakınsayan her bir terimi lineer diferansiyel denklemin çözümü olan 

monoton fonksiyon dizileri vardır. 

 

      Son olarak sonlu sistemler için monoton iterasyon tekniği incelenmiştir. Bu 

incelemede görülmektedir ki sağ tarafı tek bir fonksiyon cinsinden veya farklı 

mnoton özelliklere sahip iki farklı fonksiyon cinsinden olan sonlu lineer olmayan 

sistemler için her bir terimi lineer diferansiyel denklemin çözümü olan monoton 

fonksiyon dizileri elde edilmiştir. Bu fonksiyon dizileri düzgün ve monoton olarak 

eşlenmiş alt ve üst çözüm çiftlerine yakınsamaktadır.Aynı şekilde alt çözüm ve üst 

çözümün sonlu sayıda tek taraflı süreksizliği olsa da bu durum geçerliliğini 

korumaktadır. Alt çözüm ve üst çözümün sonlu sayıda çift taraflı süreksizliğe sahip 

olma durumu incelenebilir bir problemdir. 
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1. LĐNEER OLMAYAN PERĐYODĐK SINIR DEĞER 

PROBLEMLERĐ ĐÇĐN ALT VE ÜST ÇÖZÜMLER 

METODU 

1.1. Temel Tanım ve Teoremler  
 
Bu bölümde, kullanacağımız bazı temel kavramları tanımlayalım. 

Tanım 1.1.1: ],[ ℜℜ∈ JxCf olmak üzere ],[ 00 TttJ +=   ve  0,  0T t ≥  olsun.  

Buna göre  

                       ' ( , )u f t u= ,     )()( 00 Ttutu +=                                                   (1.1.1) 

 
diferansiyel denklemine periyodik sınır değer problemi (PSDP) denir. 
 
f  fonksiyonu sürekli olduğu için periyodik sınır değer problemi (1.1.1)’in en az bir 

çözümü vardır.  Fakat f  fonksiyonu üzerine koyacağımız bazı kısıtlayıcı şartları 

sağladığında çözümün tekliğinden bahsedebiliriz.  Bu koşulların olmaması 

durumunda ise maksimum ve minimum çözümler ortaya çıkar. 

 

Tanım 1.1.2: Yukarıdaki (1.1.1) PSDP nin J  aralığındaki bir çözümü )(tr  olsun. 

J  aralığındaki her )(tu  çözümü için Jt ∈∀ , )()( trtu ≤  sağlanıyorsa )(tr  

çözümüne (1.1.1) PSDP nin maksimum çözümü denir. 

 

Tanım 1.1.3:  Yukarıdaki (1.1.1) PSDPnin J  aralığındaki bir çözümü )(tq  olsun. 

J  aralığındaki her )(tu  çözümü ve Jt ∈∀  için )()( tqtu ≥    sağlanıyorsa 

)(tq çözümüne (1.1.1) PSDPnin minimum çözümü denir. 

 

Tanımlardan da anlaşıldığı üzere maksimum ve minimum çözümler tektir. 

 

Tanım 1.1.4: ],[1 ℜ∈ JCv alalım. Her Jt ∈  için  

                       ),,(' vtfv ≤      )()( 00 Ttvtv +≤  

sağlanıyorsa )(tv ’ye (1.1.1) probleminin alt çözümü denir. 
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Tanım 1.1.5: : ],[1 ℜ∈ JCw  alalım. Her Jt ∈  için  

),,(' wtfw ≥      )()( 00 Ttwtw +≥  

sağlanıyorsa )(tw ye (1.1.1) probleminin üst çözümü denir. 

 

Örnek 1.1.1:  ' ( , ),x f t x=   ),2()0( πxx =  ]2,0[ π∈t  

Periyodik sınır değer problemini ele alalım. Burada 

tttxxxtf cos2sincos2),( 22 ππ +−+−−= , Jt ∈ , ℜ∈x olsun J  üzerinde 

0,          0
3( )

2 ,  2
3

t
v t

t t

π

ππ π

 ≤ ≤= 
 − < ≤


 

ve      π=)(tw  alalım. Bu durumda  

0,    0
3'( )

1,    2
3

t
v t

t

π

π π

 ≤ ≤= 
 < ≤


 

  ve       0)(' =tw  olur. O zaman 

 

2

2 2

cos sin 2 cos ,                                          0
3( , )

( 2 ) 2 ( 2 ) cos sin 2 cos ,  2
3

t t t t
f t v

t t t t t t

ππ
ππ π π π π

 − + ≤ ≤= 
− − − − + − + < ≤


 

 ve 

tttwtf cos2sincos2),( 222 πππ +−+−−= ,  Jt ∈  

 

elde edilir. Buradan da 

 

),()(' vtftv ≤ ,  )2()0( πvv ≤   ve  ),,()(' wtttw ≥   )2()0( πww ≥  

 

olduğu açıkça görülür. Yani )(tv  ve )(tw  sırasıyla yukarıdaki periyodik sınır değer 

probleminin alt ve üst çözümleri olur. 
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Teorem 1.1.1: Eğer ),( utf  fonksiyonu u  ya göre tek taraflı Lipschitz şartını 

sağlıyorsa (1.1.1) periyodik sınır değer probleminin tek çözümü vardır. 

 

 

Lemma 1.1.1: )],,([, 00
1 ℜ+∈ TttCgf  olsun ve ],( 001 Tttt +∈  alalım. Eğer  

                         )()( 11 tgtf =   ve  )()( tgtf ≤ ,   ],[ 00 Tttt +∈∀  ise 

                         )(')(' 11 tgtf ≥  olur. 

Đspat: 0>ε  yeterince küçük bir sayı olmak üzere  

                          )()( 11 εε −≤− tgtf   ve  )()( 11 tgtf =  

olduğu için        )()()()( 1111 tgtgtftf −−≤−− εε  

elde edilir. Buradan da  

                          
11

11

11

11

)(

)()(

)(

)()(

tt

tgtg

tt

tftf

−−
−−≤

−−
−−

ε
ε

ε
ε

  

                      
ε

ε
ε

ε )()()()( 1111 tgtgtftf −−≥−−
⇒   

elde edilir. 0→ε   için iki tarafın limitini alırsak da  

                          
ε

ε
ε

ε
εε

)()(
lim

)()(
lim 11

0

11

0

tgtgtftf −−≥−−
→→

     

yani, )(')(' 11 tgtf ≥   sonucu elde edilir. Böylelikle bu da ispatı tamamlar.                         

 

Teorem 1.1.2: ],,[ ℜℜ∈ JxCf  ],[ 00 TttJ += , 0, 0 ≥tT  olmak üzere  

],[, 1 ℜ∈ JCwv  alalım ve Jt ∈  için  

),,(' vtfv ≤        )()( 00 Ttvtv +≤  

),(' wtfw ≥ ,       )()( 00 Ttwtw +≥  

eşitsizlikleri sağlansın, yani )(tv  ve )(tw  (1.1.1) in sırasıyla alt ve üst çözümleri 

olsun.  Eğer aşağıdaki iki şarttan biri sağlanırsa Jt ∈  için )()( twtv ≤  sağlanır. 

       (a) ),( utf , her Jt ∈  için u  ya göre kesin azalandır. 

       (b) ],[1 RJCz ∈∃  öyle ki ,0)( >tz  )()( 00 Ttztz +≥  ve 0>∀λ   

                            ),,(),(' wtfzwtfz −+> λλ  Jt ∈  
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Đspat : Kabul edelim ki (a) sağlansın. Eğer J  üzerinde )()( twtv ≤ eşitsizliği doğru 

değilse 0>∃ε  ve Jt ∈1  öyle ki  

 

                          ε+= )()( 11 twtv   ve ε+≤ )()( twtv ,   Jt ∈                             (1.1.3) 

 

sağlanır. (1.1.3) mümkündür,çünkü J  kapalı ve sınırlı bir küme olduğu için v  ve w  

sınırlıdır, böylelikle wv −  da sınırlıdır.  Eğer bazı Jt ∈  için )()( twtv ≤  

sağlanmazsa 1t  i öyle seçelim ki )()( 11 twtv −  maksimum olsun. Eğer 

)()( 11 twtv −=ε  alırsak (1.1.3) ün sağlandığını görürüz. 

J  üzerinde ε+= )()( twtg  tanımlarsak )()( 11 tgtv =  ve )()( tgtv ≤ , Jt ∈  olduğu 

açıkça görülür. Buradan da eğer ],( 001 Tttt +∈  ise )(')(' 11 tgtv ≥  elde edilir, yani 

)(')(' 11 twtv ≥  elde ederiz. )()( 11 twtv >  ve ),( utf  u  ya göre kesin azalan olduğu 

için de ))(,())(,()´()´( 111111 tvtftwtftwtv >≥≥ else ederiz. Böylelikle 

))(,()(' 111 tvtftv >  olur ki bu bir çelişkidir. 

Eğer 01 tt =  olsa ε+= )()( 00 twtv  ve böylelikle  

                             εε ++≥+=≥+ )()()()( 0000 TtwtwtvTtv  

 

yani ε++≥+ )()( 00 TtwTtv elde edilir ve (1.1.3) den dolayı 

ε++≤+ )()( 00 TtwTtv olduğu için de )()( 00 TtwTtv +=+  ve  ε+≤ )()( twtv , 

Jt ∈  elde edilir. Bu da )(')(' 00 TtwTtv +≥+  sonucunu verir. )()( 00 TtwTtv +>+  

ve ),( utf , u  ya göre kesin azalan olduğu için  

 

      ))(,())(,()()( 00000
'

0
' TtvTtfTtwTtfTtwTtv ++>++≥+≥+  

 

elde edilir ki bu bir çelişkidir. 

Şimdi kabul edelim ki (b) doğru olsun. Eğer )()( twtv ≤ , Jt ∈  doğru değilse öyle 

0>λ ve Jt ∈1  bulabiliriz ki  

 

         )()()( 111 tztwtv λ+=     ve     ),()()( tztwtv λ+≤     Jt ∈         (1.1.4) 
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sağlar. )()( twtv ≤  eşitsizliğini sağlamayan t  için 0
)(

)()( >−=
tz

twtv
tλ  

tanımlayalım.λ  yı tλ lerin maksimum değeri olarak alırsak (1.1.4) ün sağlandığı 

görülür.  

Eğer, ],( 001 Tttt +∈  ise, (1.1.4) ten dolayı   

 

))(,())(,())()(,())(,()(')(')(' 111111111111 tvtftwtftztwtftwtftztwtv =−++>+≥ λλ  

 

elde edilir yani ))(,()´( 111 tvtftv >  olur ki bu da çelişki oluşturur. 

Eğer 01 tt =  ise )()()( 000 tztwtv λ+= olur, böylelikle 

 

          )()()()()()( 000000 TtzTtwtztwtvTtv +++≥+=≥+ λλ  

 

elde edilir. Bu son sonucu ve (1.1.4) ü kullanırsak  

 

        )()()( 000 TtzTtwTtv +++=+ λ  ve )()()( tztwtv λ+≤  Jt ∈   

      

elde edilir. Böylelikle 

 

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

'( ) '( ) '( )

( , ( )) ( , ( ) ( )) ( , ( ))

v t T w t T z t T

f t T w t T f t T w t T z t T f t T w t T

λ

λ

+ ≥ + + +

> + + + + + + + − + +
  

0 0 0 0 0( , ( ) ( )) ( , ( ))f t T w t T z t T f t T v t Tλ= + + + + = + +  

 

elde edilir yani ))(,()(' 000 TtvTtfTtv ++>+  olur ki bu da bir çelişkidir. 

Şimdi  son olarak karşılaştırma teoremini periyodik sınır değer problemleri için 

ispatlayacağız. 

Teorem 1.1.3 : Kabul edelim ki  

(a) ],,[1 RJCm ∈  ],[ ℜℜ∈ JxCf  ve )),(,()(' tmtftm ≤  ],( 00 Tttt +∈ olsun. 

(b) 
21

),(
)),(,(),(

u

uutp
utptfutG

+
−+=   ve  ( , ) ma ks[ ( ), ( )]p t u v t u t=  olmak üzere  
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                                   ),,(' utGu =  0 0( ) ( )u t u t T= +                       (1.1.5) 

 

PSDP nin her v alt çözümü için u  çözümü olsun. 

 

(c) Periyodik sınır değer problemi 

                          ),,(' utfu =         0 0( ) ( )u t u t T= +                       (1.1.6) 

için )(tr  maksimum çözüm olsun. 

Yukarıdaki üç şartla birlikte eğer )()( 00 Ttmtm +≤ sağlanırsa Jt ∈  için )()( trtm ≤  

olur. 

 

Đspat : PSDP (1.1.5) de )()( tmtv = aldığımız durumda )(tu çözüm ise Jt ∈  için 

)()( tutm ≤ olduğunu göstermemiz yeterlidir. 

Kabul edelim ki ),()( tutm ≤  ],[ 0 Tttt o +∈∀  yanlış olsun. Bir önceki teoremdeki 

aynı metodla bu durumda 0>∃ε  ve ],[ 001 Tttt +∈∃  öyle ki 

 

                   ε+= )()( 11 tutm     ve   ε+≤ )()( tutm        Jt ∈             (1.1.7) 

 

Eğer  1t ],( 00 Ttt +∈  ise )(')(' 11 tutm ≥  olur ve )()( 11 tutm >  olduğu için de 

)())(,( 111 tmtutP =  olur. Böylelikle  

                    
)(1

)())(,(
))(,(,()(')('

1
2

111
11111 tu

tututP
tutptftutm

+
−+=≥   

                                           )),(,(
)(1

)()(
))(,( 11

1
2

11
11 tmtf

tu

tutm
tmtf >

+
−+=  

yani ))(,()(' 111 tmtftm >  elde edilir ki bu da hipotez (a) ile çelişir. 

Eğer 01 tt =  ise ε+= )()( 00 tutm  ve )()( 00 Ttmtm +≤  şartlarını birlikte kullanırsak 

                     εε ++=+=≥+ )()()()( 0000 TtututmTtm  

 

yani  ε++>+ )()( 00 TtuTtm  elde edilir. Bu sonucu (1.1.7) ile birlikte 

düşündüğümüzde aslında )()( 00 TtuTtm +=+ ve ε+≤ )()( tutm  Jt ∈∀ elde ederiz. 

Buradan da )(')(' 00 TtuTtm +≥+ elde ederiz. Bu da yukarıdaki şekilde bize  
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))2(,2()2(' 000 πππ ++>+ tmtftm  

 

sonucunu verir ki bu gene hipotez (a) ile çelişki doğurur. Böylelikle J  üzerinde 

)()( tutm ≤  eşitsizliğini ispatlamış olduk. Böylelikle )()( tmtv =  için )(),( tuutP =  

ve ),(),( utfutG =  olur. Buradan görüyoruz ki )()( tmtv =  durumunda )(tu  (1.1.5) 

in bir çözümü ise (1.1.6) nın da bir çözümüdür. )(tr , (1.1.6) nın maksimum çözümü 

olduğu için de )()()( trtutm ≤≤  olur. Buda ispatı tamamlar. 

 

1.2  Monoton Đteratif Teknik  

 

Şimdi bu bölümde  

 

                      ),(' utfu = ,       )()( 00 Ttutu +=      ],[ 00 TttJt +=∈     (1.1.8) 

 

periyodik sınır değer probleminin ekstramum çözümlerini bulmak için monoton 

iterativ tekniğin nasıl kullanılacağını göstereceğiz. 

                Lemma 1.2.1: Kabul edelim ki  ],[1 ℜ∈ JCm olsun.  Buna göre 

i) 0>M  ve )()( 00 Ttmtm +≤ olmak üzere eğer ],( 00 Tttt +∈ için )()(' tMmtm −≤  

iseJ   üzerinde 0)( ≤tm  olur. 

ii)  0>M  ve )()( 00 Ttmtm +> ise )]()([ 00)(

)(

00

0

Ttmtm
ee

e
MtTtM

TtM

+−
−

= +

+

γ  olmak 

üzere, ],( 00 Tttt +∈  için γMtMmtm −−≤ )()('   ve J  üzerinde 0)( ≤tm  olur. 

Đspat : Eğer 0)( ≤tm  yanlış ise, Jt ∈∃ 1  ve 0>ε  öyle ki 

                                     ε=)( 1tm  ve ε≤)(tm ,   Jt ∈ . 

Eğer ],( 001 Tttt +∈  ise 0)(' 1 ≥tm  olur. O zaman  

 
                                  0)()('0 11 <−=−≤≤ εMtMmtm  

 

olur ki bu da açıkça bir çelişkidir. 
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Eğer 01 tt =  ise varsayım i) gereği ε=≥+ )()( 00 tmTtm , yani ε=+ )( 0 Ttm  ve 

ε≤)(tm , Jt ∈  olduğundan, 

                    0)()('0 00 <−=+−≤+≤ εMTtMmTtm  

elde edilir. Bu da açıkça çelişkidir.  

            Eğer ],( 001 Tttt +∈  ise 0)(' 1 ≥tm  olur. O zaman  

 
0)()()('0 11 <+−=−−=−−≤≤ γεγεγ MMMMtMmtm  

 

olur ki, bu da açıkça çelişkidir. 

Eğer 01 tt =  ise 0)( 0 >= εtm olur. Ancak  ii) den dolayı γMtMmtm −≤+ )()('  dir.  

Đki tarafı Mte  ile çarparsak eşitsizlik bozulmaz. Sonra iki tarafın 0t dan 0t T+  ye 

integralini alırsak 

  

dteMdtetMmtm
Tt

t

Mt
Tt

t

Mt
∫∫
++

−≤+
0

0

0

0

)]()('[ γ  

][)()( 0000 )(
0

)(
0

MtTtMMtTtM eeetmeTtm −−≤−+ ++ γ  

)]()([)()( 00
)(

0
)(

0
000 TtmtmeetmeTtm TtMMtTtM +−−≤−+ ++  

0])[( 00 )(
0 ≤−+ MtTtM eetm  

 

yani buradan da 0)( 0 ≤tm  elde ederiz. Bu ise gene açıkça bir çelişkidir. Böylelikle 

ispat bitmiştir. 

Monoton tekniği uygulamak için aşağıdaki varsayımlara ihtiyaç vardır. 

(A0)  J  üzerinde 00 wv ≤  olmak üzere ],[, 1
00 ℜ∈ JCwv  olsun ve 0>M için  

                   
~ ~

( , ) ( , ) ( ),f t u f t u M u u− ≥ − −       
~

0 0v u u w≤ ≤ ≤   

sağlansın. 

(A1)  i)  ],( 00 Tttt +∈  için ),(' 00 vtfv ≤  ve )()( 0000 Ttvtv +≤ ; 

         ii) ],( 00 Tttt +∈  için ),(' 00 wtfw ≥  ve )()( 0000 Ttwtw +≥ . 

 (A2)   i)  ))()(( 0000)(

)(

1 00

0

Ttvtv
ee

e
MtTtM

TtM

+−
−

= +

+

γ  olmak üzere ],( 00 Tttt +∈  için       

              100 ),(' γMvtfv −≤ ve )()( 0000 Ttvtv +>  olsun.  
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           ii)  ))()(( 0000)(

)(

2 00

0

Ttwtw
ee

e
MtTtM

TtM

+−
−

= +

+

γ  olmak üzere ],( 00 Tttt +∈  için   

                200 ),(' γMwtfw −≥ ve )()( 0000 Ttwtw +<  olsun.  

  (A3)  (A1)(i) ve (A2)(ii). 

 (A4)  (A1)(ii) ve (A2)(i).  

Aşağıdaki teorem (1.1.8.) periyodik başlangıç değer probleminin ekstramum 

çözümlerinin varlığı ispatlamaktadır. 

Teorem 1.2.1.  Kabul edelim ki (A0) sağlansın. (A0) ın yanısıra (A1), (A2), (A3) veya 

(A4) den herhangi birisini varsayım olarak alırsak şu sonucu elde ederiz:  

],[ 00 Ttt +  aralığında öyle }{ nv   ve }{ nw  dizileri vardır ki vvn →  ve wwn →  

düzgün ve monoton olarak yakınsar ve, v  ve w  sırasıyla (1.1.8) in minimum ve 

maksimum çözümleridir. 

Đspat : 0 0 0 0[ , ] [ , ] : ( ) ( ) ( ){ }v w C J R v t t w tη η= ∈ ≤ ≤  şeklinde tanımlayalım. 

],[ 00 wv∈∀η  için  

          )),(())(,(),(' tuMttfutGu ηη −−==   )()( 00 Ttutu +=          (1.1.9) 

lineer PSDP ni ele alalım.  Bu problemin çözümünü aşağıdaki şekilde buluruz. 

)())(,()()(' tMttftMutu ηη +=+  

Đki tarafı Mte ile çarpalım. 

            )]())(,([)()(' tMttfetuMeetu MtMtMt ηη +=+  

                            )]())(,([]')([ tMttfeetu MtMt ηη +=  

Đki tarafın 0t dan t  ye integralini alalım. 
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                     dssMssfedsesu
t

t

Ms
t

t

Ms ])())(,([]')([
00

∫∫ += ηη  

     ⇒     ∫ +=−
t

t

MsMtMt dssMssfeetuetu
0

0 )]())(,([)()( 0 ηη  

    ⇒  dssMssfeetuetu
t

t

MsMtMt )]())(,([)()(
0

0
0 ηη ++= ∫                                

(1.1.10) 

   ⇒       dssMssfeeetutu
t

t

MsMtttM )]())(,([)()(
0

0 )(
0 ηη ++= ∫

−−  

   ⇒       dssMssfeeetuTtu
Tt

t

MsTtMMT )]())(,([)()(
0

0

0 )(
00 ηη ++=+ ∫

+
+−−  

)()( 00 Ttutu +=  olduğu için 

              ∫
+−

+
−

=+=
Tt

t

Ms
MT

Mt

dsesMssf
e

e
Ttutu

0

0

0

)]())(,([
1

)()( 00 ηη                 

(1.1.10)(a) 

elde ederiz. 

Şimdi (1.1.9) un çözümü )(tu  nin tek olduğunu ispatlayacağız. Bunun için kabul 

edelim ki )(1 tu  ve )(2 tu  (1.1.9) un iki farklı çözümü olsun. )()()( 21 tututp −=  

tanımlayalım. 

))]()(())(,([))]()(())(,([)(')(')(' 2121 ttuMttfttuMttftututp ηηηη −−−−−=−=                                   

MpMptutuMtMutMu −≤−=−−=+−= ))()(()()( 2121  

ve )()( 00 Ttptp +=  olduğundan Lemma (1.2.1) (i) yi uygularsak 0)( ≤tp  yani 

)()( 21 tutu ≤  elde ederiz. Eğer )()()( 12 tututp −=  alırsak da )()( 12 tutu ≤ elde ederiz. 

Yani sonuç olarak )()( 21 tutu =  olur ve (1.1.9) un tek çözümü vardır. 
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Şimdi )(tu  (1.1.9) un tek çözümü olmak üzere uA =η  fonksiyonunu tanımlayalım. 

Burada dikkat edersek η  ya bağlı olarak (1.1.9) PBDP i değişmekte ve her η  için η  

ya bağlı olan u  tek çözümü elde edilmektedir. Şimdi A  fonksiyonunun 

a) 00 Avv ≤ , 00 Aww ≥  

b) ,A  ],[ 00 wv  üzerinde monoton artandır. 

şartlarını sağladığını gösterelim. 

a) yı ispatlamak için 0v=η  aldığımızda 1v , (1.1.9) un tek çözümü olmak üzere 

10 vAv =  şeklinde tanımlayalım. )()()( 10 tvtvtm −=  olsun. 

Eğer   (A1)  (i) sağlarsa,  

 

)()()()()()()()( 00100010001000 TtmTtvTtvTtvtvtvtvtm +=+−+≤+−=−=  

 

yani, )()( 00 Ttmtm +≤  olur. ],( 00 Tttt +∈  için  

 

0 1 0 1 0 0 1 0'( ) '( ) '( ) ( , ) '( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )m t v t v t f t v v t f t v f t v Mv t Mv t Mm t= − ≤ − = − + − = −
 

elde edilir. Böylelikle Lemma 1.2.1 (i) yi kullanarak 0)( ≤tm  olur. 

Eğer A2 (i) sağlarsa  

 

)()()()()()()()( 00100010001000 TtmTtvTtvTtvtvtvtvtm +=+−+>+−=−=  

 

ve ],( 00 Tttt +∈  için ise )()( 0101 Ttvtv +=  olduğundan 

)()()()( 000000 TtvtvTtmtm +−=+−  buradan da 1γγ =  olur, böylelikle 

 

0 1 0 1 1

0 1 0 1 0

'( ) '( ) '( ) ( , ) '( )

( , ) ( , ) ( ) ( )

m t v t v t f t v M v t

f t v M f t v Mv t Mv t

γ

γ

= − ≤ − −

= − − + −
 

  γγ MtMmMtvtvM −−=−−−= )())()(( 10  

 



 14

elde edilir. Lemma 1.2.1 (ii) yi kullanırsak 0)( ≤tp  elde ederiz.  Yani her durumda 

0)( ≤tp  olmuş olur. Bu da 000010 0)( AvvAvvvvtp ≤⇒≤−=−=  sonucunu verir. 

Aynı şekilde 00 Aww ≥  olduğunu gösterebiliriz. 0w=η  aldığımızda 1w , (1.1.9) un 

tek çözümü olmak üzere 01 Aww =  tanımlayalım. Şimdi )()()( 01 twtwtm −=  alalım.     

Eğer ( A1) (ii) sağlarsa , 

)()()()()()()()( 00001000100010 TtmTtwTtwtwhtwtwtwtm +=+−+≤−+=−=  

ve ],( 00 httt +∈  için  

)(')()())(,()(')(')(' 001001 twtMwtMwtwtftwtwtm −+−=−=  

         )())()(())(,()()())(,( 010010 tMmtwtwMtwtftMwtMwtwtf −=−−=−+−≤  

elde edilir. Böylelikle Lemma 1.2.1.(i) yi kullanarak 0)( ≤tm  elde edilir. 

Eğer A2 (ii) sağlarsa  

)()()()()()()()( 00001000100010 TtmTtwTtwtwTtwtwtwtm +=+−+>−+=−=  

olur. )()( 0101 Ttwtw +=  olduğundan )()()()( 000000 TtwtwTtmtm +−=+−  ve 

buradan da γγ −=2  elde edilir ki ],( 00 Tttt +∈  için 

 

)(')()())(,()(')(')(' 001001 twtMwtMwtwtftwtwtm −+−=−=  

         γγ MtMmMtwtftMwtMwtwtf −−=+−+−≤ )())(,()()())(,( 20010  

 

sonucunu elde ederiz. Böylelikle Lemma 1.2.1 (ii) yi kullanarak 0)( ≤tm  olur. Yani 

her durumda 0)( ≤tm  olmuş olur. Bu da  

000001 0)( AwwwAwwwtm ≥⇒≤−=−=  sonucunu verir. 

b) yi ispatlamak için µη ≤   olmak üzere  0 0,  [ , ]v wη µ ∈  alalım. Kabul edelim ki 

ηAu =1  ve µAu =2  olsun. )()()( 21 tututp −=  tanımlayalım. 

A0 kullanılırsa, 

)(),()(),()(')(')(' 2121 µµηη −+−−−=−= uMtfuMtftututp  

                                  )()(),(),( 21 µηµη −+−−−= MuuMtftf  

                                   MpMuuMM −=−+−−−−≤ )()()( 21 µηµη  

ve )()( 00 Ttptp += olduğu için Lemma 1.2.1 (i) yi kullanırsak J  üzerinde 21 uu ≤  

elde ederiz ki böylelikle b) ispatlanmış olur. 
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Şimdi )}({ tvn ve )}({ twn dizilerini 1−= nn Avv  ve 1−= nn Aww  şeklinde tanımlayalım.  

J  üzerinde  

01210 ...... wwwvvvv nn ≤≤≤≤≤≤≤≤  

 

olduğu açıkça görülür. Şimdi { })(tvn  ve { })(twn  fonksiyon dizilerinin ∞→n  için 

düzgün ve monoton olarak sırasıyla )(tϑ  ve )(tω  fonksiyonlarına yakınsadığını 

gösterelim (standart argümant): 

Arzela-Ascoli Teoremine göre bir dizi düzgün sınırlı ve eşsürekli ise bu dizinin 

düzgün yakınsak bir alt dizisi vardır. Hakikaten de  { })(tvn  ve { })(twn  dizileri 

Arzela-Ascoli Teoreminin şartlarını sağlamaktadır. Çünkü, yukarıda gösterdiğimiz 

üzere Nn ∈∀  için J  üzerinde 00 wvv n ≤≤  sağlar. Yani { }nv , J  üzerinde sınırlı bir 

dizidir. J  kompakt olduğu, 0v  ve 0w  sürekli oldukları için 0v  ve 0w ın J  üzerinde 

minimum ve maksimum değerleri vardır. Böylelikle { }nv , J  üzerinde sürekli 

fonksiyonların düzgün sınırlı bir dizisi olur. Bunların yanında, her Nn ∈  için 

)(1 nn vAv =+   olduğu için  }'{ nv dizisi J üzerinde düzgün sınırlıdır.Yani J  üzerinde 

    0>∃M  öyle  ki Nn ∈∀  Mtvtvmvtftv nnnn ≤−+≤ + )()(),()(' 1  

olur. O zaman ortalama değer teoremini kullanırsak   

    Jyx ∈∀ ,    ),( yx∈∃ξ  öyle ki )(')()()( ξnnn vxyxvyv −=−  

buradan da   Jyx ∈∀ ,     Mxyxvyv nn .)()( −≤−  

elde ederiz. Görüldüğü üzere M  burada x  ve y  ye bağlı değildir. 
M

εδ =  alırsak 

{ }nv  dizisinin J üzerinde eşsürekli olduğunu görürüz. Böylelikle { }nv  dizisi J  

üzerinde eşsürekli ve düzgün sınırlı olduğu için  Arzela-Ascoli teoremine göre { }nv  

dizisinin öyle bir { }
mnv  alt dizisi vardır ki J üzerinde düzgün yakınsar. { }nv  dizisinin 

monotonluğunu  da kullanırsak J  üzerinde )()(lim ttvn
n

ϑ=
∞→

 düzgün yakınsadığını 

görürüz. 

Diğer taraftan J  üzerinde yakınsaklık düzgün yakınsaklık olduğundan Jt ∈* için 

                   )()(lim)(limlim)(limlim)(lim **
***

ttvtvtvt n
n

n
ttnn

n
tttt

ϑϑ ==




=







=
∞→→∞→∞→→→
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sağlanır. Böylelikle ϑ ’nun J  üzerinde sürekli olduğunu söyleyebiliriz.  

Şimdi )(tϑ   fonksiyonunun minimum çözüm olduğunu gösterelim. Bunun için önce 

)(tϑ nin 

 ),()(' ϑϑ tft = ,  )()( 00 Ttt += ϑϑ      Jt ∈                                         (1.1.11) 

denklemini sağladığını gösterelim. (1.1.10) ve (1.1.10)(a) da her iki tarafın ∞→n  

için limitini alırsak 

 ∫ ++= −−
t

t

MsMtttM dsesMssfeett
0

0 )]())(,([)()( )(
0 ϑϑϑϑ                                             

∫
+−

+
−

=+=
Tt

t

Ms
MT

Mt

dsesMssf
e

e
Ttt

0

0

0

)]())(,([
1

)()( 00 ϑϑϑϑ     

olur. Bu durumda 

)())(,()]())(,([)()('
0

0 )(
0 tMttfdsesMssfMeetMt

t

t

msMtttM ϑϑϑϑϑϑ +++−−= ∫
−−         

         )())(,()( tMttftM ϑϑϑ ++−=       

         ))(,( ttf ϑ=   

ve )()( 00 Ttt += ϑϑ   

olur ki böylelikle )(tϑ  ninJ  üzerinde denklem (1.1.11)i sağladığını göstermiş 

oluruz. Aynı şekilde )(tω nin J  üzerinde denklem (1.1.11) i sağladığı gösterilebilir. 

 

 Şimdi ϑ  veω  nun sırasıyla (1.1.11) in minimum ve maksimum çözümleri 

olduğunu ispatlayacağız.  Kabul edelim ki J  üzerinde bazı 0>k  için 

11 −− ≤≤ kk wuv  olsun.  Burada ],[ 00 wvu ∈  (1.1.11) in herhangi bir periyodik çözümü 

olsun. uvp k −=  tanımlarsak  
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MpvvMvuMutfvvMvtfp kkkkkk −=−−≤−−−= −−−− )(),(),()(),(' 1111  

 

ve )()( 00 Ttptp +=   olduğundan Lemma 1.2.1 i kullanırsak  0)( ≤tp  yani uvk ≤  

sonucunu elde ederiz. Aynı şekilde kwutp −=)( alırsak da J  üzerinde kwu ≤  

sonucu çıkar. J   üzerinde 00 wuv ≤≤  olduğundan matematiksel indüksiyon 

tekniğiyle bütün n  ler için J  üzerinde nn wuv ≤≤  olur ki her tarafın ∞→n için 

limitini alırsak  bu da ϑ  ve ω  nun (1.1.11) in minimum ve maksimum periyodik 

çözümleri olduğunu ispat eder.                                             
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2. LĐNEER OLMAYAN PER ĐYODĐK SINIR 

DEĞER PROBLEMLER ĐNĐN ÇÖZÜMLER ĐNE 

SÜREKLĐ OLMAYAN ALT VE ÜST ÇÖZÜMLER 

YARDIMI ĐLE YAKINSAMA  

2.1 GĐRĐŞ 

Burada lineer olmayan periyodik sınır değer problemi (PSDP) nin çözümlerine 

parçalı sürekli alt ve üst çözümleri kullanarak monoton fonksiyon dizileri yardımıyla 

yakınsamanın mümkün olduğunu ispatlayacağız. Bunun için iki farklı iteratif teknik 

göstereceğiz ki bu metodlar PSDP ne düzgün yakınsak, monoton ve lineer  başlangıç 

değer probleminin çözümleri olan fonksiyon dizileri yardımı ile ardışık iterasyonlarla 

yakınsanacak metodlardır. 

 

Diferansiyel denklemler  ve kısmi türevli denklemleri içeren sınır değer 

problemlerinin çözümlerine alt ve üst çözümler tekniğiyle eşleşmiş monoton iteratif 

teknikle yaklaşma uygulaması en azından Picard’a kadar uzanmaktadır. Yakın 

zamanda bu metodların soyut şekilde formüle edilmesi Krasnoselskii ve Amann 

tarafından gerçekleştirilmi ştir. Birinci bölümden yakından bildiğimiz tanımı tekrar 

verecek olursak: 

 

Tanım 2.1.1: ],[ 00 TttJ += ,  0, 0 ≥tT  ve ],[ RJxRCf ∈  olmak üzere                                                

))(,()(' tutftu = ,     )()( 00 Ttutu +=                               (2.1.1) 

differansiyel denklemine birinci dereceden lineer olmayan periyodik sınır değer 

problemi denir. 

Bu problemin birinci kısımda şu sonuç elde edilmiştir: PBDP’i  (2.1.1)’in öyle bir 

)(tu  çözümü vardır ki bu çözüm bu problemin alt çözümü )(tv  ve üst çözümü )(tw  

arasındadır, yani )()()( twtutv ≤≤ sağlar. Bunun yanında eğer f  fonksiyonu  

 

     ),(),(),( yxmytfxtf −−≥−  )()( twxytv ≤≤≤  Jt ∈ , 0>∃m                  (2.1.2)  
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sağlarsa, bu durumda denklem (2.1.1)’in ],[ wv  aralığında minimum ve maksimum 

çözümleri var olur.  Bu çözümler v  ve w  nun başlanğıç iterasyonu olarak alındığı 

monoton fonksiyon diziler çiftinin sırasıyla limitleri olurlar. 

 

Đspatlanabilir ki v  ve w  üzerindeki koşullar zayıflatılabilir şöyle ki; v  ve w  

sonlu sayıda sıçrama süreksizliğine sahip olsa da sonuç değişmez. Aynı koşullar 

altında yeni bir hipoteze gerek olmadan da yukarıdaki sonuç elde edilebilir. (2.1.1) 

koşulunu ekleyerek bu yeni durum için  de monoton iteratif  teknik geliştirilebilir. 

Çözümlere yakınsayan dizilerin oluşturulmasında iki metod uygulayacağız. Birinci 

metoda (2.1.1)’in ektramum çözümlerine yakınsayan periyodik fakat sürekli olmayan 

iterasyonlar dizisi üreteceğiz. Đkinci metodda ise sürekli fakat periyodik olmayan 

iterasyonlar dizisi üreteceğiz. 

 

2.2 Öncelikler 

 

Tttttt pp +=<<<< + 0110 ...  olmak üzere J  aralığının 1
0}{ +=

== pk
kktP sayılabilir 

sınırlı alt kümesini ele alalım. 

                )(lim)(
0,0

htutu k
hh

k +=
>→

+   ve   )(lim)(
0,0

htutu k
hh

k −=
>→

−  

olmak üzere  

)())((),()(,,...,1,0),,(::{ 00001
1

),(| 1
TtuTtututupkttCuRJu kkttP kk

+=+==∈→=Ω −+
++

                            pk ,...2,1=  için  ve )}()( kk tutu =−  

tanımlayalım. Tanımdan da görüldüğü üzere PΩ , ktt ≠  noktalarında sürekli 

türevlenebilir ve pk ,...2,1=  olmak üzere kt noktalarında soldan sürekli yani parçalı 

sürekli fonksiyonlar kümesinden oluşmaktadır. 

 

Tanım2.2.1: Kabul edelim ki  RJxRf →:  sürekli bir fonksiyon olsun. 1
01 }{ +

== p
kktP  

ve 1
2 0{ } ,q

k kP s J+
== nin iki parçalanışı olsun. ,

1Pv Ω∈  
2Pw Ω∈  ve )()( twtv ≤  Jt ∈∀ , 

olmak üzere aşağıdaki şartları sağlasın. 

                     )),(,()(' tvtftv ≤      ,Jt ∈   ktt ≠ , pk ,...,2,1=  

                     ),()( kk tvtv ≤+           pk ,...,2,1=     
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                     )()( 00 Ttvtv +≤  

ve  

                     )),(,()(' twtftw ≥     ,Jt ∈    kst ≠ ,  qk ,...2,1=  

                     )()( kk swsw ≥+ ,         qk ,...2,1=  

                      )()( 00 Ttwtw +≥ . 

Bu durumda )(tv ve )(tw ye periyodik sınır değer problemi (2.1.1) in sırasıyla alt ve 

üst çözümü denir. 

Burada not etmemiz gerekir ki, eğer 
1Pv Ω∈  ve 

2Pw Ω∈  ise 21 PPP ∪=  olmak üzere 

Pwv Ω∈, ’dir. Böylelikle bundan sonra genelliği bozmadan hem alt çözüm v  ve hem 

de üst çözüm 'w nun ait olduğu PΩ=Ω  kümesine ait bir 1
0}{ +

== p
kktP  parçalanışının 

varlığını kabul edebiliriz. 

Eğer Ω∈yx,  ve )()( tytx ≤  Jt ∈∀  ise biz bunu yx ≤  olarak göstereceğiz ve 

}:{],[ yzxzyx ≤≤Ω∈=  olarak tanımlayacağız. 

Bizim bu tartışmamızda aşağıdaki lemmalar gerekli olacaktır. 

Lemma 2.2.1: 0>m  ve ),(],[ 1 baCbaCv ∩∈  öyle ki ),( ba  üzerinde 0' ≥+mvv  

olsun. O zaman eğer 0)( ≥av  ise ],[ bat ∈∀  için 0)( ≥tv  olur. 

Đspat:                ),()()(' ttmvtv σ=+  ),( bat ∈  tanımlayalım. 

 O zaman ),( baC∈σ  olur. Đki tarafı mte  ile çarparsak  

                 )()()(' tetvmetve mtmtmt σ=+  

                                )())'(( tetve mtmt σ=  

elde ederiz. Đki tarafın a  dan t  ye integralini alırsak  

                   ∫=−
t

a

msmamt dsseavetve )()()( σ  

                                  ∫+=
t

a

msmamt dsseavetve )()()( σ  

                                      ( ) ( )( ) ( ) ( )
t

m t a m s t

a

v t e v a e s dsσ− − − −= + ∫ , ),( bat ∈  

elde edilir. Böylelikle ,0)( ≥av  ),( ba  üzerinde 0)( ≥tσ olduğundan 

),[ bat ∈∀ için 0)( ≥tv sonucu  elde edilir. 
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Son olarak da v  sürekli olduğundan 0)(lim)( ≥=
−→

tvbv
bt

 elde edilir. Bu da ispatı 

tamamlar. 

 

Lemma 2.2.2: 0>m  ve Ω∈v  alalım. Eğer, 

                     i) ,0)()(' ≥+ tmvtv  Jt ∈ , ktt ≠ , pk ,...,2,1=  

                    ii) 0)( ≥+
ktv    pk ,...2,1=  

                   iii) )()( 00 Ttvtv +≥  

sağlanırsa, Jt ∈∀  için 0)( ≥tv  olur. 

Đspat: (i) ve (ii) den dolayı  pk ,...2,1=  için ,v  

0)()(' ≥+ tmvtv ,    ),( 1+∈ kk ttt  

0)( ≥+
ktv  

sağlar. Lemma 2.2.1 i kullanırsak pk ,...,2,1=  olmak üzere ],( 1+∈∀ kk ttt  için 

0)( ≥tv  olur. Özel olarak (iii) ile birlikte 0)()()( 100 ≥=+≥ +ptvTtvtv  sağlanır. 

Böylelikle ],[ 10 tt  aralığında  

,0)()(' ≥+ tmvtv    ),( 10 ttt ∈  

0)( 0 ≥tv  

olur. Benzer olarak Lemma 2.2.1 i tekrar kullanırsak  ],[ 10 tt  aralığında 0≥v  sonucu 

çıkar. Böylelikle J  üzerinde 0≥v  olmuş olur ki buda ispatı tamamlar. 

 

3. Monoton Đteratif Teknik  

 

     Bu bölümde sıçrama süreksizliği olan alt ve üst çözümlerle başlayan ve denklem 

(2.1.1) in çözümüne yakınsayan monoton dizilerin oluşturulmasıyla ilgili iki farklı 

metodu verecegiz. 

 

Birinci Metod:  

 

Birinci yöntem ile; periyodik sınır şartlarını sağlayan vv =0  ve ww =0  de sürekli kt  

noktalarında sürekli olmayan }{ nv   ve }{ nw  gibi iki  fonksiyon dizisi kurmaktır. 
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Diğer taraftan bunların limitleri denklem (2.1.1) in 1C çözümleridir. Bunun yanında, 

bunların limitleri denklem (2.1.1)’in ],[ wv  üzerinde ekstremum çözümleridir; yani,  

n
n

v
∞→

= limϑ , n
n

w
∞→

= limω  ve u , denklem (2.1.1) in herhangi bir çözümü ve ],[ wvu ∈  

ise ],[ ωϑ∈u  olur. 

Teorem 2.3.1: Kabul edelim ki aldığımız Ω∈wv,  Teorem 2.2.1 in şartlarını 

sağlasın. f  de sürekli bir fonksiyon ve denklem (2.1.2) yi sağlasın. Yani; 0>∃m  

Öyle ki  

),(),(),( yxmytfxtf −−≥−      )()( twxytv ≤≤≤  Jt ∈  

sağlar. Bu durumda }{ nv  ve }{ nw gibi öyle iki monoton fonksiyon dizi vardır ki 

wwwvvv nn =≤≤≤= 00  Nn ∈∀  sağlar ve denklem (2.1.1)in minimum ve 

maksimum çözümlerine sırasıyla J  üzerinde düzgün olarak yakınsarlar. 

Đspat: Varsayalım ki vv =0  alalım. 1v  i aşağıdaki problemin çözümü olarak 

tanımlayalım. 

           ),()()( 01
'

1 tgtmvtv =+   ,Jt ∈   ,ktt ≠  ,,...,2,1 pk =  

           )()( 01 kk tvtv =+                 pk ,...2,1=                                                         (2.3.1) 

           )()( 0101 Ttvtv +=  

Burada ),())(,()( 000 tmvtvtftg +=   Jt ∈  şeklinde tanımlanmıştır. 

Açıktır ki denklem (2.3.1) ün tek çözümü vardır o da 1v  dir. Bunu gösterelim. Önce 

p  tane başlangıç değer problemini verelim. 

Her pk ,...,2,1=  için 

           )()()( 0,1
'
,1 tgtmvtv kk =+      ],,( 1+∈ kk ttt  

           )()( 0,1 kkk tvtv =+  

 p tane başlanğıç değer problemini çözelim. Bu bize her ],( 1+∈ kk ttt  için  

           ,)()()()( 0
)()(

0,11 dssgeetvtvtv
t

t

stmttm
kk

k

k ∫
−−−− +==     ],( 1+∈ kk ttt ,  .,...,2,1 pk =  

çözümünü vermektedir. Sonra  

           ),()()( 00,1
'

0,1 tgtmvtv =+     ],[ 10 ttt ∈  

           )()( 0,100,1 Ttvtv p +=  

başlanğıç değer problemini çözelim.Bunun da çözümü 
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           ,)()()( 0
)()(

00,10,1

0

dssgeetvtv
t

t

stmttm k ∫
−−−− +=      ],[ 10 ttt ∈ ,                           (2.3.2)     

,)()()( 0
)()(

00,1

0

0 dssgeetvTtv
Tt

t

stmtTtm
pp

p

p ∫
+

−−−+− +=+                                                (2.3.3) 

)()( 0,100,1 Ttvtv p +=  olduğu için de (2.3.3) i (2.3.2) de yerine koyarsak     

∫∫
−−

+
−+−−+− ++=

t

t

n
stm

Tt

t

n
sTtmtTtm

p dssgedssgeetvtv
p

p

0

0

00 )()()()( )()()(
00,1   

şeklinde buluruz. 

Son olarak da  

          




=∈
∈

=
+ .,...,2,1],,(),(

],[),(
)(

1,1

100,1

1 pkttttv

ttttv
tv

kkk

 

 

Açıktır ki Ω∈1v  ve )()( 0101 Ttvtv += sağlanır. 

Genel olarak, her 1≥n  için ),())(,()( tmvtvtftg nnn +=  Jt ∈  olmak üzere 1+nv ,  

          ),()()( 1
'

1 tgtmvtv nnn =+ ++   ,Jt ∈   ktt ≠ ,  ,,...,2,1 pk =  

          ),()(1 knkn tvtv =+
+                ,,...,2,1 pk =                                                      (2.3.4)         

           )()( 0101 Ttvtv nn += ++  

periyodik sınır değer probleminin tek çözümüdür. Yukarıdaki gibi Ω∈+1nv  ve 1+nv  

in açık ifadesini aşağıdaki gibi verebiliriz. 













=∈+

∈++

=

∫

∫∫

+
−−−−

−−−−−−

+ t

t

kkn
stmttm

kn

t

t

n
stm

T

t

n
sTmtTm

pn

n

k

k

p

p

pktttdssgeetv

tttdssgedssgeetv

v

.,...,2,1],,(,)()(

],,[,)()()(

1
)()(

10
)()()(

1
0               (2.3.5) 

Şimdi aşağıdaki özellikleri göstererek }{ nv nin azalmayan bir dizi olduğunu 

göstereceğiz. 

i)   10 vv ≤  

ii)  nn vv ≤−1    ise   1+≤ nn vv ,    1≥n . 

i) yi ispatlamak için 011 vv −=α  tanımlayalım. vv =0  üzerine hipotez gereği  

                        )()()(')(')()(' 010111 tmvtmvtvtvtmt −+−=+ αα     
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                                  )()(')()(' 0011 tmvtvtmvtv −−+=  

                                  0)()(')())(,( 0000 ≥−−+= tmvtvtmvtvtf ,    ktt ≠  

         ,0)()()()()( 11 ≥−=−= ++++
kkkkk tvtvtvtvtα      ,,...,2,1 pk =  

         )()()()()()( 010101000101 TtTtvTtvtvtvt +≥+−+=−= αα  

Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 01 ≥α  yani 01 vv ≤  elde edilir. 

ii) yi ispatlamak için nnn vv −= ++ 11α  tanımlayalım.  

        )()()(')(')()(' 1111 tmvtmvtvtvtmt nnnnnn −+−=+ ++++ αα  

                                       )()(')()(' 11 tmvtvtmvtv nnnn −−+= ++  

                                       )())(,()())(,( 11 tmvtvtftmvtvtf nnnn −− −−+=  

                                       [ ] [ ])()()(,()(,( 11 tvtvmtvtftvtf nnnn −− −+−=  

J  üzerinde 1−≥ nn vv  olduğu için (2.1.2) yi kullanırsak  

                                       [ ] [ ] 0)()()()( 11 =−+−−≥ −− tvtvmtvtvm nnnn ,    ktt ≠  

elde edilir. 

                ,0)()()()()( 11 ≥−=−= +++
+

+
+ knknknknkn tvtvtvtvtα     ,,...,2,1 pk =  

                )()( 0101 Ttt nn +≥ ++ αα  

olduğundan da Lemma 2.1.2 yi kullanırsak J  üzerinde 01 ≥+nα  yani nn vv ≥+1  elde 

edilir. Böylelikle { }nv  fonksiyon dizisinin azalmayan bir dizi olduğunu göstermiş 

olduk. 

Şimdi  Nn ∈∀  için wvn ≤  olduğunu gösterelim. Önce 11 vw −=β  tanımlayalım. 

Not etmek gerekir ki 1β  aşağıdaki eşitsizliği sağlar. 

       )()()(')(')()( 111
'
1 tmvtmwtvtwtmt −+−=+ ββ    

                              )()(')())(,( 11 tmvtvtmwtwtf −−+≥    

                              )())(,()())(,( tmvtvtftmwtwtf −−+=  

                              [ ] [ ])()())(,())(,( tvtwmtvtftwtf −+−=  

                               [ ] [ ])()()()( tvtwmtvtwm −+−−≥ ,      ktt ≠  

       ,0)()()()()( 11 ≥−≥−= +++
kkkkk tvtwtvtwtβ      ,,...,2,1 pk =  

       ).()()()()()( 0101001001 TtTtvTtwtvtwt +=+−+≥−= ββ  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J üzerinde 01 ≥β  yani wv ≤1  olduğu 

açıkça görülür. 
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Yukarıdaki aynı tekniği kullanarak 1≥∀n  için 0≥nβ olması  durumunda  01 ≥+nβ  

olduğunu gösterelim. Burada 11 ++ −= nn vwβ  alalım. 

         )()()(')(')()(' 1111 tmvtmwtvtwtmt nnnn ++++ −+−=+ ββ  

                                        )()(')())(,( 11 tmvtvtmwtwtf nn ++ −−+≥  

                                        )())(,()())(,( tmvtvtftmwtwtf nn −−+=  

                                        [ ] [ ])()()(,())(,( tvtwmtvtftwtf nn −+−=  

                                        [ ] [ ] 0)()()()( =−+−−≥ tvtwmtvtwm nn ,    ktt ≠  

          ,0)()()()()(1 ≥−≥−= +++
+ kkknkkn tvtwtvtwtβ      ,,...,2,1 pk =  

                         )()()()()()( 0101001001 TtTtvTtwtvtwt nnnn +=+−+≥−= ++++ ββ  

Böylelikle Lemma 2.1.2 yi kullanırsak J  üzerinde 01 ≥+nβ  yani  wn ≤+1β  elde 

edilir. Sonuç olarak Ω  üzerinde ,w  }{ nv ’nin bir üst sınırıdır. 

Böylelikle, ℜ∈+ )( kn tv   Nn ∈∀  ve pk ,...,1,0=  olmak üzere }{ nv ’nin ],( 1+kk tt  

içinde sürekli ve sınırlı bir fonksiyon dizisi olduğunu ispatlamış olduk. Bu gerçeğin 

ışığında pk ,...,1,0=  için }{ nv ’i  ],[ 1+kk tt  içinde  sürekli fonksiyonların sınırlı dizisi 

olarak düşünebiliriz; bunun için ],[ 1+kk tt  içinde çalışırken sadece )()( += knkn tvtv  

tanımlamak yeterlidir. 

Bunların yanında, her Nn ∈  için 1+nv , denklem (2.3.4) in bir çözümü olduğu için 

pk ,...,1,0=  olmak üzere }'{ nv dizisi ),( 1+kk tt içinde düzgün sınırlıdır.Yani 

         0>∃M  öyle ki Nn ∈∀  ve ),( 1+∈∀ kk ttt    Mtv n ≤)('  

olur. O zaman ortalama değer teoremini kullanırsak   

          ),(, 1+∈∀ kk ttyx    ),( yx∈∃ξ  öyle ki )(')()()( ξnnn vxyxvyv −=−  

buradan da   ),(, 1+∈∀ kk ttyx     Mxyxvyv nn .)()( −≤−  

elde ederiz. Görüldüğü üzere M  burada x  ve y  ye bağlı değildir. 
M

εδ =  alırsak 

{ }nv  dizisinin her ],[ 1+kk tt  aralığında eşsürekli olduğunu görürüz. Böylelikle { }nv  

dizisi [ ]1, +kk tt  aralığında eşsürekli ve düzgün sınırlı olduğu için  Arzela-Ascoli 

teoremine göre { }nv  nin öyle bir { }
mnv  alt dizisi vardır ki [ ]1, +kk tt  aralığında düzgün 

yakınsar. Dini teoremini de kullanırsak  [ ]1, +kk tt  üzerinde )()(lim ttvn
n

ϑ=
∞→

 düzgün 

yakınsadığını görürüz. 
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Bunun yanında 1+nv  her Nn ∈  için denklem (2.2.4) yı sağladığından Ω∈ϑ ’dur 

veϑ  aşağıdaki denklemi sağlar. 

                      )),(,()(' ttft ϑϑ =     ,Jt ∈  ktt ≠ ,  ,,...,2,1 pk =  

                      ),()( kk tt ϑϑ =+            ,,...,2,1 pk =  

                       ).()( 00 Ttt += ϑϑ                                                             (2.3.6) 

Diğer taraftan pk ,...,2,1=  için ],[ 1+kk tt ’da yakınsaklık düzgün yakınsaklık olduğu 

için  

       )()(lim)(lim)(limlim)(lim kkn
n

kn
nn

n
tttt

ttvtvtvt
kk

ϑϑ ===






=
∞→

−

∞→∞→→→ −−
            (2.3.7) 

sağlanır. Böylelikle ϑ ’nun J  üzerinde sürekli olduğunu söyleyebiliriz. Not 

düşmemiz gerekir ki pk ,...,1,0=  olmak üzere her bir ],[ 1+kk tt  üzerindeki düzgün 

yakınsaklık }{ nv ’nin ϑ ’ye J  üzerinde düzgün yakınsamasını gerektirir. 

 Son olarak, f ’in kendisi de sürekli ve )),(,()(' ttft ϑϑ =  ,Jt ∈  ktt ≠ , pk ,...,2,1=  

olduğu için ))(,()('lim kk
tt

ttft
k

ϑϑ =
→

 vardır ve böylelikle )(1 JC∈ϑ ’dir ve denklem 

(2.1.1)’in bir çözümüdür. 

Aynı şekilde ww =0 ’dan başlayarak }{ nw  dizisini de oluşturabiliriz. Bu dizi 

artmayan bir dizidir denklem (2.1.1)’in çözümü ω ’ya düzgün yakınsamaktadır. 

Son olarak  ϑ  ve ω ’nin ],[ wv  üzerinde denklem (2.1.1)’in sırasıyla minimum ve 

maksimum çözümleri olduğunu ispatlamalıyız. Bunun için denklem (2.1.1)’in ],[ wv  

üzerinde herhangi bir çözümü u ’yu ele alalım. 11 vu −=α  fonksiyonu Lemma 2.1.2 

nin şartlarını sağlamaktadır, çünkü 

        )()()(')(')()(' 1111 tmvtmutvtutmt −+−=+ αα  

                  )())(,()())(,( 00 tmvtvtftmututf −−+=  

                  [ ] [ ])()()(,()(,( 00 tvtumtvtftutf −+−=  

                  [ ] [ ] 0)()()()( 00 =−+−−≥ tvtumtvtum  ,Jt ∈ ,ktt ≠ ,,...,2,1 pk =  

  ,0)()()()()( 011 ≥−=−= +++
kkkkk tvtutvtutα        ,,...,2,1 pk =   

  )()()()()()( 0101001001 TtTtvTtutvtut +=+−+=−= αα  
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 O zaman J  üzerinde 01 ≥α  olur. Böylelikle uv ≤1  olur. Đndüksiyon kullanarak 

Nn ∈∀  için uvn ≤  olduğunu kabul edelim ve uvn ≤+1  olduğunu gösterelim. Bunun 

için 11 ++ −= nn vuα tanımlayalım. 

 )()()(')(')()(' 1111 tmvtmutvtutmt nnnn ++++ −+−=+ αα  

                 )())(,()())(,( tmvtvtftmututf nn −−+=  

                 [ ] [ ])()())(,())(,( tvtumtvtftutf nn −+−=  

                                [ ] [ ] ,0)()()()( =−+−−≥ tvtumtvtum nn ,Jt ∈ ,ktt ≠ pk ,...,2,1=       

,0)()()()()( 11 ≥−=−= +
+

++
+ knkknkkn tvtutvtutα       ,,...,2,1 pk =  

)()()()()()( 0101001001 TtTtvTtutvtut nnnn +=+−+=−= ++++ αα  

Böylelikle tekrar Lemma 2.1.2 yi kullanırsak uvn ≤+1  olduğu görülür. Bu da 

Nn ∈∀  için uvn ≤  olduğunu ispatlar. ∞→n  için limit alırsak  u≤ϑ  olduğu 

görülür. Yani ϑ , denklem (2.1.1) in minimum çözümü olur. 

Aynı şekilde ],[ wv  üzerinde ω ’nun denklem (2.1.1) in maksimum çözümü olduğu 

gösterilebilir. 

 

Đkinci Metod: 

 

Şimdi Teorem (2.2.1) in şartlarını sağlayan  alt ve üst çözümlerden başlayarak 

denklem (2.1.1) in ekstramum çözümlerine farklı bir yolla yaklaşacağız. Bu metod 

ile oluşturulan iterasyonlar da sürekli fonksiyonlar olacaklar (gerçekte 2≥n  için 1C  

fonksiyonları) fakat periyodik sınır koşullarını sağlamayacaklar. 

Teorem 2.3.2: Teorem 2.3.1. in aynısıdır. 

Đspat: Ω∈∀x  için Rttx kk
k →+ ],[: 1 ,  pk ,...,1,0=  fonksiyonlarını aşağıdaki gibi 

tanımlayalım. 





=

∈
=→∈

+

+
+

.),(

],,(),(
)(],[:

1
1

kk

kkk
kk

k

tttx

ttxtx
txtttx  

vv =0  olarak alalım ve 1v  i aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

0
0

0
1 vv =  alalım ve pk ,...,2,1=  için kv1  sırasıyla  

         ),())(,()()()'( 0011 tmvtvtftmvtv kkkk +=+     ),,( 1+∈ kk ttt  
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         )()( 1
11 k
k

k
k tvtv −=  

         )()( 1111
−
++ = k

k
k

k tvtv  

lineer denklemin tek çözümü olsun. ,)'( 1
kv  ),( 1+kk tt  içinde sınırlı olduğu için bu 

lineer denklem iyi tanımlanmıştır. 

Son olarak  

         






=

=∈
= +

.),(

,,...,1,0],,(),(
)(

00
0
1

11
1

tttv

pkttttv
tv kk

k

 

şeklinde tanımlayalım. Açıktır ki 1v  sürekli bir fonksiyon ve  

         ),())(,()()(' 0011 tmvtvtftmvtv +=+    ,ktt ≠  ,,...,2,1 pk =   

         )()()( 101011
++ ≥= tvtvtv                                                                                 (2.3.8) 

denklemini sağlar.  

Şimdi 011 vv −=α    olsun. Tanım gereği, ],[ 10 ttt ∈  için 0)(1 =tα  dır. 

Şimdi denklem (2.3.8) yı kullanarak ),( 21 tt  üzerinde 0' 11 ≥+ αα m  ve 0)( 11 ≥+tα  olur. 

Böylelikle Lemma 2.2.1 i kullanırsak ],( 21 tt  üzerinde 01 ≥α  olur.  

Özel olarak 0)( 21 ≥tα  dır ve bu yüzden 

0)()()()()()( 212021202121 ≥=−≥−= +++ ttvtvtvtvt αα  

elde edilir. Sonra, ],( 32 tt   aralığında Lemma 2.2.1 i kullanırsak ],( 32 tt   üzerinde 

01 ≥α  elde ederiz. 

Aynı tekniği her bir ],( 1+kk tt  aralığı üzerinde uygularsak J  üzerinde 01 ≥α  elde 

ederiz ve böylelikle 10 vv ≤  elde edilir.  

Aynı teknikle 11 v−= ωω alarak wv ≤1  olduğu gösterilebilir. 

Şimdi dikkat edersek )()()()( 010001 tvtvTtvTtv =≥+≥+  olduğu görülür. Böylelikle 

wvv ≤≤ 1  ve  

         ),())(,()()(' 0
111 tmvtvtftmvtv +=+    ktt ≠ ,     pk ,...,2,1=  

         )()( 0101 Ttvtv +≤  

olacak şekilde 1v  sürekli fonksiyonunu oluşturmuş olduk. 

Şimdi 2v  yi aşağıdaki gibi tanımlayalım; 

         ),())(,()()()'( 0
1

0
1

0
2

0
2 tmvtvtftmvtv +=+     ],[ 10 ttt ∈  
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         )()( 010
0
2 Ttvtv +=  

probleminin çözümü 02v  olsun. pk ,...,2,1=  için daha önceki gibi  

         ),())(,()()()'( 1122 tmvtvtftmvtv kkkk +=+     ],,[ 1+∈ kk ttt  

         )()( 1
22 k
k

k
k tvtv −=  

lineer denkleminin çözümü kv2 olsun. O zaman 

         






=

=∈
= +

00
0
2

12
2

),(

,,...,1,0],,(),(
)(

tttv

pkttttv
tv kk

k

 

olur. Görüldüğü üzere 2v  

         ),())(,()()(' 1222 tmvtvtftmvtv +=+    ktt ≠ ,   pk ,...,2,1=  

         )()( 0202 Ttvtv +≤  

denklemini sağlar. Bu durumda f  ve 1v  sürekli olduğu için '2v  nün de sürekli 

olduğu görülebilir, yani ).(1
2 JCv ∈  Aslında, ),())(,()( 111 tmvtvtftg +=  Jt ∈  olmak 

üzere  

∫
−−− ++=

t

t

stmmt dssgeeTtvtv
0

,)()()( 1
)(

012    Jt ∈  

şeklinde 2v  yi yazabiliriz. 

Daha önceki ispattaki gibi pk ,...,1,0=  olmak üzere her bir ],[ 1+kk tt  aralığında 

wvv ≤≤ 21  olduğu görülebilir. Bunun yanında )()()( 020102 tvTtvTtv =+≥+  sağlar. 

Şimdi 3≥n  için kabul edelim ki 1,...,2,1 −= ni ,    )()( 00 Ttvtv ii +≤  ve ω≤≤− ii vv 1  

olmak üzere 1 2 1, ,..., nv v v −  oluşturduk. Bu durumda nv  i  

         ),())(,()()(' 11 tmvtvtftmvtv nnnn −− +=+    Jt ∈  

         )()( 010 Ttvtv nn += −                                                                                 (2.3.9) 

denkleminin çözümü olarak alalım, yani ),())(,()( 111 tmvtvtftg nnn −−− +=  Jt ∈  

olmak üzere 

         ∫ −
−−−

− ++=
t

t

n
stmmt

nn dssgeeTtvtv
0

,)()()( 1
)(

01  Jt ∈                              (2.3.10) 

şeklindedir. 1−−= nnn vvα  alırsak 

         ,0)()(' ≥+ tmt nn αα   Jt ∈  

         0)()()()()( 01010100 ≥−+=−= −−− tvTtvtvtvt nnnnnα  
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ifadesini sağlar. Lemma 2.2.1 i kullanarak J  üzerinde 0≥nα  yani nn vv ≤−1  olduğu 

görülür. Bunun yanında )()()( 0010 tvTtvTtv nnn =+≥+ − dır. 

Şimdi nn v−= ωβ  olsun. J  üzerinde 0' ≥+ nn mββ  ve 0)( 0 ≥tnβ  ve bu da J  

üzerinde 0≥nβ  yani ω≤nv  sonucunu verir. 

Her 2≥n için nv , (2.3.9) denklemini sağlar ve Nn ∈∀  için ω≤≤ nvv  olduğu için 

{ } 2≥nnv  dizisi )(1 JC  içinde sınırlıdır. { }nv  artan bir dizi olduğu için , Arzela-Ascoli 

teoremine göre lim n
n

v σ
→∞

=  olup J  üzerinde düzgün yakınsayan bir limittir.  

Diğer taraftan nv  (2.3.7) deki ifadeyi sağladığı için  

mteTtt −++ )()( 0σσ + ,))()(,()( dssmssfe stm σσ +∫
−−   Jt ∈  

yani )()( 00 Ttt += σσ  ve )),(,()(' ttft σσ =  Jt ∈∀  sağlar. Böylelikle σ , denklem 

(2.1.1)  in 1C  çözümüdür.  

Teorem 2.3.1 in ispatında kullandığımız aynı tekniği kullandığımızda σ  nın ],[ wv  

üzerinde (2.1.1) denkleminin minimum çözümü olduğunu görürüz. 

Benzer şekilde }{ nw   için de aynı uygulama yapılıp ],[ wv  üzerinde ω  nun (2.1.1) 

denkleminin maksimum çözümü olduğu gösterilebilir. 

 

Örnek:  Şimdi ikinci bölümde yaptıklarımızı bir örnekle açıklamaya çalışacağız. 

Aşağıdaki periyodik sınır değer problemini ele alalım. 

             ),()(' xtftx = ,       )2()0( πxx =  ,     ]2,0[ π=∈ Jt                  (2.3.11) 

Burada tttxxxtf cos2sincos2),( 22 ππ +−+−−= , Jt ∈ , Rx ∈  

olarak alınmaktadır. 

J  üzerinde 

 










≤<−

≤≤
=

πππ

π

2
3

,2

3
0,0

)(

tt

t
tv  ve      π=)(tw  alalım. Bu durumda  










≤<

≤≤
=

ππ

π

2
3

,1

3
0,0

)('

t

t
tv          ve       0)(' =tw  olur. O zaman 
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








≤<+−+−−−−

≤≤+−
=

ππππππ

ππ

2
3

,cos2sincos)2(2)2(

3
0,cos2sincos

),(
22

2

tttttt

tttt
vtf     ve 

tttwtf cos2sincos2),( 222 πππ +−+−−= ,  Jt ∈   elde edilir. Buradan da 

),()(' vtftv ≤ ,  )2()0( πvv ≤  ve  ),,()(' wtttw ≥   )2()0( πww ≥  olduğu açıkça 

görülür. Yani )(tv  ve )(tw  sırasıyla yukarıdaki periyodik sınır değer probleminin alt 

ve üst çözümleri olur. 

 

Alt çözüm     










≤<−

≤≤
=

πππ

π

2
3

,2

3
0,0

)(

tt

t
tv  

ve üst çözüm π=)(tv ,   ]2,0[ π∈t  alalım. Görüldüğü üzere v  ve w  fonksiyonları 

teorem 2.3.1 in koşullarını sağlamaktadır. Bunun yanında f fonksiyonu  

         ),(4),(),( yxytfxtf −−≥− π   ),()( twxytv ≤≤≤   ]2,0[ π∈t  

eşitsizliğini sağlamaktadır. Böylelikle denklem (2.3.11) in ekstremum çözümlerine 

teorem 2.3.1 ve 2.3.2 in ispatlarında gösterildiği gibi 04 >= πm  alarak 

yaklaşabiliriz. 

Gerçekte görüldüğü üzere ,cos)( ttx =  Jt ∈  denklem (2.3.11) in bir çözümüdür. 

 

 

 

 

  

 

 

 

       
 
 
 

        
 



 32

3.  PERĐYODĐK SINIR DEĞER 

PROBLEMLER ĐNDE ĐKĐ MONOTON 
FONKSĐYON CĐNSĐNDEN MONOTON 
ĐTERASYON TEKN ĐK 

 
 
      Aşağıdaki Teorem 3.1.1, (1.2.1) PSDP nin ikinci tarafındaki f  fonksiyonunun 

iki monoton fonksiyonun toplamı şeklinde yazılabildiği durumlarda alt ve üst 

çözümler yardımı ile çözümün varlığını ve düzgün yakınsak fonksiyon dizilerinin 

oluşturulması için çok kullanışlı bir teoremdir. Aynı zamanda Teorem 1.1.3 ün bir 

genellemesidir. Bunun için aşağıdaki tanımı verelim. 

Tanım 3.1.1: ],[, ℜℜ∈ JxCgf      

      ),,(),(' utgutfu +=      ),()( 00 Ttutu +=     ],[ 00 TttJt +=∈                      (3.1.1) 

 periyodik sınır değer problemini ele alalım. Eğer ],[, 1 ℜ∈ JCwv  için  

                         ),(),(' wtgvtfv += ,      ),()( 00 Ttvtv +=     Jt ∈                       (3.1.2) 

          ),,(),(' vtgwtfw +=       ),()( 00 Ttwtw +=    Jt ∈                      (3.1.3) 

eşitsizliklerini sağlıyorsa Jt ∈  için  )(tv  ve )(tw  fonksiyonlarına (3.1.1) 

P.S.D.P’nin eşlenmiş  çözüm çifti denir.  

Tanım 3.1.2: ],[, ℜℜ∈ JxCgf  için  

              ),,(),(' utgutfu +=        )()( 00 Ttutu += , ],[ 00 TttJt +=∈               (3.1.4) 

periyodik sınır değer problemini ele alalım. Eğer ],[, 1 ℜ∈ JCwv  için  

         ),,(),(' wtgvtfv +≤        ),()( 00 Ttvtv +≤  Jt ∈                          (3.1.5) 

        ),,(),(' vtgwtfw +≥        ),()( 00 Ttwtw +≥  Jt ∈                        (3.1.6) 

şartlarını sağlıyorsa Jt ∈  için )(tv  ve )(tw  fonksiyonlarına (3.1.4) probleminin 

eşlenmiş alt ve üst çözüm çiftleri denir. 
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Teorem 3.1.1: v  ve w  (3.1.1) denkleminin sırasıyla J üzerinde )()( twtv ≤  olacak 

şekilde eşlenmiş alt ve üst çözüm çiftleri olsun. f  ve g  Tanım 3.1.2’nin şartlarına 

uygun fonksiyonlar olsun ve  ),(),(),,( ytgxtfyxtF += ve 0≥m  için 

           )],~()~[()~,~,(),,( yyxxmyxtFyxtF −+−−≥−     xx ≤~  ve  yy ≥~  

yani             

          )],~()~[(),,()~,~,( yyxxmyxtFyxtF −+−−≤−     xx ≤~  ve  yy ≥~             (3.1.7) 

sağlasın. Bu durumda { })(tvn  ve { })(twn  gibi iki monoton fonksiyon dizisi vardır  

öyle ki bu diziler ∞→n  için düzgün ve monoton olarak ϑ  ve ω  gibi iki fonksiyona 

yakınsarlar öyle ki  bu ϑ  ve ω  fonksiyonları (3.1.1) denkleminin eşlenmiş minimum 

ve maksimum çözümleridir. 

Đspat: vv =0  ve  ww =0  alalım. 1v  ve 1w  aşağıdaki denklem sisteminin çözümü 

olsun. 

   ),,()(),(),()()(' 0000011 wvtHtmvwtgvtftmvtv =++=+ ,      Jt ∈  

                 )()( 0101 Ttvtv +=                                                                   (3.1.8)                                                                                                                 

   ),,()(),(),()(')(' 0000011 vwtHtmwvtgwtftmwtw =++=+ ,     Jt ∈    

                 )()( 0101 Ttwtw +=                                                                 (3.1.9)                                     

f ve g  fonksiyonları ℜJx   üzerinde sürekli olduğundan (3.1.8) ve (3.1.9) 

denklemlerinin J  üzerinde çözümleri mevcuttur ve tektir. (3.1.8) in çözümünü 

aşağıdaki gibi bulabiliriz. 

Önce (3.1.8) in  iki tarafını mte ile çarpalım. 

mtmtmt ewvtHtvmetve ).,,()()(' 0011 =+  

mtmt ewvtHetv
dt

d
).,,())(( 001 =⇒  
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iki tarafın 0t ’dan t ’ye integralini alırsak 

∫=−
t

t

msmtmt dsewvsHetvetv
0

0 ),,()()( 00011  

∫
−− +=⇒

t

t

msmtttm dsewvsHeetvtv
0

0 ),,()()( 00
)(

011  

buradan da  

∫
+

+−− +=+
Tt

t

msTtmmT dsewvsHeetvTtv
0

0

0 ),,()()( 00
)(

0101  

elde edilir. )()( 0101 Ttvtv +=  olduğu için  

 ∫
+−

−
=+=

Tt

t

ms
mT

mt

dsewvsH
e

e
Ttvtv

0

0

0

),,(
1

)()( 000101  elde edilir. 

Aynı şekilde (3.1.9) un çözümü de   

∫
−− +=

t

t

msmtttm dsevwsHeetwtw
0

0 ),,()()( 00
)(

011  

∫
+−

−
=+=

Tt

t

ms
mT

mt

dsevwsH
e

e
Ttwtw

0

0

0

),,(
1

)()( 000101  şeklinde elde edilir. 

Aynı şekilde 1≥∀n  doğal sayısı için  

 ),,()(),(),()()(' 11 nnnnnnn wvtHtmvwtgvtftmvtv =++=+ ++ ,     Jt ∈  

                 )()( 0101 Ttvtv nn += ++                                                           (3.1.10)                                                                                           

 ),,()(),(),()(')(' 11 nnnnnnn vwtHtmwvtgwtftmwtw =++=+ ++ ,     Jt ∈    

                   )()( 0101 Ttwtw nn += ++                                                        (3.1.11)   
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denklem sisteminin çözümü yukarıdaki gibi  

∫
−−

++ +=
t

t

ms
nn

mtttm
nn dsewvsHeetvtv

0

0 ),,()()( )(
011                           (3.1.12)(a) 

∫
+−

++ −
=+=

Tt

t

ms
nnmT

mt

nn dsewvsH
e

e
Ttvtv

0

0

0

),,(
1

)()( 0101                        (3.1.12)(b) 

∫
−−

++ +=
t

t

ms
nn

mtttm
nn dsevwsHeetwtw

0

0 ),,()()( )(
011                         (3.1.13)(a)                                             

∫
+−

++ −
=+=

Tt

t

ms
nnmT

mt

nn dsevwsH
e

e
Ttwtw

0

0

0

),,(
1

)()( 0101                       (3.1.13)(b) 

şeklinde elde edilir. 

Şimdi { }nv   dizisinin artan ve { }nw   dizisinin azalan bir dizi olduğunu göstereceğiz. 

Bunun için  

i) 01 vv ≥   ve  01 ww ≤        

ii) 1−≥ nn vv   ve  1−≤ nn ww   olduğunda nn vv ≥+1   ve  nn ww ≤+1    olduğunu 

göstermemiz yeterlidir. 

Önce Jt ∈  için 01 vv ≥  olduğunu gösterelim. Bunun için ),()()( 101 tvtvtp −=   Jt ∈       

fonksiyonunu tanımlayalım. 

     )()()(')(')()(' 101011 tmvtmvtvtvtmptp −+−=+     

               0)()(')())(,())(,( 11000 =−−++≤ tmvtvtmvtwtgtvtf        

    )()()()()()()()( 0101000100010001 TtpTtvTtvtvTtvtvtvtp +=+−+≤−+=−=      

Yani , ],( 00 Tttt +∈   için  0)()(' 11 ≤+ tmptp  ve )()( 0101 Ttptp +≤    elde ederiz. 

Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 01 ≤p    yani 01 vv ≥    elde ederiz. 
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Şimdi Jt ∈   için 01 ww ≤   olduğunu gösterebilmek için )()()( 011 twtwtq −= , Jt ∈  

tanımlayalım. 

)()()(')(')()(' 010111 tmwtmwtwtwtmqtq −+−=+  

                       0)()(),(),()(' 01001 =−+−−≤ tmwtmwvtgwtftw  

)()()()()()()( 00010001000101 TtwTtwtwTtwtwtwtq +−+≤−+=−=  

         )( 01 Ttq +=  

Yani, ],( 00 Tttt +∈   için  0)()(' 11 ≤+ tmqtq  ve )()( 0101 Ttqtq +≤  elde ederiz. 

Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 01 ≤q  yani 01 ww ≤ elde ederiz. 

Şimdi kabul edelim ki 1≥∀n  için 1−≥ nn vv  ve 1−≤ nn ww  olsun. Önce nn vv ≥+1  

olduğunu gösterelim. Bunun için )()()( 11 tvtvtp nnn ++ −=  tanımlayalım. O zaman  

)()()(')(')()(' 1111 tmvtmvtvtvtmptp nnnnnn ++++ −+−=+  

               )()(')()(' 11 tmvtvtmvtv nnnn ++ −−+=  

               )(),(),()()(' tmvwtgvtftmvtv nnnnn −−−+=   

               )(),(),()(),(),( 111 tmvwtgvtftmvwtgvtf nnnnnn −−−++= −−−                                           

               )()()],(),([)],(),([ 111 tmvtmvwtgwtgvtfvtf nnnnnn −+−+−= −−−  

nn vv ≤−1  ve nn ww ≥−1  olduğundan (3.1.7) yi kullanırsak 

               )()()]()[( 111 tmvtmvwwvvm nnnnnn −+−+−−≤ −−−  

                0)( 1 ≤−−= − nn wwm  

  )()()()()()( 0100100101 TtpTtvTtvtvtvtp nnnnnn +=+−+=−= ++++  
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elde ederiz. 

Böylelikle Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 01 ≤+np  yani nn vv ≥+1  olur. 

Aynı kabullerle nn ww ≤+1  olduğunu gösterelim. Bunun için )()()( 11 twtwtq nnn −= ++  

tanımlayalım. O zaman  

  )()()(')(')()(' 1111 tmwtmwtwtwtmqtq nnnnnn −+−=+ ++++  

                 )()(')()(' 11 tmwtwtmwtw nnnn −−+= ++  

                 )](),(),([)()(' 11111 tmwvtgwtftmwtw nnnnn −−−++ ++−+=  

                                )](),(),([)(),(),( 111 tmwvtgwtftmwvtgwtf nnnnnn −−− ++−++=  

                                )()],(),([)],(),([ 111 −−− −+−+−= nnnnnn wwmvtgvtgwtfwtf  

1−≤ nn ww  ve 1−≥ nn vv  olduğundan (3.1.7) yi kullanırsak 

                    )()]()[( 11 −−− −+−+−−≤ nnnnnn wwmvvwwm  

                     0)( 1 ≤−−= −nn vvm  

       )()()()()()( 0101001001 TtqTtwTtwtwtwtq nnnnnn +=+−+=−= ++++ . 

Böylelikle Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 01 ≤+nq  yani nn ww ≤+1  elde 

ederiz.Sonuç olarak { }nv  nin artan bir dizi ve { }nw  nin azalan bir dizi olduğunu 

göstermiş olduk. 

Biliyoruz ki J üzerinde 00 wv ≤ sağlar.Şimdi 1≥∀n doğal sayıları için eğer nn wv ≤  

ise 11 ++ ≤ nn wv  olduğunu gösterelim. Bunun için J  üzerinde 

)()()( 111 twtvtp nnn +++ −=  tanımlayalım. 

)()()(')(')()(' 111111 tmwtmvtwtvtmptp nnnnnn ++++++ −+−=+  
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                              )()(')()(' 1111 tmwtwtmvtv nnnn ++++ −−+=  

                              nnnnnn mwvtgwtfmvwtgvtf −−−++= ),(),(),(),(  

                              nnnnnn mwmvvtgwtgwtfvtf −+−+−= )],(),(),(),([  

nn wv ≤  ve nn vw ≥  olduğundan (3.1.7) yi kullanırsak 

                              nnnnnm mwmvvwwvm −+−+−−≤ )]()[(  

                              0)( ≥−−= nn vwm  

)()()()()()( 010101010101 TtpTtwTtvtwtvtp nnnnnn +=+−+=−= ++++++  

 Lemma 1.2.1 i tekrar kullanırsak J  üzerinde 01 ≤+np  yani 11 ++ ≥ nn vw  elde ederiz. 

Yani 1≥∀n  doğal sayısı için nn vw ≥  olduğunu göstermiş olduk. 

Bu durumda Jt ∈∀  için  

          )()(...)()()()(...)()( 011110 twtwtwtwtvtvtvtv nnnn ≤≤≤≤≤≤≤≤≤ −−  

elde edilmiş oldu. 

Şimdi { })(tvn  ve { })(twn  fonksiyon dizilerinin ∞→n  için düzgün ve monoton 

olarak sırasıyla )(tϑ  ve )(tω  fonksiyonlarına yakınsadığını gösterelim (standart 

argümant): 

Arzela-Ascoli Teoremine göre bir dizi düzgün sınırlı ve eşsürekli ise bu dizinin 

düzgün yakınsak bir alt dizisi vardır. Hakikaten de  { })(tvn  ve { })(twn  dizileri Arzela-

Ascoli Teoreminin şartlarını sağlamaktadır. Çünkü, yukarıda gösterdiğimiz üzere 

Nn ∈∀  için J  üzerinde 00 wvv n ≤≤  sağlar. Yani { }nv , J  üzerinde sınırlı bir 

dizidir. J  kompakt olduğu, 0v  ve 0w  sürekli oldukları için 0v  ve 0w ın J  üzerinde 

minimum ve maksimum değerleri vardır. Böylelikle { }nv , J  üzerinde sürekli 

fonksiyonların düzgün sınırlı bir dizisi olur. Aynı şekilde { }nw  nin J  üzerinde 
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sürekli fonksiyonların düzgün sınırlı bir dizisi olduğu görülür. Bunların yanında, her 

Nn ∈  için 1+nv , denklem (3.1.10) in bir çözümü olduğu için  }'{ nv dizisi J üzerinde 

düzgün sınırlıdır.Yani J  üzerinde 

            0>∃M  öyle  ki Nn ∈∀  Mtvtvmwtgvtftv nnnnn ≤−++≤ + )()(),(),()(' 1  

olur. O zaman ortalama değer teoremini kullanırsak   

    Jyx ∈∀ ,    ),( yx∈∃ξ  öyle ki )(')()()( ξnnn vxyxvyv −=−  

buradan da   Jyx ∈∀ ,     Mxyxvyv nn .)()( −≤−  

elde ederiz. Görüldüğü üzere M  burada x  ve y  ye bağlı değildir. 
M

εδ =  alırsak 

{ }nv  dizisinin J üzerinde eşsürekli olduğunu görürüz. Böylelikle { }nv  dizisi J  

üzerinde eşsürekli ve düzgün sınırlı olduğu için  Arzela-Ascoli teoremine göre { }nv  

dizisinin öyle bir { }
mnv  alt dizisi vardır ki J üzerinde düzgün yakınsar.{ }nv   dizisinin 

monotonluğunu  kullanırsak J  üzerinde )()(lim ttvn
n

ϑ=
∞→

 düzgün yakınsadığını 

görürüz. 

Diğer taraftan J  üzerinde yakınsaklık düzgün yakınsaklık olduğundan Jt ∈*  için  

         ( ) )()(lim)(limlim)(limlim)(lim **

***
ttvtvtvt n

n
n

ttnn
n

tttt
ϑϑ ===







=
∞→→∞→∞→→→

  

sağlanır. Böylelikle ϑ ’nun J  üzerinde sürekli olduğunu söyleyebiliriz.  

Şimdi )(tϑ  ve )(tω  fonksiyonlarının eşlenmiş minimum ve maksimum çözüm çifti 

olduğunu gösterelim. Bunun için önce )(tϑ  ve )(tω ’nin  

 ),(),()(' ωϑϑ tgtft += ,  )()( 00 Ttt += ϑϑ      Jt ∈                          (3.1.12) 

 ),,(),()(' ϑωω tgtft +=    )()( 00 Ttt += ωω     Jt ∈                         (3.1.13) 

denklemlerini sağladığını gösterelim. (3.1.10)(a) ve (3.1.10)(b) de iki tarafın ∞→n  

için limitini alırsak düzgün yakınsaklıktan dolayı 

 ∫
−− +=

t

t

msmtttm dsesHeett
0

0 ),,()()( )(
0 ωϑϑϑ                                             
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∫
+−

−
=+=

Tt

t

ms
mT

mt

dsesH
e

e
Ttt

0

0

0

),,(
1

)()( 00 ωϑϑϑ     

olur. Bu durumda 

 mtmt
t

t

msmtttm esHedsesHmeetmt ),,(),,()()('
0

0 )(
0 ωϑωϑϑϑ −−− +−−= ∫         

          )(),(),()(),,()( tmtgtftmtHtm ϑωϑϑωϑϑ +++−=+−=       

          ),(),( wtgtf += ϑ    

olur ki böylelikle )(tϑ   ve )(tω nin J  üzerinde (3.1.12) yi sağladığını göstermiş 

oluruz. Aynı şekilde (3.1.13) ü sağladığı gösterilebilir.                                         

Şimdi (3.1.1) denkleminin )()()( 00 twtutv ≤≤  şartını sağlayan herhangi bir )(tu  

çözümü için J  aralığında )()()()()( 00 twttuttv ≤≤≤≤ ωϑ  eşitsizliğini sağladığını 

göstermeliyiz. Đndüksiyon tekniğini kullanarak kabul edelim ki, Ν∈n  olmak üzere 

),()()( twtutv nn ≤≤  Jt ∈  olsun. J  üzerinde )()()( 11 tutvtp nn −= ++  tanımlayalım. O 

zaman 

)()()()(')()(' 111 tmutmvtutvtmptp nnn −+−=+ +++  

                          )()(')()(' 11 tmututmvtv nn −−+= ++  

                          )(),(),()(),(),( tmuutgutftmvwtgvtf nnn −−−++=  

                          )(),(),(),(),( uvmutgwtgutfvtf nnn −+−+−=  

uvn ≤  ve uwn ≥  olduğundan (3.1.7) yi kullanırsak 

                          [ ] )()()( uvmuwuvm nnn −+−+−−≤  

                          0)( ≤−−= uwm n  
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)()()()()()( 00010010 TtpTtuTtvtutvtp nn +=+−+=−= ++  

elde edilir. Lemma 1.2.1 i kullanırsak 0)( ≤tp  yani )()( 1 tvtu n+≥  elde ederiz. 

Aynı şekilde J  üzerinde )()()( 1 twtutq n+−=  tanımlayarak )()(1 tutwn ≥+  olduğunu 

gösterelim. 

)()()(')(')()(' 11 tmwtmutwtutmqtq nn ++ −+−=+  

                     )()(')()(' 11 tmwtwtmutu nn ++ −−+=  

                     )(),(),()(),(),( tmwvtgwtftmuutgutf nnn −−−++=  

                     )(),(),(),(),( nnn wumvtgutgwtfutf −+−+−=  

gene (3.1.7) yi kullanırsak 

                     [ ] )()()( nnn wumvuwum −+−+−−≤  

                     0)( ≤−−= nvum  

)()()()()()( 00100100 TtqTtwTtutwtutq nn +=+−+=−= ++  

elde edilir. Lemma 1.2.1 i tekrar kullanırsak 0)( ≤tq  yani )()(1 tutwn ≥+  elde ederiz. 

Böylelikle J  üzerinde Ν∈∀n  için )()()()()( 00 twtwtutvtv nn ≤≤≤≤  olduğunu 

göstermiş olduk. ∞→n  için limit alırsak  

                   )()()()()( 00 twttuttv ≤≤≤≤ ωϑ     

elde edilir ki bu da )(tϑ  ve )(tω ’nin sırasıyla (3.1.1) denkleminin eşlenmiş 

minimum ve maksimum çözüm çiftleri olduğunu ispat eder. Đspat burada bitmiştir. 

Teorem 3.1.2: v  ve w  (3.1.1) denkleminin sırasıyla )()( twtv ≤ , Jt ∈  olacak 

şekilde eşlenmiş alt ve üst çözüm çiftleri olsun. f  ve g  Tanım 3.1.2 nin şartlarına 
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uygun, f  ikinci değişkene göre artan ve g  ise ikinci değişkene göre azalan 

fonksiyonlar olsun. Bu durumda { })(tvn  ve { })(twn  gibi iki monoton fonksiyon dizisi 

vardır öyle ki bu diziler ∞→n  için düzgün ve monoton olarak ϑ  ve ω  gibi iki 

fonksiyona yakınsarlar bu ϑ  ve ω  fonksiyonları (3.1.1) denkleminin eşlenmiş 

minimum ve maksimum çözüm çiftleridir. 

Đspat: vv =0 , ww =0  alalım ve 0≥n  doğal sayısı için aşağıdaki lineer denklem 

sistemlerini ele alalım. 

             ),,()(),(),()()(' 111 nnnnnnn wvtHtmvwtgvtftmvtv =++=+ ++ ,      Jt ∈  

                             )()( 0101 Ttvtv nn += ++                                                    (3.1.14)                                                                                                                             

           ),,()(),(),()(')(' 11 nnnnnnn vwtHtmwvtgwtftmwtw =++=+ ++ ,     Jt ∈    

                          )()( 0101 Ttwtw nn += ++                                                      (3.1.15) 

f  ve g  fonksiyonları ℜJx  üzerinde sürekli olduğundan (3.1.14) ve (3.1.15) 

denklemlerinin J  üzerinde çözümleri mevcuttur.  Onların çözümlerini teorem (3.1.3) 

ün ispatında göstermiştik.  Dikkat edildiği üzere bu teoremde (3.1.4) şartı yerine, f  

nin ikinci değişkene göre artan ve g  nin ikinci değişkene göre azalan olma şartını 

koyuyoruz. Şimdi bu şartın sağlanması durumunda { }nv  dizisinin artan ve { }nw  

dizisinin azalan olduğunu göstereceğiz.  Bunun için  

i) 01 vv ≥  ve 01 ww ≤   

ii) 1−≥ nn vv  ve 1−≤ nn ww  için nn vv ≥+1  ve nn ww ≤+1  olduğunu göstermemiz 

yeterlidir. 

i) nin ispatı Teorem 3.1.1 deki gibi kolayca yapılabilir. 

Önce 1≥∀n için 1−≥ nn vv  ve 1−≤ nn ww  olduğunda nn vv ≥+1 olduğunu gösterelim.  

Bunun için )()()( 11 tvtvtp nnn ++ −=  tanımlayalım. O zaman  
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)()()(')(')()(' 1111 tmvtmvtvtvtmptp nnnnnn ++++ −+−=+  

               )()(')()(' 11 tmvtvtmvtv nnnn ++ −−+=  

               )(),(),()()(' tmvwtgvtftmvtv nnnnn −−−+=   

               )(),(),()(),(),( 111 tmvwtgvtftmvwtgvtf nnnnnn −−−++= −−−                                                                       

                              )()()],(),([)],(),([ 111 tmvtmvwtgwtgvtfvtf nnnnnn −+−+−= −−−  

 f  ikinci değişkene göre artan, g  ikinci değişkene göre azalan ve 1−≥ nn vv  

olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmptp nn  elde edilir. 

)()()()()()( 0101001001 TtpTtvTtvtvtvtp nnnnnn +=+−+=−= ++++  

Böylelikle Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 01 ≤+np  yani nn vv ≥+1  elde ederiz. 

Aynı kabullerle nn ww ≤+1  olduğunu gösterelim.  Bunun için  

)()()( 11 twtwtq nnn −= ++  tanımlayalım. O zaman  

  )()()(')(')()(' 1111 tmwtmwtwtwtmqtq nnnnnn −+−=+ ++++  

                 )()(')()(' 11 tmwtwtmwtw nnnn −−+= ++  

                 )](),(),([)()(' 11111 tmwvtgwtftmwtw nnnnn −−−++ ++−+=  

                                )](),(),([)(),(),( 111 tmwvtgwtftmwvtgwtf nnnnnn −−− ++−++=  

                                )()],(),([)],(),([ 111 −−− −+−+−= nnnnnn wwmvtgvtgwtfwtf  

 f  ikinci değişkene göre artan, g  ikinci değişkene göre azalan ve 1−≤ nn ww  

olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmqtq nn  elde edilir. 

  )()()()()()( 0100100101 TtqTtwTtwtwtwtq nnnnnn +=+−+=−= ++++ . 
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Böylelikle Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 01 ≤+nq  yani nn ww ≤+1  elde 

ederiz.  

 Şimdi 1≥∀n doğal sayıları için eğer nn wv ≤  ise 11 ++ ≤ nn wv  olduğunu 

gösterelim.  Bunun için J  üzerinde )()()( 111 twtvtp nnn +++ −=  tanımlayalım. 

)()()(')(')()(' 111111 tmwtmvtwtvtmptp nnnnnn ++++++ −+−=+  

                              )()(')()(' 1111 tmwtwtmvtv nnnn ++++ −−+=  

                              nnnnnn mwvtgwtfmvwtgvtf −−−++= ),(),(),(),(  

                                            nnnnnn mwmvvtgwtgwtfvtf −+−+−= )],(),(),(),([  

  f  ikinci değişkene göre artan, g  ikinci değişkene göre azalan ve nn vw ≥  

olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmptp nn  elde edilir. 

)()()()()()( 010101010101 TtpTtwTtvtwtvtp nnnnnn +=+−+=−= ++++++  

olduğunda da Lemma 1.2.1 i tekrar kullanırsak J  üzerinde 01 ≤+mp  yani 11 ++ ≥ nn vw  

elde ederiz.  Yani 1≥∀n  doğal sayısı için nn vw ≥  olduğunu göstermiş olduk. 

Bu durumda Jt ∈∀  için  

                  )()(...)()()(...)()( 01110 twtwtwtwtvtvtv nnn ≤≤≤≤≤≤≤≤ −  

elde edilir. 

{ })(tvn  ve { })(twn  fonksiyon dizilerinin ∞→n  için düzgün ve monoton olarak 

sırasıyla )(tϑ  ve )(tω  fonksiyonlarına yakınsadığının gösterilişi (standart argümant)  

Teorem 3.1.3 de olduğu gibi kolaylıkla yapılabilir.  Bu yüzden o kısmı geçiyoruz. 

)(tϑ  ve )(tω  fonksiyonlarının eşlenmiş çözüm çifti olduğunun gösterilişi de aynen 

bir önceki teoremdeki gibi olduğu için bu kısmı da geçiyoruz. 
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Şimdi (3.1.7) denkleminin )()()( 00 twtutv ≤≤  şartını sağlayan herhangi bir )(tu  

çözümü için J  aralığında )()()()()( 00 twttuttv ≤≤≤≤ ωϑ  eşitsizliğini sağladığını 

göstermeliyiz. Đndüksiyon tekniğini kullanarak kabul edelim ki, Ν∈n  olmak üzere 

),()()( twtutv nn ≤≤  Jt ∈  olsun. J  üzerinde )()()( 11 tutvtp nn −= ++  tanımlayalım. O 

zaman 

)()()()(')()(' 111 tmutmvtutvtmptp nnn −+−=+ +++  

                          )()(')()(' 11 tmututmvtv nn −−+= ++  

                          )(),(),()(),(),( tmuutgutftmvwtgvtf nnn −−−++=  

                          )(),(),(),(),( uvmutgwtgutfvtf nnn −+−+−=  

f  ikinci değişkene göre artan, g  ikinci değişkene göre azalan, nvu ≥  ve nwu ≤  

olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmptp nn  elde edilir. 

)()()()()()( 00100100 TtpTtvTtutvtutp nn +=+−+=−= ++  

olduğu için de  Lemma 1.2.1 i kullanırsak 0)(1 ≤+ tpn  yani )()( 1 tvtu n+≥  elde ederiz. 

Aynı şekilde J  üzerinde )()()( 1 twtutq n+−=  tanımlayarak )()(1 tutwn ≥+  olduğunu 

gösterelim. 

)()()(')(')()(' 11 tmwtmutwtutmqtq nn ++ −+−=+  

                     )()(')()(' 11 tmwtwtmutu nn ++ −−+=  

                     )(),(),()(),(),( tmwvtgwtftmuutgutf nnn −−−++=  

                     )(),(),(),(),( nnn wumvtgutgwtfutf −+−+−=  
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   f  ikinci değişkene göre artan, g  ikinci değişkene göre azalan ve uwn ≥   ve 

uvn ≤ olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmptp nn  elde edilir. 

)()()()()()( 00010010 TtqTtuTtwtutwtq nn +=+−+=−= ++  

olduğu için de Lemma 1.2.1 i tekrar kullanırsak 0)(1 ≤+ tqn  yani )()(1 tutwn ≥+  elde 

ederiz. 

Böylelikle J  üzerinde Ν∈∀n  için )()()()()( 00 twtwtutvtv nn ≤≤≤≤  olduğunu 

göstermiş olduk.  ∞→n  için limit alırsak  

)()()()()( 00 twttuttv ≤≤≤≤ ωϑ  

elde edilir ki bu da )(tϑ  ve )(tω  nin sırasıyla (3.1.7) denkleminin eşleşmiş minimal 

ve maksimal çözüm çiftleri olduğunu ispat eder.  Bu da ispatı tamamlar. 

Teorem 3.1.3: v  ve w  (3.1.1) denkleminin sırasıyla )()( twtv ≤ , Jt ∈  olacak 

şekilde eşlenmiş alt ve üst çözüm çiftleri olsun. f  ve g  Tanım 3.1.2 nin şartlarına 

uygun, f ikinci değişkene göre azalan ve g  ise ikinci değişkene göre artan 

fonksiyonlar olsun.  Bu durumda { })(tvn  ve { })(twn  gibi iki monoton fonksiyon dizisi 

vardır öyle ki bu diziler ∞→n  için düzgün ve monoton olarak ϑ  ve ω  gibi iki 

fonksiyona yakınsarlar bu ϑ  ve ω  fonksiyonları (3.1.1) denkleminin eşlenmiş 

minimum ve maksimum çözüm çiftleridir. 

Đspat: vv =0 , ww =0  alalım ve 0≥n  doğal sayısı için aşağıdaki lineer denklem 

sistemlerini ele alalım. 

             ),,()(),(),()()(' 111 nnnnnnn vwtKtmvvtgwtftmvtv =++=+ ++ ,      Jt ∈  

                             )()( 0101 Ttvtv nn += ++                                                    (2.1.16)                                                                                                      

           ),,()(),(),()(')(' 11 nnnnnnn wvtKtmwwtgvtftmwtw =++=+ ++ ,     Jt ∈    

                          )()( 0101 Ttwtw nn += ++                                                      (2.1.17) 



 47

f  ve g  fonksiyonları ℜJx  üzerinde sürekli olduğundan (3.1.16) ve (3.1.17) 

denklemlerinin J  üzerinde çözümleri mevcuttur.  Onların çözümlerini teorem (3.1.3) 

ün ispatında göstermiştik.  Dikkat edildiği üzere bu teoremde bir önceki teoremin 

aksine f  nin ikinci değişkene göre azalan ve g  nin ikinci değişkene göre artan olma 

şartını koyuyoruz.  Şimdi bu şartın sağlanması durumunda { }nv  dizisinin artan ve 

{ }nw  dizisinin azalan olduğunu göstereceğiz. Bunun için  

i) 01 vv ≥  ve 01 ww ≤   

ii) 1−≥ nn vv  ve 1−≤ nn ww  olduğunda nn vv ≥+1  ve nn ww ≤+1  olduğunu göstermemiz 

yeterlidir. 

i) için ispatı Teorem 3.1.1 dekinin benzeri olduğu için ispatı geçebiliriz.  Önce 

1≥∀n için 1−≥ nn vv  ve 1−≤ nn ww  olduğunda nn vv ≥+1 olduğunu gösterelim.  Bunun 

için.  Bunun için )()()( 11 tvtvtp nnn ++ −=  tanımlayalım.  O zaman  

)()()(')(')()(' 1111 tmvtmvtvtvtmptp nnnnnn ++++ −+−=+  

                              )()(')()(' 11 tmvtvtmvtv nnnn ++ −−+=  

                              )(),(),()()(' tmvvtgwtftmvtv nnnnn −−−+=  

                              )(),(),()(),(),( 111 tmvvtgwtftmvvtgwtf nnnnnn −−−++= −−−  

                              )()()],(),([)],(),([ 111 tmvtmvvtgvtgwtfwtf nnnnnn −+−+−= −−−  

 f  ikinci değişkene göre azalan, g  ikinci değişkene göre artan ve 1−≥ nn vv  

olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmptp nn  elde edilir. 

)()()()()()( 0100100101 TtpTtvTtvtvtvtp nnnnnn +=+−+=−= ++++  

Böylelikle Lemma 1.2.1 i kullanılırsak J  üzerinde 01 ≤+np  yani nn vv ≥+1  elde 

ederiz. 
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Aynı kabullerle nn ww ≤+1  olduğunu gösterelim.  Bunun için )()()( 11 twtwtq nnn −= ++  

tanımlayalım.  O zaman  

)()()(')(')()(' 1111 tmwtmwtwtwtmqtq nnnnnn −+−=+ ++++  

                             )()(')()(' 11 tmwtwtmwtw nnnn −−+= ++  

                             )()(')](),(),([ tmwtwtmwwtgvtf nnnnn −−++=  

                             )](),(),([)](),(),([ 111 tmwwtgvtftmwwtgvtf nnnnnn −−− ++−++=  

                             )()],(),([)],(),([ 111 −−− −+−+−= nnnnnn wwmwtgwtgvtfvtf  

  f  ikinci değişkene göre azalan, g  ikinci değişkene göre artan ve 1−≤ nn ww  

olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmqtq nn  elde edilir. 

  )()()()()()( 0101001001 TtqTtwTtwtwtwtq nnnnnn +=+−+=−= ++++ . 

Böylelikle Lemma 1.2.1 i kullanılırsak J  üzerinde 01 ≤+nq  yani nn ww ≤+1  elde 

ederiz.  

 Şimdi 1≥∀n doğal sayıları için eğer nn wv ≤  ise 11 ++ ≤ nn wv  olduğunu 

gösterelim.  Bunun için J  üzerinde )()()( 111 twtvtp nnn +++ −=  tanımlayalım. 

)()()(')(')()(' 111111 tmwtmvtwtvtmptp nnnnnn ++++++ −+−=+  

                              )()(')()(' 1111 tmwtwtmvtv nnnn ++++ −−+=  

                              nnnnnn mwwtgvtfmvvtgwtf −−−++= ),(),(),(),(  

                              nnnnnn mwmvwtgvtgvtfwtf −+−+−= ),(),(),(),(  

 f  ikinci değişkene göre azalan, g  ikinci değişkene göre artan ve nn vw ≥  

olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmptp nn  elde edilir. 
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)()()()()()( 010101010101 TtpTtvTtwtvtwtp nnnnnn +=+−+=−= ++++++  

olduğunda benzer şekilde Lemma 1.2.1 i kullanılırsak J  üzerinde 01 ≤+mp  yani 

11 ++ ≥ nn vw  elde ederiz.  Yani 1≥∀n  doğal sayısı için nn vw ≥  olduğunu göstermiş 

olduk.  Bu durumda Jt ∈∀  için  

                  )()(...)()()(...)()( 01110 twtwtwtwtvtvtv nnn ≤≤≤≤≤≤≤≤ −  

elde edilmiş oldu. 

 { })(tvn  ve { })(twn  fonksiyon dizilerinin ∞→n  için düzgün ve monoton olarak 

sırasıyla )(tϑ  ve )(tω  fonksiyonlarına yakınsaması Teorem 3.1.1 dekine benzer 

şekilde kolaylıkla yapılabilir.  

)(tϑ ve )(tω  fonksiyonlarının eşlenmiş çözüm çifti olduğunu gösterilişi de aynen bir 

önceki teoremdeki gibidir. Sadece  )(tϑ ve )(tω  nin sırasıyla eşlenmiş minimum ve 

maksimum çözüm çifti olduğunu gösterelim.  

Şimdi (3.1.1) denkleminin )()()( 00 twtutv ≤≤  şartını sağlayan herhangi bir )(tu  

çözümü için J  aralığında )()()()()( 00 twttuttv ≤≤≤≤ ωϑ  eşitsizliğini sağladığını 

göstermeliyiz.  Đndüksiyon tekniğini kullanarak, Ν∈n  olmak üzere 

),()()( twtutv nn ≤≤  Jt ∈  olsun. J  üzerinde )()()( 11 tutvtp nn −= ++  tanımlayalım. O 

zaman 

)()()()(')()(' 111 tmutmvtutvtmptp nnn −+−=+ +++  

                          )()(')()(' 11 tmututmvtv nn −−+= ++  

                          )(),(),()(),(),( tmuutgutftmvvtgwtf nnn −−−++=  

                          )(),(),(),(),( uvmutgvtgutfwtf nnn −+−+−=  

f  ikinci değişkene göre azalan, g  ikinci değişkene göre artan, nvu ≥  ve nwu ≤  

olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmptp nn  elde edilir. 
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)()()()()()( 00010010 TtpTtuTtvtutvtp nn +=+−+=−= ++  

olduğu için de  Lemma 1.2.1 i tekrar kullanırsak 0)(1 ≤+ tpn  yani )()( 1 tvtu n+≥  elde 

ederiz. 

Benzer şekilde J  üzerinde )()()( 1 twtutq n+−=  tanımlayarak )()(1 tutwn ≥+  

olduğunu gösterelim. 

)()()(')(')()(' 11 tmwtmutwtutmqtq nn ++ −+−=+  

                     )()(')()(' 11 tmwtwtmutu nn ++ −−+=  

                     )(),(),()(),(),( tmwwtgvtftmuutgutf nnn −−−++=  

                     )(),(),(),(),( nnn wumwtgutgvtfutf −+−+−=  

f  ikinci değişkene göre azalan, g  ikinci değişkene göre artan ve uwn ≥   ve 

uvn ≤ olduğundan 0)()(' 11 ≤+ ++ tmptp nn  elde edilir. 

)()()()()()( 00010010 TtqTtuTtwtutwtq nn +=+−+=−= ++  

olduğu için de Lemma 1.2.1 i tekrar kullanırsak 0)(1 ≤+ tqn  yani )()(1 tutwn ≥+  elde 

ederiz. 

Böylelikle J  üzerinde Ν∈∀n  için )()()()()( 00 twtwtutvtv nn ≤≤≤≤  olduğunu 

göstermiş olduk. ∞→n  için limit alırsak  

                   )()()()()( 00 twttuttv ≤≤≤≤ ωϑ     

elde edilir ki bu da )(tϑ  ve )(tω  nin sırasıyla  (3.1.1) denkleminin eşleşmiş 

minimum ve maksimum çözüm çiftleri olduğunu ispat eder.  Bu da ispatı tamamlar. 

Remark : (3.1.1) periyodik sınır değer probleminde J  üzerinde 0)( =tg  alırsak 1. 

bölümde bahsettiğimiz (1.1.1) periyodik sınır değer problemini elde ederiz ve (3.1.7) 
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eşitsizliğide (A0) daki eşitsizliğin aynısı olur. Yani 1. bölümde elde ettiğimiz 

sonuçlar bu bölümde elde ettiğimiz sonuçların 0)( =tg  için özel halidir. 
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4. SÜREKSĐZ ALT VE ÜST ÇÖZÜMLER ĐLE 

LĐNEER OLMAYAN ĐKĐ MONOTON 

FONKSĐYON ĐÇEREN PERĐYODĐK SINIR 

DEĞER PROBLEM Đ 
  

Bu bölümde ikinci bölümdekine benzer şekilde ancak bu sefer lineer olmayan iki 

monoton fonksiyon içeren periyodik sınır değer probleminin minimum ve maksimum 

çözümüne sonlu sayıda süreksizlik içeren alt ve üst çözüm yardımıyla 

yakınsayacağız. Đkinci bölümün başlangıcında verdiğimiz tanımlarla da birlikte 

düşünerek tekrardan  

Tanım 4.1.1: ],[, ℜℜ∈ JxCgf  için  

                   ),,(),(' utgutfu +=  )()( 00 Ttutu += , ],[ 00 TttJt +=∈               (4.1.1) 

 periyodik sınır değer problemini ele alalım. Eğer Ω∈wv,  için 

                              )),(,())(,()(' twtgtvtftv +≤      ,Jt ∈   ktt ≠ , pk ,...,2,1=  

                             ),()( kk tvtv ≤+           pk ,...,2,1=     

                             )()( 00 Ttvtv +≤  

                                      ve  

                            ))(,())(,()(' tvtgtwtftw +≥     ,Jt ∈    kst ≠ ,  pk ,...,2,1=  

                           )()( kk swsw ≥+ ,         pk ,...,2,1=  

                           )()( 00 Ttwtw +≥ . 

Bu durumda )(tv ve )(tw ye periyodik sınır değer problemi (4.1.1) in sırasıyla 

eşlenmiş alt ve üst çözüm çiftleri denir. 

 

Teorem 4.1.1:  Kabul edelim ki aldığımız ],[, ℜℜ∈ JxCgf  ve Ω∈wv,  Tanım 4.1.1 

in şartlarını sağlasın. J üzerinde )()( twtv ≤ olsun ve,f  ve g  denklem (3.1.7) yi  

sağlasın. Yani; 0>∃m  

öyle ki  
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 )]()[()],(),([)],(),([
ffff

yyxxmytgytgxtfxtf −+−−≥−+−      xx ≤
f

 ve yy ≥
f

 

Jt ∈   

 

olsun.  Bu durumda öyle iki monoton dizi }{ nv  ve }{ nw  vardır ki 

wwwvvv nn =≤≤≤= 00  Nn ∈∀  sağlar ve denklem (3.1.1) in eşlenmiş  minimum 

ve maksimum çözümlerine sırasıyla J  üzerinde düzgün olarak yakınsarlar. 

Đspat: vv =0  ve ww =0  alalım. 1v  aşağıdaki problemin çözümü olsun.            

  ),,,()()( 001
'

1 wvtHtmvtv =+   ,Jt ∈   ,ktt ≠  ,,...,2,1 pk =  

                                )()( 01 kk tvtv =+                 pk ,...2,1=                                     (4.1.2) 

             )()( 0101 Ttvtv +=  

Burada ),())(,())(,(),,( 00000 tmvtwtgtvtfwvtH ++=   Jt ∈  şeklinde tanımlanmıştır. 

Açıktır ki (4.1.2) periyodik başlangıç değer probleminin tek bir çözümü mevcuttur.  

Önce p  tane başlangıç değer problemini ele alalım. 

Her pk ,...,2,1=  için 

            ),,()()( 00,1
'
,1 wvtHtmvtv kk =+      ],,( 1+∈ kk ttt  

           )()( 0,1 kkk tvtv =+  

 p tane başlangıç değer problemini çözelim.  Bu bize her ],( 01 Tttt +∈  için  

           ,),,()()()( 00
)()(

0,11 dswvsHeetvtvtv
t

t

stmttm
kk

k

k ∫
−−−− +==     ],( 1+∈ kk ttt ,  

.,...,2,1 pk =  

çözümünü vermektedir. Sonra  

 

          ),,,()()( 000,1
'

0,1 wvtHtmvtv =+     ],[ 10 ttt ∈  

           )()( 0,100,1 Ttvtv p +=  

başlanğıç değer problemini çözelim. 

Son olarak da  

                  




=∈
∈

=
+ .,...,2,1],,(),(

],[),(
)(

1,1

100,1

1 pkttttv

ttttv
tv

kkk

 

Açıktır ki Ω∈1v  ve )()( 0101 Ttvtv += sağlanır. 
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Genel olarak , her 1≥n  için ),())(,(),,( tmvtvtfwvtH nnnn +=  Jt ∈  olmak üzere 

1+nv ,  

           ),,,()()( 1
'

1 nnnn wvtHtmvtv =+ ++   ,Jt ∈   ktt ≠ ,  ,,...,2,1 pk =  

 ),()(1 knkn tvtv =+
+                ,,...,2,1 pk =                                                (4.1.3) 

            )()( 0101 Ttvtv nn += ++  

periyodik sınır değer probleminin tek çözümüdür.  Yukarıdaki gibi Ω∈+1nv  ve 

1+nv in açık ifadesini aşağıdaki gibi verebiliriz. 













=∈+

∈++

=

∫

∫∫

+
−−−−

−−−−−−

+ t

t

kknn
stmttm

kn

t

t

nn
stm

T

t

nn
sTmtTm

pn

n

k

k

p

p

pktttdswvsHeetv

tttdswvsHedswvsHeetv

v

.,...,2,1],,(,),,()(

],,[,),,(),,()(

1
)()(

10
)()()(

1
0    

(4.1.4) 

Aynı şekilde { }nw  dizisinin açık ifadesi yazılabilir. 

Şimdi aşağıdaki özellikleri göstererek }{ nv nin artan ve }{ nw nin de azalan bir dizi 

olduğunu göstereceğiz. 

i)   10 vv ≤  ve 10 ww ≥     

ii)  nn vv ≤−1  ve nn ww ≥−1    ise   1+≤ nn vv ve 1+≥ nn ww    1≥n . 

i) yi ispatlamak için 011 vv −=α  tanımlayalım. vv =0 ve ww =0  üzerine hipotez 

gereği  

         )()()(')(')()(' 010111 tmvtmvtvtvtmt −+−=+ αα   

                                  )()(')()(' 0011 tmvtvtmvtv −−+=  

                                   )()(')(),(),( 00000 tmvtvtmvwtgvtf −−++=  

                                   0),(),(),(),( 0000 =−−+≥ wtgvtfwtgvtf  ,ktt ≠  

         ,0)()()()()( 11 ≥−=−= ++++
kkkkk tvtvtvtvtα      ,,...,2,1 pk =  

         ).()( 0101 Ttt +≥ αα  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 01 ≥α  yani 01 vv ≤  elde edilir. 

Şimdi 01 ww ≤  olduğunu ispatlamak için 101 wwq −=  tanımlayalım.  O zaman  

)()()(')(')()(' 101011 tmwtmwtwtwtmqtq −+−=+  

                       )()(')()(' 1100 tmwtwtmwtw −−+=  
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                        0)()('),(),( 1100 =−−+≥ tmwtwvtgwtf  ,   ktt ≠  

,0)()()()()( 1110101 ≥−=−= +++ twtwtwtwtq kkk    ,,...,2,1 pk =  

)()( 0101 Ttqtq +≥  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 01 ≥q  yani 01 ww ≤  elde edilir. 

ii) nin ilk kısmını ispatlamak için nnn vv −= ++ 11α  tanımlayalım.  

)()(')(')()(' 1111 tmvtmvvtvtmt nnnnnn −+−=+ ++++ αα  

                               )()(')()(' 11 tmvtvtvtv nnnn −−+= ++  

                               111 ),(),(),(),( −−− −−−++= nnnnnn mvwtgvtfmvwtgvtf  

                               [ ] [ ] )(),(),(,(),( 111 −−− −+−+−= nnnnnn vvmwtgwtgvtfvtf  

                               [ ] )()()( 111 −−− −+−+−−≥ nnnnnn vvmwwvvm  

                               0)( 1 ≥−−= −nn wwm ,       ktt ≠  

0)()()()()( 111 ≥−=−= +
++

+
+

+ knknknknkn tvtvtvtvtα ,     ,,...,2,1 pk =  

)()( 0101 Ttt nn +≥ ++ αα  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 01 ≥+nα  yani nn vv ≥+1  elde 

edilir. 

Şimdi aynı şekilde 11 ++ −= nnn wwq  tanımlayarak 1+≥ nn ww olduğunu gösterelim. 

)()()(')(')()(' 1111 tmwtmwtwtwtmqtq nnnnnn ++++ −+−=+  

                             )()(')()(' 11 tmwtwtmwtw nnnn ++ −−+=  

                             nnnnnn mwvtgwtfmwvtgwtf −−−++= −−− ),(),(),(),( 111  

                             [ ] [ ] )(),(),(),(),( 111 nnnnnn wwmvtgvtgwtfwtf −+−+−= −−−  

                             [ ] )()()( 111 nnnnnn wwmvvwwm −+−+−−≥ −−−  

                             0)( 1 ≥−−= − nn vvm ,    ktt ≠  

0)()()()()( 111 ≥−=−= +
+

+
++

+ knknknknkn twtwtwtwtq ,    ,,...,2,1 pk =  

)()( 0101 Ttqtq nn +≥ ++  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 01 ≥+nq  yani 1+≥ nn ww elde 

edilir. 

Şimdi  Nn ∈∀  için wvn ≤  olduğunu gösterelim.  Önce 11 vw −=β  tanımlayalım.  

Not etmek gerektir ki 1β  aşağıdaki eşitsizliği sağlar. 
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          )()()(')(')()( 111
'
1 tmvtmwtvtwtmt −+−=+ ββ ,    

                                  )(),(),()(),(),( tmvwtgvtftmwvtgwtf −−−++≥    

                                  [ ]),(),( vtfwtf −= +[ ] )(),(),( vwmwtgvtg −+−  

                                  [ ] 0)()()( ≥−+−+−−≥ vwmwvvwm ktt ≠  

         ,0)()()()()( 11 ≥−≥−= +++
kkkkk tvtwtvtwtβ      ,,...,2,1 pk =  

         ).()()()()()( 0101001001 TtTtvTtwtvtwt +=+−+≥−= ββ  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 01 ≥β  yani wv ≤1  olduğu açıkça 

görülür.  

Yukarıdaki aynı tekniği kullandığımızda 0≥nβ olması 1≥∀n  için 01 ≥+nβ  

olduğunu gösterelim; burada 11 ++ −= nn vwβ tanımlayalım.  

          )()()(')(')()(' 1111 tmvtmwtvtwtmt nnnn ++++ −+−=+ ββ  

                                        )()(')()(' 11 tmvtvtmwtw nn ++ −−+=  

                                        )(),(),()(),(),( tmvwtgvtftmwvtgwtf nnn −−−++=  

                                        )(),(),(),(),( nnn vwmwtgvtgvtfwtf −+−+−=  

                                        [ ] )()()( nnn vwmwvvwm −+−+−−≥  

                                        0)( ≥−−= nwvm  

,0)()()()()( 11 ≥−≥−= +
+

++
+ kkknkkn tvtwtvtwtβ      ,,...,2,1 pk =  

).()()()()()( 0101001001 TtTtvTtwtvtwt nnnn +=+−+≥−= ++++ ββ  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 01 ≥+nβ  yani wvn ≤+1  olduğu         

açıkça görülür. Sonuçta Jt ∈∀  için  

                  )()(...)()()()(...)()( 011110 twtwtwtwtvtvtvtv nnnn ≤≤≤≤≤≤≤≤≤ −−  

            elde edilmiş oldu. 

 

               

Böylelikle, Rtv kn ∈+ )(   Nn ∈∀  ve pk ,...,1,0=  olmak üzere }{ nv ’nin ],( 1+kk tt  

içinde sürekli ve sınırlı bir fonksiyon dizisi olduğunu ispatlamış olduk. . Bu gerçeğin 

ışığında pk ,...,1,0=  için }{ nv ’i  ],[ 1+kk tt  içinde sınırlı ve sürekli fonksiyonlar dizisi 

olarak düşünebiliriz; bunun için ],[ 1+kk tt  içinde çalışırken sadece )()( += knkn tvtv  

tanımlamak yeterlidir. 
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Bunların yanında, her Nn ∈  için 1+nv , denklem (4.1.3)’ün bir çözümü olduğu için 

pk ,...,1,0=  olmak üzere }'{ nv dizisi ),( 1+kk tt içinde düzgün sınırlıdır. Yani ],[ 1+kk tt  

üzerinde 

0>∃M öyleki Nn ∈∀  Mtvtvmwtgvtftv nnnnn ≤−++≤ + )()(),(),()(' 1  

 olur. O zaman ortalama değer teoremini kullanırsak   

    Jyx ∈∀ ,    ),( yx∈∃ξ  öyle ki )(')()()( ξnnn vxyxvyv −=−  

buradan da   Jyx ∈∀ ,     Mxyxvyv nn .)()( −≤−  

      elde ederiz. Görüldüğü üzere M  burada x  ve y  ye bağlı değildir. 
M

εδ =  alırsak      

{ }nv  dizisinin ],[ 1+kk tt   üzerinde eşsürekli olduğunu görürüz. Böylelikle { }nv  dizisi   

],[ 1+kk tt  üzerinde eşsürekli ve düzgün sınırlı olduğu için  Arzela-Ascoli teoremine 

göre { }nv  dizisinin öyle bir { }
mnv  alt dizisi vardır ki J üzerinde düzgün yakınsar.{ }nv   

dizisinin monotonluğunu  kullanırsak pk ,...,1,0=  için ],[ 1+kk tt   üzerinde 

)()(lim ttvn
n

ϑ=
∞→

 düzgün yakınsadığını görürüz. 

 Bunun yanında 1+nv  her Nn ∈  için denklem (4.1.4) ü sağladığından Ω∈ϑ ’dur 

veϑ  aşağıdaki denklemi sağlar. 

               ),(),()(' ωϑϑ tgtft += ,     Jt ∈    ktt ≠   ,,...,2,1 pk =                       

               ),,(),()(' ϑωω tgtft +=        Jt ∈    ktt ≠   ,,...,2,1 pk =                       

                        ),()( kk tt ϑϑ =+  ve  )()( kk tt ωω =+           ,,...,2,1 pk =  

                        )()( 00 Ttt += ϑϑ )()( 00 Ttt += ωω  

Diğer taraftan pk ,...,2,1=  için ],[ 1 kk tt − ’da yakınsaklık düzgün yakınsaklık olduğu 

için  

                         )()(lim)(lim)(limlim)(lim kkn
n

kn
nn

n
tttt

ttvtvtvt
kk

ϑϑ ===






=
∞→

−

∞→∞→→→ −−
  

sağlanır. Böylelikle ϑ ’nun J  üzerinde sürekli olduğunu söyleyebiliriz. Aynı şekilde 

ω nin de sürekliliği gösterilebilir.Not düşmemiz gerekir ki pk ,...,1,0=  olmak üzere 

her bir ],[ 1+kk tt  üzerindeki düzgün yakınsaklık }{ nv ’nin ϑ ’ye J  üzerinde düzgün 

yakınsamasını gerektirir. 
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 Son olarak, f ’in kendisi de sürekli ve )),(,()(' ttft ϑϑ =  ,Jt ∈  ktt ≠ , pk ,...,2,1=  

olduğu için ))(,()('lim kk
tt

ttft
k

ϑϑ =
→

 vardır ve böylelikle )(1 JC∈ϑ ’dir ve denklem 

(4.1.1)’in bir çözümüdür. 

Aynı şekilde ww =0 ’dan başlayarak }{ nw  dizisini de oluşturabiliriz. Bu dizi 

artmayan bir dizidir denklem (4.1.1)’in çözümü ω ’ya düzgün yakınsamaktadır. 

Son olarak  ϑ  ve ω ’nin ],[ wv  üzerinde denklem (4.1.1)’in sırasıyla minimum ve 

maksimum çözümleri olduğunu ispatlamalıyız. Bunun için denklem (4.1.1)’in ],[ wv  

üzerinde herhangi bir çözümü u ’yu ele alalım. 1vu −=α  fonksiyonu Lemma (2.2.2) 

nin şartlarını sağlamaktadır. O zaman J  üzerinde 0≥α  olur. Böylelikle uv ≤1  olur. 

Đndüksiyon kullanarak Nn ∈∀  için uvn ≤  gösterebiliriz, ∞→n  için limit alırsak  

u≤ϑ  olduğu görülür. 

Aynı şekilde ],[ wv  üzerinde ω ’nun denklem (4.1.1)’in maksimum çözümü olduğu 

gösterilebilir. 
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5. SONLU SĐSTEMLERDE PERĐYODĐK  SINIR     

DEĞER PROBLEM Đ  

 

Bu bölümde daha önceki bölümlerde yaptıklarımızın sonlu sistemlerde de geçerli 

olduğunu göstereceğiz. Şimdi ],[ nnJxCf ℜℜ∈  olmak üzere n tane periyodik sınır 

değer problemini ele alalım. 

 

      ),,...,,,(' 2111 nuuutfu =      ),()( 0101 Ttutu +=  

      ),,...,,,(' 2122 nuuutfu =      ),()( 0202 Ttutu +=  

      ),,...,,,(' 2133 nuuutfu =      ),()( 0303 Ttutu +=  

      .  

      . 

      . 

      ),,...,,,(' 21 nnn uuutfu =      ).()( 00 Ttutu nn +=  

Eğer ),...,,( 21 nuuuu =  ve ),...,,( 21 nffff =  şeklinde alırsak yukarıdaki sistemin 

kapalı formu 

      ),,(' utfu =      ),()( 00 Ttutu +=      Jt ∈                                                  (5.1.1) 

şeklinde gösterilir. Şimdi, ni ≤≤1  olmak üzere her bir i sabit değişkeni için 

1−=+ nqp ii  eşitli ğini sağlayan negatif  olmayan ip  ve iq  tamsayılarını alalım. Bu 

durumda yukarıdaki denklem sisteminin genel ifadesini , ni ≤≤1  olmak üzere  

      ),][,][,,('
ii qpiii uuutfu =       ),()( 00 Ttutu ii +=      Jt ∈                             (5.1.2) 

şeklinde de yazabiliriz. 

Tanım 5.1.1: Yukarıda verilen (5.1.2) periyodik sınır değer problemini ele alalım. 

],[, 1 nJCwv ℜ∈   ve  ],[ nnJxCf ℜℜ∈   olmak üzere eğer  

      )][,][,,('
ii qpiii wvvtfv ≤ ,     )()( 00 Ttvtv ii +≤     ni ,...,2,1=                              

      )][,][,,('
ii qpiii vwwtfw ≥ ,     )()( 00 Ttwtw ii +≥     ni ,...,2,1=      

eşitsizlikleri sağlanıyorsa v  ve w  fonksiyonlarına (5.1.2) sisteminin sırası ile 

eşleşmiş alt ve üst quasi- çözüm çiftleri denir. 
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Tanım 5.1.2: ],[, 1 nJCwv ℜ∈   ve  ],[ nnJxCf ℜℜ∈   olmak üzere eğer  

      )][,][,,('
ii qpiii wvvtfv = ,     )()( 00 Ttvtv ii +=     ni ,...,2,1=                              

      )][,][,,('
ii qpiii vwwtfw = ,     )()( 00 Ttwtw ii +=     ni ,...,2,1=      

eşitlikleri sağlanıyorsa v  ve w  fonksiyonlarına (5.1.2) sisteminin eşleşmiş periyodik 

quasi-çözüm çiftleri denir. 

Tanım 5.1.3: ],[ nnJxCf ℜℜ∈  olsun. ni ≤≤1   olmak üzere her i  için       

)][,][,,(
ii qpii uuutf   fonksiyonu 

ipu][  ya göre monoton artan ve 
iqu][ ya göre monoton 

azalan ise  f  ye karma quasi-monoton özelliğe sahip fonksiyon denir. 

(5.1.1) veya (5.1.2) periyodik sınır değer problemi sistemine monoton iterativ teknik 

uygulayabilmek için aşağıdaki kabullere ihtiyacımız vardır.  

(A0)  ],[, 1
00

nJCwv ℜ∈  alalım, J  üzerinde 00 wuvv ≤≤≤  olmak üzere 

0>∃ iM öyle ki  

                   ),()][,][,,()][,][,,( iiiqpiiqpii vuMvvvtfuuutf
iiii

−−≥−        

sağlansın. 

(A1)  i)  ],( 00 Tttt +∈   ve )()( 0000 Ttvtv +≤  için )][,][,,(' 00,0,0 ii qpiii wvvtfv ≤  

         ii) ],( 00 Tttt +∈  ve )()( 0000 Ttwtw +≥  için )][,][,,(' 00,0,0 ii qpiii vwwtfw ≥  

 (A2)   i) ],( 00 Tttt +∈  ve )()( 0000 Ttvtv +>  olmak üzere                               

           ))()(( 0,00,0)(

)(

,1 00

0

Ttvtv
ee

e
iitMTtM

TtM

i ii

i

+−
−

= +

+

γ  için      

            iiqpiii Mwvvtfv
ii ,100,0,0 )][,][,,(' γ−≤     olsun.  

           ii) ],( 00 Tttt +∈  ve )()( 0000 Ttwtw +<  olmak üzere   

             ))()(( 0,00,0)(

)(

,2 00

0

Ttwtw
ee

e
iitMTtM

TtM

i ii

i

+−
−

= +

+

γ    için   

               iiqpiii Mvwwtfw
ii ,200,0,0 )][,][,,(' γ+≥ olsun. , 

  (A3)  (A1)(i) ve (A2)(ii). 

 (A4)  (A1)(ii) ve (A2)(i).  

Teorem 5.1.1: Kabul edelim ki (A0) sağlansın ve f  fonksiyonu karma quasi- 

monoton özelliğe sahip olsun. Bunun yanında eğer (A1), (A2), (A3) veya (A4) ten 

herhangi biri sağlanırsa , o zaman öyle monoton iki dizi { })(tvn  ve { })(twn  

oluşturabiliriz öyle ki bu diziler J  üzerinde düzgün ve monoton olarak (5.1.1) in 
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sırasıyla eşleşmiş quasi-minimum ve quasi-maksimum çözümleri v  ve w  ya 

yakınsarlar. Buna ek olarak eğer J  üzerinde 00 wuv ≤≤  olmak üzere u, (5.1.1) in 

herhangi bir çözümü ise aynı zamanda J  üzerinde wuv ≤≤  olur. 

Đspat: ni ,...,2,1=  olmak üzere [ ] [ ]0000 :],[,, wuvJCuwv n ≤≤ℜ∈=∈∀ µη  için  

)()][,][,,(),(' iiiqpiiii uMtfutGu
ii

ηµηη −−== ,   )()( 00 Ttutu ii += ,  Jt ∈       (5.1.3) 

periyodik sınır değer problemini ele alalım. 

Görüldüğü üzere (5.1.3) periyodik sınır değer problemi eşleşmiş değildir ve 

böylelikle her bir i  için (5.1.3) PSDP i bir lineer denklemdir. Böylelikle Teorem 

(1.3.1) in ispatındaki gibi her bir i  için (5.1.3) PSDP nin çözümünün varlığı ve 

tekliği ispatlanabilir. Ancak şimdiki durumda  

[ ] dsesMssssf
e

e
tu sM

Tt

t

iiqpiiTM

tM

i
i

iii

i

∫
+−

+
−

=
0

0

0

)())]([,)]([),(,(
1

)( 0 ηµηη  

olmak üzere çözüm  

[ ] dsesMssssfeetutu sM
t

t

iiqpii
tMttM

i
i

ii

ii ∫ ++= −−

0

0 )())]([,)]([),(,()()( )(
0 ηµηη  

şeklindedir.  

Şimdi )(tu , (5.1.3) ün tek çözümü olmak üzere uA =),( µη  fonksiyonunu 

tanımlayalım. Burada dikkat edersek η  ve µ  ya bağlı olarak (4.1.3) PSDP nin 

çözümü değişmekte ve her η  ve µ  için u  tek çözümü elde edilmektedir. Şimdi A  

fonksiyonunun  

a) ),,( 000 wvAv ≤  ),( 000 vwAw ≥ ; 

b) ,A  [ ]0,wvo  üzerinde karma monoton özelliğine sahiptir. 

şartlarını sağladığını gösterelim. 

Önce a) yı ispatlayalım. Bunun için 0v=η  ve 0w=µ  olma durumunda 1v , (5.1.3) ün 

tek çözümü olmak üzere 100 ),( vwvA =  tanımlayalım. Şimdi 10 vv ≤  olduğunu 

göstermek istiyoruz. Bunun için ,,...,2,1 ni =  olmak üzere )()()( ,1,0 tvtvtp iii −=  

tanımlayalım. 

Eğer (A1)(i) sağlarsa 

)()()()()()()()( 00,10,00,10,00,10,00 TtpTtvTtvtvTtvtvtvtp iiiiiiii +=+−+=−+≤−=  

ve ],( 00 Tttt +∈  için  
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iiiiiiiiiqpiiiiii pMvvMvMvMwvvtfvvvp
ii

−=−−≤−+−=−= )()][,][,,('''' ,1,0,0,100,0,0,1,0  

sağlanır. Lemma (1.2.1) i kullanırsak J  üzerinde 0)( ≤tpi  yani  )()( ,1,0 tvtv ii ≤  elde 

edilir. Bu tüm ni ,...,2,1=  için doğru olduğundan )()( 10 tvtv ≤  elde edilir. 

Eğer (A2)(i) sağlarsa, 

)()()()()()()()( 00,10,00,10,00,10,00 TtpTtvTtvtvTtvtvtvtp iiiiiiii +=+−+=−+≥−=  

ve ],( 00 Tttt +∈  için 

iiiiiiiqpiiiii MpMvMwvvtfvvp
ii

γγ −−=−−≤−= ,1,100,0,1,0 ')][,][,,('''  

sonucunu elde ederiz. Böylelikle Lemma 1.2.1 (ii) yi kullanırsak 0)( ≤tpi  olur ki bu 

da yukarıdaki gibi ),()()( 0010 wvAtvtv =≤  sonucunu verir. 

Aynı şekilde ),( 000 vwAw ≥  olduğu da gösterilebilir. 

b) yi ispatlamak için 21 ηη ≤  olacak şekilde ],[,, 0021 wv∈µηη  alalım. Kabul edelim 

ki ),( 11 µηAu =  ve ),( 22 µηAu = olsun. ni ,...,2,1=∀  için )()()( ,2,1 tututp iii −=  

tanımlayalım. f  nin karma quasi-monoton özelliğini ve (A0) ı kullanarak  

iii uup ,2,1 ''' −=  

      )(][,][,,()()][,][,,( ,2,22,2,1,11,1 iiiqpiiiiiqpii uMtfuMtf
iiii

ηµηηηµηη −+−−−=  

       )(][,][,,()()][,][,,( ,2,22,2,1,12,1 iiiqpiiiiiqpii uMtfuMtf
iiii

ηµηηηµηη −+−−−≤  

      iiiiiiiiiii pMuMuMM −=−+−−−≤ )()()( ,2,2,1,1,1,2 ηηηη  

ve  

)()()()()()( 00,20,10,20,10 TtpTtuTtutututp iiiiii +=+−+=−=  

elde edilir. Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 0)( ≤tpi  yani ii uu ,2,1 ≤  sonucu 

çıkar. Bu sonuç tüm ni ,...,2,1=  için doğru olduğundan J  üzerinde )()( 21 tutu ≤  olur 

ki bu da A  operatörünün birinci değişkene göre monoton artan olduğunu gösterir. 

Şimdi A  operatörünün ikinci değişkene göre monoton azalan olduğunu gösterelim. 

Bunun için 21 µµ ≤  olacak şekilde ],[,, 0021 wv∈µµη  alalım öyle ki 11),( uA =µη  ve  

 22),( uA =µη  olsun. Şimdi 12 uupi −=    tanımlayalım ve f in karma quasi-

monoton özelliğini kullanarak  

iii uup ,1,2 ''' −=  

     )()][,][,,( ,22 iiiqpii uMtf
ii

ηµηη −−= )()][,][,,( ,11 iiiqpii uMtf
ii

ηµηη −+−  
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     )()][,][,,( ,22 iiiqpii uMtf
ii

ηµηη −−≤ )()][,][,,( ,12 iiiqpii uMtf
ii

ηµηη −+−  

     )( ,2 iii uM η−−= )( ,1 iii uM η−+ iiiii pMuuM −=−−= )( ,1,2  

ve  

)()()()()()( 00,10,20,10,20 TtpTtuTtutututp iiiiii +=+−+=−=  

elde edilir. Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 0)( ≤tpi  yani ii uu ,1,2 ≤  sonucu 

çıkar. Bu sonuç tüm ni ,...,2,1=  için doğru olduğundan J  üzerinde )()( 12 tutu ≤  olur 

ki bu da A  operatörünün ikinci değişkene göre monoton azalan olduğunu gösterir. 

Böylelikle A  operatörü karma monoton özelliğine sahip olmuş olur. 

Şimdi A  operatörü yardımıyla { }nv  ve { }nw  dizilerini  ),( 11 −−= nnn wvAv  ve 

),( 11 −−= nnn vwAw  şeklinde tanımlayalım. Şimdi indiksiyon tekniğini kullanarak bu 

dizilerin monoton olduğunu gösterelim. Yukarıda a) da 10 vv ≤  ve 10 ww ≥  olduğunu 

gösterdik. Şimdi kabul edelim ki J  üzerinde nn vv ≤−1  ve nn ww ≥−1  olsun. A  nın 

karma monoton özelliğini kullanarak  

                  nnnnnn vwvAwvAv =≥= −−+ ),(),( 111  

                  nnnnnn wvwAvwAw =≤= −−+ ),(),( 111  

elde edilir. Yani Nn ∈∀  için 1+≤ nn vv  ve 1+≥ nn ww  elde etmiş olduk. 

Şimdi Nn ∈∀  için J  üzerinde nn wv ≤  olduğunu indüksiyon tekniğini kullanarak 

gösterelim. Kabulümüz gereği J  üzerinde 00 wv ≤  dir. A  operatörünün karma 

monoton özelliğini kullanırsak, 

10000001 ),(),(),( wvwAwwAwvAv =≤≤=  olduğu açıkça görülür. Kabul edelim ki 

nn wv ≤  olsun. Tekrar A  nın karma monoton özelliğini kullanarak 

11 ),(),(),( ++ =≤≤= nnnnnnnn wvwAwwAwvAv  elde edilir. 

Böylelikle J  üzerinde Nn ∈∀  için nn wv ≤  elde etmiş olduk. Bu da { }nv  ve { }nw  

dizileri arasında  

                 0121210 ...... wwwwwvvvv nnn ≤≤≤≤≤≤≤≤≤≤ −  

şeklinde bir ilişkinin olduğunu gösterir.  

Şimdi { }nv  ve { }nw  dizilerinin J  üzerinde düzgün yakınsak diziler olduğunu 

gösterelim. Önce { }nv  dizisinin elemanlarını açık olarak yazalım. 

),...,,,( 11312111 kvvvvv = , ),...,,,( 22322212 kvvvvv = , ),...,,,( 33332313 kvvvvv = ,...., 
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),...,,,( 321 nknnnn vvvvv = ,... . Bu terimleri kullanarak k  tane reel değerli dizi 

oluşturacağız şöyle ki: Her bir terimin birinci koordinatlarını alarak { }∞
=11 nnv , her bir 

terimin ikinci koordinatlarını alarak { }∞
=12 nnv , her bir terimin üçüncü koordinatlarını 

alarak { }∞
=13 nnv  , yani genel olarak ki ,...,2,1= olmak üzere her bir terimin i  ninci 

koordinatlarını alarak { }∞
=1iniv  reel   dizilerini elde ederiz. Yukarıda gösterdiğimiz 

üzere Nn ∈∀  için J  üzerinde inii wvv 00 ≤≤  sağlar. Yani { }niv , J  üzerinde sınırlı 

bir dizidir. J  kompakt olduğu, iv0  ve iw0  sürekli oldukları için iv0  ve iw0 ın J  

üzerinde minimum ve maksimum değerleri vardır. Böylelikle { }niv , J  üzerinde 

sürekli fonksiyonların düzgün sınırlı bir dizisi olur. k sonlu bir sayı olduğu için { }nv  

dizisinin düzgün sınırlı bir dizi olduğu açıkça görülür. Aynı şekilde { }nw  nin J  

üzerinde sürekli fonksiyonların düzgün sınırlı bir dizisi olduğu görülür. Bunların 

yanında, her Nn ∈  için ),( 11 −−= nnn wvAv  olduğundan denklem   }'{ niv dizisi 

J üzerinde düzgün sınırlıdır.Yani J  üzerinde 

              0>∃M  öyle  ki Nn ∈∀        

               Mtvtvmwvvtftv ininiqnpninni ii
≤−++≤ −−−− )()()][,][,,()(' ,1,11,1  

olur. O zaman ortalama değer teoremini kullanırsak   

    Jyx ∈∀ ,    ),( yx∈∃ξ  öyle ki )(')()()( ξninini vxyxvyv −=−  

buradan da   Jyx ∈∀ ,     Mxyxvyv nini .)()( −≤−  

elde ederiz. Görüldüğü üzere M  burada x  ve y  ye bağlı değildir. 
M

εδ =  alırsak 

{ }niv  dizisinin J üzerinde eşsürekli olduğunu görürüz. k sonlu bir sayı olduğu için 

{ }nv  dizisinin de eşsürekli olduğu açıktır. Böylelikle { }nv  dizisi J  üzerinde eşsürekli 

ve düzgün sınırlı olduğu için  Arzela-Ascoli teoremine göre { }nv  dizisinin öyle bir 

{ }
mnv  alt dizisi vardır ki J üzerinde düzgün yakınsar. Dini teoremini de kullanırsak 

J  üzerinde )()(lim ttvn
n

ϑ=
∞→

 düzgün yakınsadığını görürüz. 

Diğer taraftan J  üzerinde yakınsaklık düzgün yakınsaklık olduğu için Ja ∈∀  için 

         ( ) )()(lim)(limlim)(limlim)(lim aan
n

n
atnn

n
atat

ttvtvtvt ϑϑ ===






=
∞→→∞→∞→→→

  

sağlanır. Böylelikle ϑ ’nun J  üzerinde sürekli olduğunu söyleyebiliriz.  
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 Şimdi { }wv,  çiftinin eşleşmiş quasi-çözüm çifti olduğunu gösterelim. nv , 1−= nvη  

ve 1−= nwµ  olduğu durumda (5.1.3) PSDP nin çözümü olduğu için  

[ ] dsesvMswsvsvsf
e

e
tv sM

Tt

t
iniqnpniniTM

tM

in
i

iii

i

∫
+

−−−−

−

+
−

=
0

0

0

)())]([,)]([),(,(
1

)( ,111,10,  

olmak üzere   

[ ] dsesvMswsvsvsfeetvtv sM
t

t

iniqnpnini
tMttM

inin
i

ii

ii ∫ −−−−
−− ++=

0

0 )())]([,)]([),(,()()( ,111,1
)(

0,,  

şeklindedir. Her iki tarafın ∞→n  için limitini alacak olursak  

[ ] dsesvMswsvsvsf
e

e
tv sM

Tt

t

iiqpiiTM

tM

i
i

iii

i

∫
+−

+
−

=
0

0

0

)())]([,)]([),(,(
1

)( 0  

olmak üzere   

[ ] dsesvMswsvsvsfeetvtv sM
t

t

iiqpii
tMttM

ii
i

ii

ii ∫ ++= −−

0

0 )())]([,)]([),(,()()( )(
0  

yani  

[ ] })())]([,)]([),(,()({)(
0

0
0 dsesvMswsvsvsfetvetv sM

t

t

iiqpii
tM

i
tM

i
i

ii

ii ∫ ++= −  

elde edilir. Buradan  

)()())]([,)]([),(,()(' tvMtvMtwtvtvtftv iiiiqpiii ii
−+=  

          ))]([,)]([),(,(
ii qpii twtvtvtf=  

ve )()( 00 tvTtv ii =+  olduğu görülür. Böylelikle v  nin (5.1.1) ve (5.1.2) periyodik 

sınır değer problemi sisteminin bir eşleşmiş quasi-çözümü olduğunu gösterdik. Aynı 

şekilde w  nun da bu sistemin bir eşleşmiş quasi-çözümü olduğu gösterilebilir. Yani 

{ }wv,  çifti (4.1.1) sisteminin eşleşmiş bir quasi-çözüm çiftidir. Şimdi bu çiftin bu 

sistemin eşleşmiş minimum ve maksimum quasi-çözüm çiftleri olduğunu gösterelim. 

Bunun için [ ]0021 ,, wvuu ∈   olmak üzere { }21,uu  çifti ,(5.1.1) sisteminin bir eşlenmiş 

quasi-çözüm çifti olsun. Kabulümüz gereği 10 uv ≤  ve 02 wu ≤ . Şimdi kabul edelim 

ki  11 uvk ≤−  ve 12 −≤ kwu  olsun. 1uvk ≤  ve kwu ≤2  olduğunu göstermek için 

ni ,...,2,1=∀   olmak üzere J  üzerinde )()()( ,1, tutvtp iiki −=  tanımlayalım. (A0) ı 

ve f  nin karma quasi-monoton özelliğini kullanarak  
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iiii qpiiikikiqkpkikiikik uuutfvvMwvvtfuvp ][,][,,()()][,][,,(''' 21,1,1,11,1,, −−−=−= −−−−  

                   
iiii qpiiikikiqkpiki uuutfvvMwuvtf ][,][,,()()][,][,,( 21,1,1,11,1 −−−≤ −−−  

     )()()( ,1,,1,,1,1 iiniikikiinii uvMvvMvuM −−=−−−≤ −−  

       ii pM−=  

ve )()( 00 Ttptp ii +=  olduğundan tekrardan Lemma 1.2.1 i kullanırsak 0≤ip  yani 

iik uv ,1, ≤  olduğu görülür. Bu sonuç tüm ,,...,2,1 ni =  için doğru olduğundan 1uvk ≤  

elde edilir. Yani indüksiyon gereği Nk ∈∀  için J  üzerinde 1uvk ≤  elde edilmiş 

olur. ∞→k için limit aldığımızda 1uv ≤  olduğu görülür. Aynı şekilde J  üzerinde 

2uw ≥  olduğu gösterilebilir. Böylelikle { }wv,  çiftinin (5.1.1) sisteminin eşlenmiş 

periyodik minimum ve maksimum quasi-çözüm çifti olduğunu göstermiş olduk. 

(5.1.1) PSDP sisteminin herhangi u  çözümü { }uu,  eşlenmiş periyodik quasi-çözüm 

çifti olarak düşünülebileceği için J  üzerinde wuv ≤≤  olduğu açıkça görülür. 

Böylelikle ispat burada bitmiştir. 

Teorem 5.1.2: Kabul edelim ki Teorem 4.1.1 in şartları sağlansın. Bunun yanında 

utv ≤)(0 , )(0 twv ≤  olduğu durumda 0>L  olmak üzere f  fonksiyonu  

                     ( ) 2
),(),(, vuLvtfutfvu −−≤−−                                                (5.1.4) 

şartını sağlasın. O zaman (5.1.1) periyodik sınır değer problemi sisteminin tek 

periyodik u  çözümü vardır. 

Đspat: Görüldüğü üzere ispatı yapmak için sadece wv =  olduğunu göstermek 

yeterlidir. Bunun için ∑
=

−=
n

i
ii wvP

1

2
tanımlayalım. )()( 00 Ttptp +=  olduğu 

açıktır. (4.1.4) eşitsizliğini kullanarak  

LpwvLwvwvp
n

i
iiiiii 22)'')((2'

1

2 −=−−≤−−= ∑∑
=

 

elde ederiz. Böylelikle Lemma 1.2.1 i kullanarak 0≤p  sonucu yani buradan da 

0=p  sonucu çıkar. Bu da J  üzerinde wuv ==  demektir ki ispat burada bitmiştir. 
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   5.2 Sonlu Sistemler için Đki Monoton Fonksiyon Cinsinden  

       Monoton Đterativ Teknik 

Bu bölümde sonlu sistemler için sağ tarafı monotonluk özelliğine sahip iki     

fonksiyonun toplamı şeklinde yazılabilen lineer olmayan sınır değer problemleri için 

monoton iterasyon tekniği inceleyeceğiz.                                                    

Tanım 5.2.1: ],[, nnJxCgf ℜℜ∈  için  

        ),,(),(' utgutfu +=      ),()( 00 Ttutu +=     ],[ 00 TttJt +=∈                   (5.2.1) 

 periyodik sınır değer problemi sistemini ele alalım. Eğer ],[, 1 nJCwv ℜ∈  için  

         ),(),(' wtgvtfv +≤ ,      ),()( 00 Ttvtv +≤     Jt ∈                                      (5.2.2) 

          ),,(),(' vtgwtfw +≥       ),()( 00 Ttwtw +≥    Jt ∈                                    (5.2.3) 

eşitsizliklerini sağlıyorsa Jt ∈  için  )(tv  ve )(tw vektör değerli  fonksiyonlarına 

(5.2.1) P.S.D.P sisteminin  eşlenmiş alt ve üst çözümleri denir. 

Tanım 5.2.2 : ],[, nnJxCgf ℜℜ∈  olmak üzere yukarıdaki (5.2.1) periyodik sınır 

değer problemi sistemini ele alalım. ni ≤≤1  olmak üzere her bir i sabit değişkeni 

için 1−=+ nqp ii  eşitli ğini sağlayan negatif  olmayan ip  ve iq  tamsayılarını alalım. 

Bu durumda yukarıdaki denklem sisteminin genel ifadesini , ni ≤≤1  olmak üzere  

      )][,][,,('
ii qpiii uuutfu = )][,][,,(

ii qpii uuutg+      ),()( 00 Ttutu ii +=    Jt ∈   (5.2.4)                   

şeklinde de yazabiliriz. 

Tanım 5.2.3: Yukarıda verilen (5.2.4) periyodik sınır değer problemini ele alalım. 

],[, 1 nJCwv ℜ∈   ve  ],[ nnJxCf ℜℜ∈   olmak üzere eğer  

      )][,][,,('
ii qpiii wvvtfv ≤ )][,][,,(

ii qpii vwwtg+     )()( 00 Ttvtv ii +≤     ni ,...,2,1=                              

      )][,][,,('
ii qpiii vwwtfw ≥ )][,][,,(

ii qpii wvvtg+ ,     )()( 00 Ttwtw ii +≥     ni ,...,2,1=      

eşitsizlikleri sağlanıyorsa v  ve w  fonksiyonlarına (5.2.4) sisteminin sırası ile 

eşleşmiş alt ve üst quasi- çözüm çiftleri denir. 

Tanım 5.2.4: ],[, 1 nJCwv ℜ∈   ve  ],[ nnJxCf ℜℜ∈   olmak üzere eğer  

      )][,][,,('
ii qpiii wvvtfv = )][,][,,(

ii qpii vwwtg+ ,     )()( 00 Ttvtv ii +=     ni ,...,2,1=                             

      )][,][,,('
ii qpiii vwwtfw = )][,][,,(

ii qpii wvvtg+       )()( 00 Ttwtw ii +=     ni ,...,2,1=      

eşitlikleri sağlanıyorsa v  ve w  fonksiyonlarına (5.2.4) sisteminin eşlenmiş periyodik 

quasi-çözüm çiftleri denir. 
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Teorem 5.2.1: 0v  ve 0w  (5.2.4) denkleminin sırasıyla J üzerinde )()( 00 twtv ≤  

olacak şekilde eşlenmiş alt ve üst quasi-çözüm çiftleri olsun. f  ve g  tanım 5.2.2’nin 

şartlarına uygun fonksiyonlar olsun ve f  ile g  aşağıdaki şartı sağlasın öyle ki: 

ki ,...,2,1= , 
~

ii vv ≥  ve ii ww
~

≤  için 0≥∃ im  

)]][,][,,()][,][,,([
~~~

iiii qpiqpii wvvtfwvvtf −  

              )]][,][,,()][,][,,([
~~~

iiii qpiqpi vwwtgvwwtg −+ )]()[(
~~

iiiii wwvvm −+−−≥               

(5.2.5) 

               olsun.                     

Bu durumda { })(tvn  ve { })(twn  gibi iki monoton fonksiyon dizisi vardır öyle ki bu 

diziler ∞→n  için düzgün ve monoton olarak ϑ  ve ω  gibi iki fonksiyona 

yakınsarlar öyle ki  bu ϑ  ve ω  fonksiyonları (5.2.4) denkleminin eşlenmiş minimum 

ve maksimum çözümleridir. 

Đspat: vv =0  ve  ww =0  alalım. 1v  ve 1w  aşağıdaki denklem sisteminin çözümü 

olsun. 

)()][,][,,()][,][,,()()(' ,000,000,0,1,1 tvmvwwtgwvvtftmvtv iiqpiiqpiiii iiii
++=+  

                          ),,( ,0,0 iii wvtH=        )()( 0,10,1 Ttvtv ii +=         Jt ∈                   (5.2.6)                                                                                                                

 )()][,,()][,][,,()(')(' ,00,000,0,1,1 twmvvtgvwwtftmwtw iipiiqpiiii iii
++=+ ,     

                            ),,( ,0,0 iii vwtH=        )()( 0,10,1 Ttwtw ii +=         Jt ∈               (5.2.7)                  

if ve ig  fonksiyonları ℜJx   üzerinde sürekli olduğundan (5.2.6) ve (5.2.7) 

denklemlerinin J  üzerinde çözümleri mevcuttur ve tektir. (5.2.6) in çözümünü 

aşağıdaki gibi bulabiliriz. 

Önce (5.2.6) in  iki tarafını tmie ile çarpalım. 

tm
iiii

tm
ii

tm iiii ewvtHtvemtve ).,,()()(' ,0,0,1,1 =+  

tm
iii

tm
i

ii ewvtHetv ).,,()')(( ,0,0,1 =⇒  

iki tarafın 0t ’dan t ’ye integralini alırsak 

∫=−
t

t

sm
iii

tm
i

tm
i dsewvsHetvetv iii

0

0 ),,()()( ,0,00,1,1  
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∫
−− +=⇒

t

t

sm
iii

tmttm
ii dsewvsHeetvtv iii

0

0 ),,()()( ,0,0
)(

0,1,1  

buradan da  

∫
+

+−− +=+
Tt

t

sm
iii

TtmmT
ii dsewvsHeetvTtv ii

0

0

0 ),,()()( ,0,0
)(

0,10,1  

elde edilir. )()( 0,10,1 Ttvtv ii +=  olduğu için  

 ∫
+−

−
=+=

Tt

t

sm
iiiTm

tm

ii dsewvsH
e

e
Ttvtv i

i

i 0

0

0

),,(
1

)()( ,0,00,10,1  elde edilir. 

Aynı şekilde (5.2.7) nın  çözümü de   

∫
−− +=

t

t

sm
iii

tmttm
ii dsevwsHeetwtw iii

0

0 ),,()()( ,0,0
)(

0,1,1  

∫
+−

−
=+=

Tt

t

sm
iiiTm

tm

ii dsevwsH
e

e
Ttwtw i

i

i 0

0

0

),,(
1

)()( ,0,00,10,1  şeklinde elde edilir. 

Aynı şekilde 0≥∀n  doğal sayısı için  

)()][,][,,()][,][,,()()(' ,,,1,1,1 tvmvwwtgwvvtftmvtv iniqnpniniqnpniniinin iiii
++=+ ++ ,       

                                ),,( ,, inini wvtH=       )()( 0,10,1 Ttvtv inin += ++ ,        Jt ∈       (5.2.8)                                                                                                                             

)()][,][,,()][,][,,()(')(' ,,,,1,1 twmwvvtgvwwtftwmtw iniqnpninipnpniniiniin iiii
++=+ ++ ,    

                                  ),,( ,, inini vwtH=       )()( 0,10,1 Ttwtw inin += ++ ,        Jt ∈    (5.2.9)                                                                                                      

                                     

denklem sisteminin çözümü yukarıdaki gibi 

∫
+

−−
++ +=

Tt

t

sm
inini

tmttm
inin dsewvsHeetvtv ii

0

0

0 ),,()()( ,,
)(

0,1,1                                (5.2.10)(a) 

∫
+−

++ −
=+=

Tt

t

sm
ininiTm

tm

inin dsewvsH
e

e
Ttvtv i

i

i 0

0

0

),,(
1

)()( ,,0,10,1                              (5.2.10)(b) 

∫
−−

++ += dsevwsHeetwtw sm
inini

tmttm
inin

iii ),,()()( ,,
)(

0,1,1
0                                 (5.2.11)(a)                                             

∫
+−

++ −
=+=

Tt

t

sm
ininiTm

tm

inin dsevwsH
e

e
Ttwtw i

i

i 0

0

0

),,(
1

)()( ,,0,10,1                            (5.2.11)(b) 

şeklinde elde edilir. 
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Şimdi ki ,...,2,1= den biri olmak üzere sabit bir i değeri  için { }inv ,   dizisinin artan ve 

{ }inw ,   dizisinin azalan bir dizi olduğunu göstereceğiz. Bunun için  

i) ii vv ,0,1 ≥   ve  ii ww ,0,1 ≤        

ii) inin vv ,1, −≥   ve  inin ww ,1, −≤   olduğunda inin vv ,,1 ≥+   ve  inin ww ,,1 ≤+    olduğunu 

göstermemiz yeterlidir. 

Önce Jt ∈  için ii vv ,0,1 ≥  olduğunu gösterelim. Bunun için ),()()( ,1,0,1 tvtvtp iii −=   

Jt ∈   fonksiyonunu tanımlayalım. 

)()()(')(')()(' ,1,0,1,0,1,,1 tvmtvmtvtvtmptp iiiiiiii −+−=+     

                 

0)()][,][),(,()][,][),(,()()(' ,111,111,1,0,0 =−−−+≤ tvmvwtwtgwvtvtftvmtv iiqpiiqpiiiii iiii

       

)()()()()()()()( 0,10,00,10,001,0,00,10,1 TtpTtvTtvtvTtvtvtvtp iiiiiiii +=+−+≥−+=−=      

Yani , Jt ∈   için  0)()(' ,1,1 ≤+ tpmtp iii  ve )()( 0,10,1 Ttptp ii +≤    elde ederiz. 

Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≤ip yani ii vv ,0,1 ≥    elde ederiz.  

Şimdi Jt ∈   için ii ww ,0,1 ≤   olduğunu gösterebilmek için )()()( ,0,1,1 twtwtq iii −= , 

Jt ∈  tanımlayalım. 

)()()(')(')()(' ,0,1,0,1,1,1 twmtwmtwtwtqmtq iiiiiiiii −+−=+  

                 

0)()(')()][,][,,()][,][,,( ,1,1,000,000,0 =++−−−≤ twmtwtwmwvvtgvwwtf iiiiiqpiiqpii iiii

 

)()()()()( 0,00,10,00,10,1 twTtwtwtwtq iiiii −+≤−=  

              )()()( 0,10,00,1 TtqTtwTtw iii +=+−+=  

Yani, Jt ∈  için  0)()(' ,1,1 ≤+ tqmtq iii  ve )()( 0,10,1 Ttqtq ii +≤  elde ederiz. Lemma 

1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≤iq  yani ii ww ,0,1 ≤ elde ederiz.  

Şimdi kabul edelim ki 1≥∀n  için inin vv ,1, −≥  ve inin ww ,1, −≤  olsun. Önce inin vv ,,1 ≥+  

olduğunu gösterelim. Bunun için )()()( ,1,,1 tvtvtp ininin ++ −=  tanımlayalım. O zaman  

)()()(')(')()(' ,1,,1,,1,1 tvmtvmtvtvtpmtp iniiniinininiin ++++ −+−=+  

)()(')()(' ,1,1,, tvmtvtvmtv iniininiin ++ −−+=  
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)()(')()][,][,,()][,][,,( ,,,,, tvmtvtvmvwwtgwvvtf iniininiqnpniniqnpnini iiii
++−−−=  

)()][,][,,()][,][,,( ,,, tvmvwwtgwvvtf iniqnpniniqnpnini iiii
−−−=                                                     

)(][,][,,()][,][,,( ,111,111,1 tvmvwwtgwvvtf iniqnpninqnpnini iiii −−−−−−− +++  

 )]][,][,,()][,][,,([ ,11,1 iiii qnpninqnpnini wvvtfwvvtf −= −−−  

  )()()]][,][,,()][,][,,([ ,,1,11,1 tvmtvmvwwtgvwwtg iniiniqnpninqnpnin iiii
−+−+ −−−−  

)()()]()[( ,,1,,1,,1 tvmtvmwwvvm iniiniinininini −+−+−−≤ −−−  

 0)( ,,1 ≤−−= − inini wwm  

)()()()()()( 0,10,0,10,0,10,1 TtpTtvTtvtvtvtp inininininin +=+−+=−= ++++  

Böylelikle Lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≤+ inp  yani inin vv ,,1 ≥+  elde 

ederiz. Aynı kabullerle inin ww ,,1 ≤+  olduğunu gösterelim. Bunun için 

)()()( ,,1,1 twtwtq ininin −= ++  tanımlayalım. O zaman  

)()()(')(')()(' ,,1,,1,1,1 twmtwmtwtwtqmtq iniiniinininiin −+−=+ ++++  

    )()(')()(' ,,,1,1 twmtwtwmtw iniininiin −−+= ++  

    )()][,][,,()][,][,,( ,,, twmwvvtgvwwtf iniqnpniniqnpnini iiii
++=  

    )]()][,][,,()][,][,,([ ,111,111,1 twmwvvtgvwwtf iniqnpniniqnpnini iiii −−−−−−− ++−  

     −= )][,][,,([ , ii qnpnini vwwtf +−−− )]][,][,,( 11,1 ii qnpnini vwwtf  

     −+ )][,][,,([ , ii qnpnini wvvtg +−−− )]][,][,,( 11,1 ii qnpnini wvvtg ))()(( ,1, twtwm inini −−  

      )()]()[( ,1,,1,,1, ininiinininini wwmvvwwm −−− −+−+−−≤  

      0)( ,1, ≤−−= − inini vvm  

  )()()()()()( 0,10,10,0,10,0,1 TtqTtwTtwtwtwtq inininininin +=+−+=−= ++++ . 

Böylelikle lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≤+ inq  yani inin ww ,,1 ≤+  elde 

ederiz. 

Şimdi 1≥∀n doğal sayıları için eğer inin wv ,, ≤  ise inin wv ,1,1 ++ ≤  olduğunu 

gösterelim. Bunun için J  üzerinde )()()( ,1,1,1 twtvtp ininin +++ −=  tanımlayalım. 

)()()(')(')()(' ,1,1,1,1,1,1 twmtvmtwtvtpmtp iniiniinininiin ++++++ −+−=+  

)()(')()(' ,1,1,1,1 twmtwtvmtv iniininiin ++++ −−+=  
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iniqnpniniqnpnini vmvwwtgwvvtf
iiii ,,, )][,][,,()][,][,,( ++=  

iniqnpniniqnpnini wmwvvtgvwwtf
iiii ,,, )][,][,,()][,][,,( −−−  

)]][,][,,()][,][,,([ ,, iiii qnpniniqnpnini wvvtfwvvtf −=  

iniiniqnpniniqnpnini wmvmwvvtgvwwtg
iiii ,,,, )]][,][,,()][,][,,([ −+−+  

 iniiniinininimi wmvmvwwvm ,,,,,, )()[( −+−+−−≤  

 0)( ,, ≤−= inini wvm  

)()()()()()( 0,10,10,10,10,10,1 TtpTtvTtwtvtwtp inininininin +=+−+=−= ++++++  

Lemma 1.2.1 i tekrar kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≤+ imp  yani inin vw ,1,1 ++ ≥  elde 

ederiz. Yani 1≥∀n  ve ki ,...,2,1=∀  doğal sayıları için inin vw ,, ≥  olduğunu 

göstermiş olduk. 

Bu durumda Jt ∈∀  için  

                  )()(...)()()(...)()( 01110 twtwtwtwtvtvtv nnn ≤≤≤≤≤≤≤≤ −  

elde edilmiş oldu. 

Şimdi { })(tvn  ve { })(twn  fonksiyon dizilerinin ∞→n  için düzgün ve monoton 

olarak sırasıyla )(tϑ  ve )(tω  fonksiyonlarına yakınsadığını gösterelim.Bunun için 

sabit bir ki ,...,2,1=  için{ })(, tv in  ve { })(, tw in  fonksiyon dizilerinin ∞→n  için 

düzgün ve monoton olarak sırasıyla )(tiϑ  ve )(tiω  fonksiyonlarına yakınsadığını  

(standart argümant) göstermemiz yeterlidir çünkü k  sonlu bir doğal sayıdır. 

Yukarıda gösterdiğimiz üzere Nn ∈∀  için J  üzerinde inii wvv 00 ≤≤  sağlar. Yani 

{ }niv , J  üzerinde sınırlı bir dizidir. J  kompakt olduğu, iv0  ve iw0  sürekli oldukları 

için iv0  ve iw0 ın J  üzerinde minimum ve maksimum değerleri vardır. Böylelikle 

{ }niv , J  üzerinde sürekli fonksiyonların düzgün sınırlı bir dizisi olur. k sonlu bir sayı 

olduğu için { }nv  dizisinin düzgün sınırlı bir dizi olduğu açıkça görülür. Aynı şekilde 

{ }nw  nin J  üzerinde sürekli fonksiyonların düzgün sınırlı bir dizisi olduğu görülür. 

Bunların yanında, her Nn ∈  için { }inv ,1+  denklem (5.2.8) nin çözümü olduğundan   

}'{ niv dizisi J üzerinde düzgün sınırlıdır.Yani J  üzerinde 

              0>∃M  öyle  ki Nn ∈∀        
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iininiqnpninqnpninin Mtvtvmvwwtgwvvtftv
iiii

≤−++≤ ++ )()(][,][,,()][,][,,()(' ,,1,,,,1  

olur. O zaman ortalama değer teoremini kullanırsak   

    Jyx ∈∀ ,    ),( yx∈∃ξ  öyle ki )(')()()( ξninini vxyxvyv −=−  

buradan da   Jyx ∈∀ ,     inini Mxyxvyv .)()( −≤−  

elde ederiz. Görüldüğü üzere iM  burada x  ve y  ye bağlı değildir. 
iM

εδ =  alırsak 

{ }niv  dizisinin J üzerinde eşsürekli olduğunu görürüz. k sonlu bir sayı olduğu için 

{ }nv  dizisinin de eşsürekli olduğu açıktır. Böylelikle { }nv  dizisi J  üzerinde eşsürekli 

ve düzgün sınırlı olduğu için  Arzela-Ascoli teoremine göre { }nv  dizisinin öyle bir 

{ }
mnv  alt dizisi vardır ki J üzerinde düzgün yakınsar. { }niv  dizisinin monotonluğunu 

de kullanırsak J  üzerinde )()(lim ttvn
n

ϑ=
∞→

 düzgün yakınsadığını görürüz. 

Diğer taraftan J  üzerinde yakınsaklık düzgün yakınsaklık olduğu için Ja ∈∀  için 

         ( ) )()(lim)(limlim)(limlim)(lim aan
n

n
atnn

n
atat

ttvtvtvt ϑϑ ===






=
∞→→∞→∞→→→

  

sağlanır. Böylelikle ϑ ’nun J  üzerinde sürekli olduğunu söyleyebiliriz.  

Benzer şekilde { })(twn  fonksiyon dizisinin J   üzerinde düzgün ve monoton olarak 

)(tω  sürekli fonksiyonuna yakınsadığı  gösterilebilir. 

Şimdi )(tϑ  ve )(tω  fonksiyonlarının eşlenmiş minimum ve maksimum çözüm çifti 

olduğunu gösterelim. Bunun için önce )(tϑ  ve )(tω ’nin  

          ),(),()(' ωϑϑ tgtft += ,  )()( 00 Ttt += ϑϑ      Jt ∈                               (5.2.12) 

          ),,(),()( ϑωω tgtft +=    )()( 00 Ttt += ωω     Jt ∈                               (5.2.13) 

denklemlerini sağladığını gösterelim. (5.2.10)(a) ve (5.2.10)(b) de iki tarafın ∞→n  

için limitini alırsak 

 ∫
−− +=

t

t

sm
iii

mtttm
ii dsesHeett i

0

0 ),,()()( )(
0 ωϑϑϑ                                             

∫
+−

−
=+=

Tt

t

sm
iiiTm

tm

ii dsesH
e

e
Ttt i

i

i 0

0

0

),,(
1

)()( 00 ωϑϑϑ     

olur. Bu durumda 
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 tm
iii

tm
t

t

sm
iii

tm
i

ttm
ii

iiii esHedsesHemetmt ),,(),,()()('
0

0 )(
0 ωϑωϑϑϑ −−− +−−= ∫         

          )(),(),()(),,()( tmtgtftmtHtm iiiiiiiiiiiii ϑωϑϑωϑϑ +++−=+−=       

          ),(),( iiii wtgtf += ϑ    

olur ki böylelikle )(tϑ   ve )(tω nin J  üzerinde (5.2.12) i sağladığını göstermiş 

oluruz.. Şimdi (5.2.1) denkleminin )()()( 00 twtutv ≤≤  şartını sağlayan herhangi bir 

)(tu  çözümü için J  aralığında )()()()()( 00 twttuttv ≤≤≤≤ ωϑ  eşitsizliğini 

sağladığını göstermeliyiz. Đndüksiyon tekniğini kullanarak kabul edelim ki, Ν∈n  

olmak üzere ),()()( ,, twtutv iniin ≤≤  Jt ∈  olsun. J  üzerinde 

)()()( ,1,1 tvtutp iniin ++ +−=  tanımlayalım. O zaman 

)()()(')(')()(' ,1,1,1 tvmtumtvtutpmtp iniiiiniiiin +++ +−+−=+  

                          )()(')()(' ,1,1 tvmtvtumtu iniiniii ++ ++−−=  

                          )(),(),()(),(),( ,,, tvmwtgvtftumutgutf iniiniiniiiiiii +++−−−=  

                          )(),(),(),(),( ,,, iniiiniiiiniii vumwtgutgvtfutf +−++−+−=  

                          [ ] )()()( ,,, iniiiniinii vumwuvum +−++−++−−≤  

                          0)( , ≤+−−= inii wum  

)()()()()()( 00,100,100 TtpTtvTtutvtutp iiniinii +=+−+=−= ++  

elde edilir. Lemma 1.2.1 i kullanırsak ki ,...,2,1=∀  için 0)( ≤tpi  yani 

)()( ,1 tvtu ini +≥  elde ederiz. Bu da )()( 1 tvtu n+≥  sonucunu verir. 

Aynı şekilde J  üzerinde )()()( ,1 tutwtq iini +−= +  tanımlayarak )()(1 tutwn ≥+  

olduğunu gösterelim. 

)()()(')(')()(' ,1,1 tumtwmtutwtqmtq iiiniiiniii +−+−=+ ++  

                     )()(')()(' ,1,1 tumtutwmtw iiiiniin ++−−= ++  

                     )(),(),()(),(),( ,,, tumutgutftwmvtgwtf iiiiiiiniiniini +++−−−=  

                     )(),(),(),(),( ,, iiiiiiniiiini uwmutgvtgutfwtf +−++−+−=  

                     [ ] )()()( ,, iiiiiniini uwmuvuwm +−++−++−−≤  

                     0)( , ≥+−−= iini uvm  

)()()()()()( 000,100,10 TtqTtuTtwtutwtq iiiniini +=+−+=−= ++  
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elde edilir. Lemma 1.2.1 i tekrar kullanırsak ki ,...,2,1=∀  için J  üzerinde 0)( ≤tqi  

yani )()(,1 tutw iin ≥+  elde ederiz. Bu da J  üzerinde )()(1 tutwn ≥+  sonucunu verir. 

Böylelikle J  üzerinde Ν∈∀n  için )()()()()( 00 twtwtutvtv nn ≤≤≤≤  olduğunu 

göstermiş olduk. ∞→n  için limit alırsak  

                   )()()()()( 00 twttuttv ≤≤≤≤ ωϑ     

elde edilir ki bu da )(tϑ  ve )(tω ’nin sırasıyla (5.2.1) denkleminin eşleşmiş minimum 

ve maksimum çözüm çiftleri olduğunu ispat eder. Đspat burada bitmiştir. 

Tanım 5.2.5: ],[ nnJxCf ℜℜ∈  fonksiyonunu alalım. Eğer her i  değeri için 

)][,][,(
ii qpii uuuf  fonksiyonu 

ipu][ ya göre monoton azalmayan ve 
iqu][ ya göre 

monoton artmayan ise f  fonksiyonu karma quasi-monoton özelliğine sahiptir denir. 

Teorem 5.2.2: 0v  ve 0w  (5.2.4) denkleminin sırasıyla J üzerinde )()( 00 twtv ≤  

olacak şekilde eşlenmiş alt ve üst quasi-çözüm çiftleri olsun. f  ve g  tanım 5.2.2’nin 

şartlarına uygun  ve f  fonksiyonu 
ipu][ bileşenine göre azalmayan, g    fonksiyonu 

iqu][ bileşenine göre artmayan fonksiyonlar olsun.     Bu durumda { })(tvn  ve { })(twn  

gibi iki monoton fonksiyon dizisi vardır öyle ki bu diziler ∞→n  için düzgün ve 

monoton olarak ϑ  ve ω  gibi iki sürekli fonksiyona yakınsarlar öyle ki  bu ϑ  ve ω  

fonksiyonları (5.2.4) denkleminin eşlenmiş minimum ve maksimum çözümleridir. 

Đspat: Görüldüğü üzere bu teoremde bir önceki teoremden farklı olarak şart (5.2.5) 

yerine f ve g  fonksiyonlarının artan ve azalanlık özelliği konulmaktadır. Đspat aynı 

şekildedir.  Sadece bir önceki teoremin ispatında şart (2.4.5) in kullanıldığı yerlerde 

bu ispatta f  ve g  fonksiyonlarının artan ve azalanlık özelliği kullanılmaktadır. 

Buna bir örnek olarak (5.2.11)(b) den sonraki satırda { }nv  dizisinin monoton artan ve 

{ }nw dizisinin monoton azalan  olduğu gösterilmektedir. Şimdi biz (ii) inci kısımdaki 

{ }nv  nin monoton artan olma durumunu yeni kabulümüzle gösterelim: 

‘Şimdi kabul edelim ki 1≥∀n  için inin vv ,1, −≥  ve inin ww ,1, −≤  olsun. Önce inin vv ,,1 ≥+  

olduğunu gösterelim. Bunun için )()()( ,1,,1 tvtvtp ininin ++ −=  tanımlayalım. O zaman  

)()()(')(')()(' ,1,,1,,1,1 tvmtvmtvtvtpmtp iniiniinininiin ++++ −+−=+  

)()(')()(' ,1,1,, tvmtvtvmtv iniininiin ++ −−+=  

)(][,][,,()][,][,,( ,111,111,1 tvmvwwtgwvvtf iniqnpninqnpnini iiii −−−−−−− ++=  
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)()][,][,,()][,][,,( ,,, tvmvwwtgwvvtf iniqnpniniqnpnini iiii
−−−                                                      

)]][,][,,()][,][,,([ ,11,1 iiii qnpninqnpnini wvvtfwvvtf −= −−−  

  )()()]][,][,,()][,][,,([ ,,1,11,1 tvmtvmvwwtgvwwtg iniiniqnpninqnpnin iiii
−+−+ −−−−  

if  , v  ye göre artan , w  ya göre azalan ve ig , v  ye göre azalan, w  ya göre artan ve 

inin vv ,1, −≥ , inin ww ,1, −≤  olduğu için  

)]][,][,,()][,][,,([ 11,111,,1 iiii qnpninqnpnini wvvtfwvvtf −−−−−− −≤  

  )()()]][,][,,()][,][,,([ ,,111,111,1 tvmtvmvwwtgvwwtg iniiniqnpninqnpnin iiii
−+−+ −−−−−−−  

 0)( ,,1 ≤−= − inini vvm  

)()()()()()( 0,10,0,10,0,10,1 TtpTtvTtvtvtvtp inininininin +=+−+=−= ++++  

Böylelikle lemma 1.2.1 i kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≤+ inp  yani inin vv ,,1 ≥+  elde 

edilir.’ 

Yukarıdaki şekilde gerekli düzenlemeler yapıldığında bu ispat kolaylıkla yapılabilir. 

Đspat burada bitmiştir. 
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6. SONLU SĐSTEMLERDE PERĐYODĐK SINIR DEĞER 

PROBLEMLER ĐNĐN ÇÖZÜMLER ĐNE SÜREKLĐ 

OLMAYAN ALT VE ÜST ÇÖZÜMLER YARDIMI ĐLE 

YAKINSAMA. 

 

Şimdi bu bölümde ikinci ve dördüncü bölümde yaptıklarımızı sonlu sistemler için 

genelleyeceğiz. Yani bu bölümde v  alt çözümü ve w  üst çözümü üzerindeki 

koşullar zayıflatıldığında da öyle ki v  ve w  sonlu sayıda sıçrama süreksizliğine 

sahip olsa da beşinci bölümde yaptıklarımızın geçerli olduğunu göstereceğiz. Beşinci 

bölümde olduğu gibi ],[ rrJxCf ℜℜ∈  olmak üzere r tane periyodik sınır değer 

probleminin kapalı formunu  

            ),,(' utfu =       ),()( 00 Ttutu +=       Jt ∈                                             (6.1.1) 

şeklinde gösterebiliriz. . Şimdi, ri ≤≤1  olmak üzere her bir i sabit değişkeni için 

1−=+ rqp ii  eşitli ğini sağlayan negatif  olmayan ip  ve iq  tamsayılarını alalım. Bu 

durumda yukarıdaki denklem sisteminin genel ifadesini , ri ≤≤1  olmak üzere  

      ),][,][,,('
ii qpiii uuutfu =       ),()( 00 Ttutu ii +=      Jt ∈                                (6.1.2) 

şeklinde de yazabiliriz. Đkinci bölümün başındaki bilgiler ışığında aşağıdaki  

tanımları tekrar verelim. 

Tanım 6.1.1: Yukarıda verilen (6.1.2) periyodik sınır değer problemini ele 

alalım. ],[ rrJxCf ℜℜ∈   olmak üzere eğer  ri ,...,2,1=∀  için  

      )][,][,,('
ii qpiii wvvtfv ≤ ,     ,Jt ∈    ,ktt ≠   pk ,...,2,1=  

      ),()( kki tvtv ≤+                   pk ,...,2,1=        

      )()( 00 Ttvtv ii +≤   

ve                              

      )][,][,,('
ii qpiii vwwtfw ≥ ,    ,Jt ∈    ,ktt ≠   pk ,...,2,1=  

      ),()( kki twtw ≥+                   pk ,...,2,1=  

      )()( 00 Ttwtw ii +≥          
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eşitsizlikleri sağlanıyorsa v  ve w  fonksiyonlarına (6.1.2) sisteminin sırası ile 

eşleşmiş alt ve üst quasi- çözüm çiftleri denir. 

Tanım 6.1.2: ],[, 1 rJCwv ℜ∈   ve  ],[ rrJxCf ℜℜ∈   olmak üzere eğer  

      )][,][,,('
ii qpiii wvvtfv = ,     )()( 00 Ttvtv ii +=     ri ,...,2,1=                              

      )][,][,,('
ii qpiii vwwtfw = ,     )()( 00 Ttwtw ii +=     ri ,...,2,1=      

eşitlikleri sağlanıyorsa v  ve w  fonksiyonlarına (4.1.2) sisteminin eşleşmiş periyodik 

quasi-çözüm çiftleri denir. 

Teorem 6.1.1: Kabul edelim ki aldığımız Ω∈wv,  sonlu tane sıçrama süreksizliğine 

sahip (6.1.2) sisteminin eşleşmiş alt ve üst quasi-çözüm çiftleri olsun. 

Bunun yanında   

0>∃ iM öyle ki  

                   ),()][,][,,()][,][,,( iiiqpiiqpii vuMvvvtfuuutf
iiii

−−≥−                    (6.1.3)    

sağlansın. Bu durumda }{ nv  ve }{ nw gibi öyle iki monoton fonksiyon dizi vardır ki 

wwwvvv nn =≤≤≤= 00  Nn ∈∀  sağlar ve denklem (6.1.2) nin sırasıyla eşleşmiş 

quai-minimum ve quasi-maksimum çözümlerine sırasıyla J  üzerinde düzgün olarak 

yakınsarlar. 

Đspat: Varsayalım ki vv =0  alalım. 1v  i aşağıdaki denklem sisteminin çözümü 

olarak   

           ),()()( ,0,1
'

,1 tgtvmtv iiii =+   ,Jt ∈   ,ktt ≠  ,,...,2,1 pk =  

           )()( ,0,1 kiki tvtv =+                 pk ,...2,1=                                        (6.1.4) 

           )()( 0,10,1 Ttvtv ii +=  

Burada ),()][,][),(,()( ,000,0,0 tvmwvtvtftg iiqpiii ii
+=   Jt ∈  şeklinde tanımlanmıştır. 

Açıktır ki denklem (6.1.4) ün tek çözümü vardır o da 1v  dir. Bunu gösterelim. Önce 

p  tane başlangıç değer problemini ele alalım. 

Her pk ,...,2,1=  için 

           )()()( ,0,,1
'

,,1 tgtvmtv ikiiki =+      ],,( 1+∈ kk ttt  

                                       )()( ,0,,1 kikki tvtv =+  

 p tane başlanğıç değer problemini çözelim. Bu bize her ],( 1+∈ kk ttt  için  
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              ,)()()()( ,0
)()(

,0,,1,1 dssgeetvtvtv i

t

t

stmttm
kikii

k

ki ∫
−−−− +==     ],( 1+∈ kk ttt ,  .,...,2,1 pk =  

çözümünü vermektedir. Sonra  

           ),()()( ,00,,1
'

0,,1 tgtvmtv iiii =+     ],[ 10 ttt ∈  

           )()( 0,,100,,1 Ttvtv pii +=  

başlanğıç değer problemini çözelim.Bunun da çözümü 

                ,)()()( ,0
)()(

00,,10,,1

0

dssgeetvtv i

t

t

stmttm
ii

iki ∫
−−−− +=      ],[ 10 ttt ∈ ,                              (6.1.5)     

,)()()( ,0
)()(

,00,,1

0

0 dssgeetvTtv i

Tt

t

stmtTtm
pipi

p

ipi ∫
+

−−−+− +=+                                        (6.1.6) 

)()( 0,,100,,1 Ttvtv pii +=  olduğu için de (6.1.6) yı (6.1.5) de yerine koyarsak     

∫∫
−−

+
−+−−+− ++=

t

t

in
stm

Tt

t

in
sTtmtTtm

pii dssgedssgeetvtv i

p

ip

0

0

00 )()()()( ,
)(

,
)()(

,00,,1   

şeklinde buluruz. 

Son olarak da  

          




=∈
∈

=
+ .,...,2,1],,(),(

],[),(
)(

1,,1

100,,1

,1 pkttttv

ttttv
tv

kkki

i

i  

 

Açıktır ki Ω∈iv ,1  ve )()( 0,10,1 Ttvtv ii += sağlanır. 

Genel olarak, her 1≥n  için ),()][,][),(,()( ,,, tvmwvtvtftg iniqnpniniin ii
+=   Jt ∈  

olmak üzere 1+nv ,  

          ),()()( ,,1
'

,1 tgtvmtv ininiin =+ ++   ,Jt ∈   ktt ≠ ,  ,,...,2,1 pk =  

          ),()( ,,1 kinkin tvtv =+
+                ,,...,2,1 pk =                                                (6.1.7) 

           )()( 0,10,1 Ttvtv inin += ++  

periyodik sınır değer problemi sisteminin tek çözümüdür. Yukarıdaki gibi Ω∈+ inv ,1  

ve inv ,1+  in açık ifadesini aşağıdaki gibi verebiliriz. 
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











=∈+

∈++

=

∫

∫∫

+
−−−−

−−−−−−

+ t

t

kkin
stmttm

kin

t

t

in
stm

T

t

in
sTmtTm

pin

in

k

ik

i

p

ip

pktttdssgeetv

tttdssgedssgeetv

v

.,...,2,1],,(,)()(

],,[,)()()(

1,
)()(

,

10,
)(

,
)()(

,

,1
0        (6.1.8) 

Aynı şekilde 1+nw  fonksiyonu elde edilebilir. 

Şimdi aşağıdaki özellikleri göstererek }{ nv nin azalmayan ve { }nw nin artmayan  

diziler  olduğunu göstereceğiz. 

i)   10 vv ≤ ve 10 ww ≥   

ii)  nn vv ≤−1  ve nn ww ≥−1  ise   1+≤ nn vv ve   1+≥ nn ww    1≥n . 

i) yi ispatlamak için iii vv ,0,1,1 −=α  tanımlayalım. vv =0  üzerine hipotez gereği  

   )()()(')(')()(' ,0,1,0,1,1,1 tvmtvmtvtvtmt iiiiiiiii −+−=+ αα     

                               )()(')()(' ,0,0,1,1 tvmtvtvmtv iiiiii −−+=  

                               0)()(')()][,][),(,( ,0,0,000,0 ≥−−+= tvmtvtvmwvtvtf iiiiiqpii ii
, ktt ≠  

         ,0)()()()()( ,1,1 ≥−=−= ++++
kikikikiki tvtvtvtvtα      ,,...,2,1 pk =  

         )()()()()()( 0,10,10,10,00,10,1 TtTtvTtvtvtvt iiiiii +≥+−+=−= αα  

Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≤iα  yani ii vv ,0,1 ≤  elde edilir. 

Aynı şekilde 10 ww ≥  olduğu gösterilebilir.  

ii) yi ispatlamak için ininin vv ,,1,1 −= ++α  tanımlayalım.  

)()()(')(')()(' ,,1,,1,1,1 tvmtvmtvtvtmt iniiniinininiin −+−=+ ++++ αα  

                                  )()(')()(' ,,,1,1 tvmtvtvmtv iniininiin −−+= ++  

                                      

iniqnpniniiniqnpnini vmwvvtfvmwvvtf
iiii ,111,1,, )][,][,,()][,][,,( −−−− −−+=  

                                      

iniiniqnpniniqnpnini vmvmwvvtfwvvtf
iiii ,,111,1, )]][,][,,()][,][,,([ +−−= −−−−  

  J  üzerinde inin vv ,1, −≥  olduğu için (2.1.2) yi kullanırsak  

                        [ ] [ ] 0)()()()( ,1,,1, =−+−−≥ −− tvtvmtvtvm ininiinini ,    ktt ≠  

elde edilir. 

                ,0)()()()()( ,,,,1,1 ≥−=−= +++
+

+
+ kinkinkinkinkin tvtvtvtvtα     ,,...,2,1 pk =  



 81

                )()( 0,10,1 Ttt inin +≥ ++ αα  

olduğundan da Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≥+ inα  yani nn vv ≥+1  elde 

edilir. Böylelikle { }inv ,  fonksiyon dizisinin azalmayan bir dizi olduğunu göstermiş 

olduk. Aynı şekilde (6.1.3) ve Lemma 2.2.2. kullanılarak { }inw ,  dizisinin artmayan 

bir dizi olduğu ve daha sonra da ri ,...,2,1=∀  için  

            iiiininiii wwwwvvvv ,0,1,2,,,2,1,0 ...... ≤≤≤≤≤≤≤≤≤  

olduğu gösterilebilir. Đspatın bundan sonraki kısmı Teorem 2.3.1 in ve Teorem 5.1.1 

in son kısımları kullanılarak kolaylıkla yapılabilir. Bu yüzden bu kısmı geçiyoruz. 

Böylelikle ispat bitmiştir. 

 

 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 82

 

 

6.2 Sonlu Sistemler için Alt ve Üst Çözümün Sonlu Sayıda                                            

Süreksizliği  Durumunda Đki Monoton Fonksiyon 

Cinsinden Monoton Đterativ Teknik 

Bu bölümde sonlu sistemler için sağ tarafı monotonluk özelliğine sahip iki     

fonksiyonun toplamı şeklinde yazılabilen lineer olmayan sınır değer problemleri için 

alt ve üst çözümün sınırlı sayıda sıçrama süreksizliği olsa dahi monoton iterasyon 

tekniğin  geçerli olduğunu göstereceğiz.                                                                     

],[, rrJxCgf ℜℜ∈  için  

        ),,(),(' utgutfu +=      ),()( 00 Ttutu +=     ],[ 00 TttJt +=∈                   (6.2.1) 

 periyodik sınır değer problemi sistemini ele alalım.  

Tanım 6.2.1 : ],[, nnJxCgf ℜℜ∈  olmak üzere yukarıdaki (6.2.1) periyodik sınır 

değer problemi sistemini ele alalım. ri ≤≤1  olmak üzere her bir i sabit değişkeni 

için 1−=+ rqp ii  eşitli ğini sağlayan negatif  olmayan ip  ve iq  tamsayılarını alalım. 

Bu durumda yukarıdaki denklem sisteminin genel ifadesini , ni ≤≤1  olmak üzere  

      )][,][,,('
ii qpiii uuutfu = )][,][,,(

ii qpii uuutg+      ),()( 00 Ttutu ii +=    Jt ∈   (6.2.2)                   

şeklinde de yazabiliriz. 

Tanım 6.2.2: Yukarıda verilen (6.2.2) periyodik sınır değer problemini ele alalım. 

ri ,...,2,1= ve Pii wv Ω∈,  olmak üzere ),...,,( 21 rvvvv =  ve ),...,,( 21 rwwww = alalım.  

],[ nnJxCf ℜℜ∈   olmak üzere eğer  

      )][,][,,('
ii qpiii wvvtfv ≤ )][,][,,(

ii qpii vwwtg+    ,Jt ∈    ,ktt ≠   pk ,...,2,1=  

      ),()( kki tvtv ≤+                   pk ,...,2,1=        

      )()( 00 Ttvtv ii +≤   

                  ve                             

      )][,][,,('
ii qpiii vwwtfw ≥ )][,][,,(

ii qpii wvvtg+ ,   ,Jt ∈    ,ktt ≠   pk ,...,2,1=  

      ),()( kki twtw ≥+                   pk ,...,2,1=  

      )()( 00 Ttwtw ii +≥          
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eşitsizlikleri sağlanıyorsa v  ve w  fonksiyonlarına (6.2.2) sisteminin sırası ile 

eşleşmiş alt ve üst quasi- çözüm çiftleri denir. 

Tanım 6.2.3: ],[, 1 rJCwv ℜ∈   ve  ],[ rrJxCf ℜℜ∈   olmak üzere eğer  

     )][,][,,('
ii qpiii wvvtfv = )][,][,,(

ii qpii vwwtg+ ,     )()( 00 Ttvtv ii +=     ri ,...,2,1=                              

     )][,][,,('
ii qpiii vwwtfw = )][,][,,(

ii qpii wvvtg+       )()( 00 Ttwtw ii +=     ri ,...,2,1=      

eşitlikleri sağlanıyorsa v  ve w  fonksiyonlarına (6.2.2) sisteminin eşlenmiş periyodik 

quasi-çözüm çiftleri denir. 

Teorem 6.2.1: 0v  ve 0w  (6.2.2) denkleminin sırasıyla J üzerinde )()( 00 twtv ≤  

olacak şekilde eşlenmiş alt ve üst quasi-çözüm çiftleri olsun. f  ve g  tanım 

6.2.1’nin şartlarına uygun fonksiyonlar olsun ve f  ile g  aşağıdaki şartı sağlasın 

öyle ki: ki ,...,2,1= , 
~

ii vv ≥  ve ii ww
~

≤  için 0≥∃ im  

)]][,][,,()][,][,,([
~~~

iiii qpiqpii wvvtfwvvtf −  

     )]][,][,,()][,][,,([
~~~

iiii qpiqpi vwwtgvwwtg −+ )]()[(
~~

iiiii wwvvm −+−−≥          (6.2.3) 

               olsun.                     

Bu durumda { })(tvn  ve { })(twn  gibi iki monoton fonksiyon dizisi vardır öyle ki bu 

diziler ∞→n  için düzgün ve monoton olarak ϑ  ve ω  gibi iki fonksiyona 

yakınsarlar öyle ki  bu ϑ  ve ω  fonksiyonları (6.2.2) denkleminin eşlenmiş 

minimum ve maksimum çözümleridir. 

Đspat: vv =0  ve ww =0  alalım. 1v  aşağıdaki problem sisteminin çözümü olsun.           

   ),,,()()( ,0,0,0,1
'

,1 iiiiii wvtHtvmtv =+   ,Jt ∈   ,ktt ≠  ,,...,2,1 pk =  

                                )()( ,0,1 kiki tvtv =+                 pk ,...2,1=                                     

             )()( 0,10,1 Ttvtv ii +=                                                              (6.2.4) 

Burada ),())(,())(,(),,( ,0,0,0,0,0,0 tvmtwtgtvtfwvtH iiiiiiiii ++=   Jt ∈  şeklinde 

tanımlanmıştır. 

 

Açıktır ki (6.2.4) periodik başlangıç değer probleminin tek bir çözümü mevcuttur.  

Önce p  tane başlanğıç değer problemini ele alalım. 

Her pk ,...,2,1=  için 

           ),,()()( ,0,0,,1
'

,,1 iiikiiki wvtHtvmtv =+      ],,( 1+∈ kk ttt  
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           )()( ,0,,1 kikki tvtv =+  

 p tane başlanğıç değer problemini çözelim.  Bu bize her ],( 01 Tttt +∈  için  

           ,),,()()()( ,0,0
)()(

,0,,1,1 dswvsHeetvtvtv iii

t

t

stmttm
kikii

k

iki ∫
−−−− +==     ],( 1+∈ kk ttt ,  

.,...,2,1 pk =  

çözümünü vermektedir. Sonra  

 

          ),,,()()( ,0,00,,1
'

0,,1 iiiii wvtHtmvtv =+     ],[ 10 ttt ∈  

           )()( 0,,100,,1 Ttvtv pii +=  

başlanğıç değer problemini çözelim. 

Son olarak da  

                  




=∈
∈

=
+ .,...,2,1],,(),(

],[),(
)(

1,,1

100,,1

,1 pkttttv

ttttv
tv

kkki

i

i  

Açıktır ki Ω∈iv ,1  ve )()( 0,10,1 Ttvtv ii += sağlanır. 

Genel olarak , her 1≥n  için ),())(,(),,( ,,,, tvmtvtfwvtH iniiniinini +=  Jt ∈  olmak 

üzere 1+nv ,  

           ),,,()()( ,,,1
'

,1 ininiiniin wvtHtvmtv =+ ++   ,Jt ∈   ktt ≠ ,  ,,...,2,1 pk =  

 ),()( ,,1 kinkin tvtv =+
+                ,,...,2,1 pk =                                                (6.2.5) 

            )()( 0,10,1 Ttvtv inin += ++  

periyodik sınır değer probleminin tek çözümüdür.  Yukarıdaki gibi Ω∈+1nv  ve 

1+nv in açık ifadesini aşağıdaki gibi verebiliriz. 













=∈+

∈++

=

∫

∫∫

+
−−−−

−−−−−−

+ t

t

kkinini
stmttm

kin

t

t

inini
stm

T

t

inini
sTmtTm

pin

in

k

ik

i

p

ipi

pktttdswvsHeetv

tttdswvsHedswvsHeetv

v

.,...,2,1],,(,),,()(

],,[,),,(),,()(

1,,
)()(

,

10,,
)(

,,
)()(

,

,1
0

     (6.2.6) 

Şimdi aşağıdaki özellikleri göstererek }{ nv nin artan ve }{ nw nin de azalan bir dizi 

olduğunu göstereceğiz. 

i)   1,,0 ii vv ≤  ve ii ww ,1,0 ≥     
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ii)  inin vv ,,1 ≤−  ve inin ww ,,1 ≥−    ise   inin vv ,1, +≤ ve inin ww ,1, +≥    1≥n . 

i) yi ispatlamak için iii vv ,0,1,1 −=α  tanımlayalım. vv =0 ve ww =0  üzerine hipotez 

gereği  

         )()()(')(')()(' ,0,1,0,1,1,1 tvmtvmtvtvtmt iiiiiiiii −+−=+ αα   

                                  )()(')()(' ,0,0,1,1 tvmtvtvmtv iiiiii −−+=  

                                   )()(')(),(),( ,0,0,0,0,0 tvmtvtvmwtgvtf iiiiiiiii −−++=  

                                   0),(),(),(),( ,0,0,0,0 =−−+≥ iiiiiiii wtgvtfwtgvtf  ,ktt ≠  

         ,0)()()()()( ,1,1 ≥−=−= ++++
kkkkiki tvtvtvtvtα      ,,...,2,1 pk =  

         ).()( 0,10,1 Ttt ii +≥ αα  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≥iα  yani ii vv ,0,1 ≤  elde edilir. 

Şimdi ii ww ,0,1 ≤  olduğunu ispatlamak için iii wwq ,1,0,1 −=  tanımlayalım.  O zaman  

)()()(')(')()(' ,1,0,1,0,1,1 twmtwmtwtwtqmtq iiiiiiiii −+−=+  

                       )()(')()(' ,1,1,0,0 twmtwtwmtw iiiiii −−+=  

                        0)()('),(),( ,1,1,0,0 =−−+≥ twmtwvtgwtf iiiiiii  ,   ktt ≠  

,0)()()()()( 1,11,0,1,0,1 ≥−=−= +++ twtwtwtwtq iikikiki    ,,...,2,1 pk =  

)()( 0,10,1 Ttqtq ii +≥  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≥iq  yani ii ww ,0,1 ≤  elde 

edilir. 

ii) nin ilk kısmını ispatlamak için ininin vv ,,1,1 −= ++α  tanımlayalım.  

)()(')(')()(' ,,1,,1,1,1 tvmtvmvtvtmt iniiniinininiin −+−=+ ++++ αα  

                               )()(')()(' ,,,1,1 tvmtvtvtv iniininin −−+= ++  

                               iniiniiniiniiniini vmwtgvtfvmwtgvtf ,1,1,1,,, ),(),(),(),( −−− −−−++=  

                               [ ] [ ] )(),(),(,(),( ,1,,1,,1, ininiiniiniiniini vvmwtgwtgvtfvtf −−− −+−+−=  

                               [ ] )()()( 111 −−− −+−+−−≥ nnnnnn vvmwwvvm  

                               0)( ,1, ≥−−= − inini wwm ,       ktt ≠  

0)()()()()( ,,1,,1,1 ≥−=−= +
++

+
+

+ kinkinkinkinkin tvtvtvtvtα ,     ,,...,2,1 pk =  

)()( 0,10,1 Ttt inin +≥ ++ αα  
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Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≥+ inα  yani inin vv ,,1 ≥+  elde 

edilir. 

Şimdi aynı şekilde ininin wwq ,1,,1 ++ −=  tanımlayarak inin ww ,1, +≥ olduğunu gösterelim. 

)()()(')(')()(' ,1,,1,,1,1 twmtwmtwtwtqmtq iniiniinininiin ++++ −+−=+  

                             )()(')()(' ,1,1,, twmtwtwmtw iniininiin ++ −−+=  

                             iniiniiniiniiniini wmvtgwtfwmvtgwtf ,,,,1,1,1 ),(),(),(),( −−−++= −−−  

                            [ ] [ ] )(),(),(),(),( ,,1,,1,,1 ininiiniiniiniini wwmvtgvtgwtfwtf −+−+−= −−−  

                             [ ] )()()( ,,1,,1,,1 ininiinininini wwmvvwwm −+−+−−≥ −−−  

                             0)( ,,1 ≥−−= − inini vvm ,    ktt ≠  

0)()()()()( ,1,,1,,1 ≥−=−= +
+

+
++

+ kinkinkinkinkin twtwtwtwtq ,    ,,...,2,1 pk =  

)()( 0,10,1 Ttqtq inin +≥ ++  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≥+ inq  yani inin ww ,1, +≥ elde 

edilir. 

Şimdi  Nn ∈∀  için wv in ≤,  olduğunu gösterelim.  Önce ii vw ,1,1 −=β  tanımlayalım.  

Not etmek gerektir ki i,1β  aşağıdaki eşitsizliği sağlar. 

          )()()(')(')()( ,1,1,1
'
,1 tvmtwmtvtwtmt iiiiiii −+−=+ ββ ,    

                                  )(),(),()(),(),( tvmwtgvtftwmvtgwtf iii −−−++≥    

                                  [ ]),(),( vtfwtf −= +[ ] )(),(),( vwmwtgvtg i −+−  

                                  [ ] 0)()()( ≥−+−+−−≥ vwmwvvwm ii ktt ≠  

         ,0)()()()()( ,1,1 ≥−≥−= +++
kkkikki tvtwtvtwtβ      ,,...,2,1 pk =  

         ).()()()()()( 0,10,100,100,1 TtTtvTtwtvtwt iiii +=+−+≥−= ββ  

Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≥iβ  yani wv i ≤,1  olduğu 

açıkça görülür.  

Yukarıdaki aynı tekniği kullanarak 0, ≥inβ olması durumunda 1≥∀n  için 0,1 ≥+ inβ  

olduğunu gösterelim; burada inin vw ,1,1 ++ −=β tanımlayalım.  

          )()()(')(')()(' ,1,1,1,1 tvmtwmtvtwtmt iniiininiin ++++ −+−=+ ββ  

                                        )()(')()(' ,1,1 tvmtvtwmtw iniini ++ −−+=  
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                                        )(),(),()(),(),( ,,, tvmwtgvtftwmvtgwtf iniiniiniiii −−−++=  

                                        )(),(),(),(),( ,,, iniiniinii vwmwtgvtgvtfwtf −+−+−=  

                                        [ ] )()()( ,,, iniinini vwmwvvwm −+−+−−≥  

                                        0)( , ≥−−= ini wvm  

,0)()()()()( ,1,1 ≥−≥−= +
+

++
+ kkkinkkin tvtwtvtwtβ      ,,...,2,1 pk =  

).()()()()()( 0,10,100,100,1 TtTtvTtwtvtwt inininin +=+−+≥−= ++++ ββ  

  Böylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanırsak J  üzerinde 0,1 ≥+ inβ  yani wv in ≤+ ,1  olduğu 

açıkça görülür.     

Böylelikle, Rtv kin ∈+ )(,   Nn ∈∀  ve pk ,...,1,0=  olmak üzere }{ ,inv ’nin ],( 1+kk tt  

içinde sürekli ve sınırlı bir fonksiyon dizisi olduğunu ispatlamış olduk. . Bu gerçeğin 

ışığında pk ,...,1,0=  için }{ ,inv ’i  ],[ 1+kk tt  içinde sınırlı ve sürekli fonksiyonlar dizisi 

olarak düşünebiliriz; bunun için ],[ 1+kk tt  içinde çalışırken sadece )()( ,,
+= kinkin tvtv  

tanımlamak yeterlidir. 

Bunların yanında, her Nn ∈  için inv ,1+ , denklem (6.2.5) in bir çözümü olduğu için 

pk ,...,1,0=  olmak üzere }'{ ,inv dizisi ),( 1+kk tt içinde düzgün sınırlıdır. Ortalama 

değer teoremini kullanırsak pk ,...,1,0=  olmak üzere }{ ,inv  dizisinin her ],[ 1+kk tt  

aralığında eşsürekli olduğunu görürüz. Gene pk ,...,1,0=  olmak üzere Arzela-Ascoli 

teoremini kullanırsak ],[ 1+kk tt  üzerinde )()(lim ttvn
n

ϑ=
∞→

 düzgün yakınsadığını 

görürüz. 

Bunun yanında 1+nv  her Nn ∈  için denklem (6.2.6)’i sağladığından Ω∈ϑ ’dur veϑ  

aşağıdaki denklemi sağlar. 

                            )),(,()(' ttft ϑϑ =     ,Jt ∈    ,,...,2,1 pk =  

                            ),()( kk tt ϑϑ =+            ,,...,2,1 pk =  

                             ).()( 00 Ttt += ϑϑ  

Diğer taraftan pk ,...,2,1=  için ],[ 1+kk tt ’da yakınsaklık düzgün yakınsaklık olduğu 

için  

                         )()(lim)(lim)(limlim)(lim kkn
n

kn
nn

n
tttt

ttvtvtvt
kk

ϑϑ ===






=
∞→

−

∞→∞→→→ −−
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sağlanır. Böylelikle ϑ ’nun J  üzerinde sürekli olduğunu söyleyebiliriz. Not 

düşmemiz gerekir ki pk ,...,1,0=  olmak üzere her bir ],[ 1+kk tt  üzerindeki düzgün 

yakınsaklık }{ nv ’nin ϑ ’ye J  üzerinde düzgün yakınsamasını gerektirir. 

 Son olarak, f ’in kendisi de sürekli ve )),(,()(' ttft ϑϑ =  ,Jt ∈  ktt ≠ , pk ,...,2,1=  

olduğu için ))(,()('lim kk
tt

ttft
k

ϑϑ =
→

 vardır ve böylelikle )(1 JC∈ϑ ’dir ve denklem 

(6.2.1)’in bir çözümüdür. 

Aynı şekilde ww =0 ’dan başlayarak }{ nw  dizisini de oluşturabiliriz. Bu dizi 

artmayan bir dizidir denklem (6.2.1)’in çözümü ω ’ya düzgün yakınsamaktadır. 

Son olarak  ϑ  ve ω ’nin ],[ wv  üzerinde denklem (6.2.1)’in sırasıyla minimum ve 

maksimum çözümleri olduğunu ispatlamalıyız. Bunun için denklem (6.2.1)’in ],[ wv  

üzerinde herhangi bir çözümü u ’yu ele alalım. 1vu −=α  fonksiyonu lemma 

(2.2.3)’ün şartlarını sağlamaktadır. O zaman J  üzerinde 0≥α  olur. Böylelikle 

uv ≤1  olur. Đndüksiyon kullanarak Nn ∈∀  için uvn ≤  gösterebiliriz, ∞→n  için 

limit alırsak  u≤ϑ  olduğu görülür. 

Aynı şekilde ],[ wv  üzerinde ω ’nun denklem (6.2.1)’in maksimum çözümü olduğu 

gösterilebilir. 
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7. SONUÇ 

Bu tezde birinci mertebeden lineer olmayan sınır değer problemleri ve sonlu 

sistemler için alt çözüm ve üst çözümün sürekliliği ve sınırlı sayıda süreksizliğe  

sahip olma durumlarında monoton iterasyon teknik incelenmiştir. 
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EKLER 

Tanım E.1.1: Z kümesi üzerinde tanımlı reel değerli { } Af ∈αα  fonksiyonlar ailesi 

verilmiş olsun. Z kümesinin her x  elemanı ve her A∈α  için Cxf ≤)(α  olacak 

şekilde bir 0>C sayısı mevcut ise { } Af ∈αα  fonksiyonlar ailesine düzgün sınırlı  

fonksiyonlar ailesi denir. 

 

Tanım E.1.2: ),( dX  metrik uzay , XZ ⊆  olsun. Z kümesi üzerinde tanımlanmış 

{ } Af ∈αα  fonksiyonlar ailesi verilmiş olsun. Her 0>ε  için en az bir 0>δ  sayısı 

varsa ve her α  ve her yx,  için δ<),( yxd  iken εαα <− )()( yfxf  şartı 

sağlanıyorsa { } Af ∈αα  fonksiyonlar ailesine eşsüreklidir denir. 

 

Teorem E.1.1: (Arzela-Ascoli): =F { } Atf ∈αα )(  fonksiyonlar ailesi I  üzerinde 

tanımlı, düzgün sınırlı eş-sürekli fonksiyonlar ailesi olsun. Bu durumda F  içindeki 

her { })(tf  fonksiyonlar  dizisinin { }
knf  , ,...2,1,0=k bir alt dizisi vardır ki düzgün 

ve monoton olarak 'I nın kompakt bir alt aralığında yakınsar. 

 

Teorem E.1.2: (Peano): ),( yxf  fonksiyonu bir G bölgesinde tanımlı ve sürekli 

olsun.  

                                        ),(' yxfy =  

diferansiyel denkleminin G nin ),( 00 yx noktasından geçen en az bir integral eğrisi 

vardır. 

 

Teorem E.1.3 (Picard): ),( yxf  fonksiyonu bir G bölgesinde tanımlı ve sürekli ve 

 0>M  olmak üzere                                                                                                                                  

                                          2121 ),(),( yyMyxfyxf −≤−  

Lipschitz şartını sağlasın. Bu durumda  

                                           

                                            ),(' yxfy =  

diferansiyel denkleminin G nin ),( 00 yx noktasından geçen tek bir integral eğrisi 

vardır. 
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