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OZET

Bu tezde monoton iterasyon teknik kullanilarak éinelmayan birinci dereceden
periyodik sinir dger problemlerinde alt ¢6zim ve Ust ¢cozimdegidyarak monoton
iterasyon tekrgi kullanarak periyodik sinir ger problemimizin minimum ve
maksimum c¢o6zimlerine dizgun ve monoton olarak yssgian dizilerin nasil
olusturuldusunu degisik durumlar icin acik olarak gosterdik. Once birybtu
uzayda bu metodun gecegiii gosterdikten sonra bunun sonlu boyutta da decer
oldugunu gosterdik.Bu standart gahanin yaninda bu tezde yakin zamanda
ispatlanan alt ve Ust ¢ozimin sonlu sayida tekflitesareksizlge sahip oldgu
durumda da yukarida bahsgitniz olayin gecerli oldgunu gosterdik. Gene farkh
olarak bu tezde yukarida bahsettiklerimiz periyaglikr dger probleminin sgtarafi
farkli iki monoton 6zellge sahip iki fonksiyonun toplamini iceren sonlu esisier
icin de gelgtiriimisti. Bu yaptiklarimizda monoton iterasyon teknin
uygulanmasinin guzel yani lineer olmayan lineer aglam periyodik sinir dger
probleminin ¢ézimine yakinsayan monoton dizileritem@anlarinin  lineer

diferansiyel denklemlerinin ¢oztmleri olmasidir.



SUMMARY

In this thesis we have shown that starting from lower and upper solutions of non-
linear first order periodic boundary value problem using monotone iterative
techniqgue we can construct sequences such that they converge minimum and
maximum solutions of non-linear first order periodic boundary value problem
monotonically and uniformly. We showed this fact could be realized in some various
cases. First of al we showed that we can do this in one dimensional reel space and
then we generalized it to finite dimensional reel space. Beside this standard work in
this thesis we explained a recent study that even if lower and upper solutions of non-
linear first order monotone periodic boundary value problem have finite number of
one sided discontinuity we can apply monotone iterative technique so that we can
obtain sequences that converge minimum and maximum solutions of this problem
monotonically and uniformly. Moreover, in this thesis we proved that if right side of
a periodic boundary value problem consists of two functions having different
monotonic properties we could apply whatever mentioned until now with slight
differences. Lastly, beautiful property of using monotone iterative technique is that
elements of monotone sequences that converge minimum and maximum solutions of
non-linear periodic boundary value problem are solutions of linear differential
problems.
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GIRIS

Diferansiyel denklem teorisine genel olarak bakilaila lineer diferansiyel
denklemler icin yapilmgi calsmalar, lineer olmayan diferansiyel denklemlere gore
daha y@unluktadir. lineer olmayan diferansiyel denklenmericzimlerinin
karakteristgi hakkinda daha fazla bilgi edinebilmek icin geikddl lineer diferansiyel
denklemler teorisi kullanilir. Biz bu tezde birincimertebeden lineer olmayan
diferansiyel teorisinde olduk¢ca sik kullanilan mtoro iterasyon tekgdi
kullanac&iz. Bu metodun en 6nemli Ozdili lineer diferansiyel denklemlerin
cbzimlerinin  olgturdusu fonksiyon dizilerinin lineer olmayan diferansiyel

denklemin ¢6zimiine dizgin ve monoton olarak yakasalir.

Bu inceleme igin ilk olaraksagidaki lineer olmayan dangic dger problemini

yani f D[[to,t0 +T],D] icin
u'=ftu), ulty)=ult,+T) tOJ=[t,,t,+T]

problemini ele alalim. Bu diferansiyel denklemirg sarafinin yalnizca skaler gerli

bir fonksiyondan olgmasi durumunda birinci dereceden sinigeteproblemleri ele
alinmstir. Bu incelemede gorilmektedir ki problemin ¢oZiira alttan ve Ustten
dizgiin ve monoton olarak yakinsayan moOnoton fgoksdizileri mevcuttur ve bu

dizilerin her elemani bir lineer diferansiyel desklin ¢cozumuddr.

Birinci mertebeden ve gdarafi iki monoton fonksiyonun toplanseklinde
yazilabilen lineer olmayan periyodik sinirgge problemlerinde monoton iterasyon
teknigi ele alindginda goérilmektedir ki verilen problemirgslenmis minimum ve
maksimum ¢dzum ciftlerine dizgin ve monoton olayakinsayan her bir terimi

lineer diferansiyel denklemin ¢6zumu olan monotonkkiyon dizileri vardir.

Yukaridaki her iki durumda da alt ve Uskzi@imin sinirli sayida tek tarafli
sureksizlik noktalari bulunsa da monoton iterasyteknigi kullanildiginda

gorulmektedir ki verilen problemin minimum ve maksim ¢ézimlerine dizgin ve



monoton olarak yakinsayan her bir terimi lineeedihsiyel denklemin ¢ézimi olan

monoton fonksiyon dizileri vardir.

Son olarak sonlu sistemler icin monoton #gom tekngi incelenmitir. Bu
incelemede gorulmektedir ki gatarafi tek bir fonksiyon cinsinden veya farkli
mnoton Ozelliklere sahip iki farkli fonksiyon cimsien olan sonlu lineer olmayan
sistemler icin her bir terimi lineer diferansiyeérklemin ¢6zimi olan monoton
fonksiyon dizileri elde edilmgtir. Bu fonksiyon dizileri diizgiin ve monoton olarak
eslenmis alt ve Ust ¢ozum ciftlerine yakinsamaktadir.Ayekilde alt ¢6zim ve Ust
¢bzimin sonlu sayida tek tarafli surekgizlolsa da bu durum gecerfini
korumaktadir. Alt ¢ozim ve Ust ¢ozUmun sonlu sayiftatarafli streksizige sahip

olma durumu incelenebilir bir problemdir.



1. LINEER OLMAYAN PERYODIK SINIR DEGER
PROBLEMLER ICIN ALT VE UST COZUMLER
METODU

1.1. Temel Tanim ve Teoremler
Bu bolimde, kullanagamiz bazi temel kavramlari tanimlayalim.

Tanim 1.1.1: f OC[JxU, U] olmak Gzered =[t,,t, +T Jve T, t, 2 0 olsun.
Buna gore

u'=f(tu), ut,)=ut,+T) 1.1.1)

diferansiyel denklemine periyodik sinirgi problemi (PSDP) denir.

f fonksiyonu surekli oldgu igin periyodik sinir dger problemi (1.1.1)'in en az bir
¢6zUmU vardir. Fakatf fonksiyonu Uzerine koyaganiz bazi kisitlayicsartlar

sgladiginda c¢6zimin teldinden bahsedebiliriz. Bu kollarin olmamasi

durumunda ise maksimum ve minimum ¢ozimler ortakarg

Tanim 1.1.2: Yukaridaki (1.1.1) PSDP nid aralgindaki bir ¢coztmdr (t )olsun.
J aralgindaki her u(t ) ¢6zUmi icin OtOJ, u(t) <r(t) saglaniyorsa r(t )

¢6zimuine (1.1.1) PSDP nin maksimum ¢6zUmu denir.

Tanim 1.1.3: Yukaridaki (1.1.1) PSDPnid aralgindaki bir ¢ozimdagq(t )olsun.
J aralgindaki her u(t ) ¢6zimi ve OtOJ icin u(t) = q(t) sa&laniyorsa

q(t) cozimune (1.1.1) PSDPnin minimum ¢ézdmda denir.
Tanimlardan da andddig1 Gzere maksimum ve minimum ¢ozumler tektir.

Tamim 1.1.4: vOC'[J,0] alaim. Hert 0 J igin
v f(t,v ), Vv(t,)sv(t,+T)

sglaniyorsav(t )ye (1.1.1) probleminin alt c6zimuU denir.



anim 1.1.5::w ,[0] alahm. Hert icin
T 1.1.5 OC'J,0] alahm. Hert O J ici
w2 f(t,w), w(t,)=w(t,+T)

saglaniyorsaw(t ye (1.1.1) probleminin st ¢6zUmu denir.

Ornek 1.1.1: x'= f(t,x), x(0) =x(2n), t0[0.27]
Periyodik sinir dger problemini ele alalim. Burada
f (t,X) = -x*— 27+ cost —sint + 277cost, t 0 J, xO O olsun J {izerinde

0, cxt<l
3

v(t) =
t—2rm, %T<ts 27

ve  w(t) =7 alalim. Bu durumda

0, Ostsg
vi(t) =
1, 7—T<ts T
3
ve  W(t) = Oolur. O zaman
cos't— sirt+ 2r cos ost<”
f(t,v)= .
—(t—2m)? - 2Tt - 27)+ codt— sim+ Z cads 5<ts 72

ve

f (t,w) = —7° — 277" + coS't —sint + 27rcost, t0J

elde edilir. Buradan da

Vi(t) < f(t,v), v <v(2n) ve w(t) >t(t,w), w(0)=w(2n)

oldugu acikca gorulur. Yanv(t ye w(t) sirasiyla yukaridaki periyodik sinir gbs

probleminin alt ve tst ¢oztumleri olur.



Teorem 1.1.1:Eger f (t,u) fonksiyonuu ya gore tek tarafli Lipschitgartini

saliyorsa (1.1.1) periyodik sinir ger probleminin tek ¢6zimu vardir.

Lemma 1.1.1: f,gOC*([t,,t, +T],0) olsun vet, O (t,,t, + T ]Jalalim. Ber
f(t)=9() ve f(t)<g(t), OtO[t,t,+T]ise
f'(t) = g'(t) olur.
Ispat: £ >0 yeterince kiigiik bir say1 olmak tizere
ft,—&)<gt,—-& ve f(t)=9()
oldugu igin fit,-&)-ft)=<9t,—¢&)—-a(t)
elde edilir. Buradan da
fF,-e)-f(t) 9t -¢)-9(t)

t-&)-t (t-&-t
N ft,—&)-f(t) > g(t,-&)—9g(t)
£ £

elde edilir.& - 0 igin iki tarafin limitini alirsak da
£

-0 £ -0

yani, f'(t,) 2 g'(t}) sonucu elde edilir. Boylelikle bu da ispati tanf@am

Teorem 1.1.2: f OC[IxO,0], J =[t,,t,+T], T,t, =0 olmak tzere
v,wOC'J,0] alalim vet 0 J igin

v £(tV), V() SV, +T)
w2 f(t,w,  wt) 2wt +T)

esitsizlikleri sgglansin, yaniv(t )ve w(t) (1.1.1) in sirasiyla alt ve ust ¢ozimleri
olsun. Eser gagidaki iki sarttan biri sglanirsat [JJ igin v(t) < w(t) salanir.
(@) f (t,u), hertJJ icin u ya gore kesin azalandir.
(b) (zOCYJ,R] dyle ki z(t) > 0, z(t,) = z(t,+T) ve D1 > 0
AZ> f(t,w+Az) - f(t,w BOJ



Ispat : Kabul edelim ki (a) slansin. Ber J lizerindev(t) < w(t) esitsizligi dogru

degilse Le >0 ve t, 0J oyle ki

v(t) =w(t)+e vevt)swit)+e, tOJ (1.1.3)

saglanir. (1.1.3) mumkundur,cinkd kapali ve sinirli bir kime olgw icin v ve w

sinirhdir, boylelikle v—-w da sinirhdir.  Ber bazi t0OJ igin v(t) < w(t)

sglanmazsa t; i Oyle secelim ki v(t)-w() maksimum olsun. ger

£ =V(t)-w(t,) ahrsak (1.1.3) 4n gtandgini goruriz.

J Uzerinde g(t) = w(t) + & tanimlarsakv(t,) = g(t,) ve v(t)<g(t), tdJ oldugu

acikga gorulur. Buradan daer t [(t,,t,+T] ise v'(t) = g'(t) elde edilir, yani
V'(t) =2 w(t) elde ederiz.v(t)) >w(t) ve f(t,u) u ya gore kesin azalan olgu

icin de V(t)=2w(t) = f(t,wt)) > f(t,v())else ederiz. Boylelikle
V'(t) > f(t,v(t)) olur ki bu bir celgkidir.

Egert, =t, olsav(t,) = w(t,) + £ ve boylelikle

V(t, +T) 2 v(ty) =w(t,) +e=wW(t, +T) +&

yani v(t, +T) 2 w(t, +T) + £elde edilir ve (1.1.3) den dolayi
V(t, +T) <w(t, +T) + £oldugu igin dev(t, +T) = w(t, +T )ve v(t) Sw(t)+¢,
t0J elde edilir. Buda/(t, +T) 2w (t,+T )onucunu verirv(t,+T) >w(t,+T )

ve f(t,u), u ya gore kesin azalan olgluicin
V(I +T) W (t, +T) = f(t, +T,wW(t, +T)) > f(t, +T,v(t, +T))
elde edilir ki bu bir ¢elkidir.
Simdi kabul edelim ki (b) dgru olsun. Ber v(t) < w(t), t 0 J dogru desilse dyle

A >0vet OJ bulabiliriz ki

v(t) =w(t) +Az(t) ve v(t)<w(t)+Az(t), tOJ (1.1.4)



v -w) |
2(0)

tanimlayalimA yi1 A, lerin maksimum dgeri olarak alirsak (1.1.4) Gngandig

salar. v(t) < w(t) esitsizligini saglamayant igin A, =

gorular.

Eger, t, U(t,,t, +T] ise, (1.1.4) ten dolay!

Vi) 2w (L) +AZ' (4) > f(t, wt)) + (4, wt,) +Az(4)) - T (&, w(t,)) = f (b, V(L)

elde edilir yaniv'(t,) > f (t,,v(t,))) olur ki bu da ¢eliki olusturur.

Egert, =t, ise v(t,) = w(t,) + Az(t, )olur, boylelikle
V(t, +T) 2 v(ty) = w(ty) + Az(ty) = w(t, +T) + Az(t, +T)
elde edilir. Bu son sonucu ve (1.1.4) U kullanirsak
V(t, +T) =w(t, +T) + Az(t, + T ) ve v(t) < w(t) + Az(t) tO J
elde edilir. Boylelikle

Vi, +T)=w'(t, +T)+Az'(t,+T)
>f(t, +T,wt, +T))+ ft, +T,w(t,+T)+Az(t,+T)) - f(t,+T,wt,+T))

= ft, +T,W(t, +T) + Az(t, +T)) = f (t, + T,v(t,+T))

elde edilir yaniv'(t, +T) > f (t, + T,v(t, + T ))olur ki bu da bir ¢edkidir.
Simdi son olarak karlastirma teoremini periyodik sinir gder problemleri igin

ispatlayacgiz.
Teorem 1.1.3 :Kabul edelim ki

(@ mOCYJ,R], fOC[IxO,0] ve m'(t) < f(t,m(t)), tO(t,,t, +T]olsun.

(b) G(t,u) = f(t, p(t,u))+% ve p(t,u) =maksly €)u )] olmak tzere



u'=G(t,u), u(t,)=u(t,+T) (2.1.5)

PSDP nin hewalt ¢ozimu igcinu ¢dzimdi olsun.

(c) Periyodik sinir dger problemi

u'=f(u ), ult)=u(t,+T) (1.1.6)
icin r(t) maksimum ¢6zum olsun.
Yukaridaki tgsartla birlikte ger m(t,) < m(t, + T )saslanirsat O J igin m(t) < r(t)

olur.

Ispat : PSDP (1.1.5) de(t) = m(t aldigimiz durumdau(t ¢6zim iset dJ icin
m(t) < u(t) oldugunu gostermemiz yeterlidir.
Kabul edelim kim(t) < u(t ), Ot O[t,,t, + T] yanlis olsun. Bir dnceki teoremdeki

ayni metodla bu durumdas >0 ve [, O[t,, t, +T ] Oyle ki

mt) =u(t)+& ve mt)<u(t)+¢ tdJ 2.12.7)

Eger t0(,t,+T] ise m'(t)=u'(t) olur ve m(t)>u(t) oldusu igin de

P(t,,u(t)) = m(t,) olur. Boylelikle

m'(t) = u'(t) = f(t, p(t,u(t)) + Pt u(t,)) ~u(t)

L+u(y)
_ mi(t) - u(t)
= f(tm) + T2 > )

yani m'(t,) > f (t,,m(t,)) elde edilir ki bu da hipotez (a) ile ¢gii
Egert, =t, ise m(t,) = u(t,) +& ve m(t,) < m(t, + T ) sartlarini birlikte kullanirsak

m(t, +T) =2m(t,) =u(t,) +e=u(t, +T) +&

yani m(t,+T)>u(t,+T)+& elde edilir. Bu sonucu (1.1.7) ile birlikte
distind{gimuzde aslindan(t, +T) =u(t, +T Ve m(t) <u(t) +& Ot0J elde ederiz.

Buradan dam'(t,+T) 2 u'(t, + T ¢lde ederiz. Bu da yukaridajekilde bize



Mi(t, +27) > f (t, + 271, m(t, + 27))

sonucunu verir ki bu gene hipotez (a) ile gelidogurur. Boylelikle J Uzerinde
m(t) < u(t) ssitsizligini ispatlamg olduk. Boylelikle v(t) = m(t ) icin P(t,u) = u(t)
ve G(t,u) = f(t,u) olur. Buradan goruyoruz ki(t) = m(t durumundau(t )(1.1.5)
in bir ¢c6zUmu ise (1.1.6) nin da bir c6zUmUudi(t. , (2.1.6) nin maksimum ¢6zumu

oldugu icin dem(t) < u(t) < r(t ) olur. Buda ispati tamamlar.

1.2 Monoton iteratif Teknik

Simdi bu bélimde

u=f(tu ) ult)=ut,+T) tOJ=[t,t,+T] (1.1.8)

periyodik sinir dger probleminin ekstramum ¢6zumlerini bulmak iginmaton

iterativ tekngin nasil kullanilacgini gésterec@z.

Lemma 1.2:1Kabul edelim ki MmO C'[J, 0] olsun. Buna gére
i) M >0 ve m(t,) <m(t, +T )olmak tzere ger t U (t,,t, + T Jicin m'(t) < —-Mm(t)

iseJ Uzerindem(t) < QOolur.

M (to+T)

i) M >0 vem(t,) >m(,+T)ise y = s [m(t,) —m(t, +T)] olmak

eM(to’fT) — Mo
uzere,t O (t,,t, + T licin m'(t) < -Mm(t) —-My ve J Uzerindem(t) < Oolur.
Ispat : Eger m(t) < Oyanls ise, (1, 0 J ve £ > 0 dyle ki

mt)=¢cvemt)<se, tOJ.
Egert U(t,,t, +T] ise m'(t) = 0 olur. O zaman

0<sm(t)<-Mm(t)=-Me<0

olur ki bu da agikca bir ¢gkidir.
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Egert, =t, ise varsayim i) gepge m(t, +T) = m(t,) =&, yanim(t, +T) = € ve
m(t) < ¢, t0J oldugundan,
0O<m(t,+T)<-Mm(t, +T) =-Me< O

elde edilir. Bu da aclkca cghidir.
Bert O(t,,t,+T] isem(t) =0 olur. O zaman

0<sm(t) < -Mm(t) -My=-Me-My=-M(e+)y) <0

olur ki, bu da acikca cekidir.
Eger t, =t, ise m(t,) = &> Oolur. Ancak ii) den dolaym'(t) + Mm(t) < -My dir.
iki tarafi €" ile carparsak gitsizlik bozulmaz. Sonra iki tarafit,dant, +T ye

integralini alirsak

to+T to+T
[Imi (@) + Mm(t)]e"'dt < [ -Mpedt

tg :
m(to + T)eM (to+T) _ m(to)eMto < _y[eM (to+T) _ eMto]
mit, +T)e" ™ —m(t,)e" < -" " V[m(t,) - mit, +T)]

m(t,)[e" " —eM] <0

yani buradan dan(t,) < @lde ederiz. Bu ise gene agikca bir gadiir. Boylelikle
ispat bitmgtir.
Monoton tekngi uygulamak icin gagidaki varsayimlara ihtiyac vardir.

(Ag) J Uzerindev, < w, olmak lzerev,,w, JC'[J,0 Jolsun veM > Oigin

fu)-ftu)2-M@u-u), Vv, <ususw,
sglansin.
(A1) 1) tO(t,,t,+T] icin v,'< f(t,v,) ve v, (t,) S Vv (t, +T);
i) tO(t,t, +T] icin w,'> f(t,w,) ve wy(t,) = w,(t, +T).

eM (to+T)

(Az) |) = m (VO(tO) _VO(tO +T)) olmak Uzeret O (tO'tO +T ]I(;In

v,'s f(t,v,) — My ve vy (ty) > v, (t, +T) olsun.
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M (to+T)
. e " :
i y, = PrITE g (W, (t,) =W, (t, +T)) olmak Gzeret O(t,,t, +T Jgin

w,'> f(t,w,) —Mpy,ve w,(t,) <w,(t, +T) olsun.
(As) (A1)(i) ve (A)(ii).

(Ag) (Aq)(ii) ve (A)(i).

Asagidaki teorem (1.1.8.) periyodik dangi¢c dger probleminin ekstramum

¢6zUmlerinin vark ispatlamaktadir.

Teorem 1.2.1.Kabul edelim ki (A) salansin. (A) in yanisira (A), (A2), (As) veya

(A4) den herhangi birisini varsayim olarak alirsaksonucu elde ederiz:

[t,,t, +T] aralginda 6yle{v, } ve {w,} dizileri vardir kiv, - v ve w, - w

dizgin ve monoton olarak yakinsar weyve w sirasiyla (1.1.8) in minimum ve

maksimum ¢dzumleridir.

Ispat : [v,,w,] ={n 00 J, R: v{t <(t) <w()} seklinde tanimlayalim.

07 O[vy, W] icin
u'=G(t,u) = f ({t.7() -Mu-n(t)), u(ty)=u(t,+T) (1.1.9)
lineer PSDP ni ele alalim. Bu problemin ¢oziimisag@aki sekilde buluruz.
u'(t) + Mu(t) = f (t.7(1) + M7(t)
iki tarafi e" ile carpalim.
u'(t)e" + Me"u(t) = e[ f (t,7(1)) + Mn(t)]
[ut)e™]'=e"[f t.n()+Mn(t )]

Iki tarafint,dant ye integralini alalim.
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[lu()e™] ds = [ €[ f (s,7(s)) + M7(9)]ds

to to

= ut)e" -u(t)e™ = jeMs[ f(s.77(s)) + M7(s)]ds

= u(t)e"™ = u(t,)e" + I ™[ f(s,/7(s)) + Mn(s)lds

to

(1.1.10)

S U = U e [ () + MA)ds

to

tg+T

= Ut +T)=u()e™ +e™ @ [ (s,(s)) + Mr(s)]ds

u(t,) =u(t, +T) oldugu igin

u(ty) =u(t, +T) = iitof[ f(s.77(s)) + M7 (s)]e™ds
e’ -1
(1.1.10)(a)
elde ederiz.

Simdi (1.1.9) un ¢oézimiu(t) nin tek oldgunu ispatlayagaz. Bunun icin kabul

edelim ki u,(t) ve u,(t) (1.1.9) un iki farkli ¢ozimi olsunp(t) = u,(t) — u,(t)
tanimlayalim.

p'(t) =u'(t) —u,'(®) = [ ©7(1)) =M (w(t) —7(O)] - [ T (€.7(1)) = M (u,(t) —7(1))]

= =Muy(f) + Mu,(t) = -M (uy(t) - u,(t)) = -Mp < -Mp

ve p(t,) = p(t, +T) oldusundan Lemma (1.2.1) (i) yi uygularsag(t) < yani

u (t) < u,(t) elde ederiz. ger p(t) = u,(t) —u,(t) alrsak dau,(t) < u,(t) elde ederiz.

Yani sonug olaraky, (t) = u,(t) olur ve (1.1.9) un tek ¢b6zumu vardir.
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Simdi u(t) (1.1.9) un tek ¢cozumi olmak Gzefey = u fonksiyonunu tanimlayalim.
Burada dikkat edersefz ya bali olarak (1.1.9) PBDP i dgsmekte ve hery icin 7

ya bali olan u tek ¢6zimu elde edilmekted§fimdi A fonksiyonunun
a)V, < Ay, W, = Ay,
b) A, [v,,w,] Uzerinde monoton artandir.

sartlarini sgladigini gosterelim.

a) yI ispatlamak icim = v, aldgimizdayv,, (1.1.9) un tek ¢ézimi olmak uzere

Av, =V, seklinde tanimlayalimm(t) = v,(t) —v,(t plsun.
Eger (A) (i) salarsa,

m(t,) = Vo(ty) = Valty) = Volte) —Va(ty +T) S Vot +T) =t +T) = m(t, +T)

yani, m(t,) < m(t, +T ) olur. t O(t,,t, +T] igin

ml(t) =V I(t) Vi I(t) < f (t,VO)—Vl'(t) =f (t,VO)— f (t ’V0)+ le(t)_ Mvo(t): _Mm(t)

elde edilir. Boylelikle Lemma 1.2.1 (i) yi kullarek m(t) < O olur.
Eger A; (i) saglarsa

m(t,) = Vo(ty) = Valty) = Volto) =Valty +T) > vt +T) —vi(t, +T) = m(t, +T)

vetO(t,,t, +T]icinisev,(t,) = v (t, + T ) oldusundan

m(t,) —m(t, +T) =V, (t,) — v, (t, + T) buradan dg/ =y, olur, boylelikle

M) =v, "0 -V, 1) < F(t.v,) - My, — v, )
=f (t,VO) My, - f (t1vo) + le(t)_ Mvo(t)

= =M (Vo (t) = V(1)) =My = -Mm(t) - My
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elde edilir. Lemma 1.2.1 (ii) yi kullanirsag(t) < 0 elde ederiz. Yani her durumda
p(t) <0 olmus olur. Bu dap(t) =v, -V, =V, — Ay, < 0=V, < Ay, sonucunu Vverir.
Ayni sekilde w, = Aw, oldugunu gosterebilirizs7 = w, aldgimizdaw,, (1.1.9) un
tek ¢ozumu olmak Gzerg, = Aw, tanimlayalimSimdi m(t) = w,(t) —w,(t) alalim.
Eger ( A (ii) saglarsa ,
m(t,) = Wi (ty) — Wy (t,) = Wi (t, + h) —wy(t,) S Wity +T) —wy(t, +T) =m(t, + T)
ve t O(t,,t, +h] igin
() = w'(t) = wp' (1) = (8, W, (1)) — Mwy () + Mwg (1) — we'(t)
< £ (1, Wy (1)) - Mg (1) + Mg () = (£, Wy (1)) = =M (g (t) ~ Wy (1)) = ~Mm(t)
elde edilir. Boylelikle Lemma 1.2.1.(i) yi kullarek m(t) < 0 elde edilir.
Eger A; (ii) saglarsa
m(t,) = w(t,) —Wy(ty) = Wity +T) =Wy (t,) > Wty +T) —wy(t, +T) =m(t, +T)
olur. w(t,) = w(t, + T) oldusundanm(t,) —m(t, +T) = w, (t,) —w,(t, +T) ve

buradan dg, = —y elde edilir kit O (t,,t, + T ]igin

mi(t) = w'(1) =o' (1) = (€, wp(1)) — Mwy () + Mwg (t) = we'(1)

< £ (6 Wy (1) ~ Mwy (1) + My (t) = F (£, (1)) + My, = -Mm(t) — My

sonucunu elde ederiz. Boylelikle Lemma 1.2.1 (iilkyllanarakm(t) < Oolur. Yani
her durumdam(t) < ®Imus olur. Bu da
m(t) =w, —w, = Aw, —w, < 0= w, = Aw, sonucunu verir.
b) yi ispatlamak iciny < # olmak lUzeren, pO[v,,w,] alahm. Kabul edelim ki
u, = A7 ve u, = Au olsun. p(t) = u,(t) —u,(t) tanimlayalim.
Ao kullanilirsa,
p'(t) =uw'(t) ~u,'(t) = F(t,7) M (u —n7) — T (t, 1) + M(u, — 1)
=t - ftu)-Mu-u,)+M@-u)
<-M@7-p)=M(U~u,)+M(7- ) =-Mp
ve p(t,) = p(t, + T)oldugu icin Lemma 1.2.1 (i) yi kullanirsalk Gzerindey, < u,

elde ederiz ki boylelikle b) ispatlangrolur.
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Simdi {v,(t)} ve {w, (t)}dizilerini v, = Av,_, ve w, = Aw__, seklinde tanimlayalim.

J Uzerinde

oldugu acikca goralirgimdi {v, (t)} ve {w,(t)} fonksiyon dizilerininn - « icin
dizgiin ve monoton olarak sirasiyé) ve «(t) fonksiyonlarina yakinsagini

gosterelim (standart argiimant):

Arzela-Ascoli Teoremine gore bir dizi diizgin sinve gsirekli ise bu dizinin

diizgiin yakinsak bir alt dizisi vardir. Hakikaten fig(t)} ve {w,(t)} dizileri

Arzela-Ascoli Teoreminigartlarini sglamaktadir. Cunku, yukarida gosteiidniz

tizereOnON igin J tizerindev, < v, <w, salar. Yani{v,}, J tzerinde sinirli bir
dizidir. J kompakt oldgu, v, ve w, surekli olduklari iginv, ve wyin J Gzerinde
minimum ve maksimum derleri vardir. Boyleliklefv, }, J tizerinde stirekli
fonksiyonlarin diizgin sinirh bir dizisi olur. Bamin yaninda, hen O N igin
V.., = A(v,) oldusu igin {v,'}dizisi JUzerinde dizgln sinirlidir.Yadi Uzerinde
[M >0 dyle kiOnON |v', (t)| <|f ¢, v,)|+mv, ) -V, )] <M
olur. O zaman ortalama ger teoremini kullanirsak
Ox, yOJ  LSO(xy) oyle ki v, (y) =v,(x) = (y =)V, ()

buradan da Ox, yOJ | v,(Y)=V,(X) || y=x |M
elde ederiz. Goruldiii GzereM buradax ve y ye ba&l degildir. 52& alirsak

{v.} dizisinin J tizerinde gsiirekli old@gunu goriirtiz. Boylelikldy, } dizisi J
tizerinde gsiirekli ve diizgiin sinirli olgu icin Arzela-Ascoli teoremine gofe, }
dizisinin dyle bir{v, | alt dizisi vardir kiJ tzerinde duizgiin yakinsdw,} dizisinin
monotonlgunu da kullanirsakl UzerindeLiTovn(t) =J(t) duzgun yakinsadini

goruruz.

Diger taraftanJ Uzerinde yakinsaklik dizgtin yakinsaklik gddodant. [1J icin

lim () = li[p(lim v, (t)) = Lim(!ipg v, (t)j = lim v, (t.) =(t.)

n-o
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sgzlanir. Boylelikle 9 'nun J Uzerinde sirekli oldiunu soyleyebiliriz.

Simdi J(t) fonksiyonunun minimum ¢6zum olgunu goésterelim. Bunun i¢in 6nce

J(t) nin
Jd'(t) = f(t,9), I,) =9, +T) tOJ (1.1.112)

denklemini sgladigini gosterelim. (1.1.10) ve (1.1.10)(a) da hetakafinn — oo

icin limitini alirsak

() = I(t,)eM oV +e™ j[ f(s,9(9)) + MI(s)]eds

to

o th[ £ (s,9(5) + MS(s)]e"*ds

to

e

Z9(t0) = 79(to +T) = eMT _1

olur. Bu durumda

(1) = -MI(t,)e" ™ - Me‘“’”j[ f(s,9(9)) + MI(S)]e™ds + f (t, (1)) + M)

= -MJI(t) + f (t,9(t)) + MI(t)
=ft,J())
ve H(t,) =I(t, +T)

olur ki bdylelikle J(t) ninJ Uzerinde denklem (1.1.11)i gadigini gostermy

oluruz. Aynisekilde a(t )nin J Uzerinde denklem (1.1.11) igadig gosterilebilir.

Simdi J vea nun sirasiyla (1.1.11) in minimum ve maksimum ¢olsii
oldugunu ispatlayacaz. Kabul edelim ki J Uzerinde bazi k>0 igin
Vg Susw, olsun. BuradaiO[v,,w, [1.1.11) in herhangi bir periyodik ¢6zimi

olsun. p =v, —u tanimlarsak
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p'=f(t,Vie) ~M (v — Vi) = F(tU) < M (U, V) =M (v =V, ,) =-Mp

ve p(t,) = p(t,+T) oldusundan Lemma 1.2.1 i kullanirsalp(t) <0 yaniv, <u
sonucunu elde ederiz. Aynekilde p(t) =u-w alirsak daJ Uzerinde u<w,
sonucu ¢ikar.J  Uzerinde v, su<w, oldusundan matematiksel indiksiyon
teknigiyle butin n ler icin J Uzerindev, <u<w, olur ki her tarafinn - oigin

limitini alirsak bu da?d ve « nun (1.1.11) in minimum ve maksimum periyodik

¢6zumleri oldgunu ispat eder.
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2. LINEER OLMAYAN PER iYODIiK SINIR
DEGER PROBLEMLER ININ COZUMLER iNE
SUREKLT OLMAYAN ALT VE UST COZUMLER

YARDIMI ILE YAKINSAMA
2.1 GIRIS

Burada lineer olmayan periyodik sinir gge problemi (PSDP) nin ¢dzumlerine
parcall strekli alt ve tst ¢ozimleri kullanarak motmm fonksiyon dizileri yardimiyla
yakinsamanin mumkin olgunu ispatlayagaz. Bunun igin iki farkh iteratif teknik
gosterecgiz ki bu metodlar PSDP ne diizgin yakinsak, mone&lineer bglangic
deger probleminin ¢cézimleri olan fonksiyon dizilerirgami ile ardgik iterasyonlarla

yakinsanacak metodlardir.

Diferansiyel denklemler  ve kismi tirevli denklemleiceren sinir dger
problemlerinin ¢ézimlerine alt ve Ust cbzimler igkrie eslesmis monoton iteratif
teknikle yaklama uygulamasi en azindan Picard’a kadar uzanmaktyakin
zamanda bu metodlarin soyggkilde formule edilmesi Krasnoselskii ve Amann
tarafindan gercek$érilmistir. Birinci bolimden yakindan bildimiz tanimi tekrar

verecek olursak:

Tanim 2.1.1: J =[t,,t, +T], T,t;= 0 ve f OC[IXR,R] olmak lzere

u'(t) = f(t,u(t)), u(t,)=u,+T) (2.1.1)
differansiyel denklemine birinci dereceden lineémayan periyodik sinir der
problemi denir.
Bu problemin birinci kisimdgu sonu¢ elde edilrgiir: PBDP’i  (2.1.1)'in 6yle bir
u(t) ¢ozdma vardir ki bu ¢6ziim bu problemin alt ¢oziw(t) ve Ust cozUmim(t )

arasindadir, yani(t) < u(t) < w(t gaslar. Bunun yanindager f fonksiyonu

ft,x)-ft,y)=2—-m(x-y), vit) s ysxswt) td0J, Cm>0 (2.1.2)
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s&larsa, bu durumda denklem (2.1.1)[myw] aralginda minimum ve maksimum

¢bzlUmleri var olur. Bu ¢ozumler ve w nun balangi¢ iterasyonu olarak alingii

monoton fonksiyon diziler ¢iftinin sirasiyla limati olurlar.

Ispatlanabilir kiv ve w tizerindeki keullar zayiflatilabilirsdyle ki; v ve w
sonlu sayida sigcrama sureksiglie sahip olsa da sonuc glemez. Ayni kgullar
altinda yeni bir hipoteze gerek olmadan da yuk&rndanug elde edilebilir. (2.1.1)
kosulunu ekleyerek bu yeni durum icin de monotoraitiérteknik gelstirilebilir.
Cozumlere yakinsayan dizilerin gturulmasinda iki metod uygulaygga. Birinci
metoda (2.1.1)’in ektramum ¢6zumlerine yakinsayarypdik fakat strekli olmayan
iterasyonlar dizisi Ureteg&. ikinci metodda ise siirekli fakat periyodik olmayan

iterasyonlar dizisi Urete@e.

2.2 Oncelikler

t, <t <..<t, <t,, =t,+T olmak lzereJ aralginin P ={t, k=0 sayilabilir
sinirli alt kimesini ele alalim.
o N N B
u(t,) hllm>0u(tk h)ve u(t,) hllm>0u(tk h)

olmak tzere

Qp={u:J - Ry, . , O C(t,.t.,), k= 0L,...,p,u(ty) = u(t,),u((t, + 7)) = u(t, +T)
k=22...p icin veu(t,) =u(t, )}

tanimlayalim. Tanimdan da gorufgliiizereQ,, t # t, noktalarinda surekli

trevlenebilir vek = 12,...p olmak Uzere, noktalarinda soldan strekli yani pargal

surekli fonksiyonlar kiimesinden glaaktadir.

Tanim2.2.1:Kabul edelim ki f : xR — R surekli bir fonksiyon olsunk, ={t}?*
ve P, ={s} 1 J nin iki pargalary olsun.vlQ, ,wlQ, vev(t)sw(t) Ot0J,

olmak Uzere gagidakisartlar sglasin.
Vi) < f,vt ), tOJ, t#t.,k=22..,p

v(t, ) < vt ), k=122,...,p
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v(t) S v(t, +T )
ve

wi(t) = f(t,w(t), tOJ, t£s, k=12,..9

Ws)2ws), k=12.4

w(t,) = w(t, +T )
Bu durumdar(t ye w(t)ye periyodik sinir dger problemi (2.1.1) in sirasiyla alt ve
Ust ¢c6zumu denir.
Burada not etmemiz gerekir kiger vi1Q, ve wQ, ise P =F [P, olmak Uzere
v,wl Q. dir. Boylelikle bundan sonra gendllibozmadan hem alt ¢6ziimve hem
de Ust ¢6zinw nun ait oldgu Q = Q, kiimesine ait biP ={t,}?*2 parcalarginin
varhgini kabul edebiliriz.
Eger x,ydQ ve x(t) < y(t) Ot O J ise biz bunux < y olarak gostere@gz ve
[X,y] ={z0Q:x< z<y} olarak tanimlayagaz.
Bizim bu tartgmamizda gagidaki lemmalar gerekli olacaktir.
Lemma 2.2.1:m> 0 ve vOC[a,b] n C'(a,b) dyle ki (a,b) Gizerindev'+mv = 0
olsun. O zamanger v(a) = 0 ise Ut O[a,b]icin v(t) = O olur.
Ispat: V'(t) + mv(t) = o(t ),t O(a,b) tanimlayalim.
O zamano O C(a,b )olur. iki tarafi €™ ile carparsak

™V (t) + me™v(t) =e™o(t )
(€v()=€e"o(t )

elde ederiziki tarafin a dant ye integralini alirsak
t
e™v(t) —e™v(a) = J' e™o(s)ds

e™v(t) = e™v(a) + j'emsa(s) ds

t
v(t) = e ™ v(a) + [V a(s)ds, t0(a,b)

elde edilir. Boyleliklev(a) = 0,(a,b) lUzerinder(t) = Mldugundan

Ot O[a,b)icinv(t) = 0sonucu elde edilir.
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Son olarak dav surekli oldgundanv(b) = Iirpv(t) > 0 elde edilir. Bu da ispati
to

tamamlar.

Lemma 2.2.2:m>0 ve vJQ alalim. Eer,
iV(U)+mv(t) =20, tOJ, t#t,, k=12..,p
iVt )=0 k=12..p
iiiv(t,) = v(t, +T)
sglanirsa, 0t 0 J icin v(t) = O olur.
Ispat: (i) ve (i) den dolayi k =1,2,...p icin v,
Vit)+mv(t) 20, tO(,,t.,)
v(t)=0
sgglar. Lemma 2.2.1 i kullanirsak = 1,2,...,p olmak tzereJt U (t, ,t,,, Jicin
v(t) = 0 olur. Ozel olarak (iii) ile birliktev(t,) = v(t, +T) = v(t,,,) = Gsalanir.
Boylelikle [t,,t,] aralginda
Vit)+mv(t) 20, tO(t,,t)
v(t,) =0
olur. Benzer olarak Lemma 2.2.1 i tekrar kullarkrd§,,t,] aralgindav = 0sonucu

cikar. Boylelikle J tzerindev > Oolmus olur ki buda ispati tamamlar.

3. Monoton iteratif Teknik

Bu bolimde sigcrama sireksgziolan alt ve tst cozimlerle gayan ve denklem
(2.1.1) in ¢cbzimine yakinsayan monoton dizilerigtolrulmasiyla ilgili iki farkl

metodu verecegiz.

Birinci Metod:

Birinci yontem ile; periyodik sinigartlarini sglayanv, =v ve w, =w de sureklit,

noktalarinda surekli olmayafv, }ve {w,} gibi iki fonksiyon dizisi kurmaktir.
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Diger taraftan bunlarin limitleri denklem (2.1.1) @ ¢éziimleridir. Bunun yaninda,

bunlarin limitleri denklem (2.1.1)'irfv,w] Uzerinde ekstremum ¢ozimleridir; yani,

Jd=limv,, w=Ilimw, ve u, denklem (2.1.1) in herhangi bir ¢6zimu wé&l[v,w ]

n-—co Nn-oco

ise ul[Z,a]olur.
Teorem 2.3.1: Kabul edelim ki aldiimiz vyvwOQ Teorem 2.2.1 insartlarini
sagilasin. f de sdrekli bir fonksiyon ve denklem (2.1.2) yglsesin. Yani;Cm >0

Oyle ki
ft,x)-ft,y)=2—-m(x-y), v{t)sysxswit)tdJ

sgglar. Bu durumda{v, }ve {w,}gibi odyle iki monoton fonksiyon dizi vardir ki
V,=Vsv . <w, <w,=w UOnON sglar ve denklem (2.1.1)in minimum ve
maksimum ¢ozumlerine sirasiylh Gizerinde dizgun olarak yakinsarlar.

Ispat: Varsayalim ki v, =v alalim. v, i asagidaki problemin ¢6zimi olarak
tanimlayalim.
v, (t) +my(t) = g,(t), tOJ, t#t, k=12..,p,
v,(t) =V, (t,) k=12,..p (2.3.1)
Vi(t) =v(t, +T)
Buradag,(t) = f (t,v,(t)) + mv,(t ), t0J seklinde tanimlanngtir.
Aclktir ki denklem (2.3.1) Un tek ¢6zUmu vardira\g dir. Bunu gosterelim. Once
p tane bglangic dger problemini verelim.
Herk =12,...,p igin
Vi) + v, (1) = go(t) 10 (Gt ],
Ve (£) = vy(t)
p tane balangi¢ dezer problemini ¢ozelim. Bu bize hef] (t,,t,,, i¢in

t
V(1) =V, () = Vot )e ™ + [€Igy(s)ds, 1O (4t ], k=12,

ty

¢6zUmUuni vermektedir. Sonra
Vio() + MVyo(t) = go(t), Ot L]
VLO(tO) = Vl,p(tO +T)

baslangic dezer problemini ¢bzelim.Bunun da ¢6zimi
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t
Vio(t) = Vi (to)e ™ + [€™Fgy(s)ds,  tO[ty, ], (2.3.2)
to
to+T
Vot +T) = Wo(t)e ™+ [e™ g (s)ds, (@B
t

Vio(ty) =V, ,(t, +T) oldugu icin de (2.3.3) i (2.3.2) de yerine koyarsak

to+T t
VLO(t) - Vo(tp)e—m(to+T—tp) + J'e—m(to+T—s)gn(S)dS+J'e—m(t—s)gn(s)ds
t to

p

seklinde buluruz.

Son olarak da

1

[vio(®), t O[5, 8]
V), t 0t b, k=12,.00,p.

Aciktir ki v, 01Q ve v(ty) = v, (t, + T )saglanir.

Genel olarak, hen>1igin g, (t) = f (t,v,(t)) + mv,(t), tOJ olmak tzerev,,,,
Vo, O+mv . () =g.@t), tOJ, t#t, k=12..,p,
Viaa () = Vi (), k=12..,p, (2.3.4)
Vi (to) =Voa(ty +T)

periyodik sinir dger probleminin tek ¢cozimudur. Yukaridaki g, 0 Q vev,,,

in acik ifadesini gagidaki gibi verebiliriz.

Vo(t,)e ™+ }e‘m”‘s)gn(s)ds +je""“‘s)gn(8)ds,t Oty ],

¢

Vot = J ° (2.3.5)
v, (t)e ™ + j e ™9g (s)ds,t O (t,t,,,],k = 12,...,p.

ty

Simdi asagidaki 0zellikleri gostererekv, rjin azalmayan bir dizi oldiunu
gosterecgiz.

) vV, <V

i) v,,<v, ise v,<v,,, n21

) yi ispatlamak igina; = v, —v, tanimlayalim.v, = v Uzerine hipotez gege

a,’ (£) + may (t) = vy (1) = Vo' (1) + mv (F) —mvy (1)
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=V (1) +mv(t) -V (1) —my,(t )
= f(t, v (1) + myy(t) -V, (1) —my,(t) = ,0 t£t,
a,(t) =w(t) - v(t) = v(t,) -v(ty) =0, k=12...,p,
a,(ty) = v, (t)) Vo (ty) =Vvi(ty +T) —Vvy(t, +T) 2 a,(t, +T)
Lemma 2.2.2 yi kullanirsald tzerindea, = 0 yani v, <V, elde edilir.
ii) yi ispatlamak icina,,, = v,,, — Vv, tanimlayalim.
@' (O +ma, (1) = Vi, (0 =V, (1) +my, (1) - mv, (1)
= Vi (O + v, (6) -V () —my (t )
= £ (v, () +mv, (1) - £ (v, (1) - mv, (1)
=[f VO = Vo O]+ MY, ©) =V, O]
J Uzerindev, 2 v,_; oldugu igin (2.1.2) yi kullanirsak
> =y, (1) =V O]+ My, () -V, ®)] =0, t#t,
elde edilir.
Tra6) = Vo) ~Vo () =V, (8) ~ Vo (t) 20, k=12,...,p,
Tyalto) 2 At +T )
oldugundan da Lemma 2.1.2 yi kullanirsdkiizerindea,,, = Oyaniv,,, 2V, elde
edilir. Boylelikle {vn} fonksiyon dizisinin azalmayan bir dizi olgunu gostermsi
olduk.
Simdi OnON igin v, <w oldusunu gosterelim. Once3, =w-v, tanimlayalim.
Not etmek gerekir ki3, asagidaki sitsizligi saglar.
Bi(t) +MB(t) = W (1) =V, (£) + mwi(t) - mv, (1)
> f(t,w(t)) + mw(t) — V', (t) — mv(t)
= £t w(t)) + mw(t) — (8, v(t)) —mv(t )
= [ ¢ w(t) - f (L v)]+ mw() - v(v)]
> —mjw(t) -vO)]+ mw() -v(t)],  t#t,
Bt = W(t)) ~w(t) 2 w(t) -v(t) 20,  k=12...p,
Bi(t,) = w(ty) — v, (t,) = w(t, +T) —v,(t, +T) = Bi(t, + T).
Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsakl utzerinde 8,20 yani v, <w oldusu

acikca gorular.
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Yukaridaki ayni tekr@i kullanarakdn =1 i¢in 8, = Oolmasi durumundgg,,, =2 O
oldugunu gosterelim. Burad#,,, =w-v,,, alalim.
Bt () + MB, (1) = W(E) — V' () + mw(t) —mv, (1)
2 f (t,w(D) +mw(t) -V, (1) v, ()
=t w(t)) + mw(t) - F(t,v, (D) -mv,(t )
= [ &, we) = F & v, ]+ mwt) v, ()]
> —mjw(t) - v, (0] + mw(t) -v, ()] =0, t#t,
B ) =w(t)) -V (1) = w(t,)-v(t)=0 k=212..,p,
Bralts) = Wto) = Vaua(to) 2 Wty + T) =V, (t +T) = Boun(t +T)
Boylelikle Lemma 2.1.2 yi kullanirsal@ tzerindeg,,, = Oyani S,,, <w elde
edilir. Sonug olarak tzerindew, {v.} 'nin bir st sinindir.
Boylelikle, v (t;) 00 OnON ve k = 04,...,p olmak uzerdv, in (t,,t,.,]

icinde surekli ve sinirh bir fonksiyon dizisi olgunu ispatlamy olduk. Bu gercgin

Isigindak = 04,...,p icin {v,}'i [t.t..,] icinde surekli fonksiyonlarin sinirli dizisi
olarak dguinebiliriz; bunun igint, ,t, ., licinde calsirken sadece, (t,) = v, (t;)

tanimlamak yeterlidir.

Bunlarin yaninda, henJ N igin v,,,, denklem (2.3.4) in bir ¢6zimu olgluicin
k =01...,p olmak tzerdv, '#izisi (t,,t,,,)icinde dizglin sinirlidir.Yani
[M >0 dyle ki OnON ve Ot O(t,t,.,) |V, () <M

olur. O zaman ortalama ger teoremini kullanirsak
Ox,yO(t.t., ) CEO(Xy) oyle kiv,(y) =v,(X) = (y =XV, ($)

buradan da 0%,y O (t t,, ) | Va(Y) =Vo(¥) <] y=x|M
elde ederiz. Goruldiii zereM buradax ve y ye bal degildir. 5=ﬁ alirsak

{vn} dizisinin herf[t, ,t,,, ]aralginda gsurekli old@gunu goriruz. B(‘jylelikle[vn}
dizisi [tk,tk+1] aralginda gsurekli ve duzguin sinirli olgiw icin  Arzela-Ascoli
teoremine gorgv,} nin dyle bir{v, | alt dizisi vardir ki[t,.t,,,] aralginda diizgin

yakinsar. Dini teoremini de kuIIanlrsa{kk,tk+1] uzerindelimv, (t) = 4(t) duzgun

yakinsadgini goruriz.
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Bunun yaninda/,,, hernON igin denklem (2.2.4) yi1 gdadigindan [1Q 'dur
ved asagidaki denklemi sglar.

J'(t)=f(t,I), tOJ, t#£t, k=12..,p,

I(te) = (), k=12,...,p,

It,) =9, +T ). (2.3.6)
Diger taraftank = 1,2,...,p ic¢in [t,,t,,,]'da yakinsaklik diizgiin yakinsaklik okglu
icin

n- oo

lim 5(t) = tlirp_(lim vn(t)j = lim v, (t;) = lim v, (t,) = 9(t,) (2.3.7)

sglanir. Boylelikle J'nun J Uzerinde surekli oldtunu sdyleyebiliriz. Not
dismemiz gerekir kik = 01,...,p olmak uzere her bift,,t,,, lizerindeki dizgln
yakinsaklik{v, ¥nin J’ye J uzerinde dizgun yakinsamasini gerektirir.

Son olarak,f 'in kendisi de surekli ved'(t) = f (t,9(t)), tOJ, t#t., k=212...,p
oldugu icin !Lr‘{: 9'(t) = f(t.,I(t,)) vardir ve boylelikled 0 C'(J )dir ve denklem
(2.1.1)'in bir cdzimudur.

Ayni sekilde w, = w’dan baglayarak{w, } dizisini de olgturabiliriz. Bu dizi

artmayan bir dizidir denklem (2.1.1)'in ¢6ztnaii'ya diizgln yakinsamaktadir.

Son olarakd ve a’nin [v,w] Uzerinde denklem (2.1.1)’in sirasiyla minimum ve
maksimum ¢dzumleri oldiunu ispatlamaliyiz. Bunun i¢in denklem (2.1.1)inw]
uzerinde herhangi bir ¢ozimiiyu ele alahm.a; =u-v, fonksiyonu Lemma 2.1.2
nin sartlarini sglamaktadir, ¢ctinkt
a,'(t) + ma(t) = u'(t) = v, (t) + mu(t) — mv(t)

= f (t,u(t)) + mu(t) = f (t,v,(t)) —mv,(t )

=[f u® - 1 €v%®] + mu® - vo®)]

> —mu(t) - vy ()] + mu®) v, ()] =0 t0J, t t,, k=12,...,p,

a,(t)) =u(t)) —v(t) = u(t,) —v,(t) =0, k=12,...p,

al(to) = u(to) _Vl(to) = u(to +T) _Vl(to +T) = al(to +T)
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O zamanJ Uzerindea, = 0 olur. Boylelikle v, < u olur. Induksiyon kullanarak
OnON igin v, <u oldugunu kabul edelim ver ,, < u oldugunu gosterelim. Bunun
icin a,,, =u-v,,tanimlayalim.
a’a () +ma, (1) = u'(t) - Vi, (1) + mu(t) —mv,,(t)

= f(tu() + mu(t) - f (€, v, (1) —my, ()

= [ (tu() = f v, @)]+ mu(t) - v, (v)]

> —mju(t) - v, (0] + mlut) v, ()] =0, t0J, t £t,, k=12,....p
Tpa6) SUE) Vo) SUG) Vo) 20, k=12,...p,
Tyaato) = U(ty) ~Vya () = Uty +T) =V (ty +T) = @yt +T)
Boylelikle tekrar Lemma 2.1.2 yi kullanirsak,, < u oldugu gorulur. Bu da
OnON igin v, <u oldugunu ispatlar.n — o icin limit alirsak & < u oldugu

gorulir. Yanid, denklem (2.1.1) in minimum ¢6zUmu olur.

Ayni sekilde [v,w] Uzerindea 'nun denklem (2.1.1) in maksimum ¢6zumu gidu

gosterilebilir.

ikinci Metod:

Simdi Teorem (2.2.1) insartlarini sglayan alt ve Ust ¢6zUmlerden skayarak

denklem (2.1.1) in ekstramum c¢ozumlerine farkl ymila yaklaacasiz. Bu metod

ile olusturulan iterasyonlar da siirekli fonksiyonlar oldeaKgercekten > 2 icin C"
fonksiyonlari) fakat periyodik sinir kallarini sglamayacaklar.

Teorem 2.3.2:Teorem 2.3.1. in aynisidir.
Ispat: OxOQ igin x*:[t,,t.,,] -~ R, k=04...,p fonksiyonlarini gagidaki gibi
tanimlayalim.

X(t), x O (t, ,t,.q],
KOt — X =] X ot
X(t),t=t,.
Vv, =V olarak alalim vev, i asagidaki gibi tanimlayalim:
v =V{ alalim vek = 1.2,...,p icin V¥ sirasiyla

V)@ +mvi(©) = F V) +mvg (), tO (),
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Vi (t) = v ()
Vi (ta) = W (b))
lineer denklemin tek ¢ozimu olsugv It .t,.,) icinde sinirli oldgu igin bu

lineer denklem iyi tanimlanrgtir.

Son olarak

k [a—
Vl(t) = {Vt(t)'t O (tk’tk+1]1 k= 0,1,,p,
Vi (to),t = tO'

seklinde tanimlayalim. Aciktir kv, strekli bir fonksiyon ve

V(1) +mv(t) = f (v (L) +mv(t), t£t, k=212...,p,

V(1) = v (t) 2 v (L)) (2.3.8)
denklemini salar.
Simdi a, =v, -V, olsun. Tanim gepe tU[t,,t] icin a,(t) =0 dir.
Simdi denklem (2.3.8) yi kullanaraft,,t,) Uzerindea,'+ma, =0 ve a,(t) = 0 olur.
Boylelikle Lemma 2.2.1 i kullanirsal;,t,] tzerindea, =0 olur.
Ozel olaraka,(t,) = 0 dir ve bu ylizden

a,(t;) = vi(t) — v (t;) = v (t,) -V, (t,) =ay(t,) =20

elde edilir. Sonra(t,,t, ]Jaralginda Lemma 2.2.1 i kullanirsgk,,t; {izerinde
a, 2 0 elde ederiz.
Ayni teknigi her bir (t,,t,,, ] aralgl Uzerinde uygularsald tGzerindea, =0 elde
ederiz ve boyleliklev, < v, elde edilir.
Ayni teknikle w, = w-v,alarakyv, <w oldugu gosterilebilir.
Simdi dikkat edersek (t, +T) = v(t, +T) = v(t,) = v,(t, Pldusu gorulir. Boylelikle
vy Sw ve

V() +my(t) = f @t vE)+m(t), t#£t,, k=212..p

Vi(ty) S vty +T)
olacaksekilde v, surekli fonksiyonunu okiurmus olduk.
Simdi v, yi asagidaki gibi tanimlayalim;

()@ +mvz(t) = F V') +my(t), t0[t,t]
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V3 (to) = Valto +T)

probleminin ¢6zimi? olsun.k = 1,2,...,p icin daha 6nceki gibi
(V) +mv () = F eV O) +mv(t), tO[GL],
Va () =v; (k)

lineer denkleminin ¢6zimiis olsun. O zaman

K —_—
VZ(t) - {Vi(t),t . (tk’tk+1]’ k= 0711! P,
Vv, (t,),t =t,

olur. Goruldigu Gzerev,

V(1) + mv,(t) = f(t,v,(1) +mv(t), t#t, k=212..p

v, (t,) S v, (t, +T)
denklemini sglar. Bu durumdaf ve v, surekli oldgu icin v," nin de surekli
oldugu gorulebilir, yaniv, 0C*(J ).Aslinda, g,(t) = f (t,v(t)) + mv,(t), t0J olmak

uzere

t
V,(t) = v (t, +T)e™ + j e ™9g (s)ds, t0J

to

seklinde v, yi yazabiliriz.
Daha 6nceki ispattaki gitk = 01,...,p olmak tzere her biit, ,t ., &ralginda
Vv, £V, £ w oldugu gorulebilir. Bunun yaninda, (t, +T) 2 v (t, +T) = v,(t, $alar.
Simdi n = 3 i¢in kabul edelim ki =12,...n— 1 v(t)<v(t,+T)vev_ <V <w
olmak tzerev,,Vv,,...,v._, olusturduk. Bu durumdav, i

Vo' (0) + v, () = £ (6, (0) + My, (L), t0Jd

V.(t) =V, L, +T) (2.3.9)
denkleminin ¢6zumdu olarak alalim, yagi_,(t) = f (t,v,_,(t)) +mv,_,(t O J

olmak Uzere

t
V.(t) =V (t, +T)e™ + j e (s)ds, tOJ (2.3.10)

to
seklindedir.a,, = v, —v,_, alirsak

a,'t)+ma,(t)= 0, tOJ

an (tO) = Vn (tO) _Vn—l(to) = Vn—l(to +T) _Vn—l(to) 2 O
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ifadesini sglar. Lemma 2.2.1 i kullanaralt tzerindea, = Oyaniv,_, < v, oldusu
goralar. Bunun yaninda, (t, +T) 2v._,(t, +T) = v,(t, dr.

Simdi B, = w-v, olsun.J uzerindefB,'+mgB, = Ove B, (t,) = 0ve bu daJ
uzerindef, = Oyani v, < w sonucunu verir.

Her n= 2igin v, (2.3.9) denklemini gdar ve N0 N icin v<v, < w oldugu igin
{v.} ., dizisi C*(J) iginde sinirlidir{v,} artan bir dizi oldgu igin , Arzela-Ascoli

teoremine gordimv, = ¢ olup J Uzerinde duzgun yakinsayan bir limittir.

n-oo

Diger taraftanv, (2.3.7) deki ifadeyi sdadig! igin

a(t) +a(t, +T)e ™+ [e™ 9 (s,0(s) + mo(s))ds, tOJ

yani o(t,) = o(t,+T) ve o'(t) = f (t,o(t)), Ot0J saslar. Boylelikle o, denklem
(2.1.1) inC" ¢ozimudiir.
Teorem 2.3.1 in ispatinda kullagdniz ayni tekngi kullandigimizdao nin[v,w]

Uzerinde (2.1.1) denkleminin minimum ¢6zumu @dou goririz.

Benzersekilde {w,} icin de ayni uygulama yapil{y,w Uzerindea nun (2.1.1)

denkleminin maksimum ¢6zimu olglugosterilebilir.

Ornek: Simdi ikinci bolimde yaptiklarimizi bir 6rnekle afaknaya cakacasiz.
Asagidaki periyodik sinir dger problemini ele alalim.

X'(t) = f(t,x), x(0)=x(2n), tOJ=[02n] (2.3.11)
Burada f (t,x) = —x* — 27 + cos't —sint + 27rcost, t 0J, xOR

olarak alinmaktadir.

J Uzerinde
0o0sts”
v(t) = 3 ve w(t) = n alaiim. Bu durumda
T
t—-2m—<t<2m
3
0o0sts”
V(t) = 3 ve  W(t) = Oolur. O zaman
17—T<t <2
g i<
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cogt —sint + 277cogt O <t < -
f(t,v) = 3 ve
—(t - 2m)? - 27t - 271) + cos't —sint + 277cost,7—; <t<2m
f (t,w) = -7 — 277 + cost —sint + 277cost, t0J elde edilir. Buradan da
V'(t) < f(t,v), v(0)<v(2n) ve W(t) =t(t,w), w(0)=w(2n) oldugu acikca
gorulur. Yaniv(t )ve w(t) sirasiyla yukaridaki periyodik sinir @k probleminin alt

ve Ust ¢ozumleri olur.

oo<t<”
Alt cozim  v(t) =
t—277,7—;<t <2

ve Ust ¢ozunv(t) =, t0[027] alahm. Goruldgu tzerev ve w fonksiyonlari

teorem 2.3.1 in kaullarini sglamaktadir. Bunun yanindé fonksiyonu
ft,x)—f(t,y)=-4n(x-y), v(it)<y<x<sw(), t0[027]

esitsizligini saglamaktadir. Boylelikle denklem (2.3.11) in ekstremgdzimlerine

teorem 2.3.1 ve 2.3.2 in ispatlarinda gostedildibi m= 471 >0 alarak

yaklasabiliriz.

Gercekte goruldgi tzerex(t) = cost, t[1J denklem (2.3.11) in bir ¢ézimudur.



32

3. PERYODIK SINIR DE GER

PROBLEMLER iNDE iKI MONOTON
FONKSIYON CINSINDEN MONOTON
ITERASYON TEKN IK

Asagidaki Teorem 3.1.1, (1.2.1) PSDP nin ikinci tardéki f fonksiyonunun

iki monoton fonksiyonun toplamseklinde yazilabildii durumlarda alt ve Ust
cbzimler yardimi ile ¢6zumun vafini ve dizgin yakinsak fonksiyon dizilerinin
olusturulmasi icin ¢ok kullagli bir teoremdir. Ayni zamanda Teorem 1.1.3 Un bir

genellemesidir. Bunun igirgagidaki tanimi verelim.

Tanim 3.1.1 f,gOC[Ix0d,0]

u'=f(,u)+g(t,u), ul)=ult,+T), tOJI=[t,t,+T] (3.1.1)
periyodik sinir dger problemini ele alahm. ger v,wOC'[J,0] icin
v=Tf@tv)+gt,w,) wvit,)=vt,+T), tOJ (3.1.2)
w=ft,w+g(tVv), wt)=wt,+T), tOdJ (3.1.3)
esitsizliklerini sggliyorsat [0 J icin v(t) ve w(t) fonksiyonlarina (3.1.1)
P.S.D.P’nin g¢lenmis ¢6zum cifti denir.

Tanim 3.1.2: f,gOC[JIx,0] igin
u'=fu)+gt,u), ulty)=ult,+T), t0OJ=[t,t,+T] (3.1.49)
periyodik sinir dger problemini ele alalim. g&r v,wOC'J,0] icin
v f(t,v)+g(t,w), V(t)) Sv(t,+T),t0J (3.1.5)
wz f(t,w)+g(t,v), wt)2wt,+T), t0J (3.1.6)

sartlarini sg@liyorsat [0 J icin v(t) ve w(t) fonksiyonlarina (3.1.4) probleminin

eslenmis alt ve Ust ¢ozim ciftleri denir.
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Teorem 3.1.1:v ve w (3.1.1) denkleminin sirasiyla J Uzerindg < w(t) olacak

sekilde glenmis alt ve tst ¢cozum ciftleri olsunf ve g Tanim 3.1.2'nirgartlarina

uygun fonksiyonlar olsun veF (t,x,y) = f (t,x) + g(t,y v m=0 icin
FExy)-FLXY)z-m(x-X)+(y-y), X<xve y=zy

yani
FU&X,V)-Ftx,y)<-mM(X-x)+(Yy-y)], X<xve y=y (3.1.7)

saglasin. Bu durumddv, (t)} ve {w, (t)} gibi iki monoton fonksiyon dizisi vardir

Oyle ki bu dizilern - oo i¢in dizgtin ve monoton olarak ve « gibi iki fonksiyona
yakinsarlar dyle ki b ve « fonksiyonlari (3.1.1) denkleminirglenmis minimum

ve maksimum ¢ozumleridir.

Ispat: v, =v ve w, =w alalim.v; ve w, asagidaki denklem sisteminin ¢ozimii

olsun.
v (t) +mv(t) = f(tv) + gt w) + mvy(t) = H(t,v,w,), tOJ
Vi(ty) =wi(t, +T) (3.1.8)
W' () + g (1) = (8 W) + gL Vo) + Mg (1) = H (t v, V), t0J
Wi (to) =wi(ty +T ) (3.1.9)

f ve g fonksiyonlari Jx(J Uzerinde surekli oldtundan (3.1.8) ve (3.1.9)

denklemlerinind Uzerinde ¢bzumleri mevcuttur ve tektir. (3.1.8Gzumuni

asagidaki gibi bulabiliriz.
Once (3.1.8) in iki tarafine™ ile carpalim.

e™v,'(t) + me™v,(t) = H (t,v,,w,).e™

- %(vl(t)e"“) = H (t.Vp, W) €™
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iki tarafin t,’dan t’ye integralini alirsak

t
v,(t)e™ — v, (t,)e™ = j H (s,V,, W,)e™ds

to

t
= V() = v (t,)e™™ + e‘”“jH (S,V,, W, )e™ds
to
buradan da
t0+T

V(t, +T) = v (t,)e™ +e ™D IH (S,Vy, W, )€™ds

to
elde edilir.v,(t,) = v (t, + T )oldugu icin

—mt, to+T

[ H (s.v6,w,)e™ds elde edilir.
to

Vi) =Wty +T) =

e -1
Ayni sekilde (3.1.9) un ¢o6zimi de

t
W (t) = wy(t,)e™0 ) + ™ J' H (s,w,,V,)e™ds
to

—mt, to+T

Wi (to) = Wit +T) = — . [ H(s.w,,vo)e™ds seklinde elde edilir
e -1

0

Ayni sekilde [On >1 dogal sayisl icin

Vi (1) + MV, () = £ (6 V) + 96 w,) + v, (D) = H (v, W), t0

Vi (to) = Vi (to +T) (3.1.10)

Wn+1l(t) + rn\Nn+1l(t) = f (t’Wn) + g(t,Vn) + rn\Nn(t) = H (t’Wn’Vn) ’ t D ‘J

Wn+1(t0) = Wn+1(t0 +T ) (3111)
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denklem sisteminin ¢ozimi yukaridaki gibi

t
Vo, () =V (t,)e™ ™ +e™ j H(s,v,,w,)e™ds (3.1.12)(a)
to
e_mto to+T
Vona(to) =Voallo +T) = [H(s,v;, w,)e™ds (3.1.12)(b)
to
t
W (1) =W, (t,)e™e ™ +em j H(s,w,,v,)e™ds (3.1.13)(a)
to
—mt,, to+T
Woaa(to) = Wouslto +T) = [H(S,w,,v,)e™ds (31.13)(b)
to

seklinde elde edilir.

Simdi {v,} dizisinin artan vw,} dizisinin azalan bir dizi oldiunu gostereqgz.

Bunun igin
) v, 2V, ve w, <w,

i)v,=2v,, ve w <w_, oldwundav,,=v, ve w, <w, olduunu

gostermemiz yeterlidir.

OncetJ igin v, > v, oldugunu gosterelim. Bunun igim, (t) = v, (t) —v,(t )tOJ

fonksiyonunu tanimlayalim.
Py () + mpy(t) = Vo' (t) —v,"(t) + mv, (t) — mvy (t)
< F (V1) + gt wo (1)) +mvg (t) — vy ' (1) —mvy () = 0
By (tg) = Vo (t) =V, (to) = Vo (to +T) =V, (t,) < Vo(ty +T) =V, (t, +T) = p,(t, +T)

Yani tO(t,,t, +T] icin p,'(t) +mp,(t) <0 ve p,(t,) < p,(t, +T) elde ederiz.

Lemma 1.2.1i kullanirsald Uzerindep, <0 vyaniv,>v, elde ederiz.
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Simdi tJJ igin w, < w, oldusunu gosterebilmek igim, (t) = w, (t) —w,(t )t0J

tanimlayalim.
0" (t) + o (t) = wy " () —wg " (t) + mw (t) — mwy, (t)
s w (1) — F(twg) — gt vp) +mw () —mw, (t) =0
0 (to) = Wi (to) =W (to) =Wy (to +T) —Wo(ty) S Wity +T) —wy(ty +T)
=q(t, +T)

Yani, tO(t,,t, +T] icin q,'(t) + mg,(t) <0 ve q,(t,) < q,(t, + T ) elde ederiz.

Lemma 1.2.1 i kullanirsald tzerindeq, <0 yani w; < w, elde ederiz.

Simdi kabul edelim kiln =1 i¢in v, >v._, ve w, <w,_, olsun. Oncev,,, >V,

oldugunu gosterelim. Bunun igimp, ., (t) = v, (t) —v.,,(t tanimlayahim. O zaman
Prea (1) M, (1) = V', (1) =V () + v (1) — v, (1)

=V, (O +mv, (1) -V, (O -mv,, ()

=V, O +mv, (1) - ftv,)-gtw,)-mv, (1)

= f(tve) + ot W) + v, (1) - F(tv,) - gt w,) —mv, ()

=[F Vo) = FEVIIHIGE W) = 9t W, )] + v, () —mv, (D)
V., <V, vew_, 2w, oldugundan (3.1.7) yi kullanirsak

< _n{(vn—l _Vn) + (Wn—l - Wn )] + rnvn—l(t) - rnVn (t)

=-m(w,_, —W,

n

)< 0

pn+1(t0) = Vn+1(to) —Vy (to) = Vn+1(to +T) —V, (to +T) = pn+1(to +T)
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elde ederiz.

Boylelikle Lemma 1.2.1 i kullanirsal Gzerindep,,, < Oyaniv,,; =V, olur.

Ayni kabullerlew,,, < w, oldugunu gosterelim. Bunun iginy,,, (t) = w,, (t) —w, (t

tanimlayalim. O zaman
O (1) + M0 (1) = Wiy (1) =W (8) + mw, (1) — mw, (1)
=W (1) +mw, (1) W () —mw (t)
=W (0) +mw, () [ (W) +9(tvay) +mw, (1]
= ftw,) +g(tv,) +mw, () —[f W, ,) + gt v,y) +mw,,(t)]
=[ftw,) - ftw )l +[9(tv,) — gt v, )]+ mw, —w, )
w, <w,, vev, =v_, oldusundan (3.1.7) yi kullanirsak
< =mi(W, = W) (v, =V )T+ m(w, —w )
=-m(v, -v,,)< O
Gha(to) = Wy () = Wi (6) = Wy +T) = Woua(ty +T) = Gpuy (t, +T).

Boylelikle Lemma 1.2.1 i kullanirsald Gzerindeq,,, < Oyaniw,,, <w, elde
ederiz.Sonug olarafv,} nin artan bir dizi vw,} nin azalan bir dizi oldgunu

gostermg olduk.

Biliyoruz ki J tizerindev, < w,sglar.Simdi Un = 1dogal sayilari icin ger v, < w,
ise V,,; £ W,,, oldugunu gosterelim. Bunun i¢id Uzerinde

n+l =

Pray () =V, (1) —W,,, (t) tanimlayalim.

pln+1 (t) + mpn+1 (t) = Vln+1 (t) - Wn+1 (t) + rnvn+1 (t) - rnan+:l. (t)

)
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= Vi () + MV () =Wy (6 =, ()
=ftv,)+gtw,)+mv, - f(tw,)-g(tv,)-mw,
=[fEv,) - Ftw) + gt w,) - g(t.v,)] +mv, —mw,

v, W, ve w, 2V, olduzundan (3.1.7) yi kullanirsak
< =MV, = W,) + (W, =V, )] +mv, —mw,
=-mw,-v,)= O
Pria (to) = Voua (o) = Wi (to) = Vo (o +T) = Woiy (tg +T) = Py (to +T)

Lemma 1.2.1 i tekrar kullanirsak tzerindep,,, < Oyaniw,,, 2Vv,,, elde ederiz.

Yani On =1 dogal sayisi iginw, = v, oldugunu gosternsi olduk.

Bu durumdaldt 00 J igin
Vo) svi(t)<...sv (@) sv, () sw, () sw, (1) <. w (1) S w,(t)

elde edilmg oldu.

simdi {v, (t)} ve {w,(t)} fonksiyon dizilerininn - o icin diizgiin ve monoton
olarak sirasiylad(t) ve a(t) fonksiyonlarina yakinsagini gosterelim (standart

argumant):

Arzela-Ascoli Teoremine gore bir dizi dizgin sinwe gsirekli ise bu dizinin

diizgiin yakinsak bir alt dizisi vardir. Hakikaten fle(t)} ve {w, (t)} dizileri Arzela-

Ascoli Teoreminimsartlarini sglamaktadir. Cunkd, yukarida gosteyidiiz tzere

OnON igin J Gzerindey, <v, < w, salar. Yani{v,}, J tizerinde sinirli bir
dizidir. J kompakt oldgu, v, ve w, surekli olduklari iginv, ve wyin J Uzerinde
minimum ve maksimum gerleri vardir. Béylelikle{v,}, J tizerinde surekli

fonksiyonlarin diizgiin sinirli bir dizisi olur. Aysekilde {w,} nin J tizerinde
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surekli fonksiyonlarin dizgun sinirli bir dizisidoisu gorulir. Bunlarin yaninda, her
NN icin v ,,, denklem (3.1.10) in bir ¢cozimu okglwigin {v,'}dizisi J Gzerinde
duzgun sinirhidir.Yani Uzerinde
[M >0 dyle kiOnON |V, (t)] <|f t,v,)| +|gt w,)| + My, (1) =V, (t) < M
olur. O zaman ortalama ger teoremini kullanirsak
Ox, yOJ LS O(xy) 6yle ki v,(y) =V, () =(y =XV, (<)

buradan da Ox, yOJ | v,(y)=V,(X) | <] y=x |M
elde ederiz. Goruldiii zereM buradax ve y ye bal degildir. 5=ﬁ alirsak

{v.} dizisinin J izerinde gsiirekli old@gunu goriiriz. Boylelikldy,} dizisi J
tizerinde gsurekli ve diizgiin sinirli olgu icin Arzela-Ascoli teoremine gofe, }
dizisinin dyle bir{y, | alt dizisi vardir kiJ izerinde diizgiin yakinsgw,} dizisinin
monotonlgunu kullanirsak] UZerindeLiTovn(t) =J(t) dizgun yakinsagini
gorardz.

Diger taraftanJ tzerinde yakinsaklik diizgiin yakinsaklik gdodant™ 0 J icin

lim 9(t) = !irp(lim v, (t)) = Li[r.lQintjl v, (t)): limv, (') = 9(")

sgglanir. Boylelikle 9 ’'nun J Uzerinde siurekli oldgunu séyleyebiliriz.

Simdi J(t) ve «(t) fonksiyonlarinin genmis minimum ve maksimum ¢6zim cifti

oldugunu gosterelim. Bunun igin 6nat v «(t)'nin
J'M) =1t +ot,w), Jt,) =51, +T) tOJI (3.1.12)
a'(t)y=f(t a)+9t,d), awt)=wlt,+T) tOJ (3.1.13)

denklemlerini sgladigini gosterelim. (3.1.10)(a) ve (3.1.10)(b) de ddafinn — oo

icin limitini alirsak diizgin yakinsakliktan dolay!

t
9(0) = I(t,)e™ +e™ [H (s, 5, c)emds

to
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_ g™ ot .
) =9t +T) = tj H (s, 3, w)e™ds

olur. Bu durumda

t
' (t) = -mI(t,)em "™ —me™ j H(s,J, w)e™ds+e ™H(s,J, w)e™

= —mI(t) + H (t,9,a) = -mI(t) + f (t,9) + g(t, &) + mI(t)
= f(t,9) +g(t,w)

olur ki boylelikle 9(t) ve a(t)nin J Gzerinde (3.1.12) yi ggadigini gostermy
oluruz. Aynisekilde (3.1.13) U ggadigI gosterilebilir.

Simdi (3.1.1) denklemininy,(t) < u(t) < wy(t jartini sglayan herhangi biu(t )
¢Ozumdu icinJ aralginda v, (t) < 4(t) < u(t) < aw(t) < wy(t) ssitsizligini sagladigini
gostermeliyiz indiiksiyon tekrgini kullanarak kabul edelim kin 0N olmak tizere
v, (t) <u(t) < w, (), t0J olsun.Jd uzerindep,,(t) =Vv,,, () —u(t Ytanimlayalim. O

zaman
D'aer (1) + (1) =V, (1) — U(E) + MV, (1) — mu(t)
=V (1) + MV, () U (1) —mut )
= £(t,v,)+ g(t,w,) +mv, (1) - f (t,u) - g(t,u) - mu(t)
= £(t,v,) - f (t,U)+ g(t,w,) - g(t,u) + m(v, - u)
v, <u ve w, = u oldusundan (3.1.7) yi kullanirsak
< —m{(v, —u) + (W, —u)]+ m(v, —u)

=-mw,-u)< O
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p(to) = Vn+1(to) _u(to) = Vn+1(to +T) - u(to +T) = p(to +T)
elde edilir. Lemma 1.2.1 i kullanirsagi(t) < 0 yani u(t) > v, ,(t) elde ederiz.

Ayni sekilde J Gzerindeq(t) = u(t) - w,,, (t )tanimlayarakw,,,(t) = u(t )oldugunu

gosterelim.
o (1) + MO () = U'(t) = Wy, (1) + mu(t) - mw,., ()
= U'(t) + MU(t) = Wy (8) = MW (8 )
= £ (t,u) + g(t,u) + mu(t) - f (t.w,) — g(t.v,) —mw, )
= f(t,u) - F(Lw,)+g(tu) - g(t.v,) + mu-w,)
gene (3.1.7) yi kullanirsak
<-m(u-w,) +(u=-v,)]+mu-w,)
=-mu-v,)< 0
l(to) = Ulte) = Wiuy (to) = Uty +T) = Woyy (to +T) = 0ty +T)
elde edilir. Lemma 1.2.1 i tekrar kullanirsgi¢) < yani w,,(t) = u(t) elde ederiz.

Boylelikle J tzerindeDOnON igin v,y (t) < v, (t) < u(t) < w, (t) < w,(t) oldusunu

gosterms olduk. n — oo icin limit alirsak
V,(t) < () < u(t) < aft) < wy(t )

elde edilir ki bu dad(t )ve «(t)nin sirasiyla (3.1.1) denklemininslenmis

minimum ve maksimum ¢ozim ciftleri olgunu ispat edeispat burada bitngiir.

Teorem 3.1.2:v ve w (3.1.1) denkleminin sirasiyla(t ) <w(t), t00J olacak

sekilde glenmis alt ve Ust ¢cozim ciftleri olsunf ve g Tanim 3.1.2 nirsartlarina
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uygun, f ikinci degiskene gore artan vey ise ikinci dgiskene gore azalan
fonksiyonlar olsun. Bu durumdg, (t)} ve {w, (t)} gibi iki monoton fonksiyon dizisi

vardir dyle ki bu dizilern — o i¢in dizgin ve monoton olara® ve « gibi iki
fonksiyona yakinsarlar bu ve « fonksiyonlarl (3.1.1) denklemininslenmis

minimum ve maksimum ¢6zum ciftleridir.

Ispat: v, =v, w, =w alalim ven > 0 dogal sayis! i¢in gagidaki lineer denklem

sistemlerini ele alalim.
V. () +mv,,, )= ftv,)+atw)+mv()=H({v,w,), tOJ
V,u(ty) =V, (t,+T) (3.1.14)
W () +mw (1) = F (W) + gt v,) +mw(t) = H(tw,,v,),  tOJ
W, () =w (L +T ) (3.1.15)

f ve g fonksiyonlari JxOJ Uzerinde sirekli oldtundan (3.1.14) ve (3.1.15)

denklemlerinind Gzerinde ¢6zimleri mevcuttur. Onlarin ¢bézimleraurem (3.1.3)

un ispatinda gostergtik. Dikkat edildigi Uzere bu teoremde (3.1.4grt1 yerine, f
nin ikinci dezsiskene gore artan vg nin ikinci desiskene gore azalan olmgrtini
koyuyoruz. Simdi bu sartin s@lanmasi durumunddy,} dizisinin artan ve{w,}

dizisinin azalan oldgunu gostereggz. Bunun igin
) v, 2V, vew, S w,

i) v.2v._, vew, <w, _, icin v, =V, vew,, <w, oldugunu géstermemiz

+ = N+l =

yeterlidir.
i) nin ispatl Teorem 3.1.1 deki gibi kolayca yapila.

Onceln> lcin v, 2v _, ve w, <w_, oldusundav,,, = v oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in p,,,(t) = v, (t) - v, (t ) tanimlayalim. O zaman
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Pheg (1) + M0, (1) = V' (1) = Vg (8) + v, (1) — v, (1)

=V, (O v, () — Vi () v ()

=V, (O +mv, (1) - fEv,) - gtw,) —mv, (t)

= f Vo) ot w,y) v, () - Ftv,) - gtw,) —mv,(t)

=[f Vo) — F V)9 W) — gt w,)] + v, (1) —mv, (1)

f ikinci degiskene gore artang ikinci degiskene gore azalan w, =2 v,

oldugundan p',,, (t) + mp,,,(t) < Oelde edilir.

pn+1(to) =V (to) _Vn+1(t0) =V, (to +T) _Vn+1(to +T) = pn+1(t0 +T)

Boylelikle Lemma 1.2.1 i kullanirsa Gzerindep,,, < Oyaniv,,; 2V, elde ederiz.

+1 =

Ayni kabullerlew,,; < w, oldugunu gésterelim. Bunun igin

Gy () = W,.., (t) — W, (t) tanimlayalim. O zaman
O ey (1) M0 (1) =W, (0) =W (1) + W, (8) — mw, (1)
=W (1) +mw, (1) — W (1) —mw, (t)
=W (O +mw, (8) —[F @ w, ) +9(t v, ) + mw, (0]
= ftw,) + gt v,) +mw, (1) —[f(t,w,,) +g(t,v,,) +mw,,(t)]
=[ftw,) - & w, )l +[gv,) — gt v, )l + mw, —w, )

f ikinci degiskene gore artang ikinci degiskene gore azalan v, <w__,

oldugundand',, (t) + mq,,, (t) < Oelde edilir.

qn+1(t0) = Wn+1(t0) - Wn (to) = Wn+1(t0 +T) _Wn (tO +T) = qn+1(t0 +T) "
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Boylelikle Lemma 1.2.1 i kullanirsalk Gzerindeq,,, < Oyani w,

n+l

<w, elde

ederiz.

Simdi On = 1dogal sayilari igin ger v, <w, isev,,, <W,,, oldugunu

gosterelim. Bunun icin) Gzerindep,,,(t) =V, ,,(t) —w,,, (t )tanimlayalhm.
Preg () +MP (1) = Vg (6) =W () + v, (1) — mw, ()
=V (O + v, (1) - W, (0) - mw,, (1)
= ftv,)+atw,)+mv, - f(tw,)-g(tv,) —mw,
=[ftv,)-ftw,)+a(t,w,)-g(t,v,)]+mv, —mw,

f ikinci degiskene gore artang ikinci degiskene gore azalan v, > v,

oldugundan p',,, (t) + mp,,,(t) < Oelde edilir.

pn+1(to) = Vn+1(to) _Wn+1(to) = Vn+1(to +T) _Wn+1(to +T) = pn+1(to +T)

oldugunda da Lemma 1.2.1 i tekrar kullanirsdkiizerindep,,., < Oyaniw,,, = V,,,

n+l =

elde ederiz. Yanidn> Hogal sayisi iginw, = v, oldugunu gosternsi olduk.
Bu durumdaldt O J igin

V() S v(t) ... v () s w (t) S w (1) < ... w(t) S wy(t)
elde edilir.

{v.®)} ve{w,(t)} fonksiyon dizilerininn - o igin diizgiin ve monoton olarak
sirasiylad(t) ve «(t) fonksiyonlarina yakinsaginin gosterilgi (standart argiimant)

Teorem 3.1.3 de olgu gibi kolaylikla yapilabilir. Bu yluzden o kismegyoruz.

J(t) ve «(t) fonksiyonlarinin genmis ¢6zim cifti oldgunun gdsteriki de aynen

bir 6nceki teoremdeki gibi oldw icin bu kismi da gegiyoruz.
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Simdi (3.1.7) denklemininy, (t) < u(t) < wy(t )jartini sglayan herhangi biu(t)
¢Ozumdi icinJ aralginda v, (t) < 4(t) < u(t) < a(t) < w,y(t ) ssitsizligini sagladigini
gostermeliyiz indiiksiyon tekrgini kullanarak kabul edelim kin 0N olmak tizere
v, (t) <u(t) < w, (), t0J olsun.Jd uzerindep,,(t) =Vv,,, () —u(t Ytanimlayalim. O

zaman
D'y () + MD(E) =V, (1) —U(t) + 1, , (8) — mu(t)
=V (1) + MV, (1) —U'(H) - mut )
= £(t,V,) + 9t w,) + v, (1) - F (t,) - g(t,u) - mu(t)
= F(t.v,) - (t.U) + g(tw,) - g(t.) + m(v, —u)

f ikinci degiskene gore artang ikinci degiskene gore azalany 2 v, ve u<w,

oldugundan p',,, (t) + mp,,,(t) < Oelde edilir.
p(to) = u(to) _Vn+1(to) = u(to +T) _Vn+1(to +T) = p(to +T)
oldugu icin de Lemma 1.2.1 i kullanirsag ,,(t) < y@&ni u(t) 2 v,,,(t) elde ederiz.

Ayni sekilde J Gzerindeq(t) = u(t) - w,,, (t )tanimlayarakw,,,(t) = u(t )oldugunu

gsterelim.
q'(t) + mg(t) = u'(t) — w,,,"(t) + mu(t) —mw,,,(t)
= u(t) + mu(t) —w,, (1) —mw, (t )
= ft,u) +g(t,u) +mu(t) - f(t,w,) - g(t,v,) —mw,(t)

= ftu) - fEw,)+gtu)-gtv,)+mu-w,)
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f ikinci degiskene gore artang ikinci degiskene gore azalan we, >u ve

v, < uoldugundan p',,, (t) + mp,,, (t) < Oelde edilir.
q(ty) = W, (t,) —u(ty) =w (L, +T)—u(t, +T) =q(t, +T)

oldugu icin de Lemma 1.2.1 i tekrar kullanirsgk,, (t) < y@niw,,(t) 2 u(t) elde

ederiz.

Boylelikle J tzerindeOnON igin v, (t) < v, (t) < u(t) < w, (t) < w,(t) oldusunu

gostermg olduk. n — oo icgin limit alirsak
V,(t) < () < u(t) < at) < w(t)

elde edilir ki bu dad(t) ve «(t) nin sirasiyla (3.1.7) denkleminiglesmis minimal

ve maksimal ¢c6zim ciftleri oldunu ispat eder. Bu da ispatl tamamlar.

Teorem 3.1.3: v ve w (3.1.1) denkleminin sirasiyla(t ) <w(t),t[0J olacak
sekilde glenmis alt ve Ust ¢bzim ciftleri olsunf ve g Tanim 3.1.2 nirsartlarina
uygun, fikinci degiskene gore azalan vey ise ikinci dgiskene gore artan
fonksiyonlar olsun. Bu durumdga, (t)} ve {w,(t)} gibi iki monoton fonksiyon dizisi

vardir dyle ki bu dizilern — o icin dizgin ve monoton olara® ve « gibi iki
fonksiyona yakinsarlar bu ve « fonksiyonlarl (3.1.1) denklemininslenmis

minimum ve maksimum ¢6zum ciftleridir.

Ispat: v, =v, w, =w alalim ven > 0 dogal sayis! i¢in gagidaki lineer denklem

sistemlerini ele alalim.
Voot (1) £V (8) = F(E W) + gt v,) v (1) = Kt w,,v,),  t0J
Voia(to) = Vi (to +T) (2.1.16)
W, (t) +mw, ., '(t) = f(t,v,)+gt,w)+mw(t) =K({v,w), tOJ

Wn+1(t0) = Wn+1(t0 +T ) (2117)
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f ve g fonksiyonlari JxJ Uzerinde surekli oldtundan (3.1.16) ve (3.1.17)

denklemlerinind Uzerinde ¢bzUmleri mevcuttur. Onlarin ¢oziimler@arem (3.1.3)
un ispatinda gostergtik. Dikkat edildigi Gizere bu teoremde bir 6nceki teoremin

aksine f nin ikinci dezsiskene gore azalan vg nin ikinci deziskene goére artan olma
sartini koyuyoruz. Simdi bu sartin sglanmasi durumundévn} dizisinin artan ve

{w,} dizisinin azalan oldgunu géstereggz. Bunun igin
) v, 2V, vew, S w,

i) v,2v,, vew, <w,_, oldusundav,,, 2V, ve w,,, <w, oldusunu gostermemiz

+1 = n+l =

yeterlidir.

i) icin ispati Teorem 3.1.1 dekinin benzeri agiduicin ispati gecebiliriz. Once

On=1igin v, 2v,_, ve w, <w_, oldusundav,,, 2V, oldugunu gosterelim. Bunun

icin. Bunun igin p,., (t) = v, (t) =V, (t Ytanimlayalim. O zaman
P (1) +MP, (1) = V' (1) =V (1) + v (1) — v, (1)
=V (O +mv, () — Vi (1) My ()
=V, () +mv, (1) - £t w,) —g(tv,) —mv,(t)
= ftwy) + ot V) v () - Ftw,) —g(t,v,) —mv,(t)
=[Fwy) = FEW )T+ V) — g vl + v (8) —mv, (1)

f ikinci degiskene gore azalarg ikinci degiskene gore artan ve, 2 v,

oldugundan p',,, (t) + mp,,,(t) < Oelde edilir.

pn+1(to) = Vn+1(t0) —Vi (to) = Vn+1(t0 +T) Vi (to +T) = pn+1(t0 +T)

Boylelikle Lemma 1.2.1 i kullanilirsald Gzerindep,,,; < Oyaniv,,, =V, elde

+1 =

ederiz.
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Ayni kabullerlew,,, < w, oldugunu gosterelim. Bunun iciq,,, (t) =w_,,(t) —w,(t )

tanimlayalim. O zaman

C]In+1 (t) + mnﬂ (t) = VVln+1 (t) - VVln (t) + rnan+1 (t) - ITan (t)

= Wn+1 (t) + rrMln+1(t) - Wn (t) - rnan (t )

=[FEv,) + 9t w,) +mw, (6)] -w, (£) - mw, (t)

=[E V) + 9 w,) +mw, (O] -[F (Vi) + 9t w,y) + mw, ()]

=[F (V) — TVl +H g w,) — gt wi )] + m(w, —w )

f ikinci degiskene gore azalarg ikinci degiskene gore artan ve,, < w, _,

oldugundand',, (t) + mg,,, (t) < Oelde edilir.

qn+1(to) =W, (to) - Wn+1(to) =W, (to +T) - Wn+1(to +T) = qn+1(t0 +T) .

Boylelikle Lemma 1.2.1 i kullanilirsald Gzerindeq,,, < Oyani w,

n+1

< w, elde

ederiz.

Simdi On = 1dogal sayilari igin ger v, <w, isev,,, <Ww,,, oldugunu

n+l —

gosterelim. Bunun icind Gzerindep,,,(t) =V, ., (t) —w,,, (t )tanimlayalhm.

pln+1 (t) + mpn+1 (t) = Vln+1 (t) - Wn+1 (t) + rnvn+1 (t) - rr‘\Nn+1 (t)

= Vln+1 (t) + rnVn+1 (t) - VVln+1 (t) - rTIan+1 (t)

= ftw,)+9(tv,) +mv, - f(tv,) - gt w,) - mw,

=ftw,) - ftv,)+atv,)-gtw,)+mv, —mw,

f ikinci degiskene gore azalarg ikinci desiskene gore artan ve, > v,

oldugundan p',,, (t) + mp,,,(t) < Oelde edilir.
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pn+1(to) = Wn+1(t0) _Vn+1(to) = Wn+1(to +T) _Vn+1(t0 +T) = pn+1(t0 +T)

oldugunda benzegekilde Lemma 1.2.1 i kullanilirsal Gzerindep,,, < Oyani
W,,, 2V,,, elde ederiz. Yaniin =1 dogal sayisi iginw, = v, oldugunu gosternsi
olduk. Bu durumddlt O J igin

Vo) S v(t) ... v () s w (t) S w (1) < ... wy(t) S wy(t)
elde edilms oldu.

{v.®)} ve{w,(t)} fonksiyon dizilerininn - o igin diizgiin ve monoton olarak
sirasiylad(t) ve «(t) fonksiyonlarina yakinsamasi Teorem 3.1.1 dekimzée

sekilde kolaylikla yapilabilir.

J(t) ve «(t) fonksiyonlarinin genmis ¢6zim cifti oldgunu gosteriki de aynen bir
onceki teoremdeki gibidir. Sadecg(t ve)a(t) nin sirasiyla genmis minimum ve

maksimum ¢6zum cifti oldgunu gosterelim.

Simdi (3.1.1) denklemininy,(t) < u(t) < wy(t jartini sglayan herhangi biu(t )
¢Ozumdi icinJ aralginda v, (t) < 4(t) < u(t) < aw(t) < w,y(t ) ssitsizligini sagladigini
gostermeliyiz. Indiiksiyon tekniini kullanarak,n N olmak tizere

v, (t) <u(t) < w, (), t0J olsun.Jd uzerindep,,(t) =Vv,,, () —u(t Ytanimlayalim. O

zaman
By () +MD(E) =V, (1) —U(t) + 1, , (8) — mu(t)
=V (1) + MV, (1) —U'(H) - mut )
= £t w,)+g(t.v,) +mv, ) -  (t,u) - g(t,u) - mu()
= F(tw,) - f (tU)+ g(t.v,) - g(t,u) +m(v, - u)

f ikinci degiskene gore azalarg ikinci degiskene gore artany 2 v, ve u<w,

oldugundan p',,, (t) + mp,,,(t) < Oelde edilir.
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p(to) = Vn+1(t0) - u(to) = Vn+1(t0 +T) _u(to +T) = p(to +T)

oldugu icin de Lemma 1.2.1 i tekrar kullanirsgk,, (t) < y@ni u(t) 2v,,,(t) elde
ederiz.

Benzersekilde J Uzerindeq(t) = u(t) —w,,, (t )tanimlayarakw,,,(t) = u(t )

oldusunu gésterelim.
Q' (t) +Ma(t) = U'(t) = Wy, (6) + mu(t) - mu,, (1)
= U () + M) ~ Wy, ()~ MW, ()
= £ (tu) + g(t,U) + mu() - f (t.v,) - g(t.w,) — M, (t)
= £ (tu) - F(Lv,) + 9t.u) - g(t.w,) + mu-w,)

f ikinci degiskene gore azalarg ikinci degiskene gore artan vey, 2u ve

v, < uoldugundan p',,, (t) + mp,,, (t) < Oelde edilir.
q(to) = Wn+1(to) - u(to) = Wn+1(to +T) - u(to +T) = q(to +T)
oldugu icin de Lemma 1.2.1 i tekrar kullanirsgk,, (t) < yaniw,,(t) 2 u(t) elde

ederiz.

Boylelikle J tzerindeOnON igin v, (t) < v, (t) < u(t) < w, (t) < w,(t) oldusunu

gostermg olduk. n — oo icin limit alirsak
V,(t) < 8(t) < u(t) < aft) < wy(t )

elde edilir ki bu dad(t) ve «(t) nin sirasiyla (3.1.1) denkleminirglesmis

minimum ve maksimum ¢6zum ciftleri olgunu ispat eder. Bu da ispati tamamlar.

Remark : (3.1.1) periyodik sinir dgr problemindeJ tzerindeg(t) = Oalirsak 1.
bolimde bahseftimiz (1.1.1) periyodik sinir dger problemini elde ederiz ve (3.1.7)
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esitsizligide (Ao) daki saitsizligin aynisi olur. Yani 1. bélimde elde @gitniz

sonugclar bu bélimde elde gtthiz sonuclaring(t) = 0 icin 6zel halidir.
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4. SUREKSZ ALT VE UST COzZUMLER iLE
LINEER OLMAYAN iKi MONOTON
FONKSIYON ICEREN PERiYODiK SINIR
DEGER PROBLEMI

Bu bélimde ikinci bélumdekine benzgekilde ancak bu sefer lineer olmayan iki
monoton fonksiyon iceren periyodik sinirgge probleminin minimum ve maksimum
¢cbzimine sonlu sayida sureksizlik iceren alt ve @gézum yardimiyla
yakinsayac@z. ikinci bolimiin bsalangicinda verdimiz tanimlarla da birlikte
distinerek tekrardan

Tanim 4.1.1: f,gOC[JIx, ] igin

u'=f(t,u)+g(t,u )ut,) =ut,+T), t0dI =[t,,t, +T] (4.1.1)
periyodik sinir dger problemini ele alalim. ger v,wJ1Q icin
V() < f(tv()+at,wt ), tOJ, t2t,k=12,...,p
v(t, ) S wv(t, ), k=12,...,p
v(t,) Sv(t, +T )
ve

w(t) = f(t,w(t)+g(t, vt )) tOJ, t#£s, k=12,...,p

Ws)zws),  k=12..p

w(t,) = w(t, +T )
Bu durumda(t ye w(t)ye periyodik sinir dger problemi (4.1.1) in sirasiyla

eslenmis alt ve Ust ¢ozim ciftleri denir.

Teorem 4.1.1: Kabul edelim ki aldiimiz f,gO0C[JxU,0] vev,wJQ Tanim 4.1.1
in sartlarini sglasin. J tizerinde v(t) < w(t plsun ve,f ve g denklem (3.1.7) yi

sgilasin. Yani;CLm>0

oyle ki
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[fEx) - )] +[gt y)—a(t, y)] 2 -m(x=x) +(y -y XSX ve yzy
toJ
olsun. Bu durumda Oyle iki monoton diz{v, }J}ve {w,} vardir ki

V, =vsVv,sw, <w,=w On0ON sglar ve denklem (3.1.1) insEenmis minimum
ve maksimum ¢oziumlerine sirasiyatizerinde diizgin olarak yakinsarlar.
Ispat: v, =v ve w, =w alalim. v; asagidaki problemin ¢6ziimii olsun.
v () +mv(t) = H (v, w), tOJ, t£t, k=12..,p,
v, (t7) = V(L) k=12,..p 4.1.2)
Vi(t,) = v (t, +T )
BuradaH (t,v,,w,) = f (t,v,(t)) + g(t, w,(t)) + mv,(t), t0J seklinde tanimlannstir.

Aciktir ki (4.1.2) periyodik bglangic dger probleminin tek bir ¢6zimi mevcuttur.

Once p tane bglangic dger problemini ele alalim.

Vi (0) + 1V, (0) = H (E Vo Wp)  t0 (bt ],
Vl,k(tI:) =Vo(ty)
p tane balangi¢ dger problemini ¢ozelim. Bu bize hef](t,,t, +T idin

t
Vi(t) = Vi (1) = Vo (t ) g™ + j e ™ IH (s,v,, W, )ds, t 0t ],

ty

k=12,...,p.

¢6zUmUuni vermektedir. Sonra

V:'I.,O(t) + mvl,o(t) =Ht Vo, W),  tOft,t]

Vio(ty) =V (6, +T)
baslangic dezer problemini ¢dzelim.

Son olarak da

{Vlo(t)’t Ot 4]
vi(t) =4~
v, (), t 0, t ], k=12,...,p.

Aciktir ki v, 0 Q ve v(t,) = v, (t, + T )salanir.
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Genel olarak , hen=1 igin H(t,v,,w,) = f(t,v,(t))+mv,(t), t0OJ olmak lUzere
Vo
V.O+mv O =H@Ev,w), t0J, t£t, k=12...p,
Vo () = Vo (t), k=12...p, )
Vier(to) = Voo (to +T)

periyodik sinir dger probleminin tek ¢ozumudur. Yukaridaki gilgj,, 1Q ve

v...in acik ifadesini gagidaki gibi verebiliriz.

T t
Vo(t)e "+ [eMTOH (s,v,, w)ds + [€ MO (s,v,, w)ds t Ot ],

Vn+1 = :P °
v, (t)e ™t + j e ™ IH (v, W )ds,t O (t,t,., ] k = 12,...,p.
by
(4.1.4)

Ayni sekilde {w,} dizisinin agik ifadesi yazilabilir.
Simdi asagidaki Ozellikleri gosterereKv, rjin artan véw, hin de azalan bir dizi
oldugunu gostereggz.
) VoSV, vew, 2w
i) V,,<Sv,vew_ 2w, ise v,sv _,vew 2w, n=1l
I) yi ispatlamak icina, =v, —v, tanimlayalim.v, =vve w, =w Uzerine hipotez
geresi
a,'(t) + ma,(t) = v (t) =V, (t) + mv,(t) — mv,(t)
= V(1) +my (1) -V () —my (t )
= £ (Vo) + 9t wo) + M (t) — Vo (t) — mvy (1)
> f(t,v,)+o(t,w)-ft,v,)—-9g(t,w)=0t#t,
a,(t) =v(t) - vt) =v(t)-v(t)= 0, k=12..,p,
a,(t,) 2 a,(t, +T).
Boylelikle Lemma 2.2.%i kullanirsak J Uzerindea, = 0 yani v, <v, elde edilir.
Simdi w;, < w, oldugunu ispatlamak icirg, = w, —w; tanimlayalim. O zaman
0’y (1) + may (1) = wo (t) — W, (t) + mwg (t) — mw(t)
= W (1) + g (t) — w (1) — mwy(t )
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> f(t,w,)+g(t,v,)—-wW,(t)-mw@i)= Q t#£t,
G(te) = Wo(t) —wy(t) =Wy (t) —wi(t) 20, k=12...,p,
& (t) 2 ¢ (t, +T)
Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsalk tzerindeg, = 0 yani w, < w, elde edilir.
ii) nin ilk kismini ispatlamak icinr,,, = v.,, —Vv, tanimlayahm.
@' () +ma (1) =V (1) — Vv, (1) —mv ()
= Vi (1) + Vi (1) =V () —mv ()
= ftv)+atw,)+mv, - F([tV,) -9t W) —mv,
=[f(tvy) = f (tvea] + [0t W) - 9t W, )]+ MY, - v, )
> —rr’{(vn =V,_;) +(w, - Wn_l)] +m(v, —V,_,)
=-mw,-w,,)= 0 t#t
. t) =V, ) -v.(t) =V, . (t)-v.(t)=0, k=212..,p,
Tpa(lo) 2 Aty +T)
Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsakl Uzerindea,,, 2 Oyani v,,, 2V, elde
edilir.
Simdi aynisekilde q,,, = w, —w,,, tanimlayarakw, > w,,, oldugunu gosterelim.
g (1) + MO, (1) = W, (1) =W (1) + mwg (1) — mw,, (1)
= W (8) + mw, (1) =W (8) — mw, ()
= f(tw, ) + 9t Vo) +w, — F(tw) —g(tv,) —mw,

[f (tw,_) - Ftw)]+ o v,o) - gt v,)] + m(w,_, —w,)

\}

_m[(Wn—l - Wn) + (Vn—l _Vn)] + m(Wn—l - Wn)

-m(v,_,—-v,)= 0 t#t,

Onaa(tr) = W, (8) =W, (8) = W, (8) —w,,,(t) 20, k=12..,p,
qn+1(t0) 2 qn+1(t0 +T)
Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsakl Uzerinde q,,, = Oyani w, 2w, elde

edilir.
Simdi OnON igin v, <w oldusunu gosterelim. Onces, =w-v, tanimlayalim.

Not etmek gerektir kiB, ssagidaki sitsizligi saglar.
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Bit) +MB(t) = W (t) — v, (t) + mw(t) -y, (1),
> f(t,w)+g(t,v) +mw(t) — f (t,v) — g(t,w) — mv(t)
=[f €. w) - W]+ [gtV) - gt.w)]+ mw-v)
> —n{(w—v) + (v—w)]+ mw-v) =20t #t,
Bt)) =w(ty)) - vy (t) 2 w(t)-v(t)=20 k=12..,p,
Bi(ty) = w(t,) —vi(ty) 2 wW(t, +T) —v(t, +T) = Bi(t, +T).
Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsald Gzerinde, = 0 yani v, < w oldugu acik¢a

gorulur.
Yukaridaki ayni tekrgi kullandigimizda g, = OGlmasi On=1 icin S, 20

oldugunu gosterelim; burad# ., = w-v,,, tanimlayalim.
B () + MB, (1) = W(E) = Vi (8) + () — mv, 4 (1)

= W)+ M)~V () — MV, ()
= £ (L, w) + g(t,v) + mw(t) - f (tv,) — g(t,w,) — v, (1)
=ft,w-f(v,)+a(v)—aglt,w,)+mw-v,)
2 —m{(W-v,) + (V- w,)]+ m(w-v,)
=-miv-w)= O

Bra®) = WE) ~V,u () 2 WE) V() 20, k=12...p,

Bria(to) = W(to) = Vs (to) 2 Wty +T) =V (b +T) = Bt +T).

Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsakl Gzerinde S,,, 2 Oyani v,,; <w oldugu

acikca gorulur. Sonuctat [JJ igin

Vo) Ssvit)<...sv @) Sv, () sw, (1) sw (1) ... w(t) S w,(t)

elde edilmioldu.

Boylelikle, v.(t;)0R OnON ve k=0L...,p olmak lzere{v, Jin (t,t,.,]
icinde surekli ve sinirh bir fonksiyon dizisi olgunu ispatlarmy olduk. . Bu gercggin

Isiginda k = 0L,...,p igin {v.}'i [t..t.,] icinde sinirl ve surekli fonksiyonlar dizisi
olarak d@unebiliriz; bunun igin[t,,t, ]icinde calsirken sadecev,(t,) =Vv,(t; )

tanimlamak yeterlidir.
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Bunlarin yaninda, henON i¢in v,,,, denklem (4.1.3)’Un bir ¢6zUmuU olgu igin
k=01...,p olmak uzerelv, 'Hizisi (t,,t.,,)icinde dizgun sinirhdir. Yart,,t,,, |
uzerinde
CM >06yleki OnON V', (0)] < f t,v,)|+|g(t, w,)| + mv, ) = V,..(t)] < M
olur. O zaman ortalama gler teoremini kullanirsak

Ox, yOJ LS U(X,y) 6yle ki v,(y) =V, (X) =(y =XV, (<)

buradan da Ox, yOJ | v,(Y)=V,(X) | <] y=X |M
elde ederiz. Gorulgia UzereM buradax ve y ye bal degildir. J:ﬁ alirsak

{v.} dizisinin[t, t,.,] Uzerinde gstrekli old@gunu goriiriz. Boyleliklelv,} dizisi
[t,.t..,] Uzerinde gsirekli ve dizgin sinirli olgu icin Arzela-Ascoli teoremine
gére{v,} dizisinin dyle birly, | alt dizisi vardir kiJ tzerinde duzgiin yakinsy,}
dizisinin monotonlgunu  kullanirsak k = 01,...,p igin [t,,t,.,] Uzerinde
!]i[rlvn(t) =J(t) duzgun yakinsadini gorirtz.
Bunun yanindav,,, her nON icin denklem (4.1.4) U ghadigindan &0 Q 'dur
ved asagidaki denklemi sglar.
)=+, ) tOI t#t k=212..,p,
a'@t)=fta)+gt,d), tOJ t#t k=12..p,
I) =9, ve aft)) =aft,)  k=12..p,
It,) =9, +T JAt,) =aft, +T)
Diger taraftank = 12,...,p i¢in [t,,t, ]'da yakinsakhk dizgin yakinsaklik olglu
icin

lim 5(t) = tlirtn(lim vn(t)j = lim v, (t;) = lim v, (t,) = 9(t,)

n - oo

sglanir. Boylelikle 9 ’'nun J Uzerinde surekli oldtunu séyleyebiliriz. Aynsekilde

a nin de sureklilgi gosterilebilir.Not dgmemiz gerekir kik = 01,...,p olmak lzere
her bir [t,.t,,, ] Gzerindeki duzgun yakinsaklgy, 'rin J’ye J Uzerinde dizgin

yakinsamasini gerektirir.
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Son olarak, f ’in kendisi de surekli ved'(t) = f (t,9(t)), tUJ, t#t,, k=12,...,p
oldugu igin t”f?kﬂ'(t) = f(t.,3(t,)) vardir ve boylelikle#OC(J )dir ve denklem
(4.1.1)'in bir ¢cozUmuddr.

Ayni sekilde w, =w’dan balayarak {w, } dizisini de olgturabiliriz. Bu dizi
artmayan bir dizidir denklem (4.1.1)'in ¢ozlnadi'ya diizgiin yakinsamaktadir.

Son olarak 4 ve a’nin [v,w] Uzerinde denklem (4.1.1)'in sirasiyla minimum ve
maksimum c¢ézimleri oldiwnu ispatlamaliyiz. Bunun icin denklem (4.1.1)[nw ]
uzerinde herhangi bir cozumii'yu ele alalim.a =u-v, fonksiyonu Lemma (2.2.2)
nin sartlarini sglamaktadir. O zamad uzerindea =0 olur. Boylelikle v, < u olur.
Induksiyon kullanarakdn O N icin v, <u gosterebiliriz,n - o icin limit alirsak
J < u oldugu goruldr.

Ayni sekilde [v,w] Uzerindea 'nun denklem (4.1.1)'in maksimum ¢6zimu oddu

gosterilebilir.
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5. SONLU 9STEMLERDE PERIYODIiK SINIR
DEGER PROBLEMIi

Bu bolimde daha 6nceki bolimlerde yaptiklarimizonlg sistemlerde de gecerli
oldugunu gostereggz. Simdi f OC[JxO",d"] olmak lzere n tane periyodik sinir

deger problemini ele alalim.

U= F (U, Usly ), W) = U +T),
Up'= FH (LU, U,y ) Up(t) = Up(t +T),

U= f5(t U U, Uy ), Us(tp) =Us(E +T),

u,'= f (t,u,u,,...,u ), u(t)=u,,+T).
Eger u=(u,u,,....u,) ve f =(f,f,,..,f ) seklinde alirsak yukaridaki sistemin
kapall formu

u'=f(tu), u(t)=ult,+T), tOJ A3)
seklinde gosterilir. Simdi, 1<i<n olmak Uzere her bin sabit dgiskeni icin
p, +q =n-1 ssitli gini saglayan negatif olmayarp, ve ¢ tamsayilarini alalim. Bu
durumda yukaridaki denklem sisteminin genel ifagiesl<i < n olmak tzere

u'= f (t,u,[u], ,[u],), u(t,) =ut,+T), tOJ (5.1.2)

seklinde de yazabiliriz.

Tanim 5.1.1: Yukarida verilen (5.1.2) periyodik sinir @& problemini ele alalim.
v,wdC'J,0" ve fOC[IxOI",0"] olmak lizere ger

v's VLIV, WG ) () SVt +T) 1=22...n

w2 ftw,[w],,[V],), Ww)ZzwE,+T) i=12..,n
esitsizlikleri saslaniyorsa v ve w fonksiyonlarina (5.1.2) sisteminin sirasi ile

eslesmis alt ve Ust quasi- ¢ozum ciftleri denir.
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Tanim 5.1.2: v,wOCJ,0"] ve fOC[JxO",0"] olmak lizere ger

W= VM, W), Vi) =V +T) =12

w'= fiw, W, IvIg), W) =w(,p+T) i=12..n
esitlikleri saglaniyorsav ve w fonksiyonlarina (5.1.2) sisteminiglesmis periyodik
quasi-¢ozum ciftleri denir.
Tanim 5.1.3: fOC[JO",0"] olsun. 1<i<n olmak Uzere heri igin
fi(t,u,[u],,[u]l,) fonksiyonu[u], ya gére monoton artan \[@], ya gore monoton
azalan ise f ye karma quasi-monoton 6zghi sahip fonksiyon denir.

(5.1.1) veya (5.1.2) periyodik sinir g problemi sistemine monoton iterativ teknik

uygulayabilmek icin gagidaki kabullere ihtiyacimiz vardir.
(Ao) Vo, W, 0C'[J,0"] alalim, J dzerinde v,<sv<u<w, olmak {zere

M, >00ayle ki

fit,u, [ul,, [ulg) = fi @V IV, [Vl ) 2 —Mi (U —v),
sglansin.
(A1) 1) tO(t+T] ve vy(ty) < Vot +T) icin Vo, '< (6 Vo [Vol s [Wolg, )
i) 10t t +T] ve wy(ty) = wy(ty +T ) icin wy, "= f (t, Wy, [Wol 5 [Vol,, )

(Ag) 1) tO(t,,t, +T] ve v,(t,) > Vv,(t, +T ) olmak tGzere
eMi(t0+T) o
Vi :m(vo,i(to)_vo,i(to +T)) icin
Voi 'S fi(t Vo, [Volp  [Wolg ) —Miyy;  olsun.
it (t,t, +T] ve wy(t,) <w,(t, +T) olmak lzere
eMi(to+T) o
Vai :m(wo,i (to) — W, ( +T)) icin
Wo;'2 i (t W, [Wol,  [Volg ) + My, 0lsun.
(As) (A1)(i) ve (A(ii).
(Ag) (A1)(ii) ve (A2)().
Teorem 5.1.1: Kabul edelim ki (A) salansin ve f fonksiyonu karma quasi-
monoton Ozellke sahip olsun. Bunun yanindgee (A1), (A2), (As) veya (A) ten
herhangi biri sglanirsa , o zaman &yle monoton iki difv,(t)} ve {w,(t)}

olusturabiliriz 6yle ki bu dizilerJ Gzerinde dizgin ve monoton olarak (5.1.1) in
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sirasiyla glesmis quasi-minimum ve quasi-maksimum c¢ozumleri ve w ya

yakinsarlar. Buna ek olaralger J Uzerindev, <u<w, olmak tzere u, (5.1.1) in

herhangi bir c6zimu ise ayni zamantlaizerindev < u < w olur.

u'=Gtu) = ftm 71, .[1,) M -7), u)=ul+T), tOJ (5.1.3)
periyodik sinir dger problemini ele alalim.
Goriuldigu tzere (5.1.3) periyodik sinir gk problemi glesmis degildir ve
boylelikle her biri icin (5.1.3) PSDP i bir lineer denklemdir. Boyldé Teorem
(1.3.1) in ispatindaki gibi her bir icin (5.1.3) PSDP nin ¢6zUmunin vrlive
tekligi ispatlanabilir. Ancakimdiki durumda

—M ito to+T

j [£.(5/2.(9.0(9,, [1(S)],) + Mp ()" ls

() =
olmak tzere ¢bziim
U (D) = u(ty)e" o + ™ j [£.(5.77,(9.[0(9),. [(9)],) + M7, ()" dls

seklindedir.

Simdi u(t), (5.1.3) Un tek ¢6zimi olmak Uzeré(sn,u) =u fonksiyonunu
tanimlayalim. Burada dikkat edersek ve u ya ba&l olarak (4.1.3) PSDP nin
¢6zUmU dgismekte ve hery ve u icin u tek ¢c6zimui elde edilmektedgimdi A
fonksiyonunun

a) vy < A(Vo, Wy ), Wy = A(W,,V,);

b) A, [vo,wo] tzerinde karma monoton 6zglhe sahiptir.

sartlarini sgladigini gosterelim.

Once a) yi ispatlayalim. Bunun igin=v, ve x =w, olma durumunda,, (5.1.3) Uin
tek ¢6zimu olmak uzereA(v,,w,) =V, tanimlayalim. $imdi v, <v, oldugunu
gOstermek istiyoruz. Bunun igin =12,...,n plmak Gzere p (t) = v, (t) -, (t )
tanimlayalim.

Eger (A)(i) saglarsa
P (to) = Vo (te) =V (tg) S Vo, (G +T) = vy (t) = Vo (t, +T) =V, (t, +T) = p(t, +T)

ve t(t,,t, +T]icin
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=V =V = Vi = fi (6 Vo [Volp  [Wolg ) + MV = MV, < =M (v, — Vi) = -M;p,
salanir. Lemma (1.2.1) i kullanirsa Gzerindep, (t) < Oyani v, (t) <v,,(t) elde
edilir. Bu timi = 12,...,n icin dogru oldusundany,(t) < v,(t )elde edilir.
Eger (A)(i) saglarsa,
P (o) = Vo, (to) =V (o) = Vo (b +T) =V (t) = Vo, (o +T) —v,; (K, +T) = p(t, +T)
ve tO(t,,t, +T]icin
p'=Vy Vs (t’VO,U[VO]pi ,[Wo]qi )My, —Vy=-Mp —-My
sonucunu elde ederiz. Boylelikle Lemma 1.2.1 (iikyllanirsak p,(t) < Oolur ki bu
da yukaridaki gibiv,(t) < v,(t) = A(v,,W, )sonucunu verir.
Ayni sekilde w, = A(w,,V, ) oldugu da gosterilebilir.
b) yi ispatlamak icgirvy, <7, olacaksekilde 7,,7,, ¢ O[Vv,, W, ] alalim. Kabul edelim
ki u =A@, ve u,=A@,,m)olsun. Oi =12,....n icin p(t) =ug,(t) —u,(t)
tanimlayalim. f nin karma quasi-monoton 6zgihi ve (Ao) I kullanarak
p= Uy Uy,

= £, [ ) =My =) = £y [n.], L, + M (g —1,:)

< (7071, 11 ) = M (uy =) = i (Gg [0,], L, + M(Uy =17,0)

< M (75 =17) = M (Uy =775) + M (U =77,) = -Mip
ve
P (to) = Uy (o) — Uy, () = Uy (o +T) — Uy, ((+T) = Pt +T)
elde edilir. Lemma 1.2.1 i kullanirsak Gzerinde p,(t) < Oyani u,; <u,; sonucu
cikar. Bu sonug tinn = 1,2,...,n i¢in dagru oldusundanJ uzerindey,(t) < u,(t) olur
ki bu da A operatérinin birinci dgskene gére monoton artan ofgltnu gosterir.

Simdi A operatérinin ikinci dgskene gore monoton azalan ofgdmu gdosterelim.

Bunun igin 4 < u, olacaksekilde 77, w4, 1, O [v,, W, ] alahm oyle ki A(77, 14) = u, ve
A, 1) =u, olsun. Simdi p =u,—-u, tanimlayalim ve f in karma quasi-

monoton 6zellgini kullanarak

p=uy, Uy

= fi . 7], Ll ) =M (uy =) = £ (sl L] ) + My (uy =)
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< @m0, [elg) = Mi(uy =) = §i @l L] ) + M (uy —17)

= =M (U =77) + My (U =77) = =M (U —u;) = -Mip,
ve
P (t) = Uy (tp) — Uy (t) = U (b +T) — Uy (t, +T) = Pt +T)
elde edilir. Lemma 1.2.1 i kullanirsak Uzerinde p,(t) < Oyani u,; <u,; sonucu
cikar. Bu sonug tunn = 1,2,...,n i¢in dogru oldusundanJ uzerindeu,(t) < u,(t) olur
ki bu da A operatoriinin ikinci dgskene gdre monoton azalan ofgunu gosterir.

Boylelikle A operatéri karma monoton 6zgitie sahip olmgiolur.
Simdi A operatéri yardimiyla{v,} ve {w} dizilerini v, =Awv,_,w,_) ve
w, = A(W,_,,V,,) seklinde tanimlayalimSimdi indiksiyon tekngini kullanarak bu
dizilerin monoton oldgunu gosterelim. Yukarida a) dg <v, ve w, =w, oldugunu
gosterdik.Simdi kabul edelim kiJ Uzerindev,_, <v, ve w,_, 2w, olsun. A nin
karma monoton 6zefini kullanarak

Vo = ANV, W) 2 AV, W) =V,

W, = Aw,,v,) < AW,_;,V,_;) =W,
elde edilir. YaniOnON i¢in v, <v,,, ve w, 2w,,, elde etm§ olduk.
Simdi OnON icin J Uzerindev, < w, oldugunu induksiyon teki@ini kullanarak
gosterelim. Kabulimiiz geie J uUzerinde v, <w, dir. A operatoriinin karma
monoton 6zellini kullanirsak,
v, = AV, W) < AWy, W) < A(W,,V,) =W, oldusu agikga gorulir. Kabul edelim ki
v, <w, olsun. TekrarA nin karma monoton 6zedini kullanarak
Vo = AV, W) < Alw,, w,) < AW, v,) =Ww,,, elde edilir.
Boylelikle J tizerindednON igin v, < w, elde etmj olduk. Bu dafv,} ve {w}
dizileri arasinda

VSV SV, <...SV. SW SW_ S...SW, SW S W,
seklinde bir iligkinin oldugunu gosterir.
simdi {v,

n

} ve {w} dizilerinin J tzerinde diizgiin yakinsak diziler ofgliunu

gosterelim. Oncévn} dizisinin elemanlarini acik olarak yazalim.

V, = (Vg Vios Vigseee Vi ) s Vo = (Vo1 Voo, Vg, oo Vo ) s Vg = (Vg Vi, Vagseee Vg ) yeenes
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V, = (VogsVigs Vigsee Vi) »-- - Bu terimleri kullanarakk tane reel dgerli dizi

olusturacaiz soyle ki: Her bir terimin birinci koordinatlarini adak {v_,}_., her bir

n=1"

terimin ikinci koordinatlarini alarav,,}_ , her bir terimin tgtincti koordinatlarini

n=1"’

alarak {v,.}”.. , yani genel olarak =12,....kolmak tizere her bir terimin ninci

koordinatlarini alarak{v, }”,

reel dizilerini elde ederiz. Yukarida gostéidiiz

uzereOnON igin J Uzerindev, <v,; <w, S&lar. Yanl{ } J Uzerinde sinirh
bir dizidir. J kompakt oldgu, v, ve w, surekli olduklar igcinvy, ve wyin J

lizerinde minimum ve maksimum gleri vardir. Boylelikle{v,}, J uzerinde
surekli fonksiyonlarin diizgtin sinirli bir dizisiupl k sonlu bir sayi oldgu icin {vn}

dizisinin dizgun sinirli bir dizi oldiu acikca gorulir. Aynsekilde {Wn} nin J

Uzerinde surekli fonksiyonlarin dizgin sinirli blizisi oldysu géraltr. Bunlarin
yaninda, hernN igin v, =A(v._,w,_,) oldusundan denklem {v, dizisi
J Uzerinde duzgun sinirlidir.Yardi Gzerinde

CM >0 oyle kiOnON

Vi O] | F € Vogs [Voeal s [l + +M |V (©) = Vg () <M
olur. O zaman ortalama ger teoremini kullanirsak
Ox, yOJ  CSU(xy) oyle ki v, (y) =V, (¥) = (Y =)V, (§)

buradan da Ox, yOJ | vu(y) =V, (¥ | <] y=x|M

elde ederiz. Goruldiii GzereM buradax ve y ye bal degildir. 52& alirsak
{vni} dizisinin J tzerinde gsurekli old@gunu gortriz.k sonlu bir sayr oldgu icin
{v.} dizisinin de gsurekli old@u agiktir. Boylelikle{v,} dizisi J tizerinde gsiirekli
ve dizgun sinirl oldgu icin  Arzela-Ascoli teoremine gc‘jr{a/n} dizisinin oyle bir
{vnm} alt dizisi vardir ki J Gizerinde diizgun yakinsar. Dini teoremini de kulisak
J Uzerindelifrlvn(t) =J(t )duzgun yakinsagini gorirtz.

Diger taraftanJ Uzerinde yakinsaklik diizgun yakinsaklik gducin Oa [ J igin

Itip:li I(t) = Itip;(lirrl vg(t)) = Lifr;(lti[r;1 v, (t)) = Lipl v (t,) =3(t,)

sglanir. Boylelikle J'nun J Uzerinde strekli oldtunu sdyleyebiliriz.
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simdi {v,w} ciftinin eslesmis quasi-gdziim cifti oldgunu gosterelimy,, 7=v,_,
ve 1 =w,, oldusu durumda (5.1.3) PSDP nin ¢6zimu gdugin

0= o 118 91,90, 0,9+ M v (9 s

to

olmak lUzere

a0 =, () 0+ 15, (9.9 (5, [ (9 ) + M (O

to
seklindedir. Her iki tarafim — oo icin limitini alacak olursak

Mito to+T

V) = s J (65w (9. [v(S)], . w(S)], ) + M, ()" ls
olmak Uzere

V(D) =vi(t)e" @0 +e™ j [f,(s,v (9, [v(9)],, . IW(S)], ) + M.y, (" dls

to

yani
V(D) =My t)e" + [[f(s v (9. VN, [wS)], ) + My (9"

elde edilir. Buradan
V(O = £V 0, [vO], IWD], ) + MY ) - My, @)

= £ v (O, [vO1, . [wW(b)],, )
ve Vv (t,+T) =v(t,) oldugu goralir. Boyleliklev nin (5.1.1) ve (5.1.2) periyodik
sinir dger problemi sisteminin birseesmis quasi-¢ozumi oldiunu gosterdik. Ayni
sekilde w nun da bu sistemin biglesmis quasi-c6zUmu oldiu goésterilebilir. Yani
{v,w} cifti (4.1.1) sisteminin gesmis bir quasi-c6zum ciftidirSimdi bu c¢iftin bu
sistemin glesmis minimum ve maksimum quasi-¢ozum ciftleri ofguu gdsterelim.
Bunun iginu,,u, D[VO,WO] olmak Uzere{ul,uz} cifti ,(5.1.1) sisteminin bir genmis
quasi-¢ozum cifti olsun. Kabulimuz ggrev, <u, ve u, < w,. Simdi kabul edelim
ki V,,<u ve u,<w_, olsun. v, <u ve u,<w, oldusunu gostermek icin

=12,...n olmak UzereJ uzerinde p (t) =V, ;(t)—u,(t ) tanimlayalm. (4) |

ve f nin karma quasi-monoton 6zgihi kullanarak
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p'=Vy i —Uy; = fitVics Vil [Weadg ) = M (Vs = Vi) = fit o [ud WU,

< (Ve W] IWeaal g ) = My (Vs = Vi) — i o[l L [uD],

<M (U = Vo) ~ M (Ve = Vi) = —Mi(v,; —uyg)
=-M,p

ve p(t,) = p(t, +T) oldusundan tekrardan Lemma 1.2.1 i kullanirspk<  ydni
V,; <Uy; oldugu goruldr. Bu sonug tln = 12,...,n, icin dogru oldusundany, <u,
elde edilir. Yani induksiyon gege Uk N igcin J Uzerindev, <u, elde edilm§
olur. k - eigin limit aldigimizda v < u, oldugu gorulur. Aynisekilde J Uzerinde
w=u, oldugu gosterilebilir. Bt‘)ylelikle{v,w} ciftinin (5.1.1) sisteminin genmis
periyodik minimum ve maksimum quasi-¢bzim gifti widnu gosternsi olduk.
(5.1.1) PSDP sisteminin herhangigbz[]mu{u,u} eslenmis periyodik quasi-¢6zim
cifti olarak d@undlebilecgi icin J Uzerindev<u<w oldugu acikca gorular.
Baoylelikle ispat burada bitrgir.
Teorem 5.1.2:Kabul edelim ki Teorem 4.1.1 igartlarn sg&lansin. Bunun yaninda
V,(t) <u, v<wy(t) oldugsu durumdal >0 olmak tzeref fonksiyonu

(u-v, fE,u) - (V)< -Lju-v* (5.1.4)

sartini sglasin. O zaman (5.1.1) periyodik sinirgde problemi sisteminin tek
periyodik u ¢6zumu vardir.

Ispat: Gorildiglti Uzere ispati yapmak icin sadese=w oldusunu gostermek
yeterlidir. Bunun icin P=Zn:|vi—vvi|2 tanimlayahm. p(t,) = p(t, +T ) oldugu
i=1
aciktir. (4.1.4) gtsizligini kullanarak
p'= 320 ~w)(y ) < -2y —wf* =-2Lp
i=1

elde ederiz. Boylelikle Lemma 1.2.1 i kullanargks s@nucu yani buradan da

p =0 sonucu ¢ikar. Bu dd Uzerindev = u =w demektir ki ispat burada bitsgtir.
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5.2 Sonlu Sistemler iginiki Monoton Fonksiyon Cinsinden

Monotoniterativ Teknik

Bu bolimde sonlu sistemler igin gatarafi monotonluk Ozelline sahip iki
fonksiyonun toplamgeklinde yazilabilen lineer olmayan sinirgée problemleri igin

monoton iterasyon tekgii inceleyecgiz.
Tanim 5.2.1: f,gOC[IxO",0"] i¢in
u'=f(,u)+g(tu), ult)=ult,+T), tOJI=[t,t,+T] (5.2.1)
periyodik sinir dger problemi sistemini ele alalimggr v, wOCJ,0"] igin
v ftv)+g(t,w), v(t,)sv(it,+T), tOJ (5.2.2)
w2 f(t,w)+gt,v), wt)2wt,+T), tOJ (5.2.3)
esitsizliklerini saggliyorsa t0J icin v(t) ve w(t)vektér dgerli fonksiyonlarina
(5.2.1) P.S.D.P sistemininslenmis alt ve Ust ¢cozimleri denir.
Tanim 5.2.2 : f,g0OC[XxO",0"] olmak ulzere yukaridaki (5.2.1) periyodik sinir
deger problemi sistemini ele alalinh<i <n olmak Uzere her birsabit dgiskeni
icin p. + 0, =n-1 ssitli gini saglayan negatif olmayam, ve g tamsayilarini alalim.
Bu durumda yukaridaki denklem sisteminin geneletdi ,1<i < n olmak lzere
u'= ftu,[ul, [ul,) + g tu,fu], [ul,)  uw(t)=u(,+T), t0J (5.2.4)

seklinde de yazabiliriz.
Tanim 5.2.3: Yukarida verilen (5.2.4) periyodik sinir @& problemini ele alalim.

v,wdC'J,0" ve fOC[IxI",0"] olmak lizere ger

WS VL, W) + g W I, [VD,) Vi) SVt +T) =120

w2 W, W, V) + 6 VLIV, W), W) 2 W +T) i=12..n
esitsizlikleri saslaniyorsa v ve w fonksiyonlarina (5.2.4) sisteminin sirasi ile
eslesmis alt ve Ust quasi- ¢ozum ciftleri denir.
Tanim 5.2.4:v,wOCJ,0"] ve fOC[IxO",0"] olmak lizere ger

W= vV, W) + 0 G I, VD) Vi) =Vt +T) =120

W= W W, V) + 6 VIV, W) Wilt) =W, +T)  i=12..n
esitlikleri saglaniyorsav ve w fonksiyonlarina (5.2.4) sisteminiglenmis periyodik

quasi-¢ozum ciftleri denir.
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Teorem 5.2.1: v, ve w, (5.2.4) denkleminin sirasiylal tzerinde v,(t) < w,(t )
olacaksekilde elenmis alt ve Ust quasi-¢ozum ciftleri olsur. ve g tanim 5.2.2'nin

sartlarina uygun fonksiyonlar olsun vé ile g asagidaki sarti sglasin dyle ki:
i=12,...k, v 2\;i ve w <w icin m =0
[fi(t, v VD, [wDg ) = £V VD TG )]

{9 W, W], VI, ) — gt Wi [, [V )] 2 —mI(y —vi) + (W —wi)]
(5.2.5)

olsun.

Bu durumda{v, (t)} ve {w,(t)} gibi iki monoton fonksiyon dizisi vardir dyle kiub

diziler n - o icin duzglin ve monoton olarak ve « gibi iki fonksiyona
yakinsarlar dyle ki b& ve « fonksiyonlari (5.2.4) denkleminirglenmis minimum
ve maksimum ¢ozumleridir.

Ispat: v, =v ve w,=w alalim. v, ve w, asagidaki denklem sisteminin ¢6zimii
olsun.
vy (O vy (1) = £ (8 Vo [Vol s [Wolg ) + 95 (6 Wo . W] 2 [Volg ) + mveg, ()
=H, vy, W,,;) Vyi(te) = vy, (t, +T) toJ (5.2.6)
W' (8) + mwg () = i Wog [Wo],  [Volg ) + G (E Vo, [Vol ) + Mg (1)
=H W, Vo, ) W (t) =w, (G, +T) toJ (5.2.7)
f.ve g, fonksiyonlarr JxIJ  Uzerinde surekli oldtundan (5.2.6) ve (5.2.7)

denklemlerinin J Uzerinde ¢6zumleri mevcuttur ve tektir. (5.2.6) gdzumuni
asagidaki gibi bulabiliriz.

Once (5.2.6) in iki tarafine™ ile carpalim.

€M, (t) + me™ vy, (1) = H, (t, Vg, , Wy, ) €™

= (v, (™)'= H, (t,vy;, Wy, ) €™

iki tarafin t,’dan t’ye integralini alirsak

t
Vi (0™ ~ v, ()™ = [H (s,v,;, )& ds

%)
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t
= Vi (t) = Vi (t,)e™ (to=t) 4 g™mt I H. (s, Vo Wo, )e™*ds

to

buradan da
to+T
V:Li (to + T) - V:Li (to)e—mT + e—mi (to+T) J' Hi (S, Vo,i !Wo,i )emisds

to
elde edilir. v, (t;) = v;; (t, + T) oldugu icin

to+T
IH (S, Vo, » Wy, )€™°ds elde edilir.

to

e mto

v, (o) = Vi (o +T)—
Ayni sekilde (5.2.7) nin ¢ézumi de

t
W (t) = w (o)™ + e_mitJ-Hi (S, Wy, Vo, )€™°ds

to
e_mto to+T
W (t) =W, (t, +T) = o jHi (S,W;,V,,)€™°ds seklinde elde edilir.
to

Ayni sekilde [On > 0 dogal sayisi icin
Voeri (O MV (0) = GG VL IVa] G T ) + 6 6w Tw ] [Va]g ) + My, (1)
=SH (VW) Vi (t) = Vi (G +T), tdJ (5.2.8)
Wi (0 MW, (0 = £ W IWa] 0 Vel ) + G (6 Ve [Va] 5 TWal g ) + mwg ()
SHGW Vo ) W () = Wop (6 +T),  t0J (5.2.9)

denklem sisteminin ¢ozimi yukaridaki gibi

tohT

n+l,| (t) Vn+l| (t )em(to g te e .[H (S an 'Wn,i)emsds (5210)(&)
to
e —mity to+T
Voo (to) = Vi, (t +T) = j H,(s,V,;, W,,)e™ds (5.2.10)(b)
W (1) = Woun, ()€™ + €™ [ H (5w, v, )€™ ds (52.11)(a)
e —mity to+T
Wiapi (t) = Wiy (o +T) = j H,(s,W,,,V,,)e™ds (5.2.11)(b)

seklinde elde edilir.
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Simdi i =1,2,...,k den biri olmak tizere sabit bidegeri igin {vn‘i} dizisinin artan ve
{wn,i} dizisinin azalan bir dizi oldiunu gostereggz. Bunun igin
) Vi, 2V Ve W, < W,

i) ViV, ve W, SW olduzunda Vo 2V, ve W,

n+1,i

<w,, oldusunu
gostermemiz yeterlidir.

OncetOJ igin v, 2V, oldugunu gdsterelim. Bunun igirp,; (t) = v, (t) = v, (),
tdJ fonksiyonunu tanimlayalim.

Py (1) +mpy; (1) = Vo, "(t) — vy, "(1) + Mg, (1) —mvy, (t)

< Vo () + Mg, (1) = £ (G vy (0. [V, Twal g ) = 95 (6w (), Iwa] 0 [V ] ) — myvy (1) = 0

Py (te) = Vi, (te) = Vo (tg) = Viu(t +T) =V, (tg) 2 Vi, (b +T) =g, (t, +T) = p, (t, +T)
Yani t0J icin  p;'(t)y+mp,(t)<0 ve p,(t,)<p,{t,+T) elde ederiz.
Lemma 1.2.1 i kullanirsald Gzerindep,; < Qaniv,; >v,; elde ederiz.

Simdi tOJ igin w,; <w,; oldusunu gosterebilmek icirg,; (t) = w;; (t) —w, (t ,)
t0J tanimlayalim.

q:Li '(t) + mqli (t) =W '(t) = W, I(t) + qu (t) - miWo,i (t)

< = fitWo, . [Wol 1 [Volg ) = G (6 Vo Vol [Wo 1 ) = mwg, (1) +wy "(t) + mwy, () = 0

Oy (o) = Wy () = Wy, (L) < Wy (t, +T) —wy; (t,)

=Wy (o +T)—wy, (L, +T) =0qy, (t, +T )
Yani, tOJ igin qy;'(t) +may (t) < 0 ve q; (t,) < g, (t, +T) elde ederiz. Lemma
1.2.1 i kullanirsak] Gzerindeq,; < Oyani w;; < w,; elde ederiz.

Simdi kabul edelim kiOn=1 i¢in v,; 2v,_,; ve w,; <w,_,; olsun. Oncey,

i n+1i

2V,
oldugunu gosterelim. Bunun icimp,,,; (t) =v,; (t) - v,.,; (t fanimlayalim. O zaman
P e (0 F M Py (0 =V (0) = Vi () My (8) - myv,; (1)

=V (O +my () = Vi (0 - myv, ()
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== fi Vo Vol o IWolg ) = 95 (EWe T, 1 Vel ) — My, (0 + V' (O +myv, ()
== fi Vo Vol o IWe g ) = 95 (6w Twi s TVl ) = Mg, (1)
+ 8 (Vg Vol [Woo g ) + 9 Wy [We T Vil + MV (1)
=i Vg Vol g [Woalg ) = T (Vo0 Vil TW4 ]G )]
O W s [Woa D [Vial ) = 9 W (W s VR )T+ Mvy (8 = mv, (1)
< =M (Voegg = Vi )+ (Woog = W )+ MV, (6 = myv,, (1)
=-m(w,,; -W,;)<0
B (1) = Vurs (t6) = Vs (to) = Vi (tg +T) = Vo (b +T) = Py (o +T)
Boylelikle Lemma 1.2.1 i kullanirsakl Uzerinde p,,;; < Oyani v,,,; 2V,; elde
ederiz. Ayni  kabullerle w,,,; <w,; oldusunu gosterelim. Bunun igin
Oneg; (1) = W, (1) — W, () tanimlayalim. O zaman
Q pags (0 F M G (1) = Wy (O =W (O +mw,y; () —mw, (1)
= W (O FMw,, (8) = w (6 —mw,, (1)
= £ W W Vol ) + 9 (6 Vo Vel s [Wol g ) + mwg, (F)
= O Woogi s [Woa ] Vil g )+ 9 (Vi [V D o [Waa g ) + Mgy (8]
=L, Wy [, 1 Vol ) = F (6 Wy W], [V, ] )1+
+[05 (6 Vo [Vl o IWa 15 ) = G5 (6 Viogi [Viea D o TWaa 1o )T+ My (W (1) = Wy (1)
< =MW = Wog) + (Vo = Vo )1+ M (Wo; = w )
=M (Vy; ~Voyy) < 0
Qs (f0) = Woi (t0) = Waayi (G6) = Wi (o +T) = Wouyi (o +T) = G (G +T)
Boylelikle lemma 1.2.1 i kullanirsakl Gzerindeq,,,; < Oyani w,,,; <w,; elde

ederiz.

Simdi [On>1dogal sayilar icin ger v,;<w, ise V., <W,,; oldugunu
gosterelim. Bunun igin) Uzerindep,,,; (t) = V,.,; (t) - w,,,; (t )tanimlayalm.

pln+],i (t) + m pn+l,i (t) = VIn+1,i (t) - Wn+l,i (t) + rT}Vn+1,i (t) - ranH,i (t)

= Vln+1,i (t) + rT}Vn+l,i (t) - Wn+],i (t) - ran+l,i (t)
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= i O Va Vel g IWalg ) + 9 (W IWL T L [V ) + My,
- HEw Wl [Valg ) = 0 GV Vil IWa g ) — mwg,
=06V IVl IWalg ) = i (v Vil W, )]
[0 (W (Wolp [Valg ) = 9 (6 Vo Vel o [Wa 1 T+ My —mw
< =M (Vs = W) + (W, = V) + MY, —mw,,
= m (v, W, ) <0
Prosi (o) = Woigi (t0) = Ve () = Wi (b +T) = Vi (b +T) = Py (G +T)
Lemma 1.2.1 i tekrar kullanirsakl Uzerinde p,.,; < Oyani w,,,; >Vv,,,; elde
ederiz. Yani On=1 ve 0i=12..k dogal saylar icin w,;>v,; oldugunu
goOstermg olduk.
Bu durumdaldt 0 J igin

V() Sv(t) <...sv () Sw (t) Sw (1) < ... w(t) S wy(t)
elde edilmg oldu.
simdi {v,(t)} ve {w,(t)} fonksiyon dizilerinin n - o icin diizgiin ve monoton
olarak sirasiylafd(t e «(t) fonksiyonlarina yakinsagini goésterelim.Bunun igin
sabit bir i =12,...k icin{y,,(t)} ve {w,, (t)} fonksiyon dizilerinin n - e igin
dizgiin ve monoton olarak sirasiyia(t vé «(t) fonksiyonlarina yakinsagini

(standart argiimant) géstermemiz yeterlidir ¢ctikk&onlu bir dgal sayidir.

Yukarida gosterdimiz Gzere OnON i¢in J Uzerindev, <v; <w, s&lar. Yani
{v.}, 3 tzerinde sinirli bir dizidirJ kompakt oldgu, v, ve w, stirekli olduklari
icin v,; ve wyIn J uzerinde minimum ve maksimum gleri vardir. Boylelikle
{vni}, J Uzerinde strekli fonksiyonlarin dizgin sinirli dhizisi olur. k sonlu bir sayi
oldugu igin {v,} dizisinin diizgtin sinirh bir dizi oldiu agikga goriilir. Ayngekilde
{wn} nin J dzerinde surekli fonksiyonlarin diizgiun sinirh 8izisi oldyzu gorulir.

Bunlarin yaninda, henO N igin {vnm} denklem (5.2.8) nin ¢6zUmu olgiundan

{v,'}dizisi J Uzerinde duzgun sinirhdir.Yadi Uzerinde

[M > 0o6yle kiOnON
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Via O <[ €V IVl I 1)+ 9 W TW s [Vl |+ M Vo (0 =, (8] < M

olur. O zaman ortalama ger teoremini kullanirsak
Ox,yOJ  LEO(xy) oyle ki v, (y) =V, (X) = (y =XV, ()

buradanda Ox, yOJ | vy(y) -V, (X | <] y=—x|M,

elde ederiz. Gorlldiii izereM, buradax ve y ye ba&l degildir. J:Mi alirsak

{vni} dizisinin J tzerinde gsurekli old@gunu gortriz.k sonlu bir sayr oldgu icin
{v.} dizisinin de gsurekli old@u agiktir. Boylelikle{v,} dizisi J tizerinde gsiirekli
ve dizgun sinirl oldgu icin  Arzela-Ascoli teoremine gt‘)r{a/n} dizisinin oyle bir
{vnm} alt dizisi vardir kiJ tizerinde diizgiin yakinsafv,} dizisinin monotonlgunu

de kullanirsakd uzerindelimv, (t) =J(t )duzgun yakinsagini goruruz.
Diger taraftanJ Uzerinde yakinsaklik diizgun yakinsaklik gducin Oa [ J igin
Itim I(t) = Itim(lim vn(t)) =lim (Itim vn(t)): lim v (t,) =J(t,)
sgilanir. Boylelikle 9 ’'nun J Uzerinde surekli oldgunu séyleyebiliriz.
Benzersekilde {Wn(t)} fonksiyon dizisininJ Uzerinde dizgin ve monoton olarak
a(t) surekli fonksiyonuna yakinsag gosterilebilir.
Simdi J(t) ve «(t) fonksiyonlarinin glenmis minimum ve maksimum ¢6zum cifti
oldugunu gosterelim. Bunun igin 6nat v «(t)'nin
J'(t) = f(t,I)+at,a) I(t,)=d(t,+T) tOJ (5.2.12)
alt)=fta)+9t,d), awt)=awt,+T) tOJ (5.2.13)
denklemlerini sgladigini gosterelim. (5.2.10)(a) ve (5.2.10)(b) de &iafinn — oo

icin limitini alirsak

t
5 =9, ()" +e™ [Hi(s,8, ag)e"ds

to

to+T
j H.(s,2,w)e™ds

to

e_mto

)=+ T)= oy

olur. Bu durumda
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t
9'(t) = -m8 ()€™ ~me™ [H, (.8, @)e™ds + € ™H, (5,8, &)™

to
=-mF () +H, (.5, @) =-mJ 1) + f,(t,F) + g (t, @) + mI(t)
=f(L)+gtw)
olur ki boylelikle J(t) ve «(t)nin J Uzerinde (5.2.12) i ghadigini gostermy
oluruz..Simdi (5.2.1) denklemininv,(t) < u(t) < w,(t sartini sglayan herhangi bir
u(t) ¢ozimu icin J aralginda v,(t) < J(t) < u(t) < w(t) S w,(t) esitsizligini
sagladigini gostermeliyiz.indiiksiyon tekniini kullanarak kabul edelim kin 0N

olmak uzere v, (t)Su(t) s w,, (1), t0J olsun. J tzerinde
Preyi (1) = U, (1) + V4, (1) tammlayalim. O zaman
Py () +Mp (1) = -0 (1) + V' (1) —mug () +my,; (1)
==U () - mu () + Vg () +my, ()
=-fitu)-g E@u)-mu )+ fitv,)+g tw,)+my,(t)
=-ft,u)+ftv,)-gtu)+g tw,,)+m(uy +v,)
L QU R CTEA N ES TR
=-m(-u +w,;)< 0
P (to) = U (ty) = Vi () = Ut +T) =V (G, +T) = p(t, +T)
elde edilir. Lemma 1.2.1 i kullanirsakldi =12,....k icin p,(t)<0 vyani
u (t) 2 v,,,, (t) elde ederiz. Bu da(t) = v,,,(t $onucunu verir.
Ayni sekilde J Uzerinde g (t) = -w,,,; () +u(t ) tanimlayarak w,,,(t) = u(t )
oldugunu gosterelim.
0" () + Mg (t) = —W.p; () ;" (1) ~ MW, (1) + mu; ()
=W (O = mwe; (1) +u (1) + mu ()
==fitw, ) = g (G vy) —mw, () + f (G uy) + g, () + mu, (t)
=-fitw, )+ fitu)-gtv,)+g Gu)+mw +u)
< = [=w +u) + (Vo +u) ]+ m ()
=-m(-v,; +u)= 0

qi (tO) = Wn+1,i (tO) - ui (tO) = Wn+1,i (to +T) - ui (to +T) = qi (to +T)
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elde edilir. Lemma 1.2.1 i tekrar kullanirsak = 1,2,...,k icin J Uzerindeq,(t)< O
yani w,,;(t) 2 u(t) elde ederiz. Bu dd Uzerindew,,,(t) = u(t )sonucunu verir.
Boylelikle J Gzerinde OnON icin v, (t) < v,(t) S u(t) < w,(t) < w,(t) oldugunu
gostermg olduk. n — oo icin limit alirsak

V,(t) < 2(t) S u(t) < w(t) < wy(t )
elde edilir ki bu dag(t Ve «(t)'nin sirasiyla (5.2.1) denkleminirglesmis minimum
ve maksimum ¢6ziim ciftleri olgunu ispat ededspat burada bitngiir.
Tanim 5.2.5: f OC[JxO",0"] fonksiyonunu alalim. ger her i degeri igin
fi(u,[u],,[u]l,) fonksiyonu [u],6 ya gére monoton azalmayan ], ya gore
monoton artmayan isé fonksiyonu karma quasi-monoton Ozgiie sahiptir denir.
Teorem 5.2.2: v, ve w, (5.2.4) denkleminin sirasiylal tzerinde v,(t) < w,(t )
olacaksekilde glenmis alt ve Ust quasi-¢ozum ciftleri olsuri. ve g tanim 5.2.2'nin
sartlarina uygun vef fonksiyonu[u], bilesenine gore azalmayarg fonksiyonu
[u], bilesenine gére artmayan fonksiyonlar olsun.  Bu thdaf{v,(t)} ve {w,(t)}

gibi iki monoton fonksiyon dizisi vardir dyle ki bdiziler n - o ic¢in duzgin ve
monoton olarakdy ve « gibi iki strekli fonksiyona yakinsarlar dyle kiuhy ve @
fonksiyonlari (5.2.4) denkleminirglenmis minimum ve maksimum ¢6zumleridir.
Ispat: Goruldigu tizere bu teoremde bir 6nceki teoremden farkhaglgart (5.2.5)

yerine f ve g fonksiyonlarinin artan ve azalanlik 6zgillkonulmaktadirispat ayni

sekildedir. Sadece bir dnceki teoremin ispatigaid (2.4.5) in kullanildil yerlerde

bu ispatta f ve g fonksiyonlarinin artan ve azalanlik 6zgllikullaniimaktadir.
Buna bir 6rnek olarak (5.2.11)(b) den sonraki slat{lvn} dizisinin monoton artan ve
{Wn} dizisinin monoton azalan olg@u gdsterilmektedirSimdi biz (ii) inci kisimdaki
{v.} nin monoton artan olma durumunu yeni kabulimiiskerelim:

‘Simdi kabul edelim kiln>1 igin v, ; 2V, _;

1
)

ve w,; <w,_,; olsun. Oncev

n+1,i 2 Vn,i

oldugunu gosterelim. Bunun icimp,,,; (t) =v,; (t) - v,.,; (t fanimlayalim. O zaman
pln+1,i (t) + m pn+1,i (t) = Vln,i (t) - Vln+1,i (t) + rT‘Evn,i (t) - rnvnﬂ,i (t)
= Vln,i (t) + rnvn,i (t) - Vln+1,i (t) - rnvnﬂ_,i (t)

= fi (t!vn—l,i ! [Vn—l] pi? [Wn—l] Gj ) + g(t, Wn—],i ! [Wn—l] o 1[Vn—1]qi + rnvn—],i (t)
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- fi (t’Vn,i ' [Vn] P ![Wn]qi ) - gi (t’Wn,i ' [Wn] o 1[\/n]qi ) - n1Vn,i (t)
= [ fi (tivn—l,i ' [Vn—l] pi? [Wn—l] G ) - f (t’Vn,i ' [Vn] P 1[Wn]qi )]

O W,y [Woad o [Vaalq ) = 9 W, W, T VR ] )T+ My, () —mv,, (1)
f

, V ye gore artan w ya gore azalan ve,, v ye gore azalanw ya gore artan ve
Vi 2V, Wy S W, oldugu igin
SR (VAT L7 PO LAY P Rl AT LAWY PN LAY P

OO Wo 10 [Wooa] p [Vialq ) = 9 W g TWo s 1 s [V ] )T+ My () — mv (1)
=m(V,y; —V,;) <0

Presi (o) = Vg (o) = Vi (t) = Vg, (b +T) =V i (g +T) = Py (t +T)
Boylelikle lemma 1.2.1 i kullanirsakl Gzerinde p,,,; < Ovyani v,,,; 2V,; elde
edilir.’
Yukaridakisekilde gerekli dizenlemeler yapignda bu ispat kolaylikla yapilabilir.
Ispat burada bitniir.



77

6. SONLU SSTEMLERDE PERIYODIK SINIR DE GER
PROBLEMLER iNiN COZUMLER iNE SUREKLI
OLMAYAN ALT VE UST COZUMLER YARDIMI  iLE
YAKINSAMA.

Simdi bu boélimde ikinci ve dérdinct bélimde yaptrtkiazi sonlu sistemler igin
genelleyecgiz. Yani bu bélimdev alt ¢bzimu vew ust ¢ozUmul Uzerindeki
kosullar zayiflatildginda da oOyle kiv ve w sonlu sayida sigrama sureksizie

sahip olsa da Benci bélimde yaptiklarimizin gecerli olgunu gostereggz. Besinci
bélimde oldgu gibi f OC[JxO",0"] olmak Uzere r tane periyodik sinir gée
probleminin kapal formunu
u'=f(tu), ut)=ult,+T), tOJ (6.1.1)

seklinde gosterebiliriz. Simdi, 1<i <r olmak lzere her birsabit dgiskeni icin
p +q =r -1 ssitli gini saglayan negatif olmayarp, ve g tamsayilarini alalim. Bu
durumda yukaridaki denklem sisteminin genel ifagiesl<i <r olmak lzere

u'= fitu,[u], ul,),  ut)=ul+T), tOJ (6.1.2)
seklinde de yazabiliriz.ikinci bolimun baindaki bilgiler siginda gagidaki
tanimlari tekrar verelim.
Tanim 6.1.1: Yukarida verilen (6.1.2) periyodik sinir @ problemini ele

alalim.f OC[JxO",0" ] olmak Gzereger Oi =12,....,r igin
v's fitv,[vl,.[W,), tOJ, t#£t, k=12..p
v () < vit,), k=12,..,p
Vi(t) = Vit +T)

ve
w'z fit,w,[w],.[V],), tOJ, t#£t, k=12..,p
W) = wit, ), k=12,..,p

W (t) 2 Wi (t, +T)
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esitsizlikleri sagslaniyorsa v ve w fonksiyonlarina (6.1.2) sisteminin sirasi ile
eslesmis alt ve Ust quasi- ¢cozum ciftleri denir.
Tanim 6.1.2: v,wOC'J,0"] ve fOC[JxO",0"] olmak iizere ger

W= VM, W), W) =v(+T) =12

w= W, VD), wWit) =Wt +T) T=12..r
esitlikleri saglaniyorsav ve w fonksiyonlarina (4.1.2) sisteminiglesmis periyodik
quasi-¢ozum ciftleri denir.
Teorem 6.1.1:Kabul edelim ki aldiimiz v,w1Q sonlu tane sicrama sureksintie

sahip (6.1.2) sisteminirgkesmis alt ve Ust quasi-¢ozum ciftleri olsun.
Bunun yaninda

M, > 06yle ki

fi (t’ ui’ [u] p? [u]qi ) - fi (t’Vi1 [V] pi? [V]qi) 2 _Mi(ui _Vi)’ (613)
sgglansin. Bu durumddv, Ye {w,}gibi dyle iki monoton fonksiyon dizi vardir ki
V,=Vvsv <w, <w,=w OnON sglar ve denklem (6.1.2) nin sirasiylgleamis

quai-minimum ve quasi-maksimum ¢ozimlerine sirasdyliizerinde dizgin olarak
yakinsarlar.

Ispat: Varsayalim kiv, =v alalim. v, i asagidaki denklem sisteminin ¢6zimi
olarak

v, @) +my,(t) =90, (t), tOJ, t£t, k=12..,p,

vy, () = v, () k=12,..p (6.1.4)

Vyi(to) = vy (L, +T)
Buradagy, (t) = f; (t, vo; (1), [Vo], , [Wol ) + MV, (1), tUJ seklinde tanimlanngtir.
Aciktir ki denklem (6.1.4) Un tek ¢ozimu vardir @\g dir. Bunu gosterelim. Once
p tane bglangi¢c dger problemini ele alalim.
Herk =12,...,p i¢in

Vi F MV (0 = 9o (1) 1Ot ],
Vi (8) = Vo, ()

p tane balangi¢ dezer problemini ¢ozelim. Bu bize hef] (t,,t,,, i¢in
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t
Vs (8) = Vi (8) = Vo, (1) + e 9g, (9)ds, tO (bt ], k=12..p.

ty

¢Ozumunu vermektedir. Sonra
V;L,i O(t) + rT]VJI..i O(t) = gO,i (t)! t D [tO’tl]
Viio(to) = Vi (L +T)

baslangic dezer problemini ¢bzelim.Bunun da ¢6zimi

t
Vi o(t) = vy 0(t)e™ 0 + j e (t_s)go,i (s)ds, tO[t,, 1], (6.1.5)
to
to+T
Vi oty +T) =y, (t,)e ™77 + [ g, (s)ds, (6.1.6)

tp

Viio(t) =Vy; (L, +T) oldugu icin de (6.1.6) y1 (6.1.5) de vyerine koyarsak

to+T t
Vi oft) = Vo, (t,)e"OT + [em T g, (s)ds+ [e Mg, (s)ds
t to

p

seklinde buluruz.

Son olarak da

{Vli o), t Oty 1]
Vi) =4 ™
Vi, 1O Gl k=12,p.

Aciktir ki vi; 0Q ve v, (t)) = v, (t, + T )saslanir.
Genel olarak, hern=1 igin g,;(t) = f, ¢t v,;(©),[v.],, [W],)+mv, ), tOJ
olmak tzerev,,,,
Voo )+ My, (1) =g, (), tOJ, t2t, k=12..,p,
Vours (6 = Vi (1), k=12...p, (2l
Vieai (o) = Vougi (G +T)
periyodik sinir dger problemi sisteminin tek ¢ozumudur. Yukaridakigr,,,; 0Q

veyv

n+1i

in acik ifadesini gagidaki gibi verebiliriz.
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T t
v, (t,)e " + e Tg, (s)ds+[e™ g, (9)ds,t D[ty ],
t

Vn+1,i = tp o (618)
vy, (t)E + [eMg (s)ds,t O (1, bl k = 12,00,

ty

Ayni sekilde w,,, fonksiyonu elde edilebilir.

Simdi asagidaki Ozellikleri gostererel{v, r}in azalmayan ve{wn} nin artmayan
diziler oldyzunu gosteregaz.
) Vv, Svvew, 2w
i) V,,<Vv,vew_ 2w, ise v,<v,,ve W 2w, n=1
i) yi ispatlamak icina,; =v,; —Vv,; tanimlayalim.v, =v (zerine hipotez gege
ay' (1) + may; (1) =V (1) = Vo, (1) + mvy (8) —mvg, (t)
=V (O +mvy (1) — Vi, () —mve, (1)
= £ (6 Vo, (), Vol [Wolg ) + MV, (1) = Vi, () =My () 20, t # 8,
a,, () = v, () —v () =vi(t) -vi(t) =0 k=12..p,
ay;i(ty) = Vg (L) Vo (te) =V, (G +T) — vy (L, +T) 2 ay, (t, +T)
Lemma 2.2.2 yi kullanirsald Gzerindea,; < Oyaniv,; <V, elde edilir.
Ayni sekilde w, = w, oldugu gosterilebilir.

i) yi ispatlamak icina. v, tanimlayalim.

n+:L| n+1|

n+1| (t) + mamll (t) v n+Li (t) an (t) + m n+1i (t) - n]Vn,i (t)
=V n+Li (t) + m n+1i (t) _Vln,i (t) - n.|Vn,i (t )

= £ (Vo Vol [Wolg ) MV = (G Voosi [Vl o s [Woalg ) =MV

=06 Vo Vol g IWlg ) = B (6 Vi Vool g [Wa gl DT = MV g + M
J Gzerindev,; 2 v, ,; oldugu igin (2.1.2) yi kullanirsak

2 =MV, (©) = Voo, O+ MV, (O -V, (0] =0, t21,

elde edilir.

n+:L| (t ) n+1| (t ) _Vn,i (tI:) = Vn,i (tk) _Vn,i (tl:) 2 O’ k = 1'2 ----- p’
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i (ty) 2 a,,,(t,+T)
oldugundan da Lemma 2.2.2 yi kullanirsdk Gizerindea,,,; = Oyaniv,,, 2v, elde
edilir. Boylelikle {vn’i} fonksiyon dizisinin azalmayan bir dizi olgunu gosternyi
olduk. Ayni sekilde (6.1.3) ve Lemma 2.2.2. kuIIanllar{;wnvi} dizisinin artmayan
bir dizi oldusu ve daha sonra dai =12,...,r icin

Vo SV SV S..SV SW; S S W S W S W,

oldugu gosterilebilir.ispatin bundan sonraki kismi Teorem 2.3.1 in ve dads.1.1
in son kisimlar kullanilarak kolaylikla yapilabilBu yizden bu kismi gegiyoruz.
Baoylelikle ispat bitmgtir.
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6.2 Sonlu Sistemler iginAlt ve Ust Coziimin Sonlu Sayida
Sureksizligi Durumunda iki Monoton Fonksiyon

Cinsinden Monotoniterativ Teknik
Bu boélimde sonlu sistemler icin gatarafi monotonluk 0Ozeliine sahip iki
fonksiyonun toplamseklinde yazilabilen lineer olmayan sinirgde problemleri igin
alt ve Ust ¢c6zimun sinirli sayida sicrama suraksialsa dahi monoton iterasyon
teknigin gegcerli oldgunu gOsteregaz.
f,gOC[IxO", 0] icin
u'=f(,u)+g(t,u), ul)=u(t,+T), tOJI=[t,t,+T] (6.2.1)

periyodik sinir dger problemi sistemini ele alalim.
Tanim 6.2.1 : f,gOC[IxO",0"] olmak Uzere yukaridaki (6.2.1) periyodik sinir
deger problemi sistemini ele alalinl<i <r olmak lzere her birsabit dgiskeni
icin p. +q =r -1 ssitli gini saglayan negatif olmayam, ve g, tamsayilarini alalim.
Bu durumda yukaridaki denklem sisteminin geneletdi ,1<i < n olmak lzere

u'= ftu,[ul, [ul,) +gEu,ful,,[ul,) ul)=ul+T), tOJ (6.2.2)
seklinde de yazabiliriz.
Tanim 6.2.2: Yukarida verilen (6.2.2) periyodik sinirgher problemini ele alalim.
i =12,...rve v,w 0Q, olmak Gzerev=(\,,V,,....V;,) ve W= (W,W,,...,w,) alalim.
f OC[IxO",0"] olmak Uzere ger

WS vV, W) + 0 (tw[wl, [Vg) tOJ, t#t, k=12..p

Vi (t)) < v(t, ), k=1212,...p

Vilt) V(G +T)

ve
w2 (tw, [, [M,) + 6tV (W), t0d, t#t, k=12..p
W (t)) = w(t, ), k=12,...,p

W (f) 2 Wi (to +T)
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esitsizlikleri sagslaniyorsa v ve w fonksiyonlarina (6.2.2) sisteminin sirasi ile
eslesmis alt ve Ust quasi- ¢cozum ciftleri denir.
Tanim 6.2.3: v,wOC'J,0"] ve fOC[JxO",0"] olmak iizere ger

V= £V, W) + 0 W W, V). M) =it +T) =12

W= f W WG VD) i VIV W) Wilte) =Wt +T) T =12,.r
esitlikleri saglaniyorsav ve w fonksiyonlarina (6.2.2) sisteminiglenmis periyodik
quasi-¢ozum ciftleri denir.
Teorem 6.2.1: v, ve w, (6.2.2) denkleminin sirasiylal tzerinde v, (t) < w,(t )
olacak sekilde glenmis alt ve Ust quasi-cozim ciftleri olsunf ve g tanim

6.2.1'nin sartlarina uygun fonksiyonlar olsun vé ile g asagidaki sarti sglasin
oyle ki: i =12,...k, v 2\;i ve w <w icin Im =0
[fi (v [V, WG ) = £ (VL IV, T )]

+[gt,w, [w], . [Vl,) - 9t Wi [W], [V, )] 2 -m[(v -v) + (W -w)]  (6.2.3)
olsun.

Bu durumdafv, (t)} ve {w,(t)} gibi iki monoton fonksiyon dizisi vardir éyle kiub

diziler n - o igin dizgin ve monoton olara¥ ve « gibi iki fonksiyona
yakinsarlar dyle ki bud ve « fonksiyonlarn (6.2.2) denklemininslenmis
minimum ve maksimum ¢ézumleridir.

Ispat: v, =v ve w, =w alalim. v, asagidaki problem sisteminin ¢6zimu olsun.
Vi (©) +mvg () = Ho, (6 Vo, W), t0J, t#£t, k=12...,p,
Vi (8 = Vo, (L) k=12,...p
Vii(to) = vy, (t +T ) (6.2.4)
Burada H;(t,v,;,W,,;) = ;i (t,v,,; (1) + 0, (t,wy; (1)) + mvy; (1), tO0J seklinde

tanimlanmgtir.

Aciktir ki (6.2.4) periodik bglangic dger probleminin tek bir ¢6zUmi mevcuttur.

Once p tane bgangic dezer problemini ele alalim.

Her k =12,...,p icin

Vi'l.,i,k(t) + rr]Vl,i,k(t) = Hi (t’ VO,i ! WO,i) tQ (tk’tk+1]1
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Vl,i,k(tI:) =Vo,i (t)
p tane balangi¢ dezer problemini ¢ozelim. Bu bize hef](t,,t, +T idin

t
Vii (t) = Vl,i,k(t) =Vo,i (tye™ 0+ j e (I_S)Hi (s, Voiis Wo,i)dsy tO (ot ]

ty

k=1212...,p.

¢Ozumunu vermektedir. Sonra

V'l,i o) +mvy o (t) = Hi(t, vy, W), tO[t, ]
Viio(ty) = Vl,i,p(tO +T)

baslangic dezer problemini ¢dzelim.

Son olarak da

(t) {Vlyi 0 (t),t U [to' tl]
V, =
H Vli,k(t)!tlj(tk'tkﬂ]’ K :12,...,|O.

Aciktir ki v;; 0Q ve v;;(t,) = v, (t, + T )salanir.

Genel olarak , hem>1 icin H,(t,v,;,w,;) = (v, (1) +my,;(t), tOJ olmak
uzerev,,,,
Voot ) + MV, (1) =H (v, W), t0J, t£t, k=12..,p,

Vo () = Vi, (8, k=12,..,p, (&P
Viesi (t) = Vg, (G +T)

periyodik sinir dger probleminin tek ¢ézimududr. Yukaridaki gilj,, 0Q ve

V,

n

. 1IN acik ifadesini gagidaki gibi verebiliriz.

T t

Vn,i (tp)e_mi (T_tp) + Ie_“"'i (-9 Hi (S) Vn,i !Wn,i )dS +j e_mi (=9 Hi (S)Vn,i an,i )dS,t D [toytl]s
t, to

n+li —

t
Vy, (6)€ ™ + &M CIH (sv,, w, )ds,t O (bt k =12,...,p.

ty

(6.2.6)

Simdi asagidaki Ozellikleri gosterereKv, fin artan véw, hin de azalan bir dizi

oldugunu gostereggz.

) Vo SV, ve Wy, =W,
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i) Vi SV, VeW,_,; 2W,; ise V<V, vew 2w, ; nx1
i) yi ispatlamak icina,; =v,; —V,; tanimlayalim.v, =vve w, =w Uzerine hipotez
geresi
ay,'(t) + may, (t) = vy, (1) = Vo, (8) + mvy, (1) —myg, (1)
=V (O My (1) =V, (0 —myg, ()
= £ (6. V0) + G (6 We;) + MV, (1) = Vg, (1) =My, (1)
> fi(t,vy) + 0 (twy;) - filt,v,)—0gtw,)=0 t#t,
ay; () = Vi () — V() =vt) -vt) 20, k=12...p,
a,(t) 2 a,(t,+T).
Bdylelikle Lemma 2.2.%i kullanirsak J Gzerindea,; = Oyaniv,; <v,; elde edilir.
Simdi w;; <w,; oldusunu ispatlamak igirg,; = w,; —w;; tanimlayalim. O zaman
0y, (©) +Ma, (1) = Wo, (1) = Wy, (£) +mwg, (1) - mw, (1)
= W, (1) + MWy, () — Wy, (1) —mw, (t )
> fi(t,wy;) + g (t V) Wy () —mw, (1) =0, t£t,
O () = Wo; (8) =W (8) = o, (1) —wi; (1) 20, k=12,...,p,
G (f) 2 G, (G +T)
Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsakl Uzerinde g;; = Oyani w; <w,, elde
edilir.
ii) nin ilk kismini ispatlamak igina, ,,; = V,,,; —V,; tanimlayalim.
@ gy (O + My, (0) = Vo (O =V My, (0 —my,, ()
= Vi (0 Vougs (0 =V (O =My ()
= fi6 Vo) + G (W) +mvy = Fi( Vi) = 6 (6 Wooy) = MYy
=it v) = fi v+ lo € ) - 9w )]+ mv,, - v)
2 (Y, = Vy) + (W, =W, )]+ MV, =V, )
=-m(w, —w,_,;)= 0 t#t
Aoy () = iy (6) = Vo (6) = Vo (6) — Vo (6) 20, k=12,...,p,

an+1,i (tO) 2 an+1,i (tO +T)
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Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsakl Uzerindea,,,; 20 yani v,,,; 2V, ; elde
edilir.
Simdi aynisekilde q,,,; =W, —W,,,; tanimlayarakw,; > w,,,; oldugunu gosterelim.
Qg (O M0 () =W () =W (0 +mw () —mw,, (1)
=W (O +mw () —We; (0 —mw,,,; ()
= f Wy )+ 9 (6 Vi) # MW = Fi (W) =G (6 Vo) — MW
= £t W) = 6w )]+ g Vo) — 90 v )]+ m g, - )
2 =M | (W = Wi )+ (Vg = Vi )|+ M (W =W, )
=-m(V,; —Vai)2 0 t#L
O (6) = Way () = Woor () = W (6) = Woy; (8) 20, k=12...,p,
Opsri (to) 2 Gy (G +T)
Boylelikle Lemma 2.2.%i kullanirsak J Gzerindeq,,,; = Oyani w,; >w,,,; elde
edilir.
Simdi OnON icin v,; <w oldugunu gosterelim. Onc@,, =w-\;; tanimlayalim.
Not etmek gerektir ki3,; asagidaki ssitsizligi saslar.
B +mB, (1) = w (1) = vy (1) + mw(t) —mvy;, (1),
> f(t,w)+g(t,v) +mw(t) - f (t,v) - g(t, w) —mv(t)
=[f ¢.w) - f ¢ v)]+[gt.v) - gt w)]+m(w-v)
> —m[(w—v)+(v—w)]+ m(w-v)=20t#t,
Bui () = W(ty) vy () 2 w(t) -v(t,) =0,  k=12...p,
B (tg) = W(ty) — vy (tg) 2 Wty +T) =V, (t, +T) = B (L, +T).
Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsakl Gzerinde S, = Oyani v,;; <w oldugu

acikca gorular.
Yukaridaki ayni tekgi kullanarak 3,; = O®lmasi durumundan=1 icin 5,,,; 20

oldugunu gosterelim; burad#,,,; = w-V,,,; tanimlayalim.
ﬁln+l.i (t) + rT‘]:Bn+1,i (t) =W (t) _Vln+l.i (t) + mW(t) - rT‘]Vn+1,i (t)

=w (t) + mW(t) _Vln+1,i (t) - rnvn+]_,i (t )
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= fit,w) +g (. v) +mw(t) - fit,v, ) - gt w,;) —my,,;(t)
= fit,w) - fit,v,) gt v) - gt w,;) +m(w-v,;)
2 -m|w-v,) +(v-w, )]+ mw-v,,)
=-m(v-w,;)= O
Bosi () = W) =V, () 2 W(t ) —v(t,) =0,  k=12...,p,
Booai (o) = W(to) =V (to) = W(ty +T) =V (b +T) = Bron (1 +T).
Boylelikle Lemma 2.2.2 yi kullanirsal Gzerinde/,,,; = Oyaniv,,,; <w oldusu
acikca gorular.
Boylelikle, v,;(t,)OR OnON ve k=0L...,p olmak Gzere{v,; hin (t.t,]
icinde surekli ve sinirli bir fonksiyon dizisi olgunu ispatlany olduk. . Bu gerggin
Isigindak = 04,...,p icin {v,;}'i [t 1., icinde sinirl ve surekli fonksiyonlar dizisi
olarak dgunebiliriz; bunun igin[t,.t.,, Jicinde calsirken sadecev,; (t,) = V,;(t)

tanimlamak yeterlidir.

Bunlarin yaninda, henN igin v, ,;, denklem (6.2.5) in bir ¢6zUmu olglu igin
k=0L..,p olmak Uzere{v,; 'Hizisi (t,t.,)icinde dizgln sinirlidir. Ortalama
deger teoremini kullanirsakk = O1,...,p olmak Uzere{v,; }dizisinin her[t,t, ., ]
aralginda gsurekli old@gunu gorariz. Gen& = 01,...,p olmak Uzere Arzela-Ascoli
teoremini  kullanirsak [t ,t,,, ] Uzerinde !]i[rlvn(t) =J(t) dizgun yakinsagini
goruruz.

Bunun yanindar,,, hernON igin denklem (6.2.6)’'i s#ladigindan J Q 'dur veJd

asagidaki denklemi sglar.
()= ft.I(t ), tOJ, k

12,....p,

I(t) =9, ), k=12,....p,

It,) =9, +T ).
Diger taraftank = 12,...,p i¢in [t,,t.,,]'da yakinsaklik diizglin yakinsaklik olglu
icin

lim S(t) = Iim(lim vn(t)j = lim v, (t;) = lim v, (t,) = 9(t,)

totp toty

n- o



88

sglanir. Boylelikle d'nun J (zerinde sirekli oldtunu soyleyebiliriz. Not
dismemiz gerekir kik = 01,...,p olmak uzere her bift,,t,,, [izerindeki dizgin
yakinsaklik{v, ¥nin J’ye J Uzerinde diizgun yakinsamasini gerektirir.

Son olarak, f 'in kendisi de stirekli ve9'(t) = f (t,2(t )t0J, t#t,, k=12,...,p
oldugu icin !imﬂ'(t) = f(t.,J(t,)) vardir ve boylelikledOC*(J )dir ve denklem
(6.2.1)'in bir cozUmuddir.

Ayni sekilde w, =w’dan bglayarak {w,} dizisini de olgturabiliriz. Bu dizi
artmayan bir dizidir denklem (6.2.1)'in ¢ozlnaiiya diizgiin yakinsamaktadir.

Son olarak J ve a«’nin [v,w] Uzerinde denklem (6.2.1)'in sirasiyla minimum ve
maksimum c¢ozimleri oldiwnu ispatlamaliyiz. Bunun icin denklem (6.2.1)nw ]
Uzerinde herhangi bir ¢ozumii’yu ele alalim. a =u-v, fonksiyonu lemma
(2.2.3)'Un sartlarini sglamaktadir. O zaman) Uzerinde a =0 olur. Boylelikle
v, <u olur. induksiyon kullanarakInO N igin v, <u gosterebiliriz,n - o igin
limit alirsak J <u oldugu goruldr.

Ayni sekilde [v,w] Uzerinde« 'nun denklem (6.2.1)’in maksimum ¢6zUmu ojdu

gosterilebilir.
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7. SONUC

Bu tezde birinci mertebeden lineer olmayan sinigedeproblemleri ve sonlu
sistemler i¢in alt ¢ozim ve Ust ¢6zUmun sirekilifie sinirl sayida sureksigk

sahip olma durumlarinda monoton iterasyon tekntlelenmstir.

89
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Ali SIRMA, 01.01.1971 yiinda Amasya'da giu. ilk ve orta @retimini
Istanbul’da tamamladiktan sonragaici Universitesi Fen Edebiyat Fakultesi
Matematik BOlumunu bitirdi. Evli ve henliz anne kaa bir kiz gocgu vardir.
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EKLER

Tanim E.1.1: Z kimesi (izerinde tanimh reel gali {f,} _, fonksiyonlar ailesi
verilmis olsun. Z kiimesinin hex elemani ve hewr OA igin |fa(x)| < C olacak

sekilde bir C >0sayisi mevcut is€/f,} ., fonksiyonlar ailesine diizgin sinirli

fonksiyonlar ailesi denir.

Tanim E.1.2: (X,d) metrik uzay ,Z O X olsun. Z kimesi Uzerinde tanimlagmi
{f.}... fonksiyonlar ailesi verilmi olsun. Here > 0Qigin en az bird > Osayisi
varsa ve hera ve her x,y icin d(xy)<d iken |f,(X)-f,(y)|<e sarti

saglaniyorsa{f,},., fonksiyonlar ailesinegsiireklidir denir.

Teorem E.1.1: (Arzela-Ascoli): F ={fa(t)}aDA fonksiyonlar ailesi| {zerinde
tanimh, duzgin sinirligesurekli fonksiyonlar ailesi olsun. Bu durumdra icindeki
her {f (t)} fonksiyonlar dizisinin{fnk} , k=022,...bir alt dizisi vardir ki diizgin

ve monoton olarak 'nin kompakt bir alt argtinda yakinsar.

Teorem E.1.2: (Peano): f(x,y )fonksiyonu bir G bélgesinde tanimh ve surekli
olsun.

y'=f(xy)
diferansiyel denkleminin G nir{x,, y, noktasindan gecen en az bir integrglis

vardir.

Teorem E.1.3(Picard): f (x,y ) fonksiyonu bir G bdlgesinde tanimli ve surekli ve
M >0 olmak tzere
[ (% y) — (% ¥,)| S My, -y,

Lipschitzsartini sglasin. Bu durumda

y'=f(xy)
diferansiyel denkleminin G nin(x,,y, noktasindan gecen tek bir integralrisi

vardir.
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