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OZET

TEZ BASLIGI: DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN TERS
PROBLEMLERE DONUSUM OPERATORLERININ BAZI
UYGULAMALARI

YAZAR ADI: IBRAHIM TEKIN

Tezin baslica amaci bu ters problemlerin Sturm-Liouville denklemi i¢in doniisiim
operatdrii (belli bir simr kosullarimi saglayan pertiirb edilmemis diferansiyel
denklemin ¢dziimiinii pertiirb edilmis denklemin ¢dztimiine doniistiiren operatdr) ile
literatiirde mevcut olan bagliligimni ortaya ¢ikarmak ve ileride benzer baglilig: birinci

mertebeden hiperbolik sistem i¢in ters problemlerin ¢6ziimiine uygulamaktir.

Tezde ilk olarak doniisiim operatérii yontemiyle Sturm-Liouville operatorii spektral
fonksiyonuna gore sonlu aralikta tek sekilde belirlenmis, daha sonra bu sonug
kullanilarak ¢6ziimiiniin x=0 iizerindeki izi bilinerekten [0,1] araliginda bir boyutlu
dalga denklemi i¢in baglangi¢ sinir deger probleminden denklemin katsayisimin tek
sekilde belirlenmesi gosterilmistir. Son olarak ¢6ziimiiniin x=0 ve x=1 lizerindeki
izleri bilinerekten [0,1] aralifinda aymi denklemin katsayisi ile beraber baslangic

verileri ve siir kosullarindaki sabitler de belirlenmistir.



SUMMARY

THESIS TITLE: SOME APPLICATIONS OF
TRANSFORMATION OPERATORS TO THE INVERSE
PROBLEMS FOR DIFFERENTIAL EQUATIONS

THESIS AUTHOR: IBRAHIM TEKIN

This thesis introduces the dependence of the inverse problems with a
transformation operator (which transforms the solution of nonperturbed differential
equation to the solution of perturbed differential equation ) for the Sturm-Liouville
equation. This relationship is studied for the future motivation as a solution of the

inverse problems for the first order hyperbolic system.

In this thesis, firstly, the Sturm-Liouville operator is determined from its spectral
function in a finite interval by using transformation operator method. Then, this
result is applied to determining the coefficient of the one dimensional wave equation
uniquely in the interval [0,1] from the trace of the solution of initial boundary value
problem for that equation at x=0. Finally, the coefficient of the same equation,
together with the initial data and the parametres in the bounday conditions are
determined uniquely in the interval [0,1] from the traces of its solution at x=0 and

x=1.
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1 GIRIS

Diferansiyel denklemler icin ters problem denildiginde bu diferansiyel denklemin
katsayilarimin, denklemin ¢oziimlerinin bu veya basgka karakteristikleriyle belir-
lenmesi anlagilir. Boyle karakteristikler, spektrum, spektral fonksiyon, sa¢ilim
verileri v.s. olabilir.

Ters problem en iyl Sturm-Liouville operatorii igin 6grenilmistir. Sturm-
Liouville operatorii i¢in spektral teoride doniigiim operatorii 6nemli bir yer tut-
maktadir. Doniisiim operatorii denildiginde belli bir sinir kogullarina sahip olan
pertiirb edilmemis denklemin ¢6ziimiinii pertiirb edilmis denklemin ¢oziimiine
doniigtiiren operator anlagiimaktadir. Doniisiim operatoriinii ters problemin ¢o-
ziimiine ilk kez V.A. Marchenko uygulamistir. O, sinirh aralikta verilmig Sturm-
Liouville operatoriiniin kendi spektral fonksiyonu ile tek olarak belirlenebilir
oldugunu ispatlammsgtir.(bkz:[3]-[9]) Daha sonra doniisiim operatorii yontemi L.
M. Gelfand ve B.M. Levitan tarafindan geligtirilmis ve Sturm-Liouville opera-
toriiniin spektral fonksiyona gore belirlenmesi icin gerek ve yeter kosul belir-
lemigtir. (bkz:[6]-[7])

Sturm-Liouville operatorleri icin stzii gegen ters problem ve bu ters problemin
¢oziim yontemi olan doniisiim operatorii yontemi matematiksel fizigin bir ¢ok
ters probleminin ¢oziimiine 151k tutmaktadir. Ornegin matematiksel fizikte, hem

matematiksel hem de uygulama bakimindan énem arz eden
0? 0?
LQUE (&—2——@+q(x)>u= (*)

hiperbolik denklemi i¢in ters problem, Sturm-Liouville operatorii igin spektral
fonksiyona gore ters probleme indirgenerek ¢oziilebilir. (*) denklemi icin ters
problem denildiginde ¢6ziim hakkinda bazi bilgileri bilerekten denklemin kat-
sayisin yani ¢(x) fonksiyonunun belirlenmesi anlagilir.

Tezde (*) denklemi i¢in agagidaki iki problem ogrenilir:

1) Coziimiin z = 0 dogrusu iizerindeki izi biliniyorsa [0, 1] araliginda (*) denk-
lemi i¢in baglangic-simir deger probleminden denklemin katsayisini belirlemek;

2) Coziimiin z = 0 ve £ = 1 dogrulan {izerindeki izleri biliniyorsa [0, 1]

araliginda (*) denklemi igin baglangi¢-sinir deger probleminden denklemin kat-



sayisini, baglangi¢ verilerini ve ayrica sinir kogullarindan sabit parametreleri be-
lirlemek.

Birinci boliimde, ilk olarak Sturm-Liouville operatorii i¢in doniigiim opera-
torii, sonra ise spektral fonksiyona gére Sturm-Liouville operatoriiniin tek tiirli
belirlenmesi ispatlanmigtir.

Ikinci boliimde ise x’e gore sonlu [0, 1] araliginda L,u = 0 denklemi i¢in evvela
u(0,t)’ye gore katsaymin belirlenmesi daha sonra ise u(0,t) ve u(1,t)lere gore
katsay1 ve baglangi¢ verilerinin belirlenmesi problemi incelenmistir. Her iki prob-
lemin, Sturm-Liouville operatoriiniin spekral 6zellikleri ile baglihigi 6grenilmigtir.

Bu tiir hiperbolik tipli ters problemlere bircok fiziksel problemin matematiksel
modellemesi gibi bakilabilir. Ornegin, baslangi¢ konumu u(0,t) = 0, baglangig
hiz1 u;(0,t) = &(z) olan uglari serbest telin titregiminin belli bir konumdaki

durumu bilinirse onun hareketine etki eden dig etken tek tiirlii belirlenebilir.




2 Sturm-Liouville Operatorii icin Sonlu Aralikta

Ters Problem, Doniistiim Operatorii Yontemi

Bu boliimde sonlu aralikta Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksi-
yonlarinin sonsuzlukta asimtotik davramglari belirlenecektir ve 6zfonksiyonlar
cinsinden ayrigim teoremi ifade edilecektir. (bkz:[1]-[9]-[10]) Bu problem igin
doniigiim operatorii tamimlanacaktir. (bkz:[3]) Daha sonra spektral fonksiyona

gore problemin tekligi ispatlanacaktir. (bkz:[2])

2.1 Sturm-Liouville Operatoriiniin Baz1 Spektral

Ozellikleri

Ly { (—d/da® + q())y

2.1.1
W — Moma = 0, (5 + Hy)acp = 0 (211)

operatoriinii goz Oniine alalm. Burada ¢(z) € Cla,b] ve a,b,h, H sonlu
sayilardir. Bu operator Sturm-Liouville probleminin 6ziinii olugturur.

Tanim 2.1.1: [,y = Ay denkleminin trivial olmayan ¢6ziimiinii temin eden
A degerlerine bu diferansiyel operatoriin ozdegerleri, bu 6zdegerler kargi gelen
agikar olmayan y(x, \) ¢oztimlerine de dzfonksiyonlar: denir.

A, Ozdegerlerine karsi gelen 6zfonksiyonlar y,(z) = y(z, \,) ile isaretlensin ve

bilindigi gibi ||y, || normlar:

lonll” = |2 (a)ds

ile tammhdir. @(z,A) ve ¢¥(z,A), l;y = Ay denklemini ve smur kogullarim

saglayan iki ¢ozlim olsun. Yani
¢ (a,\) — hpla,\) =0, '(b,\)+ Hi(b,\) = 0.
1 ve  fonksiyonlarinin Wronskian determinantim
A =<1p(x,A), 0(z, ) >=p(z, \)¢'(z,A) = ¢'(z, ) p(z, A)

ile igsaretleyelim. Bilindigi gibi A()\) fonksiyonu z degiskenine bagh degildir ve



A()) fonksiyonuna [, operatoriiniin karakteristik fonksiyonu denir. A()), Nya
gore tam fonksiyondur ve en fazla sayilabilir kadar {\,} sifirt mevcuttur. Simdi
karakteristik fonksiyonun sifirlari ile I,y = Ay denkleminin 6zdegerleri arasindaki
iligki hakkinda agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.1.1: Karakteristik fonksiyonun {),} sifirlari, {;y = Ay suur deger
probleminin 6zdegerleri ile cakigiktir. Ayrica ¢(z, \,) ve ¥(z, A,) fonksiyonlari
ozfonksiyonlar ise, dyle {5,,} dizisi bulunur ki

(2, An) = Brp(2,Xn), B #0

saglanir.

Simdi agagidaki gibi bir esitlik dahil edelim;

b
Qp ::/ ©*(z, \y)dz.

2 S y 7 ce s e

Lemma 2.1.1: Agagidaki iligki dogrudur;

Burada 3, onceki teoremdeki gibi tammhdir ve A()) = gf{:A()\) "dir.

Teorem 2.1.2: 1, operatoriiniin farklr 6zdegerlere karst gelen tzfonksiyontar:
ortogonaldir.

Ispat: ), ve )\, birbirinden farkli 6zdegerler ve bu 6zdegerlere kars: gelen

ozfonksiyonlar sirasi ile y,(z) ve yg(z) olsun. Kismi integrasyon uygulamakla

/ab loyn () Yk (7)dz = /ab Y (2) 5 (2)dz:

kolayca alimir. Sonuncuda loy,(z) = A, yn(x) ve lyyk(z) = Ar ye(z) oldugu goz

Oniine alinirsa

[ @ =2 [ (e




esitligi elde edilir. A, # \; oldugundan

[ wemtaiaz=o

alinir. Yani [, operatoriiniin farklh 6zdegerlerine karsi gelen ¢zfonksiyonlar: or-
togonaldir.

Teorem 2.1.3: [, operatoriiniin {)\,} 6zdegerleri reeldir.

Lemma 2.1.2: |p| — oo i¢in agagidaki asimtotik formiiller z € [a, b] 'ye gore

diizgiin olarak saglanir;

(z, N) = cos pz + O exp(|7] 2)) = O(exp(|7| 2), } (2.12)

¢'(z,A) = —psin pz + O(exp(|7| 2)) = O(|p| exp(|7| z),

(x, ) = cos p(b — z) + O( exp(|7] (b — 2))) = O(exp(|7] (b — 2))), }
b(z,A) = psin p(b — z) + O(exp(|7| (b — 2))) = O(|p| exp(|7] (b — 2)))-

(2.1.3)
Burada A = p%, 7 = Imp ’dir ve O Landau semboliidiir.
Ispat: Gosterelim ki
: % o _y
o(x, \) = cos pr + hsmppa: + / %q(t}@(t, A)dt (2.1.4)

denklemi saglanir.Gergekten

sin px Tsinp(x —t
p+/ p(z —t)

ylx; N =cospr+h g(H)y(t, N)dt

Volterra integral denklemidir ve tek ¢6ziimii mevcuttur. Diger yandan bu integral
denklemi saglayan bir y(z, \) fonksiyonu var ise bu denklemi diferansiyellemek
ile

y'(2,0) + pPy(e,A) = a(2)y(z,N), y(a,\) =1, y'(b,X)=h

kolayca alinir.O halde y(z, ) = ¢(x, A)’dir ve (2.1.4) denklemi dogrudur. (2.1.4)

denklemi x ’e gore diferansiyellenirse

¢'(xz,)\) = —psin pz + hcos px + / cos p(z — t)q(t)p(t, N)dt (2.1.5)



elde edilir. p(A) = Igaqu(ho(x, A)| exp(— |7] z)) isaretleyelim. |sin pz| < |exp(|7|z)|
ve |cos pz| < ]exp(\;| ;)| oldugundan |p| > 1 ve z € [a,b] icin agagidaki iglemler
dogrudur;

lp(z, A) exp(— |7] )| = |[cos pz + h

q()p(t, A)dt] exp(— |7| z)|,

sin px Tsinp(lr —t
p +/ plz — 1)
p . p

sin pz

oz, M) exp(=|7]z) < |cos pzexp(—|7[z)| + |h exp(—|7]|z)

+/: Wg(t%p(t’ ) exp(— || z)dt
e Vlesw(—lrla) < 14 [ Ly
= 1+ IP|[h+M(A)/a q(t)dt],
= M()\)

Buradan p()) < C; +|%2|u(/\) alimir. Yeterince biiytiik |p| degeri i¢in u(\) = O(1),
yani ¢(z,\) = O(exp(|7|z))’dir. Sonuncu (2.1.4) ve (2.1.5) egitliklerinin sag
tarafinda goz oniine ahmirsa (2.1.2) elde edilir. Benzer yol ile (2.1.3) esitlikleride
elde edilebilir.

Simdi [, operatoriiniin 6zdeger ve dzfonksiyonlarinin mevcutlugu ve asimtotik
davraniglar: hakkinda agagidaki teorem verilebilir.(bkz:[1])

Teorem 2.1.4: l;y = Ay siur deger probleminin sayilabilir kadar {A.},-,

ozdegeri mevcuttur ve n > 0 igin agagidaki asimtotik formiiller dogrudur;

oy = Vn= —n + O(%) (2.1.6)
1

oz, \,) = cos(Mu(z —a)) +0(=). (2.1.7)

Ispat: (2.1.2) ile belirli ¢(x, \) asimtotik formiillerini (2.1.4) ve (2.1.5) esit-

liklerinin sag tarafinda gozoniine alalim.

i ® sin p(z — t 1
plz,A) = cosp:&—l—hsmppij/ w(j—)q(t)[cospx—I—O(mexp(|7|$))]dt

sin px Tsinp(z —t
p +/ sinp(z —t)
p A p

= cospr+h q(t) cos pxdt




4 /w M__t)q@)O(i exp(|T| z))dt

p 4

. L e
o(x,\) = cospz+ hsln px + _Q_p / {sin p(x — 2t) + sin px}q(t)dt + O(%p_(g@)
p " )

sinpr 1

= cospz + (h+ %/ q(t)dt) 5 + 5/ q(t) sin p(z — 2t)dt

exp(|7| )
+O( )
p
Sonuncuda ¢:(z) = h+3 [ q(t)dt igaretlenirse o(z, \) fonksiyonu icin ve benzer

iglemler yapilarak ¢'(z, \) fonksiyonu icin agagidaki egitlikler elde edilir;

p(z, A) = cos pr + (h(l’)m% + 3 [T q(t) sin p(z — 2t)dt + O(%'{'“’)) :
¢'(z,\) = —psin px + ¢1(x) cos px + % fax q(t) cos p(z — 2t)dt + O(exp(;|)7|z) ).
(2.1.8)

(2.1.8) egitliklerine gore A(X) = ¢/ (b, \) + Hip(b, A)’dir. O halde (2.1.8)’den
A(X) = —psin pb + w cos pb + k(p) (2.1.9)

almir. Burada w = ¢1(z)+H ve k(p) =3 f q(t) cos p(b— 2t)dt+0(e"p(lﬂb )’dir.
Gs={p:|lp—Fk|l =96, k= O,il,id, ...}, 8 > 0 isaretleyelim ve gosterelim
ki yeteri kadar biiyiik p* = p*(9) i¢in

|sin pb| > Csexp(|7]b), p € Gs, (2.1.10)

AN = Copexp(|7]b),  p€Gs, [pl = p" (2.1.11)

esitsizlikleri saglanir.

p=c+irolsun. Ds={p:0€[-5,5], 7>0,|p| > &} bolgesi i¢in (2.1.10)
esitsizliginin ispatlanmasi yeterlidir. 0(p) = |sin pb| exp(— |7|b) isaretleyelim ve
p € Dsolsun. 7 < 1 igin 6(p) > Cy’dir. sin pb = ' '26 = oldugu igin 7 > 1 i¢in
0(p) = |1 — exp(2iob) exp(—27b)| /2 > 1/4 ahmr. O halde (2.1.10) dogrudur.

Buna ek olarak (2.1.9) kullanilarak p € G5 icin

A(N) = —psin pb(1 + O(%))



elde edilir ve buradan (2.1.11) esitsizliginin de dogrulugu almur.

[, = {\: |\ = (n+1/2)27%} isaretleyelim.(2.1.9) esitligini A(A) = f(A) +

g()\) toplam geklinde yazilabilir. Burada f(\) = —psin pbve |g(A)| < Cexp(|7]b)’dir.

(2.1.10) esitsizligine gore yeteri kadar biiyiik n, (n > n*) icin |f(A)] > |g(N)],
A € T, alimir. O halde Rouche teoremine gore A()\) fonksiyonunun sifirlari
f(X\) = —psin pb fonksiyonunun I',, bolgesindeki sifirlar1 kadardir ve (n + 1)
tanedir. Yani [A| < [(n + 1)7]* ¢emberinde [, operatoriiniin tam olarak (n + 1)

ozdegeri vardir ve bu dzdegerler A\g, A1, ..., \,’dir. Simdi Rouche teoremi

Tn(0) ={p:p—mn/(b—a)| < 6}

cemberine uygulanirsa, yeteri kadar biiyiik n igin 7,,(§)’da A(p?) fonksiyonunun
tam olarak bir sifirn vardir ve bu sifir p, = /A, ’dir. § > 0 keyfi oldugundan

™

1
+én, E,=0(=), n— oo (2.1.12)

p”:b—a n

alinir. (2.1.6) asimtotoik formiilii (2.1.8) denklemlerinde gz 6niine alinirsa,

o(x, p,) = cos p,z + q1(z smpn 11 f q(t) sin p, (z — 2t)dt + O(exp If|x)) ’
oz, p,) = —p,sinp,z + ql( )cos Pt 5 fa q(t) cos p, (x — 2t)dt + O(exp(\r\x))

esitlileri elde edilir. Sonuncu iki esitlikten
-
Pl 3) = cos(hn(z — @) + O)

asimtotik formiilii elde edilir.ll

Bilindigi gibi y,(z) = y(z,\n) = @(z,\,) Ozfonksiyonlar1 ortogonaldirler
ve Ly|a, b] uzayinda tam sistem olugtururlar.(bkz:[5]) O halde agagidaki teorem
dogrudur.

Teorem2.1.4: (i) {yn(2)}n>o Ozfonksiyonlar sistemi Lo[a,b] uzaymda tam
sistem olugturur,

(ii) f(z) € Lyla, b] fonksiyonu igin

S -

}



saglanir.
(iii) f(z) € Ls[a, b] icin, sonuncu seri gore Ls[a, b]’de yakinsaktir

ve

/u |m—zywnu Zﬁ “

Parseval esitligi esitligi saglanir.

2.2 Doniisiim Operatorii

Varsayalim ki

ok :
6.7:2 +q7( ) 7]:172
z > 0i¢in D(A4;) = {y € Cla,0) : yi(a) — hjy;(a ) =1}, Jj = 1,2 bol-

gelerinde taniml iki diferansiyel operatér olsun. Burada ¢;(z) ,j = 1,2 stirekli
kompleks fonksiyonlar, h; ise kompleks sayilardir. Burada amag agagidaki gibi

bir F' operatorii kurmaktir;

AFy = FApwy, Yyé€ D(A), (2.2.1)

(2.2.1) ve (2.2.2) kosullarini saglayan F' operatoriinii

(Pl = ) + / " K(z, ty(t)dt (2.2.3)

formunda arayalim. Burada K (z,t) fonksiyonu, K volterra operatériiniin bilin-

meyen pliriizsiiz ¢ekirdegidir. E + K operatoriiniin sinirli tersi mevcut oldugu

icin i
(F9)(@) = y(a)+ | Lo oy

yazilabilir. O halde (2.2.1) esitligi A; = F~! Ay F seklinde tekrar yazilabilir. Demek
ki A; ve Ay operatorleri benzerdir. (2.2.1) ve (2.2.2) kosullarim saglayan opera-
tore dondstim operatéri denir.

Simdi K (z, t) fonksiyonunu aragtiralim. y € D(A;) i¢in F'y € D(A,) oldugun-
dan ve

OFy(z) = 0y(x) + K(z,z)y / 0. K (z,t)y(t)dt (2.2.4)
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oldugundan , (2.2.3) ve (2.2.4) esitliklerinde z = 0 oldugu goz 6niine alinirsa
(OFy — haFy)(a) = 8y(a) + (K(a,a) — ho)y(a) = (b1 — hy + K(a, a))y(a)
elde edilir. Boylece
K(a,a) = hy — hq (2.2.5)
ise (2.2.2) kogulu saglanir. Simdi (2.2.4) formiiliini bir kez daha diferansiyellersek

(Fy)" =y"(@)+K(z, x>yf<x>+y<x)%

+0.K o y(z)+ / 02K (z, )y (t) dt

egitligi elde edilir. Sonuncu egitlikten

dK(z,x)
dz

4 / (Koo + 6 K)y()dt (2.2.6)

AFy = —y' —K(z,z)y'(z) —y — 0o K 1=z y(Z) + G2y

sonucuna ulagillir. Diger taraftan yukaridaki egitligi kismi integrasyon yardimi

ile F'Ayy ifadesine doniigtiiriirsek agagidaki ifadeyi elde ederiz;

Fhy = — +q@y+ / (—yul®) + @ () K (@, Dk,

— ' taqy— Ky + / "[Kao, () + e (Oy (O K (@, )dt,
= "ty — Ko 0)y (@) + K(z, a)y(a) + Ku(z, 2)y(@)

~Ki(s,alyla) + [ N (Kow + K )y ()t

Elde edilen bu ifade (2:2:6) ile esitlenirse keyfi y € D (A7) fonksiyonu igin

Keo — @)K = Ku—q()K, z2t>ae, (2.2.7)
dK (x,x

2—% = @z)—q), z>a (2.2.8)

(Kt - th)t:a = 0 T Z a (229)

almir. (2.2.8) formiilii elde edilirken &%) = (K, + K;),—, kullanildi. ¢/(a) =

hiy(a) siir kosulu da (2.2.9) sonucuna ulagirken kullamldi. (2.2.8) kosulu z’e
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gore, a’dan z’e kadar integrallenirse ve (2.2.5) esitligi goz oniine alinirsa

K(z,z)=hy —hy + %/m(qg(s) — q1(8))ds (2.2.10)

elde edilir. Agiktir ki (2.2.10) kosulu (2.2.5) ve (2.2.8) kosullarina denktir.

(2.2.7),(2.2.9) ve (2.2.10) probleminin ¢oziimiiniin mevcutlugunu ispatlaya-
lim. Varsayalm ki ¢; € C*[a,00)’dur. Asagidaki degisken doniigtimlerini ya-
palim;

E=xz+t, n=xz—1t, K(z,t) =v(&n).

O halde

K, = v+, Kz = vge + 20y + Upy,

Ky = vy, Kt = vgg — 2Vgn + Uy,
tiirevleri yerine yazilirsa (2.2.7) denklemi

Uy = %p(é‘, nv(& n) (2.2.11)

formu elde edilir. Burada p(§,7) = g2(x) — ¢1(t)’dir. Siur kogullar da asagidaki
gibi doniisiir;
K(z,z) = v(2z,0) =v(&,0) =hy —hy (2.2.12)

£/2
+%/ p(s,0)ds,
Ki(z,a) —hmK(z,a) = ve(€,6) —v,(€,8) —hiv(€,€) =0. (2.2.13)

(2.2.11) denklemi n degigkenine gére a’dan n’ya kadar integrallenirse ve (2.2.12)’den

vep = 1/4p(€/2,0) oldugu goz oniine alimirsa

w(en) =7 [ pl€,a)ul€ a)da+ 3p(6/2,0) (2.2.14)

elde edilir. Simdi sonuncu egitlik £’ye gore n’dan £’ye kadar integrallenirse asagi-
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daki sonug alinir;

3
v(€,n) = / dﬁ/ (B8, a)v(B, a)da+4/ p(8/2,0)dS + v(n,n). (2.2.15)

v(n,n) fonksiyonunu bulmak igin (2.2.13) kosulunu tekrar yazalim;

2v¢(m, )€™ = (hav(n, 1) + ve(n, ) + vy (1, 7)) €7 = (€™(n, m)), . (2.2.16)
Diger yandan (2.2.14)’ten
h 1 ! h 1 h
20y(n,m)e™” = 35 [ €"7p(n, @Ju(n, @)de+ 5p(1/2, 0)e™” (2.2.17)

aliir. (2.2.17) esitligi, n’ya gore a’dan n’ya kadar integrallenirse ve (2.2.16) goz

oniinde bulundurulursa

v(n,n)eM" —v(0,0) = / dﬁ/ MBp(B, a)v(B, a)da + = / p(B/2,0)eMPdp

elde edilir.Sonucta v(0,0) = hy — h; oldugundan

v(n,n) = " (ha—ha)+ / dﬁ/ “nAp(B, a)u(B, a)dats /np(ﬂ/Z,O)e_hl("‘ﬂ)dﬁ

(2.2.18)
almir.
(2.2.15) ve (2.2.18) formiillerinden almir ki v fonksiyonu agagidaki integral
deklemin coziimiidiir;

v=Qu+ . (2.2.19)

Burada sag taraftaki f fonksiyonu

3 7
fn) = % /77 P(/J’/2)dﬂ+e‘h1"(hz—h1)+% /a p(6/2,0)e”1=Algs (2.2.20)

formiilii ile tanimhdir ve @) operatorii agagidaki gibi davranir;

(Qu)(&;m) / d/J)/ v(B, a)da+= / d,@/ ~m=B)p(3, a)v(B, a)de.

(2.2.21)



13

Eger T > z >t > a bolgesinde K (z,t) fonksiyonu bulunmak istenirse o halde

Q={¢n)|2T>&+n, E>n>a}

bolgesinde v(€,n) fonksiyonunun bulunmas: gereklidir. C(Q)uzaymnda (2.2.19)

denkleminin ¢oziimiinii agagida dahil edilen denk normlar kiimesinde arayalim.

Ivll, = supe™fu(&,m)l,  s>0
Yeteri kadar biiyiik s icin

1Qu]|, < 1/2]|v||,, 5>8y, veCQ) (2.2.22)

saglanir. Bu nedenle (2.2.19) denleminin tek v € C(Q) ¢oziimii mevcuttur ve
bu ¢oziim ardigik yaklagimlar metodu ile elde edilebilir. ||v||, normunun ve @

operatoriiniin tamimindan, |p(€,7)| < ¢ i¢in

e N |Q’U(§, 77)] S EC/WTI dﬁln e—S(U—a)e—sa ]v(ﬁ,a)| dov

1 [ n
+§c/ dﬁ/ e e~ |y(8, a)| da

1 " n 1 7 n
< {—c/ dﬁ/ e_s(”"a)da+—c/ d[)’/ e_s(”_”)da} lvll,
4 7 a 2 n a

/ e—s(n—a)da _ 5—1(1 _ e—s(rH—a)) < S—l

A

~elde edilir.

oldugundan parantez icindeki ifade s71(cT/2+¢T'/2) = s~'cT degerinden biiyiik
degildir. Buradan

1Qull, < T's™ ||u],

almir.

s > sg igin sg = 2¢T almirsa (2.2.22) elde edilir. Keyfi T sayis1 icin z >
t > a bolgesinde K (z,t) siirekli fonksiyonunun mevcutlugu ispatlandi. (2.2.20)
ve (2.2.21) formiillerinden v € C(Q) ve p € C}(Q) icin Qu + f € C*(Q) oldugu
almir. Bunedenle (2.2.19) denkleminden v ve K (z,t) fonksiyonlarinin C? sinifina

dahil olduguna ulagilir. Simdi agagidaki teoremi verebiliriz:
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Teorem 2.2.1: ¢; € C'[a,00) olsun. O halde (2.2.3) formiilii ile belirli
F = E+ K operatorii A; ve Ay operatorlerini birbirine baglar, yani Fy € D(As)
ve Ay Fy = F Ay, Yy € D(A;)dir. Burada K (z,t) gekirdegi C? simfindandir ve
(2.2.7),(2.2.9) ve (2.2.10) ile saglanir.

Sonug 2.2.1: Varsayalim ki A = —0? + ¢(z), 8% = —0%/0z%, D(A) =
{y € C?[a,T] : y(a) = «a, ¥/(a) =0} ve a € C[0,T] olsun.O halde A operatorii
D(A) bolgesindeki —0 operatorii ile benzerdir.

Bu sonucu ispatlamak icin teorem 2.2.1’de ¢; = 0, g2 = 0 ve h; = hy = 0 alin-
mast ve (Fy)(0) = y(0) = « isaretlenmesi yeterlidir.Spektral fonksiyonunu kulla-
naraktan Sturm-Liouville operatoriinii saglatma problemini gbz 6niine almadan
once bazi gerekli 6zellikleri hatirlatalim. Basitlik icin sonlu aralikta bakalim.

Varsayalim ki y(z, \) fonksiyonu agagidaki Cauchy probleminin ¢oziimiidiir;

Ay = =" (@) +q@@)y=Xy, z¢€(0,7), (2.2.23)

y(0,0) = 1,  y(0,)) =h. (2.2.24)

Bu durumda y(z, \) fonksiyonu agik olarak

y'(0) —hy(0) =0 (2.2.25)
sinir kogulunu da saglar.
O halde B 7
Ay = My, (2.2.26)
w'(0) — hy(0) =0, y'(x)+ Hy(x) =0, (2.2.27)

simir deger probleminden 6zdeger ve 6zfonksiyonlar: bulmak yerine
() =y (m, A) + Hy(m,\) =0 (2.2.28)

karakteristik fonksiyonunun koklerini bulmak gereklidir. (2.2.26) ve (2.2.27) sinir
deger probleminin spektrumu bu kokler ile saglanir. Varsayalim ki a € C*[0, 7]
reel fonksiyon ve h, H reel sayilar olsun. yo(z, \) = cos(v/Az) fonksiyonu g(z) = 0
ve h = 0 olmakla (2.2.23)-(2.2.24) probleminin ¢oziimidiir. O halde teorem
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2.2.1’e gore A operatoriinii (2.2.25) smur kogulu ile agagidaki gibi bir Ay opera-

toriine doniigtiiren (2.2.3) formunda bir F operatorii vardir;.
Ao = —82, D(Ao) = {U € 02 : yl(O) = 0}

Ozel halde, Afyy = FAoyo = Flyo = M\Fyo'dir ve Fyg fonksiyonu (2.2.25) sinir
kogulunu saglar. (2.2.3)’ten (Fyo)(0) = yo(0) = 1’dir. O halde Fyo, (2.2.23)-
(2.2.24) Cauchy probleminin ¢oziimiidiir. Coziimiin tekliginden y(z, ) = Fyp

alimir yani daha acik olarak;
i, 1) = conls/ R+ / K (2, t) cos(v/At)dt. (2.2.29)
0

(2.2.28) ve (2.2.29) formiillerinden 2¢(A)’min tam fonksiyon oldugu almir. h, H
ve q(z) reel oldugundan, (2.2.27) simur kogulu ile A operatorii 6z egleniktir ve
alttan yan siireklidir.O halde »¢()) fonksiyonunun sifirlar: reeldir ve A; < Ay <

.. < Ap < ... geklindedir. Ly (0, 7)’de ortonormal baza gire uygun dzfonksiyonlar

yn(@) = y(@, An)/ 19(2; M)l £y 0,m) (2.2.30)
seklinde ifade edilir.
= >y ) (2.2.31)
An<A

& fe Ly(0,7)— /f Jy(z, N)dz = (f,y(., A))

seklindedir. y,(z) fonksiyonlar1 ortonormal baz oldugundan her f € Ly(0, 7) igin

Parseval egitligi saglanir:

||f[|—Z!f ) ot = [ [Foof

dp(X). (2.2.32)

Agktir ki ®f = f dontisimi Lo (0, 7) uzayim Ly(R; dp())) uzayina orten doniistiiriir.

(2.2.31) formiilii ile belirli p(A\) fonksiyonuna A operatériintin spektral fonksi-

yonu denir ve bu fonksiyon A operatoriiniin {\, } spektrumu ve ||y(., An)||* norm-
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lar1 ile tek tiirlii belirlidir. Simdi spektral fonksiyonun h, H. sayilar1 ve ¢(z)

fonksiyonunu tek tiirlii belirmesi hakkinda agagidaki teorem ifade ve ispar edilebilir.

(bkz:[3])
Teorem 2.2.2: Varsayalim ki p,(}), j = 1,2 asagidaki sinir deger proble-

minin iki spektral fonsiyonudur;
82
Liy; = (—@ + %(@) yi =X\y;, =€ [a,b],

vi(a) = hyy;(a) =0,  yj(b) + Hjy;(b) = 0.

Burada h;, H; reel sayilardir ve g;j(z) € C'[a,b] reel degerli fonksiyonlardir.
Eger py(\) = ¢py(A), ¢ > 01ise ¢ = 1, hy = hy, Hy = Hy ve ¢1(z) = ¢a(x),
Vz € [a, b]'dir.

Ispat: Teorem 2.2.1°den (2, \) ve ya(z, \) fonksiyonlar y F' operatorii kul-
lamlarak y, = F; iligkisi ile baghdir.Burada F' = E + K operatorii (2.2.3)
formiilii ile tammhdir. Keyfi f € Ly]a, b] fonksiyonu igin

o~

fi=(fy(52)

isaretleyelim. O halde diger taraftan Parseval egitligi ve p,(A) = ¢p;(A) iligkisi
kullamlarak

1917 = [JB] des =c [ [R)] dnty 2239

elde edilir. Diéeil"itafaftén J?2()\) = 7(f s ;41) = (F*f,y1) seiglanlr. Bu nedenle
]?2()\) = F*ﬁ()\)’dlr, yani

2
1 £I|* = / ‘fa(A)\ dpy(N). (2.2.34)
(2.2.33) ve (2.2.34) formiilleri goz oniine alinirsa
[ E £ = 151

esitligi alimr. Yani ¢'/2F* = ¢/2E + ¢'/2K* birim operatordiir.Demek ki K*

g

normal operatordiir ve ||(K*) = ||K*||’dir. Diger taraftan F' operatériiniin
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tamimindan K™ operatoriiniin
b
K Pe) = [ Ktorwa

Volterra operatoérii oldugu alimir ve n — oo igin ||(K *)“||1/ " — (’dir.Demek
Kr=0=K=0=F=FE = c=1veher z ve A i¢in y1(z,X) = ya(z, A)
saglanir. O halde hy = hy, Hy = Hs ve q1(z) = ¢(z),Yz € [a,b] oldugu

sonuncudan alinir.l

2.3 Spektral Fonksiyona Gore Ters Problem

la,b] araliginda Sturm-Liouville ters probleminin 6ziinii olusturan agagidaki /,

diferansiyel operatoriinii goz oniine alalim:

(—d*/dz” + q(@))y

Loy 2.3.1
q { (' — hg)oma = 0, (5 + Hy)ay = 0 (23.1)

Burada [,y = Ay problemi igin ) spektral parametre, ¢(z) € Cla,b] ve a,b,h, H

sonlu numaralardir. Bilindigi gibi
lay =Xy (2.3.2)

denkleminin trivial olmayan ¢6ziimiinii temin eden A degerlerine bu diferansiyel

_operatériin dzdegerleri, bu 6zdegerlere karsi gelen asikar olmayan y(x, \) ¢oziim-

lerine de dzfonksiyonlart denir. Burada amag¢ bu diferansiyel operatoriin A,
ozdegerleri bilindigi zaman ¢(z) fonksiyonunu bulmaktir. ), 6zdegerlerine karg

gelen 6zfonksiyonlar y,(z) = y(z, \,) ile isaretlensin ve ||y,| normlar:

b
|mwz/ﬁww

ile tanmimhdir.
Bazen ters Sturm-Liouville problemi, I, operatériiniin p()A) spektral fonksi-

yonu cinsinden ifade edilir. Bunu daha acik ifade etmek icin agagidaki Cauchy
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probleminin ¢6ziimii olan y(z, A) fonksiyonu incelenmelidir.
=y +al@y =Xy, z€lab], yla,N)=1 y(a,)=nh (2.3.3)
Keyfi g(x) € Ly]a, b] fonksiyonu igin
b
500 = [ g@ly(e Nz, A (00,00 (23.4)

isaretleyelim. Bilindigi gibi g()\) fonksiyonuna g(z) fonksiyonunun Fourier goriin-
tiisti denir. y(z,\,) = yn(x) oldugundan g(z) fonksiyonu, g(A,) degerleri kul-
lanilarak agagidaki gibi Fourier serisi seklinde ifade edilebilir:

&G0

= lyal®

9(z) y(z, An) (2.3.5)

Sonuncu egitlikten, (2.3.4) denklemine denk olan

guw=/w§@qumm» (2.3.6)

—O00

denklemi almir. Burada p(\) fonksiyonu /, operatoriiniin spektral fonksiyonudur

o) =3 —600— A (2.3.7)

2
rona 19l

~ pargah siirekli fonksiyonu geklinde tamimhdir. p()) fonksiyonu A = X, nok-

talarmda sonlu siireksizlige sahiptir ve her bir basamak ||y,|| > kadardir. O
halde spektral fonksiyon, hem 6zdegerler ve hemde 6zfonksiyonlarin normlarinin
bilgilerini igerir. Demek ki ters Sturm-Liouville problemi, spektral fonksiyonu
verildiginde [, operatorii bulunarak formiilize edilebilir.

Bunun i¢in gsimdi agagidaki denklemi verilen kogullarda inceleyelim:
Lau=0, (z,t)eD={(z,t):a<z<b,t>0}, (2.3.8)

u(z,0) =0, w(z,0) = 6(z — a), (2.3.9)

(1 — Btt)p=g =0, (uz + Hu)pep = 0. (2.3.10)
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Ayrica
u(a,t) = f(t), te€(0,2(b—a)) (2.3.11)

olsun ve burada amag ¢(z) € C(a, b) fonksiyonunu bulmaktir.
Simdi bu problem i¢in degiskenlere ayirma metodunu, yani Fourier metodunu

kullanalim. (2.3.8)-(2.3.10) probleminin ¢oztimiinii

[ee]

ufd, t) = Z T (t)yn(z)

n=1

seklinde yazalim. Burada y,(z) fonksiyonlar I, (y,(a) = 1, y.(a) = h) op-
eratoriiniin ozfonksiyonlaridir. O halde (2.3.8) denklemi ve (2.3.9) baslangic
kosulundan T, (t) fonksiyonu i¢in asagidaki problem alinir:

T (1) + MTa(t) = 0,

T,(0)=0, T5(0) = |yl >

Sonuncu denklem ¢oziiliirse T,,(t) = Acosv/ At + Bsiny/At, A,B € R elde
edilir. Bu egitlikte (4.9) kosulu goz 6niine alimirsa A ve B katsayilari kolayca
bulunur. O halde ¢oziim agagidaki gekildedir;

To(t) = ————5&in vV Ant.

\/_||ynH

~ Elde edilen T, (%) fonksiyonu u(z, t) seri ¢dzlimiinde yerine yazilirsa (2.3.8)-(2.3.10)

probleminin ¢oziimii elde edilir ve bu ¢ozlim

sin v/ At
Z

o a2

p(A) spektral fonksiyonu kullanilarak u(z,t) ¢oziimii

s, 7] = /_ N Siri/\gXty(z, Ndp(N) (2.3.12)

seklinde tekrar yazilabilir. Sonuncuda z = a yerine yazilirsa f(t) fonksiyonu ile
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p(A) spektral fonksiyonu arasimda

> gin v/t
f(@) :[m iy dp(X) (2.3.13)

iligkisi elde edilir. Gergekten

u(a,t) = _00 Sii/\gxty(a, AN)dp(A), yn(a) = y(a,\) =1 oldugundan
ft) = /, - Sin\/?tdp(k)’dir.

p(A) spektral fonksiyonu biliniyorsa ve (2.3.13) esitligi kullanilirsa, ¢ € (0, 2(b —
a)) i¢in f(t) fonksiyonu bulunabilir ve (2.3.8)-(2.3.11) ters problemi ¢oziilebilir.
O halde I, operatorii de bulunabilir. Benzer olarak ¢ € (0,2(b — a)) icin f(¢)
fonksiyonu biliniyorsa tek sekilde L, elde edilir ve buradan [, operatcrii de bu-
lunabilir. Bu nedenle p(\) fonksiyonunun, f(t) fonksiyonu ile tek sekilde belir-
lenmesi, p()\) ve f(t), t € (0,2(b — a)) fonksiyonlar1 arasinda birebir déniisiim

oldugunu gosterir.
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3 Sonlu Arahkta L,u = 0 Denklemi icin Ters

Problemler

3.1 Sonlu Aralikta Katsayinin Bulunmasi Ters Problemi

Bu alt boliimde u(0,¢) = f(t) bilgisine gére L,u = 0 denkleminin katsayisimm
belirlenmesi ters problemi incelenecektir. Ik olarak karakteristikler yontemi ile
problem integral denkleme indirgenecektir ve buradan ters problemin ¢oziimii
i¢in gerek ve yeter kosul elde edilecektir. Daha sonra f(¢) fonksiyonun spektral
karakterizasyonu belirlenecektir. (bkz:[2])

x degigkenine gore smirhh D = {(z,t) : 0 < z < [,¢ > 0} bolgesinde agag1-

daki diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim:

02 02
Ayrica
(o =), =gu(t), (e +Hu), =@, t20  (312)

bu denklemin simir kogullari,

\S O =S |

ise baglangic kogullar1 olsun. Burada h ve H sonlu reel degerli parametrelerdir.

q(z) € C(0,1) varsayumi altinda

w(0,8) = f(t), t>0 (3.1.4)

kosulunu kullanarak L, operatoriiniin bulunmas: problemini inceleyelim.
(3.1.1)-(3.1.2) probleminin verisi singiiler genellesmis fonksiyonlar oldugunda
91(t), gao(t) ve ¢(z), (x) regiiler fonksiyonlarmm durumunu gozardi ederek

asagidaki uygulama bakimindan ilging iki problem gézoniine alinabilir, yani:
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g = g=0¢=0, Y(z) = 6(x); (3.1.5)
g = ¢=19=0, g1(t) = —4()- (3.1.6)

Burada (z), delta fonksiyonudur ve keyfi siirekli ¢(z) finite fonksiyonu i¢in

/_ " (@)b(z)dz = (0)

esitligini saglar.(bkz:[11])

Not edelim ki birinci ¢rnekte (3.1.1)-(3.1.3) probleminin ¢6ziimii, o — 0 'da
Y(z) = 6(z — xp) fonksiyonuna uygun olarak (3.1.1)-(3.1.3) probleminin ¢6ztim-
lerinin (genellegmis fonksiyonlara gore) limitidir. Benzer olarak ikinci ¢rnekte
t, — 01icin g (t) = 0(¢t — t,) fonksiyonuna uygun olarak (3.1.1)-(3.1.3) problem-
inin ¢oztimlerin limitidir. Ileride bu iki ¢coziim beraber incelenecektir.

Ters problemin analizinden 6nce, (3.1.1)-(3.1.3) direkt probleminin ¢6ztimii
icin D bolgesinin icerisinde bu problemi integral denkleme indirgemeye dayali
olan miimkiin metotlardan birisini goz 6niine alalim.

Ik olarak (3.1.2)-(3.1.3) kogullar1 altinda asagidaki denklem i¢in bir ek prob-

lemi inceleyelim:

— =Pt (e D@

D bolgesinin, z ekseninin (0,1) kesiti ve bu kesitin ug noktalarindan gecen
karakteristikler ile sinirhi kisminda (3.1.2)-(3.1.3) kosullar: altinda (3.1.7) denk-

leminin ¢oziimiinii d’Alambert formiilii ile agagidaki gibi ifade edilebilir:

x4+t
wo) = 38—t +oard+3 [ wiod+s [ [ Penasr
_(=,t)

(3.1.8)

(z,t) € Do={(z,8): 0<z<,0<t< |z — 3|}
D/ Dy bolgesinde problemin ¢oziimii simr kogullarina baghdir. Simdi (3.1.3)
baslangic kosulu ve (3.1.7) denklemi kullamlarak bu gosterilebilir. Once D bol-
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gesinin sag ve sol smirlarinda u ve wu, fonksiyonlar1 bulunup sonra bélgenin
icerisindeki ¢oziim elde edilebir. z = 0,z = [ ’de u ve u, fonksiyonlarini bulmak
icin (0/0t) + (0/0z) operatoriiniin D bolgesinin sag simrindan, (0,1) kesitini

aywran ve z ekseninin (0,/) kesitinden gegen karakteristikler yigimim gozoniine

RAYEIN)
ot Oz ot Oz

carpimi geklinde yazarak (3.1.7) esitligini D bolgesindeki yigindaki sabitlenmig

alalim. Dalga operatoriini

karakteristikler iizere integralledikten sonra (3.1.3) verisini kullanirsak
t
(e — ), = (i —t) — (I — 1)+ \/5/ F(r—t+0,mdr, te(0,])
esitligi elde edilir. Gergekten (3.1.7) esitligini D bolgesinde sabitlenmig
L={¢r1):é=7—(z—1),0<7<Il+t—1z}
karakteristigi iizere integralleyelim. O halde agagidaki iglemler dogrudur:

t—z—I1
(=) | (557 =VE [ Fe—t+anr
’ 0

t—z—1
(Ut - uac) I Ll4t—z) — (ut - uz) |(a:—t,0): \/—i/ F<T —t+z, T>dT
0

(s = 1) f—t0y= w(z =1, 0) = (=1, 0) = Yz =1) = ¢/ (z =) yerine yamhrsa;
t—z—1
(e — Us) | (urte) =@ —1) =@ =)+ \/5/0 F(r—t+z,7)dr
(u =) | wmi =0 —1t)— ¢ —1) +\/§/OtF(T—t+z,T)dT
Sonuncu esitligi ve (3.1.2) sir kogulunu z = [ ’de gz niine alirsak

(ug+ Hu),_; = g2(t) + (I —t) — ' (I = 1) +\/§/tF(T—t+Z,T)dT, te (0,0
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egitligi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse kolayca

wllyt) = ¢—1)+ / D ga(r) + (L - 7)

+Hp(l— 1)+ /T F(r1— 7+ z,71)dr1]dr
0

fa(t)

denklemi alinir. Bu denklemi (3.1.2) sinir kogulunda gz 6niine alalim.

uz(l,t) + Hu(l,t) = go(t)
ug(l,t) = gao(t) — Hu(l,t)
ug(l,t) = gao(t) — Hfo(t) = xo(t), t€(0,1) (3.1.9)
Simdi (3.1.3) verisi kullamilarak, ¢ € (0,) ve z = [ i¢in u ve u, degerlerinin
elde edildigi gibi ¢t € (0,2l) ve z = 0 iginde u ve u, degerleri de elde edilebilir.

Bunun i¢in (9/0t) — (0/0z) diferansiyel operatoriiniin = 0 ve t-ekseninin (0, 2{)

kesitinden gecen karakteristikler yiginin1 gozoniine alalim ve dalga operatoriinii

o_oN(0, 0
ot 0Oz ot 0x)°

(3.1.7) denklemini sabitlenmis karakteristikler y1gim1 {izere D bolgesinin sinirim-

asagidaki gibi yazalim;

daki bir noktadan digerine integrallersek x = 0, t € (0,2l) noktalarindaki
ug+u, fonksiyonu bulunabilir ve (3.1.2) sinir kogulunun z = 0’daki hali gézoniine
alinirsa u(0,t) ve u,(0,t) fonksiyonlarimm ¢ € (0, 2]) i¢in hesaplanmasi miimkiin

olur. Gergekten daha onceki iglemlere benzer olarak
0 0 0 0
(55—%) (&‘F@)U—F(%,ﬂ

L={(7):=¢=7—(z+1),0<7 <t+z}

denklemini
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karakteristigi tizere integralleyelim.
g x+E
(wtus) | G0 = \/E/ Pli+a—r,7)0
0
o4t
(ue+uz) | (0ptt) — (Ut + Uz) |(z+£,0)= \/—2-/ F(t4+x—7,7)dr
0

(Ut + Us) |(e4t,0)= w(z+1t,0)+ugz(z+1t,0) = Y(x+1t)+¢'(z+1t) yerine yazilirsa;

t—z—1
(us +ug) | (0,24+t) = P(z+1t)+ ¢’($ +&] + \/5/0 Ft+x—7,7)dr

t
(s +ua) | oo = () — () + \/5/ F(t—7,7)dr
0
Simdi (3.1.2) siur kogulunun z = 0 ’daki degerini yerine yazarsak
t
(us + hu),_y = —g1(t) + 9(t) + ¢'(t) + \/5/ F({t—r7,7)dr, te(0,])

denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse u(0, t) fonksiyonunun agagidaki ifade-
sine ulagilir:
17
w0, = 6O+ [ HOgi(r)+ ()
0

—ho(7) + /OT F(r —71,71)d71]dT
f1(®)

Sonuncuda (3.1.2) sinir kogulu goz oniine alinirsa

ue(0,£) —hu(0,t) = 6i(t)
uz(0,t) = g1(t) + hu(0,t)

us(0,1) = gi(t) + hfi(t) = x1(t), t€(0,1)

elde edilir. Elde edilen bu degerler kullanilarak ¢nce z = I, ¢t € (I, 3l) nokta-
larindaki u ve u, fonksiyonlari, sonra z = 0, t € (2[,4l) noktalarindaki u ve

u, fonksiyonlari hesaplanabilir ve boyle devam eder. Bu nedenle her ¢ > 0 icin



26

sadece

U’(Ovt) = fl(t)7 Uz(ovt):X1(t)
U(l,t) = f2(t)? um(l7t):X2(t)

sonucuna ulagilir.

D bolgesinin icerisinde u(z, t) ¢oziimiiniin elde edilmesi i¢in (3.1.7) denklemi
ilk olarak (0/0t) — (0/0x) operatoriiniin karakteristikleri sinifi iizere ve daha
sonra diger karakteristikler simfi {izere integre edilmelidir. Gergekten (3.1.7)

denklemi ilk olarak
={(¢&7):~¢=7—(z+1),0<7<t+a}
karakteristigi tizere integrallenirse agagidaki iki denklem elde edilir:

(ug + ug) | Eﬁto) \/_/ t+z—7,7)dr, z+t<lI;

(ue +ug) | Eizft D=2 Fit+z—7,7)dr, z+t>1

z+t—1

Bu iki denklemde uygun siir kogullar1 g6z oniine alimirsa ve u; + u, = G(z,1t)

igaretlenirse x +t <l ve x +¢ > [ icin

G(z,t) = folx +t =1) +sn(z +t—1) +\/_f+tl t+z—71,7)dr, T+t>I,
’ —prr V2 i PGl Tt

alinir. Benzer sekilde sonuncu egitlikler diger karakteristik iizere integre edilirse

asagidaki ¢oziime ulagilir;

u(zt) = filt — x) +\/—ftm (r—t+z,7)dr, t—z>0,
’ (a:—t—i—\/—fo (1 —t+z,7)dr, x—t<0.

(3.1.1)-(3.1.3) problemi i¢in yukaridaki algoritma kullanilirsa ve F' yerine —qu
yazilirsa, u(z, t) fonksiyonu i¢in integrallenme bolgesi (0, ¢) araligim iceren ve 7’ya
bagh bir integral denklem elde edilir. Bunun igin bu integral denklem, Volterra
tipli denklemlerin 6zelligini saglar. Yani keyfi ¢ i¢in tek olarak ¢oziilebilir ve bu

¢ozlime standart ardisik yaklagimlar metodunu uygulamakla kolayca ulagilir.
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Simdi (3.1.1)-(3.1.3) problemini f(t) = u(0, t) fonksiyonu i¢in gerekli kogullari
elde etmek amac ile (3.1.5) veya (3.1.6) kosullar1 altinda daha detayh olarak
inceleyelim. Ileride ¢ € (0,2[) igin f(t) fonksiyonu &yle belirlenecektir ki (0,1)
araliginda ¢(z) fonksiyonu tek gekilde bulunur. Bunun icin (3.1.1)-(3.1.3) direkt
probleminin ¢6ziimiinii D; UD, bélgesinde inceleyelim. Burada D; ve D, bolgeleri

agagidaki gibidir;

Dy = {(g1):0<5 <0<t <%},

Dy = {mt]:0<aclsct<l—a},

Ik olarak (3.1.5) ve (3.1.6) kosullar1 altinda

u(z,t) =0, (z,t)€ Dy (3.1.10)

oldugunu gosterelim. Gergekten Dy C D; bolgesinde (3.1.8) d’Alembert formiilii
ile
1
uet) =3 [ [ a@uiendgar, (@0 Dy
_(z,¢)

diizgiin integral denklemine ulagilir. Buradan u(z,t) = 0, (z,t) € Dy almir.
(3.1.9) formiilii kullanihirsa

l

\
\
\
~ o

= grp{
W= =VI[e T qeug IR Gy
0

esitligi elde edilir. (3.1.1) denklemi dz/dt = 1 karakteristigi tizere integrallenirse

0 0 ‘
<a - a_) ‘s “ﬁ/aﬂ*m Q(€)ult, €+t - 2)dgdr,  (x,t) € Dy\ Do

esitligi elde edilir. Sonra (3.1.11) esitligi kullanilarak D; \ D, bolgesinde u(z.t)
fonksiyonu elde edilir.Gergekten sonuncu esitligi diger karakteristik yani

T=—€+ (z+1)



28

tizere integralleyelim.

t+z—T
u | (;KCBH ) \/—/ / (u(€, &+ 27 —t — x)dédr
z+t—1 J (I+t+z—27)/
t+z—71
w(z,t) = ull,z+t-1)— \/_/ / Yu(€, £+ 217 — t — x)dédT
z+t—1 J (I+t+z—271)/

Simdi (3.1.11) gozoniine alinirsa u(z, t) icin;

z+t—I1

H(r—t—z+1) T — P
u(e,t) = —V/3 / /l a7~ L+

_\/§/t /Hz ' Yu(E, €+ 27 —t — z)dedr, (z.t) € D1\ Dy (3.1.12)
z+t—I

I+t+z—27)/

denklemi elde edilir ve bu denklem diizgiin Volterra tipli denklemdir. Buradan
u(z,t) =0, (x.t) € D;\ Dy

alinir ve boylece (3.1.10) saglanmug olur.
Benzer olarak (3.1.5),(3.1.6) verisi i¢in Dy bolgesinde u(z,t) ¢oziimi bu-
lunursa agagidaki denklem elde edilir;

(274z—t)/
—\/5/ / i Yu(€, 27 —t — €+ x)dédr, (zt) € Ds. (3.1.13)

t+zx
Sonuncu gosteriyor ki (3.1.1)-(3.1.3) problemi ile (3.1.5) veya (3.61.) kosullar:
altindaki problemin c¢oziimleri cakigiktir.
(3.1.5) verisini g6z oniine alalim. Bilindigi gibi (3.1.1)-(3.1.3) probleminin
¢Ozlmi,

(W)io = 0, (ut)ip = 0(z — o)

Cauchy verisi ile (3.1.2) kogullar altinda (3.1.1)’in u(z, t, z¢) ¢oziimlerinin o —

+0 i¢in limitidir.

Simdi D bolgesinde (g, 0) noktasindan gegip D bolgesinin sag ve sol simir-
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larma kadar olan karaktersitiklerin ve bu sinir noktalarindan gecen karakteris-
tiklerin olugturdugu D) ,k = 1,2, 3,4 bolgelerini gozoniine alalim. Bu bolgeler
agagidaki gibidir;

<z <l,0<T<E&—1x0},

(z.t)

Dy = {(zt):0<z<l—mo,z0+& <7 <2—E— 0},
(zt):0<x<z0,0<T<T9—E},
(z.t)

0<z<l|é—mo|<T<l—|6—20+1]}.

xo — 0 icin sirasi ile D] ve D; bolgeleri Dy ve Dy bolgelerine yakinsarken,
Dj ve D), bolgelerinin olgiileri de sifira yakinsar. Djve Dj bolgelerinde u(z, t, zo)
¢oztimii sifir olur. (3.1.1) denklemi dz/dt = —1 karakteristigi boyunca integre

edilirse

(t+z0)/2
(1t + 1) = 8(t —20) — V3Ot — 70) /0 (O ule,t—£)de, t e (0,2 — o)

denklemi elde edilir. Burada 6(t) Heaviside fonksiyonudur ve asagidaki gibi

()(t):{ 1, t>0

0, t¢t<0.

tanimhdir;

Gergekten (3.1.1) denklemi dz/dt = —1 yani 7 = —€+ (x+t) karakteristigi iizere
integrallenirse agagidaki iglemler dogrudur;

t (z+t+z0)/2
() | &0 = —Va(z+t - 20) / qEulE, s+t — E)de,
- (e+t+20)/2
(w0 + ) (@) = 6(z+1t—10) — V20(z +1t — 30) / d©ulé, o+t — E)dE,
(t+z0)/2 :
(e + te)oms = 8t — 0) — VIB(t — 1) /0 g(Eul,t — £)dE,
€ (0, 2l — IE()).

Sonuncu egitlikten ve z = 0 ’daki sinir kogulundan kolayca

u(0,£) = 6(t — z0) [W” / ) / T e — ydgar |
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S (0, 20 — 330)

elde edilir. Elde edilen bu formiil kullanilarak (3.1.1) denklemi (3.1.2) ve (3.1.3)
kogullar1 altinda dz/dt = —1 ve dx/dt = 1 karakteristikleri iizere integre edilirse

D) ve D) bolgelerinde sirasiyla

27—t+z+x0)/2

u(z,t,20) = = — V2 / q(&u(, 21 —t+z — &, xz0)dédT,
(t—z+x0)/2 J T

—i+z
(z,t) € Dy,

(t4+z0)/
(£, ) = M) _ f/ / u(é, 7 — &, mo)dédr

(27 —t+z+z0)/
—\/5/ / q()u(é, 21 —t +x — &, x0)dédr, (z,t) € Dy

t+e
integral denklemleri elde edilir. Sonuncuda zy — 0 limite gegilirse (3.1.13)
¢Oziimiine ulagilir.

Benzer yol ile bize sunulan problem (3.1.6) verisi i¢in de yoklanabilir. Burada
91(t) fonksiyonunu —§(t —ty) ile degismek icin bir ¢, parametresi dahil edelim ve
(3.1.1)-(3.1.3) problemlerine uygun u(z, t, to) ¢oziimlerinin limitlerini inceleyelim.

Once

Dy = {(z,t):0<z<1,0<t<ty+z},

D; = {( ) O<$<lt0+l’<t<t0+2l—l’}

bolgelerini tanimlayarak baglayalim. Agiktir kitg — 0 iken D} — Dy ve Dy — Dy
'dir. D} bolgesinde u(z,t,to) = 0 ’dir ve bundan dolay:

(t+t0)/2
(g + 1) o = —V/30(t — o) / OVl t — £.10)dE, te (0,40 +20)
0

esitligi saglamir. Sonuncuda (u, — hu)z—o = —06(t — p) s kosulu goz oniine

alinirsa u(z, t,t) i¢in z = 0 ’daki degeri elde edilir ve bu agagidaki sekildedir;

(t+t0)/
u|$ 0 — 9<t—t ) [ Meo~2) \/‘/ 4 / (57 57 tO)dng )

= (0, to + 2[)
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Alman bu sonug¢ kullamlarak (3.1.1) denklemi D) bolgesinde dz/dt = —1 ve
dx/dt = 1 karakteristikleri iizere integrallenirse

t—z (T+t0)/2
u(®, t,to) = €+ — /2 / A / g(&)u(é, T — & to)dédr
to 0

(27—t+z+z0)/
—\/i/ / q(&u(€, 21 —t+ 1 — £, x0)dédr, (z,t) € Dy

t+z
elde edilir. Sonuncuda ty — 0 limite gecilirse (3.1.13) ¢oziimiine ulagilir.

Simdi (3.1.13) denklemini inceleyelim. Ilk olarak not edelim ki
wz,x+0)=1, =z € (0,])dir.

(3.1.13) denklemi Volterra tipli integral denklemdir ve bu nedenle C(D,) uza-
yindaki fonksiyonlar sinifinda bu denklemin tek ¢oziimii mevcuttur. Bu ¢oziim
ardigik yaklagimlar metodu ile bulunabilir. Bu siniftan ¢oziimiin mevcut olmasi
q(z) fonksiyonunun C(0,1) simifindan olmasi sonucudur. Dahasi (3.1.13) denk-

leminin diferansiyelinden, bu denklemin ¢6ziimiiniin C?(D,) siifindan oldugu

kolayca alinir. Bundan dolay:
u:(0,+0) = —h'tar.

Buradan f(t) fonksiyonu i¢in agagidaki gerekli kosullar ¢ikarilabilir;

1) ft) € C*0,1),
2 f(+0) = 1, f'(+0)=—h.

Simdi bu kogullarin ayni zamanda, yeteri kadar kiiciik aralikta ters problemin
cozlebilirligi icin yeterli kosullar oldugunu gosterelim. Bunun icin en uygun yol-

lardan birisi (3.1.1)-(3.1.3) probleminin ¢6ziimiini
D™ ={(zt):0<z <t <0}

bolgesine tek olarak devam ettirmektir. Coziimii w(z,t) fonksiyonu olan asagl-
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daki problemi g6z 6niine alalim;

Law=0, (z,t)€ DUD™, wle=o =0d(t), Wy l|e—0 = ho(2). (3.1.14)

w(z, t) fonksiyonu icin

w(z,t) == [0t —z)+ 6(t+ )] + 0(z — |t|))w(z,t) (3.1.15)

DO | =

gosterimi dogrudur. Burada w(z, t) fonksiyonu ¢ ye gore ift fonksiyondur ve
D'={(zt):0<s<l,—g<t<L g}

bolgesinde birinci mertebeden tiirevleri ile beraber siireklidir. Ayrica w(z,t)

fonksiyonu agagidaki integral denklemin ¢oziimiidiir;

(z+1)/2 (z—t)/2
et =ghrg [ @[ e

+3 [ [ a@aenaar,  @nen. (3.1.16)

O(z,t)

Sonuncu denklemden 6zel halde

1

WL, T = %h + i /Oz q(§)d¢, x € (0,1) (3.1.17)

esitligi alinir. (3.1.1) denkleminin ¢oztimii

u(0,8) = f(t), te(=2,20), [f(=1)=—f{),
(ug +hu)emg = 0, t€ (—00,00)

kogullarini saglar ve

Q={(z,t):0<z<l,-2+zx<t<2l—z}

bolgesinde tek olarak belirlidir. Daha ¢nce dahil edilen w(z,t) fonksiyonu kul-
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lanilirsa bu ¢6ziim agagidaki gibi yazilabilir;

wle, ) = /_00 ft —nw(z,7)dr = %[f(t— z) + f(t + z)]

+/_$ f(t —1)w(z,7)dr, (z,t) € Q.

Buradan

{E(x,t)—l—/oz[f'(t—ﬂ + f'(t+7)]w(x, 7)dT = —%[f’(t—:z:)—#f’(t-i—x)], (3.1.18)

z>0, te][0,x)
denkleminin ¢6ziimii olan w(z,t) fonksiyonu i¢in u(z,t) = 0, (z,t) € D” kogulu
gozoniine almirsa ve (3.1.17) kullanilirsa ¢(x) igin

g(z) = 4%3@(:6,93), z € (0,1)

ifadesi alinir.(3.1.17) denklemi gosteriyor ki (3.1.2) smir kosulu iceren ters prob-
lemi belirlerken h parametresi gibi bir bilinmeyen gozéniine alinmalidir ve bu
parametre

h = 2@(0,0) = —f'(+0)

ile belirlenebilir. Simdi yukarida bahsedilenler ile ilgili teoremi verebiliriz:
Teorem 2.1: (3.1.1)-(3.1.4) ters probleminin ¢(z) € C(0,1) simfinda tek

sekilde ¢oziilebilir olmasi i¢in f(t) fonksiyonunun agagidaki kogullar: saglamasi

gerek ve yeterdir;
1) f(z) € C*(0,21), f(+0)=1, [f'(+0)=—h,

9) f(~t) = —f(t), te (0,20 igin (3.1.18)

denkleminin z € (0,1) i¢in tek ¢oziimii mevcuttur.
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3.2 Sonlu Aralikta Katsayi1 ve Basglangic Verilerinin Bu-

lunmasi1 Ters Problemi

Bu alt boliimde u(0,t) = fo(t) ve u(1,t) = fi(t) bilgilerine gore L,u = 0 denklemi
icin baglangig-sinir deger probleminden katsayinin ve baglangi¢ verilenlerinin bu-
lunmas: ters problemi incelenecektir. Problem, Sturm-Liouville operatoriiniin
spektral ozellikleri kullamlarak ¢oziilecektir. (bkz:[7]-[8])

D= {(z,t): 0 <z <1,—00 <t < oo} bolgesinde

(g_; _ ;%22 £ p(x)> = (3:2.1)
hiperbolik denklemi,
(ve — hu),_y = (uy + Hu),_, =0, —00 <t <00 (3.2.2)
sinir kogullar: ve
(u),_o = ao(z), (Ut) i = a1(2), 0<z<1 (3.2.3)

baglangi¢ kogullari ile goz oniine almsmn. (3.2.2) ve (3.2.3) kogullar ile be-
raber (3.2.1) denklemini E(p, h, H;ag, a;) ile isaretleyelim. Burada (p,h, H) €
C'0,1] x R x R ve (ag,a;) € H*(0,1) x L*(0,1)’dir. O halde E(p, h, H; ag, a1)
denkleminin tek zayif v = u(z,t) € C?((—o00,00) — HX(0,1))NC}{((—o0,00) —

L2(0,1)) ¢bziimii mevcuttur.

Varsayalim ki E(p, h, H; ag,a1) problemi bilinmiyor olsun. Cozlimiin sadece
(u),_o = fo(t), (u),_; = fi(t) smir kosullar1 gozetilsin ve bu kosullar herhangi
bir —T <t < T zaman araliginda biliniyor olsun. Burada belirleyici problemi

incelenmek istiyoruz. Bu amagla D bolgesinde
02 02
(@ - 5}75 -+ q(m)) v=20 (324)
hiperbolik denklemi,

(V2 — J¥) pug = (Ux + JV),_; =0, —00 <t < 00 (3.2.5)
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sinir kogullar: ve
(v)y—q = bo(z), (V) g = b1 (), 0<z<1 (3.2.6)

baglangi¢ kosullar ile E(p, h, H; ag, a;) denklemi igin bir model olsun. Burada
(q,5,J) € CL[0,1] x R x R ve (by,b1) € H*(0,1) x L?(0,1)’dir. Yukaridaki iki
problemin ¢oziimlerindeki hatalar

80(25) = liE:O —U |1::07 El(t) = |z:1 —Uu |x:17 -T S t S T (327)

ile isaretlensin. Burada amag bu problemin tekligini incelemektir.

Bilindigi gibi (d/dz—h)-|s=o= (d/dz+ H)|z=1= 0 kogullan ile —d?/dz*+p(z)
operatorii Sturm-Liouville operatoriidiir. Bu operatorii A,y g ile isaretleye-
lim. {\,, n=1,2,...}, App p’'m 6zdegerleri ve {¢,(z), n=1,2,...} bu 6zdeger-
lere karg1 gelen normallestirilmis &zfonksiyonlaridir, yani (¢, /201y = 1, (n =

1,2,...)dir. Ayrica w, = A% i¢in
wp = A2 =nw 4+ 0(1/n), n — oo (3.2.8)
asimtotik formiili saglamr. A > —X¢ icin A, 5 g + A pozitif belirli olur ve

D((App +N)?) = H'(0,1)dir. (3.2.9)

Bu nedenle a € H'(0,1) olmas: igin

oo

> (0 +1) (e, 9,)° < 00 (3.2.10)
n=0
olmast gerek ve yeterdir. Burada (,) ile L? uzayinda i¢ ¢arpim isaretlenmistir.
Bu notasyonlar altinda E(p, h, H; ag, a;) probleminin zayif ¢6ztimii olan u =
u(z,t) fonksiyonu

o0

wlz, ) = Z(ag coswpt + ay, sinwpt/w,)d, (7) (3.2.11)

n=0
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seklinde verilebilir. Burada

aj = (ag,¢,) ve a), = (a1, ¢,) dir. (3.2.12)

(4.11) esitliginin sag tarafi C?((—o0, 00) — HL(0,1))NCE((—o0, 00) — L2(0,1))’de

yakinsaktir. Ciinkii {¢, } sistemi L?(0,1)’de ortonormaldir ve

[ee)

> An® +1)(a2)” + (a3)*} < 0

n=0

saglanir.

Tanim 3.2.1: Keyfin € N = {1, 2, ...} igin (a®)?+(al)? # 0 ise E(p, h, H; ag, a;) €

n

G denir.

Teorem 3.2.1: Eger E(p,h,H;a0,a1) € G, T > 2 ve gt) = e1(t) =
0 (=T <t<T)ise(q,j,J;b0,01) = (p, h, H; a9, a1) saglanir.

Teoremin ispatina baglamadan not edelim ki Sobolev imbedding teoremine
gore u(x,t) € C°([0,1] x (—o0,00))’dur. £, (0,1) X (—o0, 00) bolgesine dahil bir
bolge olsun.

Tanim 3.2.2: u = u(z, t) siirekli fonksiyonunun 2’da genellesmis manada

»2
<—a-t—2 ~ 5.2 +p(:c)> g = 0 (3.2.13.1)
(%u b A = O (3.2.13.2)

problemini saglamasi icin, suppe N [0, 1] X (—o0,00) C QN [0,1) x (—o0,c0) ile
beraber her bir ¢ = ¢(z,t) € C2(R?) i¢in

+oo 1
/_ dat / dwu(z, t){dn — ue + P(@)9(, )}

_ / " dtu(0,8)(6,(0,1) — hé(0,)} (3.2.14)

egitligi saglanmahdir.

(3.2.11) esitligindeki her bir coswyt-@,(z) ve sinwyt-¢,(x) terimi, (3.2.13)
problemini genellesmis manada saglar. O halde bu u = u(z,t), E(p, h, H; ap, a1)
probleminin zayif ¢oztimiidiir. Ciinkii (3.2.11) esitliginin sag tarafi T > 0 icin
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Sobolev imbedding teoremine gore C°([0, 1] x [T, T])’de yakinsaktir.
T > 0 icin

Qr={(z,t): 0 <z <min(1,T), -T+z<t<T -z} (3.2.15)

olsun. O halde agagidaki 6nerme dogrudur.
Onerme 3.2.1: f = f(t) € C°[~T,T) i¢in Qr bolgesinde (3.2.13)’ii genellegmis

manada saglayan tek u = u(z,t) € C°(Qr) vardir ve

U |g=0= f(t), —T <t<T (3.2.16)
saglanir.
Gergekten
t+x
up(z,t) = f(z+t) + h/ f(s)ds (3.2.17)
ve
Qz,t) ={¢,n):0<€é<p,f—zs+t<n< —€+z+1t} (3.2.18)

olsun. O halde kolayca gosterebiliriz ki u = u(z,t) € C°(Qr) fonksiyonu

u(z,t) = // &)u(€, n)dédn (3.2.19)

Q(z,t)

Volterra tipli denklemin ¢oziimiidiir ve (3.2.14) ve (3.2.16) esitliklerini saglar.

Diger taraftan v fonksiyonunun tekligini gostermek igin eglenik problemin birden
cok ¢oziimii oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
Temel amag u ve v ¢oziimlerini agagidaki formiildeki gibi birlestirmektir. Her

A igin
B(c:4,5,0) = Ba;p, b ) + / By 5 e Wl m, oy A,
0

0<x<1

esitligi saglanir. Bu formiile birinci deformasyon formild denir.

Ayrica K = K(z,y) = K(z,y;¢,j;p,h) € C*(D) cekirdegi, h,j € R ve
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p,q € C[0,1] igin

Ko — Ky + 00)K = @)K, (3.2.20)
K(z,z)=(j —h)+ % /Om(q(s) —p(s))ds, 0<z<1, (3.2.21)
K,(z,0) = hK(z,0), 0<z <1 (3.2.22)

problemini tek gekilde saglar. Simdi asagidaki lemmay: verebiliriz.
Lemma 3.2.1: Eger u = u(z,t) € C°([0,1] x (—o0, c0)) fonksiyunu, Qr’de
genellesmis manada . .
b~ et T p(z)u=0 (3.2.23)
0

(574~ Mt)o=o = 0 (3.2.24)

problemini sagliyorsa,

V(1) = ulz, t) + / K(2,y;4, j;p, BYuly, t)dy
0

€ C°([0,1] x (—o0,0)) (3.2.25)
fonksiyonu
02 0?
(—a—V —jV)e=0 =0 (3.2.27)
e IV )z=0 = -z

problemini )r’de genellesmis manada saglar ve

V |omo=t |omo, —-T<t<T. (3.2.28)

Ispat: Ik olarak lemmadaki iddianm u = u(z,t) € C*([0,1] x (o0, c0))

durumuna indirgenebilecegini gosterelim.
U |omo= f(t), -T<t<T (3.2.29)
isaretleyelim ve f¢ = f¢(t) € C?[—T,T] alalm. Burada C°|—T,T]'de € — 0 iken

£ — fodir. (3.2.30)
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Onerme 3.2.1°e gore Gyle tek u° = u®(z,t) € C°(Qr) vardir ki
—= — TUE + p(z)u =0, (3.2.31)

(—u® — huf)yo =0 (3.2.32)

problemini {27’de genellesmis manada saglar ve

U |g=o= fo(t), T <t<T. (3.2.33)
O halde u* fonksiyonu
u(m, t) = ug(z, ) // u(&,m)dédn (3.2.34)
Q(z,t)

integral denklemini saglar. Burada

ug(z,t) = ff(z+1t) + h/t ’ fé(s)ds € C*(Qr) dir. (3.2.35)

Onun igin u¢ € C?(Qr)’dir ve u¢ fonksiyonu (3.2.31)-(3.2.32) problemini klasik

manada saglar. Ayrica

(2, t) = uo(z, ) + // (e, m)dédn, (3.2.36)

1MLw=f@+w+hlfU@ms (3.2.37)

probleminin ¢oziimii olan % = u(x,t) € C°(Qr) fonksiyonu igin € — 0 iken

u — U (3.2.38)

oldugu goriiliir. Demek ki u fonksiyonu, u = u(z,t) fonksiyonundan bagka bir
fonksiyon degildir.

Simdi varsayalim ki

VE(z,t) = u(z,t) —l—/ K(z,y;q, j;p, h)u’(y,t)dy (3.2.39)
0
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esitligi ile tamml Ve = Ve(z,t) € C?(Qr) fonksiyonu klasik manada asagidaki

problemi saglar;

62 82 -
53V~ 5V ta@Ve=0, Or (3.2.40)
0 :
(%ve — V)0 =0, —T<t<T, (3.2.41)
Ve |emo= f°(t), —T<t<T. (3.2.42)

O halde V¢ fonksiyonu

Ve(z,t) = V5 (, 1) E)VE (€, n)ddn, (3.2.43)
sl
Vo (z,t) = f(z +1) +j/t fe(s)ds (3.2.44)

integral denklemini saglar. (3.2.39) ve (3.2.44) esitliklerinde ¢ — 0 alirsak

xdaw=uu¢yy/1aawmxnhm@¢wy
0

fonksiyonunun
1
Vi t)=Va@t)+5 [ [ a©Viendean (3.2.45)
Q(z,t)
[t+z
Volas )y =fle+t+34 ] fs)ds (3.2.46)
T~

problemini sagladigi goriiliir. Bundan dolay1 V' fonksiyonu, Q7’de (3.2.26) den-
klemini (3.2.27) ile genellesmis manada saglar ve ayni zamanda (3.2.28)’de saglanir.
Demek ki lemma u € C*(Qr) durumuna indirgenebilir.

Bu durumda (3.2.28) agiktir. (3.2.26) ve (3.2.21)’den ve

Ve(z,t) = uz(z,t) + K(z, x)u(z, t) + /Ow K. (z,y)u(y,t)dy (3.2.47)
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oldugundan, (3.2.27) kosulu agagidaki gibidir;

V4V | oo =1t + (K(0,0) + 5)u |z=0,
= (_h+K(070) +])u |z:0: 0.

Son olarak (3.2.21) kullanilirsa

I = Vyl(z,t)—q(x)V(z,t)

elde edilir. Buradan

I = ug(z,t)+ <C%K(mx) + K, (z,x) — q(a:)) u(z,t)
+K (2, 2)us(z, 1) + [Ky(z, y)uly, t) — K(z, y)uy(y, 1)]y=o

+ / " K(2,y) (g (1,1) — plg)uly, )} dy

alimir. Sonuncuda (3.2.22) goz oniine alinirsa

I = o)+ (240K (00) — @) ) )+ [ K(0) o) = pladato. 6} dy

=P / NN E U R T

- S {uw+ [ Kty = Vo

elde edilir. Bu demektir ki I = V. (z,t) — q(x)V (z,t) = Vu(z,t) , yani (3.2.26)
saglanir.

Simdi teorem 3.2.1 ’in ispatin verebiliriz.

Ispat: Varsayalm ki E(p,h, H;ag,a;) € G'dir. u = u(z,t) ve v = v(z, 1)
sirasiyla E(p, h, H;ag,a1) ve E(q,j, J;bo, b1) problemlerinin zayif ¢oziimleri ol-
sun. Burada (p,h, H;ag,a1),(q,J, J;00,b1) € C'0,1] x R x R x H*(0,1) x




42

L?(0,1)’dir. Varsayalimki 7" > 2 i¢in
v [:c:(): U |.7::07 v |m:1: U |z=1, =T<t<T (3248)

egitlikleri saglansin.
K(z,y) = K(z,y;q, j; p, h) fonksiyonu (3.2.20)-(3.2.22) problemindeki ¢ekirdek

olsun ve

V(z,t) = u(z,t) + /Om K(z,y)u(y,t)dy (3.2.49)

almsin. Lemma 3.2.1 ’e gore V = V(z,t) € CY((—o0,00) — Hi(0,1)) N
C}((—o00,00) — L%(0,1)) € C°(]0,1] x (—o0, 00)) fonksiyonu, (3.2.26)-(3.2.27)

problemini € bolgesinde genellesmis manada saglar ve (3.2.48) esitliklerine gore
V Imz(): u Izzoz v |z:0, -T S t S T (3228’)

saglanir. Bu nedenle 6nerme 3.2.1’e gore Q) bolgesinde V = v'dir. T > 2

oldugundan, sonuncu esitlikten
|4 lz:lz v |z:17 _Tl _<_ t S T]. (3250)

alinir. Burada Ty = T — 1’dir. (3.2.48)’in ikinci esitligini ve (3.2.50) esitligini,
(3.2.49)’da goz oniine alirsak

~l
/ K(Lyu(y, t)dy =0, -Ty <t<T) (3.2.51)
0
yazilabilir:Ayrica
1
(K(1,1)+ J — H)u(l,t) + / Ko(Lyuly, iy =0, -Ti<t<Ti (3.2.52)
0

egitligide saglanir. Bu esitligin ispat1 ekte verilmistir.
Simdi teoremin ispatini tamamlamadan agagidaki onermeyi vermeliyiz.
Onerme 3.2.2: E(p,h, H;ag,a:) € G ve T > 2 varsayimlari altinda (3.2.51)
ve (3.2.52)’den sirasi ile

K(1,y)=0, 0<y<1 (3.2.53)
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ve

K1,1)+J—-H=0, K,(1,59)=0, 0<y<1 (3.2.54)

esitlikleri alinir.

Gergekten (3.2.53) ve (3.2.54) esitliklerinden K = 0 ve
g=p, j=h, J=H (3.2.55)

almir. O halde v ve wu ¢oziimlerinin fakini W = v — w ile isaretlersek @ =

(bo, ) — (ag, @,,) ve ck = (b1, ¢,) — (a1, ¢,) olmakla

[ee]

W=v—u= Z {2 coswyt + ¢ sinwpt/wn } ¢, (2) (3.2.56)

n=0

esitligine ulagilir. Simdi (3.2.48) kullamilirsa
W lgmo=W |g=1=0, -T <t<T (3.2.57)
elde edilir. Onerme 3.2.1 kullanilirsa
Wiz, t)=0, (z,t)eQUQ (3.2.58)

alimir ve burada §2; ve €2y bolgeleri agsagidaki gibidir;

O ={(z,t):0<z<min(l,T),z-T <t< —z+T},
Qo ={(z,t) :max(0,1 —T) <z <l,—z+1-T<t<z—14+T}.

T > 2 oldugu i¢in W |;—o= 0 ve W; |t—o= 0’dir. Bu iki egitlikten siras: ile
& = (W |i=0,8,) = 0 ve ¢}, = (W |i=0, ¢,,) = 0 almr. O halde

bg = Qo, b1 = a3 (3259)

saglanir ve teorem 3.2.1 ispatlanmig olur.l
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Ispat 6nerme 3.2.2: (3.2.11) agihmim hatirlayalim ve

w(z,t) = Z(EL{”) cos wyt + v sin wpt/wy,)é, (T) (3.2.60)
n=0

fonksiyonunu goz tniine alalim. Burada

@® =g / K1, 1), (4)dy/. (1), (3.2.61)

. =, / K(1,y)¢,(y)dy/ s, (1) dir. (3.2.62)

$,(1) #0 (n=0,1,2,...) oldugu ve ¢,(1) = %(—1)” +0(%) (n — o) sag-
landig i¢in inf {|¢,,(1)| : » = 0,1,2, ...} > 0’dir. Diger taraftan Parseval iligkisine

gore

i(/ K(1,)¢ ) 1K, )22, < o0

n=0

sup {

oldugundan

/01 K(l,y)¢n(y)dy’ :n=10,1,2, } < 00

alimir. O halde

i{n + 1)( }<sabztx2{n +1)(ad)* + (ah)?} < o0

elde edilir. Bu nedenle (3.2.60) esitliginin sag tarafi CP((—o0, 00) — HL(0,1)) N
C}((—o00,00) — L2(0,1))’de yakinsaktir ve w = w(z,t) fonksiyonu agagidaki

problemin ¢oziimiidiir.

0 9
(wg — hw),_y = (W + Hw),__; = 0, (3.2.64)

@ =0, (@o)g =5 (3.2.65)
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Burada
— ~0 1
o= Gng,(z) € H'(0,1), (3.2.66)
n=0
a1 =Y ard,(z) € L*(0,1)dir. (3.2.67)
n=0

Ozel halde w = w(z,t) € C°([0,1] x (—o0, 00)) fonksiyonu

0? o
(ﬁ T2 +p(x)> w =0, (3.2.68)

(we + Hw),_; =0 (3.2.69)

problemini genellesmis manada saglar. Bununla beraber (3.2.11) ve (3.2.51)’den

) 1
W | =1 = Z{ag cos wyt + al sin w,t/t} / K(1,9)¢,(y)dy
n=0 0

1
_ / K, y)uly, )dy =0, —T; <t<T; (3.2.70)
0

saglanir.

Onerme3.2.1’den 0y = {(z,t) : max(0,1 —TY) <z <1l,-z+1-Ty <t<z—1+T11}
bolgesinde w = 0 almir. T3 > 1vew € C2((—o0, 00) — HL(0,1))NCE((—00, 00) —
L2(0,1)) oldugundan,

W |t:0: Wy |t:0: 0

elde edilir. O halde g% — {eo] }=0ve ar = {w] g0 oy —

t1t=0%n/

0,1,2,...)’dir. Bu yiizden (3.2.61)-(3.2.62)’den agagidaki esitlik alinir;
1 1
aﬂ/ K(1,y)¢n(y)dy = ai/ K(1,9)¢,(y)dy, (n=0,1,2,..).
0 0

E(p, h, H;a9,a1) € G varsayimmindan keyfi n € N igin (a%)2 - (a}b)2 = 0 oldugun-

dan sonuncu egitlikten

1
/K(l,y)gﬁn(y)dy, n=0,12,..
0

alinir.
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Simdi (3.2.54)’yi ispatlayalim. Benzer olarak

wiz, t] = i(&ﬂ oS Wyt + G sin wyt/wy ), (T) (3.2.71)

n=0

olsun. Burada

@ =al {(K(l H+J—H)+ </K Ly)o dy>/q5()}, (3.2.72)

0 =a {(K(l )+J—-H)+ (/ K.(1,9)¢ dy> /¢, (1 )} 'dir.  (3.2.73)

T >1 ve

Z{n + 1)( }<sabztx2{n +1)(ad)* + (a.)*} < oo,
n=0

1
W le=1= (K(1,1) + J — H)u(1,t) +/ K. (L,y)u(y,t)dy=0, =T <t<T
0

oldugundan dolay1 @® =al =0 (n=0,1,2,...)’dir. O halde E(p,h, H;ag,a1) €

n

G oldugundan dolay1
(KO, 1)+ J — H)é /K Ly)da()dy =0, n=0,1,2,.. (3.2.74)

almir. Sonuncu esitlikten (3.2.54) elde edilir.®
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4 SONUCLAR

Tezde asagidaki sonuclara varilmigtir:

e Doniisiim operatorii yontemiyle spektral fonksiyonuna gore sonlu aralikta
Sturm-Liouville operatorii tek sekilde belirlenir;

e Coziimiin z = 0 dogrusu iizerindeki izi, yani u(0,¢) = f(¢), biliniyorsa [0, 1]
araliginda verilmis L,u = 0 denklemi icin baglangi¢ smr deger probleminden
denklemin katsayisi tek gekilde belirlenebilir;

e Coziimiin z = 0 ve z = 1 dogrulan iizerindeki izleri, yani u(0,t) = f1(t)
ve u(1,t) = fa(t), biliniyorsa [0,1] araliginda verilmis Lyu = 0 denklemi igin
baglangi¢ sinir deger probleminden denklemin katsayisi, baglangig verileri ve sinir

kosullarindaki sabit parametreler tek gekilde belirlenebilir.
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EK-I

5.42 Esitliginin Ispati:
Ispata baslamadan 6nce asagidaki lemmay1 dahil edelim.
Lemma L1: u = u(z,t) € C°([0,1] x (—o0,00)) fonksiyonu Q = (0,1) x

(—0o0, 00) bolgesinde genellesmis manada.

0? i

0
—u— = L1
<8xu hu) » 0 (L1.2)

problemini saglasin. Ohalde her bir ¢ = 1(z,y,t) € C3(R?) fonksiyonu igin

/_00 dt/o dzx /OI dyu(y,t) {%:(w, y,t) — 77Dyy(m’ v, t) + p(y)(, y,t)}
= /_oo dt/o dzu(0,t) {¢,(z,0,t) — hip(z,0,t)}
+ / " dtu(L, (1, 1,6) — / " dtu(0, £9(0, 0, 1)

—00

= :idt/ol dru(z,t) {zpy(x,x,tw%w(x,w,t)} (L.2)

esitligi saglanir.
Simdi (5.42) esitliginin ispatim verebiliriz.

(5.41) esitligini hatirlayalim ve V = V (z,t) € C°(]0,1] x (—o0, c0)) fonksi-

yonu, Ty = T — 1 i¢in Q = (0,1) x (=11, T7) bolgesinde

52 62
<§§ —— = q(g;)) V=10, =31
QV +JV =1 (1.3.2)
Ox i o

problemini genellesmis manada saglasin. Bu da supp¢ N ([0, 1] X (—o00,00)) C
(0,1] x (=T1,T1) ile her bir ¢ = ¢(x,t) € CZ(R?) icin

/ "t / 42V (2, 1) (B2, 1) — b (@, 8) + () (. 1)}
- _/Oo dtV (1,t) {¢,(1,t) + Jo(1,1)} (L4)

—Q
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esitliginin saglanmasi demektir. Benzer olarak u = u(x,t) € C°([0,1]x (—o0, 0))

fonksiyonu

/ "t / dzu(, 1) {$(@ 1) — bon(, ) + P(2)d(, 1)}
- _/_Oo dtu(1,t) {#,(1,t) + He(1,t)} (L5)

esitligini saglar. (5.39) esitlignden, (I.4)’tin sol tarafi

/ dt/ dm{ (2,1) /dyK(:c i (y,t)}

X {Bu(x,t) = ¢uo(z,t) + (2)b(2, 1)} (L.6)

esittir. Buradan K., — Ky, + p(y)K = ¢(z)K oldugu goz 6niine alinirsa

/ dn / YK (2, y)u(y, 6.,
- | dyu(t) | Ao (3,46,
- /01 dyu(y, t) {K(1,9)¢,(1,t) — K, (1,1)(1, )}
" / gl 1) {K (4,9)9(:t) — K (4, 1), (y, )}

T / il | o By o) — o ) B o i )

elde edilir. Bu nedenle (1.6 nin ikinei teri
elae-ediir-—bu-nedenie-1.0)-nin 1 terl

= [T [ @ (a0 {(Z - 25 +0@)) tm i)

y /_ t /O dzu(z,t) {6, (2, DK (2, 7) — ¢z, t) Ko, 7))}

ISy

SN

; /°° t / dyu(y,t) {6(1, )KL, y) - .(1, K (L)}

Lemma I.1 kullamlirsa, suppd N ([0, 1] x (—o0,00)) C (0,1] X (—00,o0) oldugu



ol

icin

~
|
\

" dtu(1 DK (1,1)6(1, 1)

_l’_
3 g

88

+

f
/ dt/ dzu(z, t) {6, (z, ) K (z, 2) — ¢(z, t) Ky (2, z)}
/

dt / dyu(y, t) {K.(1, )81, 1) — K(1,1)8,(1,1)}

8

elde edilir. O halde

[ = /_Zdtu(l,t)K(l,l)qb(l,t)
—/Oo dt/l dzu(z, 1) <2iK(x @) b(z,1)
w [ a / dyu(y,t) {Ka(1,9)9(1,1) - K(L,y)d, (1, 1)} "dir.

Buradan (1.6) yani (L4)’tin sol tarafi K (z,z) = (j—h)+3 [, (a(s)—p(s))ds, 0 <
z < 1 kullanilrsa
= [t [ doutot) 0u(ot) = bualet) + ()6, 1)
+/oo dtu(1,£)K (1,1)¢(1, 1)

%] 1

"t /O ' dou(z { )b, 1) + <%K(w,x)> b(z,1) + K(1,1)6, (z, t)}

[ . 5
+/ dt/ ayuly,t) (B y)oll, 1) — B (L y)o, (L) (L7)
—00 0
almr. (I.5) ten ve fol K1, yu(y,t)dy=0, =T <t < T oldugundan

I - /oo dtu(1, ) {6, (1,4) + Ho(1,8)}
+ / ~ dtu(1, K (1,1)6(1, )

o [T asan ([ KLyl ay ) (L8)

elde edilir. Diger taraftan fol K(1,y9)u(y,t)dy = 0, —T <t < T oldugu icin
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(I.4)’tin sag tarafi asaidaki ifadeye esittir;

- /oo dtu(1,t) {¢,(1,t) + Jo(1,1)} . (L.9)

—0o0

Simdi (I.4),(1.8) ve (1.9) iligkileri toparlanirsa suppgN ([0, 1] x (—oo, 00)) C (0, 1] x
(=Ty,Ty) ile her bir ¢ = ¢(z,t) € C2(R?) icin

/_00 dte(1,t) {(K(l, 1)+ J—-Hu(l,t)+ /01 Kz(l,y)u(y,t)dy} =0 (1.10)

[ee]

sonucuna ulagilir. Demek ki (5.42) saglanir.l
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