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ÖZET 

 
 
 Tezde fonksiyonlar teorisinin farklı alanlarında kullanılan bölge sınıfları 

Smirnov özelliği bakımından incelenmiş, Hausdorff ölçüsü yardımı ile yeni bölge 

sınıfları tanımlanarak, onlar arasında ilişkiler saptanmıştır. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

SUMMARY 

 

In this dissertation, some classes of domains from various areas of the theory 

of functions are considered from the point of view of the Smirnov’s property. New 

classes of domains are defined in terms of the Hausdorff measure and relations 

between them are established. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 

TEŞEKKÜR 
 

Bu tez çalışmasının ortaya çıkmasındaki eşsiz katkılarından ötürü çok değerli 

öğretmenim Sayın Prof. Dr. Tahir ALĐYEV’ e, Sayın Rektör Prof.Dr.Alinur 

BÜYÜKAKSOY’a, Sayın Prof. Dr. Ali ALKUMRU’ya ve çalışma süresince 

yardımlarını esirgemeyen çok değerli arkadaşlarım Bülent Nafi ÖRNEK, Abidin 

BAZIN ve Nurhan OKÇU’ya teşekkür ederim.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

ĐÇĐNDEKĐLER DĐZĐNĐ 
 
 
Sayfa 
 

ÖZET                                                                                                                          IV 

SUMMARY                                                                                                                 V 

TEŞEKKÜR                                                                                                               VI  

ĐÇĐNDEKĐLER DĐZĐNĐ                                                                                            VII 

 

1. GĐRĐŞ                                                                                                                        1                                  

2. SMĐRNOV ÖZELLĐĞĐ VE BÖLGE SINIFLARI                                                    4 

2.1. John Bölgesi                                                                                        4                                                     

2.2. Lineer Bağlantılı Bölgeler                                                                          6 

 2.3. Quasi daire                                                                                                 9 

 2.4. Ahlfors Regüler Bölgeler                                                                         16 

 2.5. Lavrentiev Bölgeleri                                                                                17 

3. HAUSDORFF ÖLÇÜSÜ ĐLE BELĐRLENEN BÖLGELER                                 21 

 3.1 HD Koşulu                                                                                                21 

 3.2 Iç Uzaklık ve John Koşulu                                                                        24 

 3.3 ϕ -Đç Lavrentiev Bölgeleri                                                                        25 

 3.4 ϕ -Đç Ahlfors Regüler Bölgeler                                                                 27 

SONUÇ                                                                                                              29                                                                                                        

KAYNAKLAR                                                                                                  30                                                                                              

ÖZGEÇMĐŞ                                                                                                              32       

          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 



 1 

1. GĐRĐŞ 

 

        C  kompleks düzlem,  { }∞∪= CC  , C⊂D   sıfır merkezli birim daire, T  

onun sınırı olsun. Reel eksenin bir aralığında tanımlanmış kompleks değerli, sürekli  

[ ] C→βαϕ ,:   fonksiyonu bir eğri tanımlar. 

        Eğer, ( ) ( )βϕαϕ =   ise ona kapalı eğri denir. Kapalı C  eğrisini birim çember  

T  üzerinde tanımlanmış sürekli fonksiyon gibi de düşünebiliriz. 

 

 ( )ξψ:C   ,   T∈ξ    ,   TC∈ψ   

 

        Eğer, [ ] C→βαϕ ,:   ( )C→T:ψ   fonksiyonu bire-bir  C ’ye Jordan yayı 

(Jordan eğrisi) denir. 

        C⊂G  bölgesi verildiğinde G\C  bağlantılı ise G  basit bağlantılıdır diyeceğiz. 

Teoremi 1.1 (Riemann Tasvir):  C⊂G   basit bağlantılı bölge ve Gw ∈0  olsun. 

Birim daireyi G ’ye konform tasvir eden ( ) 00 =wf  , ( ) 00 >′ wf  koşullarını sağlayan 

f  fonksiyonu vardır ve tektir. 

        Jordan teoremine göre, C   Jordan eğrisinin sınırladığı bölge sınırı c  olan basit 

bağlantılı bölgedir. 

        Önce bize gerekli kavramları verelim: 

        ( )tC ϕ:   ,  βα ≤≤ t   kompleks düzlemde bir eğri olsun. [ ]βα ,  aralığının 

( )βα =<<<= nttt ...10   parçalanışı için, 

( ) ( )∑
=

−−=
n

k
kk tt

1
1ϕϕστ  

olsun. ( ) τ
τ

σsup=Λ C   ifadesine C  eğrisinin uzunluğu denir. Açıktır ki 

( )CzzdiamC
Czz

∧≤−=
∈

21
, 21

sup  . 

Eğer, ϕ   fonksiyonu parçalı düzgün ise; 

 

( ) ( )∫ ′=Λ
β

α

ϕ dttC  
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ve benzer olarak kapalı ( )ξψ:C   ,   T∈ξ    eğrisi için, 

 

( ) ( ) ξξψ dC
T
∫ ′=Λ  . 

        Tasvir fonksiyonunun aşağıda sıralanan ünlü özelliklerini ileride kullnacağız. 

Teorem 1.2 (Koebe) : D  birim dairenin kompleks düzleme konform tasviri  f  için  

                                Dzz
zf

zf
z ∈∀≤−

′
′′

− 42
)(

)(
)1(

2
 

eşitsizliği sağlanır. 

                             ( ) DzDfzfdistzd f ∈∀∂= )(),()( . 

Sonuç 1.3 : D  birim dairenin kompleks düzleme f   konform tasviri 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zfzzdzfz f ′−≤≤′− 22
11

4

1
         Dz ∈∀  

eşitsizliğini sağlıyor. 

Sonuç 1.4 : cba ,,  pozitif sabitler ,110 0 <−=< δz  

{ δδ azbzS −≤≤−≤= 110:   ,   }δczz ≤− 0argarg  

olsun. C→Df :  konform tasviri için 

                                 ( ) ( ) ( ) ,010 SzzfMzfzf ∈∀′≤− δ       

( ) ( ) ( ) SzzfMzfzfM ∈∀′≤′≤′−
020

1
2  

eşitsizlikleri sağlanır; burada 1M  ve 2M   sadece  cba ,, ’ye bağımlı sabitlerdir. 

Teorem 1.5 [15] : C→Df :  konform tasviri için hemen hemen her T∈ς  

noktasında 

                                              ∞≠=
→

)(lim)(
1

ςς rff
r

 

limiti mevcuttur ve  

                            10)0(5)0()(
2

1
5

25
2

2

0

<≤∀′≤−∫ rfdtfref it
π

π
. 

 

        Birim dairenin CG ⊂  bölgesine konform tasfiri f  ve ( ) ∞<∂Λ G  olsun. Bu 

taktirde, öyle  singüler µ  ölçüsü mevcuttur ki,  
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          ( ) ( ) ( )∫∫ −
+−′

−
++=′

TT

d
z

z
df

z

z
ibzf ξµ

ξ
ξ

π
ξξ

ξ
ξ

π 2

1
log

2

1
log   ,  Dz ∈           (1.1) 

 

sağlanır, ( )0arg fb ′= .  (1.1)’den görüyoruz ki,  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫−′=′
T T

dzpdfzpzf ξµξξξξ ,log,log    ,   Dz ∈                       (1.2) 

sağlanır. Burada, 

( )
z

z
zp

−
+=

ξ
ξ

π
ξ Re

2

1
,  

Poisson çekirdeğidir. 

µ   ölçüsü  sıfır  olduğunda, yani 

                             ( ) ( ) ( )∫ ′=′
T

dfzpzf ξξξ log,log     ,   Dz ∈                            (1.3) 

sağlandığı taktirde f  Smirnov koşulunu sağlıyor diyeceğiz. (1.3) sağladığında,  

                             ( ) ( )∫ →′−′
T

dzzfzf 0loglog ρ                                                 (1.4) 

sağlar. Eğer, ( ) ∞<∂Λ G   ve  (1.3)  sağlanırsa G ’ye  Smirnov bölgesi denir. 

        Smirnov bölgeleri kompleks analizin bir çok alanlarında ( örneğin yaklaşım 

teorisi, genelleşmiş Hardy uzayları v.s) ortaya çıkar. Görüldüğü gibi onun tanımı 

analitiktir. Bundan dolayı basit geometrik kavramlarla tanımlanmış mümkün olduğu 

kadar geniş Simirnov bölgeleri sınıflarını belirlemek önemle ortaya çıkmaktadır. 

        Tarihsel olarak sınırları düzgün eğri olan bölgelerden sonra gittikçe daha geniş 

bölge sınıfları elemanlarının  Simirnov bölgesi olduğu ispatlanmıştır. 

        Tezin esas amacı fonksiyonlar teorisinin farklı alanlarında kullanılan bölge 

sınıflarının Smirnov özelliği bakımından incelenmesi ve onlar arasındaki ilişkilerin 

araştırılmasıdır. 

        Tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmı olup, problemin özeti 

ve kullanacağımız yardımcı tanım ve teoeremler verilmiştir. 

         Đkinci bölümde farklı bölge sınıfları ve onlar arasındaki ilişkiler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde ise bir fonksiyonun belirlediği Hausdorff ölçüsü yardımı ile yeni 

bölge sınıfları tanımlanmış olup, onlar arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. 

         Çalışmada [ 1-20 ] kaynakları kullanılmıştır. 
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2. SMĐRNOV ÖZELL ĐĞĐ VE BÖLGE SINIFLARI  

 

2.1 JOHN  BÖLGESĐ 

 

        Basit bağlantılı G  bölgesinde her doğrusal [ ]ba,  kesimi için, G \ [ ]ba, ’nin 

bağlantılı bileşenlerinden biri, 

                                            baMdiamH −≤ 1                                                       (2.1) 

ili şkisini sağlarsa  G ’ye  John bölgesi denir. 

        Örneğin, sınırlı parçalı düzgün Jordan eğrisi olan G  bölgesinin John bölgesi 

olması için gerek ve yeter koşul onun  sıfır iç açısı olmamasıdır. 

        Tanımdaki  " doğrusal kesim "  ifadesi yerine herhangi bir kesim ifadesi 

yazılırsa bir şey değişmeyeceği gösterilebilir. 

 

                           ( ) ( ){ }10,1,1: <≤−≤−≤≤= rrtiereB iit πϕρρ ϕ                     (2.2) 

 

                          ( ) ( ) ( ){ }rtiereBTreI iitit −≤−≤≤=∂∩= 1,1: πϕρϕ                (2.3)  

 

                                                          ( ) ( )( )Gzfdistd zf ∂= ,                                     (2.4) 

olsun.  

          Aşağıdaki teorem John bölgeleri için konform tasvir fonksiyonunun 

özelliklerini ortaya koymaktadır. 

Teorem 2.1 :  Birim  D  dairenin  G  bölgesine konform tasviri, 

 

                                                     ( ) diamGcd f ≥0                                                 (2.5) 

lişkisini sağlasın.  Bu taktirde aşağıdakiler eşdeğerdir. 

(i)   G  bir John bölgesidir; 

(ii)  ( )( ) ( )zdMzBfdiam f3≤  ,   Dz ∈∀ ; 

(iii)  10 ≤< α   koşulunu sağlayan öyle α  sayısı vardır ki, 
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( ) ( )
1

4 1

1
−















−
−

′≤′
α

ξ
ξ

z
zfMf    ,     ( ) DzzBD ∈∩∈ ,ξ ; 

 

(iv)  Öyle 0>β   sayısı vardır ki her TIA ⊂⊂  yayı için, 

( ) ( ) ( ) ( )IfdiamAfdiamIA
2

1≤⇒Λ≤Λ β . 

       G   Jordan bölgesi olduğundan dolayı f  fonksiyonu  D ’de süreklidir. 

        (2.5)  varsayımını ancak (i)⇒ (ii)  ili şkisinin ispatında kullanılır. (iv) varsayımı 

yerine aşağıdaki koşul kabul edilebilir: 

 

( )vi ′   0>∀ε   sayısı için öyle 0>β   vardır ki her TIA ⊂⊂  yayı için, 

 

( ) ( ) ( ) ( )IfdiamAfdiamIA .εβ ≤⇒Λ≤Λ . 

Sonuıç 2.2 :  D  birim  dairenin  John bölgesine konform tasviri f  fonksiyonu ve  

Dz ∈  noktası için, 

                       ( ) ( ) ( )
α

ξξ
ξξ 














−
−

≤−
z

zdMff f 1
21

821    ,   ( )zB∈∀ 21,ξξ                (2.6)  

ili şkisi sağlanır. 

Đspat :   zr =   ve  21 ξξδ −=   olsun. r<− δ21  ise Teorem 1.2’nin (ii) şıkkından 

(2.6) hemen çıkıyor. Varsayalım ki r≥−= δρ 21   ve  21, ρρρξ ϕ ≤= ji
jj e . Eğer, 

δρρ 211 −=<   ise (iii) eşitsizliğini [ ]21,ξξ  aralığında integre edip, Sonuç 1.4’deki    

 

( ) ( )11 ξξ fkf ′≤′      ,    δξξ <− 1  

 

eşitsizliğini göz önüne alırsak (2.6) elde edilir. Şimdi, 21 ρρρ ≤≤  olsun. Sonuç 

1.3’den, 

 

( ) ( ) ( )zdzfr f41 ≤′−  

 

alırız. Bu sonuncu ifadeyi (iii)’de göz önüne alırsak,  her j=1,2  için,  

 



 6 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
α

α

ρ

ρ

α
α

ϕϕ δ
α

ρρ 








−
=

−
≤−

−
≤− ∫

−

r
zd

M

r

zdM
dxx

r

zdM
efjef f

ffii
j

jj

1

2

1
1

1
9919  

 

elde ederiz. Öteki yandan; 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

α

α

α
ϕϕ δρϕϕρρ 









−
≤−

−
−≤−

−

r
zdM

r
zdMefef ff

ii

11

1
1021

1

9
21 . 

 

Son iki eşitsizlikten (2.6) elde edilir.  

 

2.2 LĐNEER BAĞLANTILI BÖLGELER 

 

        Basit bağlantılı C⊂G   bölgesini ele alalım. Eğer, her Gww ∈21,  noktaları,  

                                                   211 wwMAdiam −≤                                          (2.7) 

koşulunu sağlayan GA ⊂   eğrisi ile birleştirilebiliyorsa G ’ye lineer bağlantılı bölge 

denir. Örneğin, parçalı düzgün Jordan eğrisini sınırladığı bölgenin lineer bağlantılı 

olması için gerek ve yeter koşul onun π2  iç açısına sahip olmamasıdır. 

 

Önerme 2.3 :  f , D  birim dairesinin lineer bağlantılı G  bölgesine konform tasviri 

olsun. Bu taktirde,  C→Df :  süreklidir ve 21, zz  noktalarını birleştiren hiperbolik 

segment S  olmak üzere, 

 

                                ( ) ( ) ( )212 zfzfMSfdiam −≤         Dzz ∈∀ 21, .                  (2.8) 

Teorem 2.4 :  f , D  birim dairesinin lineer bağlantılı bölgeye konform tasfiri olsun. 

Bu takdirde, 

 

               ( ) ( )
1

1

1

8

1
−










−
−′≥′

βρξρξ
r

rff     T∈∀ξ  ,   10 ≤≤≤ ρr                    (2.9) 

 

           ( ) ( ) ( )
β

ξξ
ξξ 














−
−

≥− −

z
zdMff f 1

211
321        ( ) DzzT ∈∈∀ ,, 21 ξξ .             (2.10) 
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(2.10) eşitsizliğinde 0=z   alırsak; 

 

                          ( ) ( ) βξξξξ 21
1

421 −≥− −Mff         ( )zT∈∀ 21,ξξ                      (2.11) 

 

elde edilir. Buradan  ters fonksiyon için, 

 

                   ( ) ( ) β
1

2152
1

1
1 wwMwfwf −≤− −−           Gww ∂∈∀ 21,                    (2.12) 

 

Hölder koşulunu alırız. 

Đspat:  Herhangi bir b sayısını ele alalım. D ’de analitik, yalınkat 

( ) ...2
2 ++= zazzf    açılımına sahip ve 

 

                               ( ) ( ) ( )21 zfzfbSfdiam −≤     Dzz ∈∀ 21,                             (2.13) 

 

koşulunu sağlayan tüm fonksiyonlar sınıfı Μ  olsun. Burada, S  ile 1z  ve 2z ’yi 

birleştiren hiperbolik (non-euclidean) segment işaretlenmiştir. Açıktır ki Μ  ailesi 

D ’deki yerel düzgün yakınsaklığa göre kompaktır. 

 

                                                         2maxa
f Μ∈

=β                                                   (2.14) 

olsun. Eğer, 22 =a  ise 1=a   olmak üzere,  ( ) ( ) 21 −−= azzzf  olacak öyle ki 

( )Df  düzlem kesimidir ve (2.13) sağlanmaz. Demek ki 2<β . 

         Μ∈f ise, onun Koebe dönüşümü olan, 

 

( )
( )

( ) ( )
( )
( ) 










+








−

′
′′

−+=
′−

−









+
+

= ...1
2

1

1

1 2
0

0

02

0

0

2

0

0

0

0

zz
zf

zf
zz

zfz

zf
zz

zz
f

zh  

 

fonksiyonu da (2.13)’yi sağlayacak. Bu takdirde, (2.14)’den, 
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( )
( ) β≤−









′
′′

− z
zf

zf
z

2
1

2

1
           Μ∈∈∀ fDz ,                 (2.15) 

 

alıyoruz. Sonuç olarak, 

 

                                ( ) ( )[ ] ( )
( ) 22

2

1

2

1

2
1log

rr

r

rf

rf
rfr

r −
≤

−
−

′
′′

=′−
∂
∂ βξ

ξ
ξξ                  (2.16) 

 

elde edilir. Bu sonuncuyu integre edersek; 

 

( ) ( )
( ) ( )

β

ρ
ρ

ξ
ρξρ










−
+

+
−≥

′−
′−

r

r

rfr

f

1

1
.

1

1

1

1
2

2

          10 <<≤∀ ρr  

 

eşitsizliğini elde ederiz. Buradan da (2.9) çıkıyor. Sonuç 1.3’den görürüz ki, 

 

                  ( )( ) ( )
βρξξρ 








−
−≥

r
rdd ff 1

1

16

1
     10 <≤≤∀ ρr    ,   T∈ξ              (2.17) 

 

sağlanır. 

        Şimdi, ( )Df ’nin lineer bağlantılı olduğunu varsayalım. (2.9) ve (2.10)’ü 

göstermek için  ( ) 00 =f  ve ( ) 10 =′f  varsayabiliriz. (2.8)’den görüyoruz ki 2Mb =  

olmak üzere Μ∈f  ve yukarıdakilerden (2.9)’ün sağlandığı anlaşılıyor. 1ξ  ve 2ξ  yi 

birleştiren hiperbolik segment üzerinde olup, 0’ın civarındaki ρξ  noktasını alalım. 

Önce varsayalım ki 1<<= ρrz . Bu takdirde (2.8)’den, 

 

( ) ( ) ( ) ( )ρξξξ fdSdiamfffM ≥≥− 212  

 

ve  
2

1 21 ξξ
ρ

−
≥−   ,   ( ) ( )zdMrd ff

1
4

−≥ξ    olduğundan dolayı (2.17)’den  (2.10) 

elde edilir (Sonuç 1.4  bak). r<ρ   hali Sonuç 1.4  ve  (2.8)’den hemen çıkıyor.  
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2.3 QUASĐ  DAĐRE 

 

        J  Jordan eğrisi olsun. Jba ∈,  noktaları J ’yi iki parçaya ayırır. Bunlardan 

çapı küçük olanı ( )baJ ,   ile işaretliyelim. Eğer, her Jba ∈,  için, 

                                                  ( ) baMbaJdiam −≤ 1,                                       (2.18) 

eşitsizliği sağlanıyor ise J ’ye quasiçember denir. J  quasiçemberin iç bölgesi G ’ye 

quasidaire denir. 

        Parçalı düzgün Jordan eğrisinin quasiçember olması için gerek ve yeter koşul 

onun  0  ve π2  açılarına sahip olmamasıdır. 

 

Örnek :  ( )01
4

sin,10: >






 <<<<+= απα vuuivuG  olsun.  

        2>α  ise GJ ∂=  parçalı düzgündür, 0  ve π2  açılarına sahip değildir. Demek 

ki quasiçemberdir. 

        2=α  olduğu takdirde de J  quasiçember olacak. 

        Ancak 20 << α   ise J
n

an ∈=
2

1
  ve  J

n
bn ∈

+
=

12

1
 alırsak; 

 

( ) ( )
( ) ∞→

+
+>

− α12

122,

n

nn

ba

baJdiam

nn

nn      ,    ∞→n  

olduğunu görürüz. Demek ki J  quasidaire değildir. 

 

Teorem 2.5 :  D  birim dairenin G  bölgesine konform tasfiri f  olsun. Bu takdirde 

aşağıdakiler eşdeğerdir. 

(i)   G  quasidairedir; 

(ii)  G  lineer bağlantılı John bölgesidir; 

(iii) f , D  de süreklidir ve eğer ( ) 






 <≤ 1
2

1
zzI ’in uç noktaları 

( )π+≤≤ 121
21 , tttee itit  ise; 

( )( ) ( ) ( ) ( )21
32

itit
f efefMzdMzIfdiam −≤≤ . 
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(G  quasidaire ise GJ ∂=   Jordan eğrisidir ve bundan dolayı f ’nin, D ’de sürekli ve 

bire-bir olduğunu biliyoruz). 

Đspat :   

(i)⇒ (ii). Varsayalım ki (i) sağlanır. Eğer, [ ]ba, , G ’nin bir kesimi ise ( ) [ ]babaJ ,, ∪  

eğrisi, G \ [ ]ba, ’nin çapı baM −1 ’den büyük olmayan bileşenini sınırlıyor. Demek 

ki G  John bölgesidir. 

 

Şekil 2.1 

 

G ’nin lineer bağlantılı olduğunu, yani (2.7)’i sağladığını göstermek için Gww ∈21,  

alalım. Eğer, [ ] Gww ⊂21,   ise  [ ]21,wwA =  alırız. [ ] Gww ⊄21,  olsun. [ ]21,ww  

üzerinde olup, jw ’ye en yakın olan nokta  ( )jf ξ  , Tj ∈ξ  olsun. (2.15)’a göre T ’nin 

1ξ  ve 2ξ  yi birleştiren  yaylarından biri ( ) ( ) ( )111 ξξ ffMIfdiam −≤  eşitsizliğini 

sağlıyor. Eğer, r  sayısı 1’e yakın ise ( )rIf   yayı D  içersinde olup, çapı  

 

( ) ( ) 211211 22 wwMffM −<− ξξ  

 

dir  ve jw  noktası ile G ’ye dahil, uzunluğu 21 ww − ’den küçük eğri ile 

birleştirilebilir. Bu eğrilerin birleşimi 21,ww ’yi birleştiren ve 

                                                ( ) 211 22 wwMAdiam −+≤  

koşulunu sağlayan GA ⊂   yayını oluşturur.  

(ii) ⇒ (iii). G , John bölgesi olduğundan dolayı Teorem 2.1’dan, 

 

                      ( ){ } ( )( ) ( )zdMzBfdiamtttefdiam f
it

221: ≤≤≤≤                        (2.19)   
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elde edilir. G  lineer bağlantılı olduğundan Teorem 2.4’dan jit
j e=ξ  olmak üzere; 

 

                                        ( ) ( ) ( )21
4

itit
f efefMzd −≤                                            (2.20)      

 

elde edilir. (2.19)  ve  (2.20)’den  (iii) çıkıyor. 

 

 (iii) ⇒ (i).  ( ) aef it =1   ve  ( ) bef it =2     seçersek (i)’nin sağlandığını görürüz. 

         

        CTh →:   fonksiyonu aşağıdaki koşulu sağladığında ona quasisymmetric 

denir.  Kesin monoton artan ve sürekli öyle [ ) [ )∞→∞ ,0,0:λ    ,  ( ) 00 =λ  

fonksiyonu mevcuttur ki, 

 

                      
( ) ( )
( ) ( ) 














−
−∂≤

−
−

32

21

32

21

zz

zz

zhzh

zhzh
                 Tzzz ∈∀ 321 ,,                     (2.21) 

 

1z   ve  3z   yerini değişirse, 

 

                                       
( ) ( )
( ) ( )32

21

12

23

1

zhzh

zhzh

zz

zz −
−≤












−
−λ

                                      (2.22) 

 

elde edilir. 

Önerme 2.6 :  CTh →:   quasisymmetric tasvir ise, ( )ThJ =   quasiçemberidir. 

Đspat :   ( )jj zhw =     ,    Tz j ∈   ,   ( )4,...,1=j    olsun. 1w   ve  2w  verildiğinde 

2z ’nin  T   üzerinde 1z  ve 2z  noktaları arasındaki küçük yaya dahil olduğunu 

varsayalım. Diğer yayda  1334 zzzz −=−  koşulunu sağlayan 4z  noktasını alalım. 

Bu takdirde, 4332 zzzz −≤−   ve  (2.22)’ya göre, 

 

                                ( )2

43

32

13

34

33

32 1λ≤
−
−

−
−=

−
−

ww

ww

ww

ww

ww

ww
.                                  (2.23) 
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Bu önerme’nin tersi de doğrudur. 

Teorem 2.7 :  f , birim dairenin quasi daireye konform tasviri ise onun T ’de 

daralması  quasisymmetrictir. 

        (2.18)’yi, 

 

                                  ( )








∞<<

≤≤
≤

xxM

xxM

x

1,

10,

6

5

β

α

λ                                              (2.24) 

olmak üzere ispatlayacağız. Burada  0>α   ve  2<β   Teorem 2.1’nın (iii) şıkkı ve 

Teorem 2.4’daki sabitlerdir. 

Đspat : Tzzfw jjj ∈= )(  3,2,1=j  olsun. Öyle Dz ∈0  seçelim ki T  üzerindeki 

)( 0zI  yayının uç noktaları 31, zz  ve )( 02 zIz ∈  olsun. 

 Önce 3221 zzzz −≤−  olduğunu varsayalım. 

 320 )1(2 zzz −≥−π  olduğundan dolayı sonuç 2.2 den  

αα

32

21
08

0

21
0721 )(

1
)(

zz

zz
zdM

z

zz
zdMww ff −

−
≤














−
−

≤−                        (2.25) 

elde edilir. (2.10)’e göre  )( 0
1

932 zdMww f
−≥−  ve  

α

32

21
98

32

21

zz

zz
MM

ww

ww

−
−

≤
−
−

  eğer  .1
32

21 ≤
−
−

zz

zz
 

Şimdi 3221 zzzz −>−   olsun. Bu taktirde 

  021 1 zzz −≥−   ve 

(2.25)’un birinci kısmına göre 

  )( 01121 zdMww f≤−   

ve (2.10)’e göre 

ββ

21

32
0

1
10

0

32
0

1
1032 )(

1
)(

zz

zz
zdM

z

zz
zdMww ff −

−
≥












−
−

≥− −− . 

Dolayısıyla 

 
β

32

21
1110

32

21

zz

zz
MM

ww

ww

−
−

≤
−
−

  eğer  .1
32

21 ≥
−
−

zz

zz
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 Şimdi Bloch fonksiyonun tanımını verelim. 

CDg →:  analitik fonksiyonu 

  ( ) ∞<′−=
∈

)(1sup
2

zgzg
Dz

B
                                                        (2.26) 

koşulunu sağlarsa, ona Bloch fonksiyonu denir. Bloch fonksiyonlar sınıfını B  ile 

göstereceğiz. Bloch fonksiyonu, 

 Dzzzzgzgzg
B

∈∀≤− 212121 ,),()()( λ                                       (2.27) 

eşitsizliğini sağlıyor. Burada ),( 21 zzλ  hiperbolik uzaklıktır. Her sınırlı analitik 

fonksiyon B  sınıfına dahildir. 

 

  








−
+=

)1(

)1(
log)(

z

z
zg                                                                         (2.28) 

fonksiyonu sınırlı olmayan Bloch fonksiyonudur. Onun normu  2=
B

g  ve bu 

fonksiyon (2.27) kesin olduğunu gösterir.  

Önerme 2.8 :  CDf →:    konform tasvir ise  

  )(4)log( Dfaaf
B

∉∀≤−                                                  (2.29) 

  6log ≤′
B

f                                                                                   (2.30) 

eşitsizlikleri sağlanır. Aksine eğer 1≤
B

g  ise fg ′= log , öyle f   konform tasviri 

vardır ki fg ′= log . 

        Bg ∈  için 

  ∫ ∈−=
z

Dzd
g

gg
zh

0 )(

)0()(
)( ς

ς
ς

                                                (2.31) 

olsun. 

Önerme 2.9 :  Bg ∈  ise h  fonksiyonu D  süreklidir ve 1≤z  için 

 
B

it

gkgz
t

g
it

zhzeh
1)0(1

)()( ≤+
























−−−

π
                                          (2.32) 

sağlanır. 
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Teorem 2.10 :  f  fonksiyonu  D ’nin Smirnov bölgesine konform tasviri ise  

  Dzkzfdf
zI zI

∈∀≤′−′
Λ ∫ 1

)(

)(log)(log
))((

1 ςς                 (2.33)             

eşitsizliği sağlanır, )()),(( zIzIΛ  yayının uzunluğudur. 

Đspat : Varsayalım fgf ′==′ log.1)0(  Bloch fonksiyonunu ele alalım 1<= rz  

olsun. (2.31) ile tanımlanan önerme 2.8 ve önerme 2.9’e göre, 10 << ρ  ve 

)1( rt −= π  olduğunda  

22 6)(
2

1
kgkzgze

r
hze

r
h

it B

itit ≤≤−














−






 − ρρρ
                            (2.34) 

yazılabilir.  

Bu sonuncunun,  h ’ın tanımını da göz önüne alıp, reel kısmını alırsak 

 2

)(

6)(log)(log
2

1
kzfdf

t zI

≤′−′∫ ρςρς                                                   (2.35) 

elde ederiz. 

 Smirnov bölgeleri için 

−→→′−′∫
Γ

10)(log)(log ρρ dzzfzf                         (2.36) 

ili şkisinin sağlandığı  yukarıda göz önüne alıp −→1ρ  koşulunda limite geçersek 

(2.34)’yi elde ederiz. 

 Smirnov bölgeleri için geometrik dilde yazılan bir karekterizasyon mevcut 

değildir. 

 Yeterli bir koşul verelim. 

Teorem 2.11 :  f , D ’nin G  bölgesine konform tasviri, ∞<∂Λ )( G  olsun. Eğer 

0>q  ve  

DzzfMdf
zI

q

zI

q ∈∀′≤′
Λ ∫ )()(

))((

1
1

)(

ςς                                      (2.37) 

ise G  Smirnov bölgesidir. Eğer 10 << q  ise ek olarak 

 DzzfMdfzp
q

T

q ∈∀′≤′∫ )()(),( 2ςςς                                        (2.38) 

eşitsizliği sağlanır.Eğer G  lineer bağlantılı  ve 10 ≤< q   ise (2.37)’den (2.38) çıkar. 

Not: 2)1()( zzf −=  fonksiyonu ve her 0>q  için (2.37) sağlanır ancak (2.38) 1=q  

için sağlanmaz. Demek ki teoremindeki  lineer bağlantılılık koşulu kaldırılamaz. 
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Đspat: Önce (2.38) ispatına bakalım. 0>= rz  varsayalım. Eğer G  lineer bağlantılı 

ise 1≤q , aksi taktirde 1<q  olsun. 

=−1I ∅ ve 

),....,1,0()()1(1
1

1
log mnrIIerr

r
m nn

n
n ==−−=






−
= . 

Açıktır ki 010 1
1

0 =−<≤= +
−

mm rerrr ve III m ==+ 01 . 

(2.37) den  

∑∑ ∫∫
+

=

+

= −

′
−
−≤′

−
−=′

−

1

0
13

1

0
2

)(
1

1
)(

1

2

1
)(),(

1

m

n

q

n
n

q
m

n IIT

q
rfM

r

r
kdf

r

r
dfzp

nn

ςς
ςπ

ςςς  

elde ederiz. 

rrn ≤≤0  olduğundan dolayı (2.9) den 

  
1

)1(

)1(
)(8)(

−










−
−′≤′

β

r

r
rfrf n

n  

burada G  lineer bağlantılı ise 2<β , aksi taktirde 2=β , 

 )1(1 1 rer n
n −≥− −  ve 1)1( <−β  olduğundan dolayı 

( )∑∫
∞

=

−−−′≤′
0

)1(1
14 )()(),(

n

qq

T

q
erfMkdfzp βςςς   

ve son toplam yakınsaktır. 

 Şimdi 0>q  olsun. Holder eşitsizliğine göre eğer (2.37), 
2

1>q  için 

sağlanıyor ise 
2

1=q  için de sağlanır. Demek ki (2.38) bir 0>q  için sağlanır. 

Geometrik ve aritmetik ortalama aralarındaki  

  ∫∫ Λ
≤









Λ AA

dtt
A

dtt
A

)(
)(

1
)(log

)(

1
exp ϕϕ  

eşitsizliğini göz önüne alırsak 

    )(loglog
1

)(),(log
1

)(log),( 2 zfM
q

dfzp
q

dfzp
T

q

T

′+≤








′≤′ ∫∫ ςςςςςς  

elde ederiz. 

(1.2)’den görürüzki 

  ∫ ∈∀≤
T

DzM
q

dzp 2log
1

)(),( ςµς . 
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µ  singüler ölçü olduğundan dolayı buradan µ ’nün sıfır olduğu elde edilir. Demek 

ki f  Smirnov koşulunu sağlar. 

 

2.4 AHLFORS REGULER BÖLGELER 

C  Jordan eğrisi 

 ( ) ∞<<∈∀≤∩Λ rCwrMrwDC 0,),( 1                                   (2.39) 

koşulunu sağlarsa, ona Ahlfors regular eğri denir. 

 Eğer E  sınırlı ise (2.39)’den ∞<Λ )(E  çıkıyor. Ama bunun tersi doğru 

değildir. 

Örneğin  













≤<






+= 10:
1

sin2

3

x
x

ixxE  

 için ( )
3

),0(
M

r
rDE >∩Λ  dir. 

 Ahlfors-regüler eğrisinin içine Ahlfors bölgesi denir. Ahlfors bölgeleri 

geometrik koşullarla tanımlanan  en geniş Smirnov bölgeleri sınıfıdır. 

Teorem 2.12 : Df ,  birim dairenin G  Ahlfors-regüler bölgesine konform tasviri 

olsun bu takdirde 
3

1<q  için (2.37) sağlanır, yani G  Smirnov bölgesidir. 

Đspat : (2.37) eşitsizliğini 
4

1=q  için ispatlayacağız. Hölder eşitsizliğine göre 

)(zIIDz =∈  için 

         
4

3

5

2
4

1

5

6
4

1

)()(.
)()(

)(
)( 










−

















−

′
≤′ ∫∫∫

III

dzff
zff

df
df ςς

ς

ςς
ςς .                        (2.40) 

)),(()( Gzfdistzd f ∂==δ  olmak üzere  ikinci integrali 

   { } ,......)1,0()()(: 1 =<−≤∈ + nezffeI nn δςδς                                (2.41) 

parçaları üzerine de yazalım. 

 (2.39) koşulundan 

( ) 4

1
9

0 5

6

1
1

5

6

)()(

)(

δδ

δ

ς

ςς M

e

eM

zff

df

n n

n

I

=≤
−

′
∑∫

∞

=

+

                                           (2.42) 
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elde edilir. 

Ds
sz

zs
s ∈

+
+= ,

1
)(ϕ  

olsun. Bu taktirde Is ∈)(ϕ  için 

( ) ( )2

52

2

1
1

)(1
)( zk

z

sz
s −≤

−

−
=′

ϕ
ϕ  

ve bundan dolayı    Teoerem 1.5’ den 

( ) dsfsfzkdzff
II

5

2

)(

2

5
5

2

1

))0(())((1)()( ∫∫
−

−−≤−
ϕ

ϕϕςς  

                              ( ) 5

2
5

7
2

6 )(1 zfzk ′−≤                                           (2.43) 

elde edilir. 

Sonuç 1.3 göre 
( )

4

)(1
2

zfz ′−
≥δ ,  ve bundan dolayı  (2.40) ve (2.42) dan 

( ) ( ) 4

1

1
20

6
20

21
220

21
220

1

5
4

1

)()()(1.1)( zfIMzfzzMdf
I

′Λ≤′−−≤′
−

∫ δςς  

alırız. 

2.5 LAVRENTIEV BÖLGELER Đ 

 

Sonlu uzunluklu J  Jordan eğrisi 

  ( ) JbabaMbaJ ∈∀−≤Λ ,),( 1                                              (2.44) 

koşulunu sağladığında ona Lavrentiev eğrisi denir. Burada abaJ ),,(  ve b  

arasındaki kısa yayı gösterir. 

Lavrentiev eğrisinin sınırladığı bölgeye Lavrentiev bölgesi denir. 

Teorem 2.13 : G  nin Lavrentiev bölgesi olması için gerek ve yeterli koşul onun 

Ahlfors-regüler quasidaire olmasıdır. 

Đspat : G  Ahlfors-regüler quasidaire ise (2.44), (2.18) ve (2.39) koşullarından 

hemen çıkıyor. 

 Tersine G  Lavrentiev bölgesi olsun. Onun quasidaire olduğu açıktır. J  nin 

Ahlfors-regüler olduğunu gösterelim. 
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Cw ∈  olsun. Önce varsayalım ki ( )320 +
=<

M

diamJ
rr . Bu taktirde öyle Jc ∈  

vardır ki  ( )rMwc 11 +>− . Eğer =∩ ).( rwDJ ∅ sorun yoktur. Aksi taktirde öyle 

),(, rwDJba ∩∈  vardır ki, onları birleştiren ve c ’yi içeren JJ ⊂′  yayı tamamen 

),( rwD  dairesinin dışındadır. 

 ( ) baMrMrwcJ −≥>−−≥′Λ 1122)(  

olduğundan dolayı a  ve b  yi birleştiren öteki  JJ ⊂′′  yayı için 

 ( ) rMbaMJrwDJ 11 2)().( ≤−≤′′Λ≤∩Λ  

eşitsizliği sağlanır. 

 Şimdi eğer 0rr >  ise 

( ) r
r

J
JrwDJ 







Λ<Λ≤∩Λ
0

)(
)().( . 

 Şimdi Lavrentiev bölgeleri için analitik karekterizasyon yazalım. 

 

 

 

 

     Şekil 2.2 

 

Teorem 2.14 : D  birim dairesinin, sınırı sonlu uzunluklu Jordan eğrisi olan G  

bölgesine konform tasviri f  olsun. Bu taktirde G  nin Lavrentiev bölgesi olması için 

gerek yeter koşul onun lineer bağlantılı olup, 

 ( ) DzzfMdf
zI zI

∈′≤′
Λ ∫ )()(

)(

1
2

)(

ςς                                              (2.45) 

koşulunu sağlanmasıdır. 
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Đspat : G  Lavrentiev bölgesi olsun. Teorem 2.5 (ii) göre G  lineer bağlantılıdır. 

Teorem 2.1 (ii) ye göre )(zII =  ise 

( ) )(1)()(
2

33 zfzMzdMIfdiam f ′−≤≤                                      (2.46) 

sağlanır. Yani )(If  uygun yarıçaplı dairenin içindedir. Ahlfors regülerliğin tanımını 

göz önüne alırsak 

 ( ) )()()(1)()( 4

2

4 zfIMzfzMIfdf
I

′Λ<′−≤≤′∫ ςς .                       (2.47) 

Tersine, G  nin  lineer bağlantılı olup, (1.49) koşulunu sağladığını varsayalım. 

Verilmiş Jba ∈,  noktaları için öyle Dz ∈  seçelim ki ( ))(),(),( zIIIfbaJ ==  

olsun. Bu taktirde Sonuç 1.4 göre  

( ) ( ) )()()(12)(),( 22212
∗≤≤′−≤′=Λ ∫ zdMkzdMkzfMzdfbaJ ff

I

πςς . 

Şimdi eğer IS,  nın uç noktalarını birleştiren hiperbolik segment ise 

)()( sfdiamzd f ≤∗ ,  ve burada Önerme 2.3 gözönüne alınırsa (2.44)’i elde ederiz. 

 

Şekil 2.3 

 

 C→Ah :  tasviri 

AzzzzMzhzhzzM ∈∀−≤−≤−−
212152121

1
5 ,)()(                        (2.48) 

koşulunu sağladığında ona Bilipschitz tasvir denir. 

 

Teorem 2.15 : J ’nin Lavrentiev eğrisi olması için gerek ve yeter koşul düzlemin 

kendi kendine )(ThJ =  koşulunu sağlayan CC →:h  tasvirinin olmasıdır. 

Đspat : h  düzlemin kendi kendine )(ThJ =  koşulunu sağlayan tasviri ve 

Jhh ∈)(),( 21 ςς  olsun. T ’nin 21,ςς  noktaları arasındaki kısa yayı  
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 )(),...,2,1( 210 ςς === nk zznkz  

noktaları ile küçük yaylara bölelim. (2.48)’den  

  215
1

15
1

1)()( ςςπ −≤−≤− ∑∑
=

−
=

− MzzMzhzh
n

k
kk

n

k
kk  

eşitsizliğini  ve buradan da 

  ( )( ) )()()(),( 21
2
521 ςςπςς hhMhhJ −≤Λ  

elde edilir. Yani J  Lavrentiev eğrisidir. 

 Tersine varsayalım ki, J  Lavrentiev eğrisidir ve π2)( =Λ J . J ’nin doğal 

π20),( ≤≤ seh is  denklemi için 

ππ ≤−−≤−≤− 2121 ,)()( 2121 sseesseheh isisisis  

sağlanıyor ve (2.44) göre 

)()( 2121
121

isisisis ehehMssee −≤−≤− . 

Demek ki CTh →:  bilipschitz koşulunu sağlıyor. Öteki yandan Tukai’nin 

[17]’deki sonucuna göre h  düzlemin kendi kendine bilipschitz tasvirine kadar devam 

ettirilir. 
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3. HAUSDORFF ÖLÇÜSÜ ĐLE BEL ĐRLENEN 

BÖLGELER 

3.1 HD KOŞULU 
 

       Bu bölümde önceki bölümde verilmiş olan quasidaire, Ahlfors-regüler, 

Lavrentiev bölgeleri kavramlarının genelleştirilmeleri ve onların arasındaki ilişkişler 

ele alınacaktır. Önce Hausdorff ölçü kavramına bakalım. 

        ( ) ( )∞→∞ ,0,0:ϕ    sürekli monoton artan ve ( ) 0→tϕ   ,  0→t    koşulunu 

sağlayan herhangi bir fonksiyon olsun. CE ⊂  cümlesinin ϕΛ  Hausdorff ölçüsü, 

 

 

 

formülü ile tanımlanır. Burada inf, E ’nin bütün ε -örtüleri üzerinden,  yani 

 

 k
k

BE U⊂        ,      ε≤kBdiam     ,     ,...2,1=k   

 

koşulunu sağlayan bütün { }kB   dizileri üzerinden alınmıştır. ( ).ϕΛ ’nin iki temel 

özelliğini ifade edelim: 

 

Önerme 3.1 :  ϕΛ  metrik dış ölçüdür  ve ϕΛ -ölçülebilir cümleler sistemi bütün 

Borel cümlelerini içeren σ -cebir oluşturur. Özel halde ikişer arakesitleri boş olan 

( ),...2,1=nEn   Borel cümleleri dizisi için, 

 

( )∑Λ=




Λ

n
nn

n
EE ϕϕ U  

 

sağlanır. Eğer, ( ) αϕ tt =   ise  αϕ t
Λ=Λ ’ya α -boyutlu Hausdorff ölçüsü denir. 1=α  

hali, yani 1-boyutlu Hausdorff ölçüsü lineer ölçüdür. 

          Bu bölümde ϕ  fonksiyonunun yukarıdakilere ek olarak, α  reel sayı olmak 

üzere 

( )
( )

( ) +∞≤=Λ ∑+→ k
k

B
diamBE

k

ϕ
ε

ϕ inflim
0
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                              1,0)()( 1 >>∀≤ txxtMxt ϕϕ α                                         (3.1) 

koşulunu sağladığını varsayacağız. 

Önerme 3.2 :  Eğer  ψϕ ≤   ise,  ( ) ( )EE ψϕ Λ≤Λ    ve  
( )
( ) 0→
x

x

ψ
ϕ

 , 0→x   ise σ -

sonlu ψΛ  ölçüsüne  sahip her E  cümlesi  için ( ) 0=Λ Eϕ ’dir.  

 

        Ghamsari, Herron [ 2 ] çalışmasında kesir mertebeli Lavrentiev  ve  Ahlfors-

regüler  eğrileri  tanımlamış olup, onların ilişkilerini araştırılmıştır. 

        Vaisala [ 19 ] çalışmasında quasikonform tasvirler teorisinde kullanmak üzere 

Lavrentiev  ve  Ahlfors-regüler  bölgelerin "iç" benzerlerini incelenmiştir. Aşağıda 

bu iki yaklaşımın nasıl birleştirileceğini göstereceğiz. 

        C   Jordan eğrisi üzerindeki x   ve  y   noktaları için ( )yxC ,   ve ( )yxC ,ϕ  ile, 

sırasıyla C ’nin x   ve  y   arasındaki minimal çaplı ve minimal  ϕH  ölçülü yayları 

işaretliyeceğiz. 

        Önce aşağıdaki koşulu sağlayan eğrileri ele alalım. C   Jordan eğrisinin her A  

yayı için, 

                                       ( ) ( ) ( )diamAaAHdiamAa ϕϕ ϕ .1 ≤≤−                               ( )HD  

koşulunu sağlasın. 

Önerme 3.3 :  C  kompakt  Jordan eğrisi  için aşağıdakiler eşdeğerdir. 

(a) Her CA ⊂   yayı için ( )HD   sağlanır 

(b) Cyx ∈∀ ,  noktaları için  ( )yxCA ,ϕ=   yayı ( )HD ’yı  sağlar 

(c) Cyx ∈∀ ,  noktaları için  ( )yxCA ,=   yayı ( )HD ’yı  sağlar 

(d) Her CS →′:ϕ   homomorfizmi için SI ′⊂   ( ) π≤Il  olmak üzere keyfi 

( )IA ϕ=   yayı ( )HD ’yı  sağlar 

NOT:  Şıklardaki a   sabitleri farklı olabilirler. 

Đspat:  Açıktır ki herhangi bir şık sağladığında C  eğrisi σ -sonlu ϕH - ölçüsüne 

sahiptir ve C  sınırlı ise CA =   için ( )HD   koşulu  2a   sabiti ile sağlanır. (a) 

sağlandıkça, (b), (c), (d)’nin de sağlanacağı açıktır. Şimdi tersini gösterelim. 
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        )( ac ⇒ . C ’nin x   ve  y   noktalarını birleştiren büyük parçası A  olsun. 

( ) ( )zydiamAzxdiamA ,, =   olacak biçimde Az ∈  noktası seçelim. Bu takdirde, 

( ) ( )zxAzxC ,, =    ve   ( ) ( )zyAzyC ,, =  . Bundan dolayı, 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )diamAazyAHzxAHAH ϕϕϕϕ 2,, ≤+=  

ve 

( ) ( )( ) ( )( ) )(
2

1
2

2

1
2,,

1

11 Adiam
M

adiamAazyAHzxAHAH ϕϕ α
ϕϕϕ −− ≥







≥+=  

Burada son eşitsizlik (3.1)’in sonucu olan 

                                             )(
2

1

2 1

x
M

x ϕϕ α≥







                                                    (3.2) 

eşitsizliği kullanılarak elde edilir. 

Böylece ( )HD   koşulu { }2,2max 1
1

−αMa    sabiti ile sağlanır. 

(b)⇒ (a). C ’nin x   ve  y   noktalarını birleştiren uzun parçası A  olsun. 

( )( ) ( )( )zyAHzxAH ,, ϕϕ =  

olacak biçimde Az ∈  noktası seçelim. Bu takdirde,  

( ) ( )zxAzxC ,, =ϕ    ve   ( ) ( )zyAzyC ,, =ϕ  

Bundan dolayı, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )diamAazyAHzxAHAH ϕααα 2,, ≤+=  

öteki yandan, 

( ) ( ) ( ) ( )diamA
a

diamC
a

CHAH ϕϕϕϕ

2

1

2

1

2

1 ≥≥≥  

dolayısıyla ( )HD   koşulu  2a   sabiti ile  sağlanır. 

(d)⇒ (a). Küçük I  yayının çembere kadar tümleyeni J  ve  ( )JA ϕ=   olan J ’nin 

iki eşit 1J  ve 2J  parçalarını bölelim. 21 JJJ ∪=  . ( )kk JA ϕ=   olsun. Bu takdirde, 

( ) ( ) ( ) ( )diamAaAHAHAH ϕϕϕϕ 221 ≤+=  

ve (3.2) kullanılırsa  

( ) ( ) ( ) )(
2

11

22

1
maxmax

1

1

2,12,1
diamA

Ma

diamA

a
diamAaAHAH k

k
k

k
ϕϕϕ α

ϕϕ ≥






≥≥≥ −

==
. 

Eşitsizliğin son kısmı 

AdiamAdiam
k 2,1
max2

=
≤  
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ili şkisi kullanılarak elde edilir. 

Dolayısıyla ( )HD ,  [ ]2,2max 1
αMa  sabiti ile sağlanır. 

 

3.2 ĐÇ  UZAKLIK VE JOHN KO ŞULU 
 

        G  bölgesi  ve Gyx ∈,  noktaları için, 

 

( ) ( ) ( ){ x,,:inf,, γγγλλ Gyxyx G ⊂== l  ve y ’yi birleştiren eğridir. } 

 Gλ , G ’de uzaklık fonksiyonudur. Ancak euclidean  metriğine göre sürekli değildir. 

Diğer yandan, 

 

( ) ( ) == yxyx G ,, δδ { xGdiam ,,:)(inf γγγ ⊂    ve y ’yi birleştiren eğridir. } 

formülü ile tanımlanmış Gλ  büyüklüğü G ’da uzaklık fonksiyonu olup, Euclidean 

metriğine göre süreklidir ve her GA ∂⊂  yayı için diamAAdiam =δ . 

 

Aşağıdaki koşulu sağlayan D   bölgesine  John bölgesi denir. Öyle 1≥b  sabiti vardır 

ki Dyx ∈∀ ,  noktaları sonlu uzunluklu olup, 

                               ( )( ) ( )( ){ } ( )Gzbdistzyzx ∂≤ ,,,,min γγ ll      ,   γ∈∀z                 ( )J  

 

koşulunu sağlayan D⊂γ   yayı ile birleştirilebilir. 

        Ghamsari, Nakkı, Vaisala [ 5 ]   çalışmasında aşağıdakini ispatlamıştır. 

Önerme 3.4 :  John daireleri için Gδ  ve Gλ  uzaklıkları eşdeğerdirler, yani sadece 

John sabitine bağlı olan öyle b  sabiti vardır ki, 

( ) ( ) ( )yxbyxyx GGG ,,, δλδ ≤≤          Gyx ∈∀ , . 

          Nakki  ve Vaisala [ 13 ]   çalışmasında aşağıdakini ispatlamıştır. 

Önerme 3.5 :  CG ⊂   Jordan bölgesi için aşağıdakiler eşdeğerdir. 

(a) G ,  b -John dairesidir 

(b)  ( ) ( )yxbyxCdiam G ,, δ≤          Gyx ∂∈∀ ,  

(c)  G ’nin her [ ]yx,  kesimi için  ( ) yxbyxCdiam −≤,  
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NOT :  Şıklardaki b  sabitleri sadece birbirine bağımlıdırlar. (b) koşulu aşağıdaki 

kesim koşuluna eşdeğerdir: 

        G ’nin her γ  kesimi için 1G  ve 2G ,  G \γ ’nin bileşenleri olmak üzere 

( ) ( ){ } ( )γdiambGdiamGdiam ≤21 ,min  

sağlanır. 

            (c) koşulu aşağıdaki doğrusal kesim koşuluna eşdeğerdir.G ’nin her [ ]yx,  

kesimi için, 

( ) ( ){ } yxbGdiamGdiam −≤21 ,min . 

3.3 ϕ -ĐÇ  LAVRENT ĐEV  BÖLGELER Đ 
 

        G  Jordan bölgesi aşağıdaki koşulu sağladığında   −ϕ iç Lavrentiev bölgesi 

adını alır.  ( ϕICAc −  dairesi ) öyle c  sabiti vardır ki GCyx ∂=∈∀ ,  noktaları için 

C ’nin onları birleştiren ve 

 

                                          ( )( ) ( ) ( )( )yxcAHyxc GG ,,1 δϕδϕ ϕ ≤≤−                      ( )ϕICA  

 

koşulunu sağlayan ( )yxAA ,=   yayı mevcuttur. 

Önerme 3.6 :  CGC ⊂∂=   Jordan eğrisi için aşağıdakiler eşdeğerdir. 

(a)  Cyx ∈∀ ,   için C \{ }yx, ’nin ( )ϕICA   koşulunu sağlayan bileşeni mevcuttur. 

(b)  Cyx ∈∀ ,   ve ( )yxCA ,ϕ=   için ( )ϕICA   sağalanır. 

(c)  Cyx ∈∀ ,   ve  ( )yxCA ,=    için ( )ϕICA   sağalanır. 

Önermenin ispatı Önerme 3.3’ün ispatına benzer olarak yapılır (Bak. [ 2 ]). 

        Bu şıklardaki sabitler farklıdırlar.  

         Şimdi gösterelim ki −ϕ iç Lavrentiev bölgesinin sınırı ( )HD  koşulunu sağlıyor. 

Önerme 3.7 :  G , ϕICAc −  dairesi  olsun. Her CA ⊂ = G∂  yayı için, 

                                        ( ) ( ) ( )AdiamcAHdiamAc ϕϕ ϕ 21 ≤≤−                             (3.3) 

 

Đspat :  Açıktır ki Ayx ∈∀ ,  için, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )yxcyxcyxCHAH G −≥≥≥ −− ϕδϕϕϕϕ 11 ,, , 
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Yani (3.3) sol tarafı sağlanır. Şimdi A ’nın uç noktaları x  ve y , onun αH -

uzunluğunu ikiye bölen nokta ise z  olsun. Bu takdirde, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )diamAcAdiamczxczxCHAH G ϕϕδϕ δ
ϕϕϕ 22,2,2 =≤≤=  

Önerme 3.8 :  ϕICAc −  dairesi b - John koşulunu sağlıyor, öyle ki ( )acbb ,= .  

Đspat : Varsayalım ki G , ϕICAc −  koşulunu sağlıyor, C = G∂   ve  [ ]yx,   G ’nin 

bir doğrusal kesimidir. Bu takdirde ( )yxCvu ,, ∈∀   için ( ) ( )yxCvuC ,, ⊂   ve 

buradan, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )yxcyxcyxCHvucvuc GG −=≤≤≤− −− ϕδϕδϕϕ ϕ ,,,11 . 

Böylece, ( ) yx
M

c
yxCdiam −








≤

α
1

1

2

, . Şimdi Önerme 3.5’e göre b - John koşulunun 

sağlandığı açıktır. 

Sonuç 3.9 : G , sınırlı ϕICAc −  bölgesi olsun. Bu takdirde öyle Gz ∈  noktası vardır 

ki, 

( ) ( )GzdistcGH ∂≤∂ ,0 ϕϕ  

sağlanır. Burada, ( )ϕ,00 ccc = . 

Đspat :  C = G∂  eğrisini iki eşit yere bölen Cyx ∈,  noktalarını alalım. Yukarıdaki 

önermeye göre G ,  b - John dairedir. Yani, ( )J   koşulunu sağlayan G⊂γ  eğrisi 

mevcuttur. Gz ∈ , γ ’nın orta noktası olsun. Bu takdirde, 

( ) ( ) ( ) ( )GzbdistdiamyxG ∂≤≤≤ ,2, γγδ l  

ve bundan dolayı, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )GzdistbMcyxcyxCHCH G ∂≤≤= ,)2(2,2,2 1 ϕδϕ αϕϕ . 
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3.4 ϕ -ĐÇ  AHLFORS  REGÜLER BÖLGE 
 

        G  bölgesi aşağıdaki koşulu sağladığı takdirde ona −ϕ iç Ahlfors regüler  veya 

ϕIAR  bölgesi denir. Öyle a  sabiti vardır ki, 

( )( ) )(,)(1 rarxBCHra ϕϕ δ
ϕ ≤∩≤−  ,   GCx ∂=∈∀   , diamCr ≤<0 .     ( ϕIAR ) 

Önerme 3.10 :  G  Jordan  John  dairesi olsun. Bu takdirde, G ’nin ϕIAR  bölgesi  

olması için gerek ve yeter koşul her CA ⊂ = G∂  yayının ( )HD  koşulunu 

sağlamasıdır. 

        Varsayalım ki G , ϕIAR  bölgesidir. Herhangi CA ⊂   ,  ( ) 0>= Adiamr  yayını 

alalım. Aw ∈∀  için  ( )rwBCA ,δ∩⊂  ve bundan dolayı ( ) )(raAH ϕϕ ≤ . A ’nın uç 

noktaları x  ve y  olsun. Öyle Aw ∈  seçelim ki, 

( ) ( )wyAdiamwxAdiam ,, =  

eşitli ğini  sağlasın. ( ) ( ) ( )wyAdiamwxAdiamAdiamr ,, +≤=   ilişkisinden, 

( ) ( )
2

,,
r

wyAdiamwxAdiam ≥=  

elde edilir  ve  bundan dolayı ( ) ( )wyAwxA ,,,   yaylarından hiçbiri ( )brwB 2,δ  

dairesine dahil değildir.  ( )brwBCz 2,δ∩∈   noktasını alalım. Bu takdirde,  

( ) ( )
2

,,
r

wzbwzCdiam <≤ δδ  

sağlanır. Demek ki  ( ) ⊂wzC , ( )brwB 2,δ .  

        Eğer, Az ∉  ise biz ( ) ( )wzCwxA ,, ⊂   veya  ( ) ( )wzCwyA ,, ⊂   elde ederiz ki 

bunların hiçbiri mümkün değildir. Demek ki, 

( ) AbrwBC ⊂∩ 2,δ  

ve bundan dolayı, 

( ) ( )( ) ( )brabrwBCHAH 22, 1ϕδ
ϕϕ −≤∩≥  

sağlanır. Böylece, ( )HD    sağlanır. 

             Şimdi varsayalımki )(HD  sağlanır. Cw ∈  ,  diamCr ≤<0  olsun. Eğer A ,  

( )rwBC ,δ∩ ’nin w -bileşeni ise , 

 

( )( ) ( ) ( ) )(, radiamAaAHrwBCH ϕϕϕ
δ

ϕ ≥≥≥∩ . 
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Diğer yandan A ,  ( )rbwBC ,δ∩ ’nin w -bileşeni ise, her  ( )rwBCz ,δ∩∈   için, 

( ) ( ) brwzbwzdiamC <≤ ,, δδ  

elde ederiz. Böylece, ( ) ⊂wzC , ( )rbwB ,δ    veya  ( ) ArwBC ⊂∩ ,δ   elde  ederiz. 

Bundan dolayı, 

( )( ) ( ) ( ) ( ) )()2(2, 1 rbaMbradiamAaAHrwBCH ϕϕϕ αϕ
δ

ϕ ≤≤≤≤∩ . 

 

Dolayısıyla G , α)2(1 baM - ϕIAR   bölgesidir. 

Teorem 3.11 : G   Jordan bölgesi için aşağıdakiler eşdeğerdir. 

(a)  G , −ϕ  Lavrentiev  bölgesidir. 

(b)  G ,  −ϕ   Ahlfors-regüler John bölgesidir. 

(c)  G , John  dairesi olup,  GA ∂⊂∀   yayı için ( )AH ϕ   ve  ( )diamAϕ  büyüklükleri 

mukayese edilebilir. 

Đspat :  Varsayalım ki G ,  ϕICAc −   bölgesidir. Önerme 3.8’e göre G , ( )ϕ,cbb =   

olmak üzere b - John bölgesi olacak, Önerme 3.8  ve  Önerme 3.10’nu   birleştirirsek 

G ’nin ( )ϕ,caa =   olmak üzere, a - ϕIAR  bölgesi olduğunu görürüz ve Önerme 

3.10’dan (a)⇒ (b) olur. Önerme3.10’a göre (b)⇒ (c). Şimdi  (c)⇒ (a) ilişkisini 

gösterelim. 

     Varsayalım ki G , b - John bölgesidir ve ( )DH  sağlanır. Herhangi GCyx ∂=∈,   

alalım. ( )yxCA ,=  olsun. Bu takdirde, 

 

 

sağlanır. G , b - John bölgesi olduğundan dolayı, 

( ) ( )yxbyxdiamC G ,, δ≤  

ve demek ki, 

 

( )( ) ( ) ( )( )yxMabdiamAayxCH G ,, 1 δϕϕ αϕ ≤≤ . 

 Böylece G ,  1Mabc α=  olmak üzere ϕICAc −  koşulunu sağlıyor. 

 

 

        

( )( ) ( ) ( )( )yxadiamAayxCH G ,, 11 δϕϕϕ −− ≥≥
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4-SONUÇ 

 

Tezde Smirnov özelliği bakımından önemli  olan Ahlfors ve Lavrentiev 

bölgelerinin genelleştirilmesi yapılmış olup, bu yeni sınıflar arasında ilişkiler 

saptanmıştır. 
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