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OZET

Tezde fonksiyonlar teorisinin farkli alanlarindall&nilan bolge siniflan
Smirnov 6zellgi bakimindan incelenmj Hausdorff dlcist yardimi ile yeni bolge

siniflari tanimlanarak, onlar arasindgkilier saptanmtir.



SUMMARY

In this dissertation, some classes of domains franous areas of the theory
of functions are considered from the point of vieimhe Smirnov’s property. New
classes of domains are defined in terms of the ¢tafflsmeasure and relations

between them are established.
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1. GIRIS

C kompleks diizlem, C=CO{e} , DOC sifir merkezli birim daire,T
onun siniri olsun. Reel eksenin bir gkadda tanimlanngikompleks dgerli, strekli
@ [a,,B] - C fonksiyonu bir gri tanimlar.

Eger, #(a) = #(B) ise ona kapaligi denir. KapaliC egrisini birim gember

T Uzerinde tanimlanmsirekli fonksiyon gibi de diiinebiliriz.
c:¢(f) , é0T , wOC,

Ber, ¢:[a,8] - C (¢:T - C) fonksiyonu bire-bir C'ye Jordan yay:
(Jordan grisi) denir.
G O C bolgesi verildginde C\ G baglantili ise G basit bglantilidir diyecgiz.

Teoremi 1.1 (Riemann Tasvir): GO C basit bglantih bdlge vew, G olsun.
Birim daireyi G 'ye konform tasvir edenf (w,) =0 , f'(w,)> 0 kosullarini sglayan
f fonksiyonu vardir ve tektir.

Jordan teoremine g6r€, Jordan grisinin sinirladgl bolge siniric olan basit
baglantili bolgedir.
Once bize gerekli kavramlari verelim:
C:4(t) , a<t<pB kompleks diuzlemde birge olsun. [a, 3] aralginin
(@=t,<t, <..<t, =) parcalam icin,
o, = |olt)- o)
k=1
oIsun./\(C) =supo, ifadesineC egrisinin uzunlgu denir. Agiktir ki
diamC = sup|z -z,|<0(C) .
7,2,00C

Eger, ¢ fonksiyonu parcali diizgin ise;



ve benzer olarak kapaC :t//(f) , 0T egrisiicin,

AC)= [l (€)ag -

.
Tasvir fonksiyonunursagida siralanan Gnlt 6zelliklerini ileride kullnaga.

Teorem 1.2 (Koebe) :D birim dairenin kompleks dizleme konform tasvifi igin

o '@ o
‘(1 7 )—f,(z) 22‘54 0zOD

esitsizligi saglanir.
d, (2) = dist(f(2),0f (D)) 0OzOD.

Sonug 1.3 :D birim dairenin kompleks dizlemé& konform tasviri

I L ) B B [ el
esitsizligini sagliyor.
Sonug 1.4 :a,b,c pozitif sabitler0 <|z,| =1-J <1,

S={z:0<1-bd<|4<1-ad , |argz-argz|<cd }

olsun. f : D - C konform tasviri icin

1(2)-f(z) sMT'(z)  Dz0s

M, Y (z) <|f'(z < M,|f'(z) DzOs
esitsizlikleri saglanir; buradaM, ve M, sadecea,b,c’ye basimh sabitlerdir.
Teorem 1.5 [15] : f:D - C konform tasviri icin hemen hemen herdT
noktasinda

f(¢) = Irirq f(r¢) # o«

limiti mevcuttur ve

l 2 ] %
[lfeey-fO| d<sfOf* Dosr<t.
21T,

Birim daireninG 0 C bélgesine konform tasfirif ve A(dG)<w olsun. Bu

taktirde, 6yle singulep 6l¢ctst mevcuttur ki,



, L ,
log f (z)=|b+5ij—§Iog|f (€)|dél -

1¢-

1¢&+2
ZTIQZ—Z

du(€) , zOD (1.1)

saglanir, b=argf'(0). (1.1)'den gériiyoruz ki,

log f'(z) = [ p(z.¢)log f'(¢)dé] - [ p(z.€)dul¢) . 20D (1.2)
sglanir. Burada,
_ 18tz
p(z.¢)= R .
Poisson cekirdadir.
M Olcust sifir oldgunda, yani
log f'(2) = [ p(z.¢)log '(¢)|dé] . 20D (1.3)

T

sgilandgl taktirde f Smirnov kgulunu sgliyor diyecesiz. (1.3) sgladiginda,
ﬂlog|f’(,oz)| —Iog|f’(z)”|dz| =0 4).
.

salar. Eger, /\(0G)<oo ve (1.3) sganirsaG’ye Smirnov bolgesi denir.

Smirnov bolgeleri kompleks analizin bir ¢akanlarinda ( orrngn yaklagim
teorisi, genellgmis Hardy uzaylari v.s) ortaya c¢ikar. Gorugdiigibi onun tanimi
analitiktir. Bundan dolayi basit geometrik kavrartdaanimlanmy mimkuin oldgu
kadar geri Simirnov bolgeleri siniflarini belirlemek 6nemldaya ¢ikmaktadir.

Tarihsel olarak sinirlari dizgugrieolan bdlgelerden sonra gittikgce daha geni
bdlge siniflar elemanlarinin  Simirnov bolgesiw@d ispatlanmytir.

Tezin esas amaci fonksiyonlar teorisinirklfaalanlarinda kullanilan bélge
siniflarinin Smirnov 6zelli bakimindan incelenmesi ve onlar arasindakkilierin
argstirllmasidir.

Tez l¢ bolumden alonaktadir. Birinci bolim gigi kismi olup, problemin Ozeti
ve kullanacgimiz yardimci tanim ve teoeremler verigtii.

Ikinci bolumde farkh bolge siniflar ve onlar aredaki iliskiler verilmistir.
Ucuincti bolimde ise bir fonksiyonun belirlgidHausdorff olcusi yardimi ile yeni
bdlge siniflar tanimlanmolup, onlar arasindaki gkiler aratiriimistir.

Calgmada [ 1-20 ] kaynaklari kullanilgtir.



2. SMIRNOV OZELL iGI VE BOLGE SINIFLARI

2.1 JOHN BOLGES

Basit bglantili G bolgesinde her dpusal [a,b] kesimi igin, G\[a,b]’nin
baglantili bilesenlerinden biri,
diamH < M,ja-h (2.1)
ili skisini sglarsa G'ye John bdlgesi denir.
Orngin, sinirh parcall diizgiin Jordagrisi olan G bolgesinin John bolgesi
olmasi i¢in gerek ve yeter kal onun sifir i¢ acisi olmamasidir.
Tanimdaki " dgrusal kesim " ifadesi yerine herhangi bir kesimd#si

yazilirsa biey desismeyecgi gosterilebilir.

B(re")={0e i< p<i|p-t|< mfl-r)o<r <1 (2.2)
I(re)=T noB(re")={e i< p<1|p-t| < 1-r)} (2.3)
dy(, = dist(f (z).0G) (2.4)

olsun.
Asagidaki teorem John bdlgeleri icin  konform tasvir Ksiyonunun
Ozelliklerini ortaya koymaktadir.

Teorem 2.1 : Birim D dairenin G bdlgesine konform tasviri,

d (0) = cdiamG p
liskisini sgslasin. Bu taktirde g@gidakiler gdegerdir.
(i) G bir John bdlgesidir;
(i) diamf(B(z))<M.d,(z) , 0zOD;

(i) O0<a <1 kosulunu sglayan dylea sayisi vardir ki,



|f'(£)|sM4|f'(z)|($jm , é0Dn B(z) zOD;

(iv) Oyle >0 sayisivardirkiheAO | OT yayi igin,
MMSMW%:&MHMk%mmﬁO)

G Jordan bolgesi oldgmndan dolayif fonksiyonu D 'de sureklidir.

(2.5) varsayimini ancak)(ii) ili skisinin ispatinda kullanilr. (iv) varsayimi

yerine gagidaki kasul kabul edilebilir:
(iv') e >0 sayisiicin 6yleS > Ovardir ki herAO | OT yayi icin,

A(A) < A1) = diam f(A) < ediamf(1).
Sonui¢ 2.2 : D birim dairenin John bélgesine konform tasvii fonksiyonu ve

20D noktast igin,

|f(£1)—f(52)|sM8df(z)[%] . 0&,&,08(2) (2.6)

ili skisi salanir.
ispat: r=|74 ve 0=|§-¢&,| olsun.1-20 <r ise Teorem 1.2'nin (ijikkindan
ig;

(2.6) hemen cikiyor. Varsayalm kp=1-20>r ve ¢ =pe”’, p < p,. Eger,

P, <p=1-20 ise (iii) sitsizligini [51,52] aralginda integre edip, Sonug 1.4’deki
(@) =kli@) . lé-&l<o

esitsizligini goz onune alirsak (2.6) elde edil§imdi, p< p, < p, olsun. Sonug

1.3'den,
(1-r)f'(2) < 4d,(2)

alinz. Bu sonuncu ifadeyi (iii)’de g6z 6ntine ahks her j=1,2 icin,



Son iki sitsizlikten (2.6) elde edilir.

2.2 LINEER BAGLANTILI BOLGELER

Basit bglantili G O C bdlgesini ele alalim. ger, herw;,w, G noktalari,
diamA < M|w, - w,| (2.7)

kosulunu sglayan A1 G egrisi ile birlestirilebiliyorsa G 'ye lineer bglantili bélge
denir. Orngin, parcall diizgiin Jordagrsini sinirladgi bolgenin lineer bgantili

olmasi icin gerek ve yeter &l onun 271 i¢ agisina sahip olmamasidir.

Onerme 2.3 : f, D birim dairesinin lineer gdantili G bolgesine konform tasviri

olsun. Bu taktirde, f : D - C sureklidir ve z,z, noktalarini birlgtiren hiperbolik

segmentS olmak lzere,

diamf(S)<M,|f(z)-f(z)  DUz,z0D. (2.8)
Teorem 2.4 : f, D birim dairesinin lineer hdantili bolgeye konform tasfiri olsun.

Bu takdirde,

—_ A1
|f'(p¢) 2%|f'(r5)|[117fj 060T, O<sr<ps<il (2.9)

B
(&) (&) =M, d, (z)("i_‘rﬂ 04,6, 0T(2).z0D. (2.10)



(2.10) aitsizliginde z=0 alirsak;
fE)-f&)2m, a8 0&,&0T(2) (2.11)
elde edilir. Buradan ters fonksiyon icin,
£ w) - F 5 w,) < MJw-w[ % Dwg,w, 00G (2.12)

Holder kaulunu alinz.

Ispat: Herhangi bir bsayisini ele alaim. D’de analitik, yalinkat

f(z)= z+a,2>+... agihimina sahip ve
diamf(S)<b/f(z)-f(z) Uz,z0D (2.13)

kosulunu sglayan tum fonksiyonlar sinifM olsun. Burada,S ile z ve zyi

birlestiren hiperbolik (non-euclidean) segmegaretlenmgtir. Agiktir ki M ailesi

D 'deki yerel diizgin yakinsagk gore kompaktir.

B =maxa,| 2.14)
olsun. Eer, |a,|=2 ise |df =1 olmak uzere, f(z)=2z(1-az)” olacak dyle ki
f(D) duzlem kesimidir ve (2.13) gmnmaz. Demek ki5 < 2.

f OM ise, onun Koebe dégimu olan,

25 - 1(z,) ,,
e)- f%j:i;f'(;)zo ol lal e e

fonksiyonu da (2.13)’yi sflayacak. Bu takdirde, (2.14)'den,



1 _ 2f"(Z) _
5(1 E f,(z)j z‘sﬁ 0zOD, f OM (2.15)

aliyoruz. Sonug olarak,

I T v, B (7 B O
|ar Iog[(l r )f (rf)l —‘ £(r) 1—r2‘sl—r2 (2.16)
elde edilir. Bu sonuncuyu integre edersek;
( )f'(p£)|2(1—p.1+rjﬁ o<r<p<1
L-r2)t'(ré) \1+p21-r

esitsizligini elde ederiz. Buradan da (2.9) cikiyor. Sondkn goéruriz ki,

d, (o(& >—d rf)( j 0o<sr<p<1 , 0T (2.17)

sglanir.

Simdi, f(D)'nin lineer balantili oldwunu varsayalim. (2.9) ve (2.10)
gostermek icin f(0) = 0 ve f'(0) =1 varsayabiliriz. (2.8)'den gérilyoruz ki= M,
olmak tzeref OM ve yukaridakilerden (2.9)'Un gandg anlgiliyor. & ve &, i

birlestiren hiperbolik segment Uzerinde olup, 0'In cinalaki o noktasini alalim.

Once varsayalim KiZ = r < p <1. Bu takdirde (2.8)'den,

M,| (&)~ f(&,) = diamf (S) = d, (p¢)

ve 1-p=>—-"= | df(rf)z M4_1df(z) oldygundan dolayi (2.17)’'den (2.10)

elde edilir (Sonug¢ 1.4 bakp <r hali Sonu¢ 1.4 ve (2.8)’den hemen cikiyor.



2.3 QUAY DAIRE

J Jordan grisi olsun. a,b[0J noktalari J'yi iki pargaya ayirir. Bunlardan
cap! kiiiik oland(a,b) ile isaretliyelim. Eger, hera,b0J igin,
diamJ(a,b)< M a-b) (2.18)
esitsizligi saglaniyor ise J 'ye quasicember denird quasicemberin i¢ bolgess 'ye
guasidaire denir.

Pargall dizgun Jordagrisinin quasicember olmasi icin gerek ve yeteguko

onun 0 ve2n acilarina sahip olmamasidir.

Ornek G:{u+iv:0<u<lu”sing<v<1} (@ >0) olsun.

a > 2ise J =0G pargall duzgundir, O v2n agllarina sahip gédir. Demek
ki quasicemberdir.

a = 2oldugu takdirde deJ quasi¢cember olacak.

O0J alirsak;

AncakO<a < 2isean=2iDJ ve bn=2 1
n n

diamJ(a,,b,) _ 2n(2n+1)
la, D, (2n+12)

oldugunu gorurtz. Demek ki quasidaire daldir.

Teorem 2.5 : D birim daireninG bdlgesine konform tasfirif olsun. Bu takdirde
asagidakiler edegerdir.

() G quasidairedir;

(i) G lineer bglantill John bolgesidir;

(i) f,D de sureklidir ve ger |(z)es|z|<1j’in u¢  noktalari

g, e (t, <t, <t +7) ise;

diam f (1 (2)) < M,d, (2) < M| £ (")~ f(e" ).
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(G quasidaire ise] =dG Jordan grisidir ve bundan dolayif 'nin, D 'de stirekli ve
bire-bir oldyzunu biliyoruz).

Ispat :

(i) = (ii). Varsayalim ki (i) salanir. Eger, [a,b], G 'nin bir kesimi ise J(a,b) O [a,b]
egrisi, G \[a,b] 'nin capi M,|a-b|'den biiyiik olmayan bilenini sinirliyor. Demek
ki G John bdlgesidir.

r pt

—_

Fon flrg) W

Sekil 2.1

G 'nin lineer b&lantili oldugunu, yani (2.7)'i sgladigini gostermek igirw,,w, L1 G
alalim. Bger, [vvl,WZ]DG ise A:[vvl,wz] alinz. [vvl,WZ]DG olsun. [Wl,Wz]
Uzerinde olupw,'ye en yakin olan noktaf (fj) , ¢; 0T olsun. (2.15)'a gord 'nin
& ve &, yi birlestiren yaylarindan biridiamf (1)< M, f(&)- (&) esitsizligini

sgliyor. Eger, r sayisl 1’e yakin isd (rl) yay! D icersinde olup, ¢capi
2M1| f( 1)_ f( 2)‘ < 2M1|W1 _W2|

dir ve w, noktasi ile G'ye dahil, uzunlgu |w —w,|'den kigik gri ile
birlestirilebilir. Bu egrilerin birlesimi w,,w,yi birlestiren ve
diamA < (2M, +2)w; - w,|
kosulunu sglayan A0 G yayini olygturur.
(i) = (iii). G, John bolgesi oldtundan dolayl Teorem 2.1’dan,

diam{f (€'):t, <t <t,} < diam f (B(2)) < M d, (2) (2.19)
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elde edilir.G lineer balantili oldusundan Teorem 2.4'dag, = €' olmak Uzere;
d,(2)<M,[f(e")-(e) (2.20)
elde edilir. (2.19) ve (2.20)'den (iii) ¢ikiyor.
(i) = (). f(€")=a ve f(e")=b secersek (iynin sandgini goriiriiz.
h: T - C fonksiyonu aagidaki kosulu saladiginda ona quasisymmetric

denir. Kesin monoton artan ve surekli Oyk: [O,oo) - [O,oo) , Al0)=0

fonksiyonu mevcuttur ki,

|h(21)_h(22)| < a(| 4 - 22|J 0 oT 2.21
h(z)-h(z) " ||z -2 s 220
z, ve z, yerini desisirse,
1 < | h(zl) — h(22)| 2922
=) lz.)(z) &
5L-4

elde edilir.
Onerme 2.6 : h: T — C quasisymmetric tasvir isd, = h(T) guasicemberidir.

ispat: w =h(z) , zOT , (j=1..4) olsun.w, ve w, verildiginde
z,’)nin T Uzerinde zz ve z, noktalarl arasindaki kuguk yaya dahil gidau

varsayalim. Dier yayda |z, - z| =|z, - z| kosulunu sglayan z, noktasini alalim.

Bu takdirde,|z, - z)| < |z, - 2| ve (2.22)'ya gore,

W, = s |w, =, |w, — w O (2.23)
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Bu 6nerme’nin tersi de gooudur.

Teorem 2.7 : f, birim dairenin quasi daireye konform tasviri isaun T 'de

daralmasi quasisymmetrictir.
(2.18)'i,

Ax) < (2.24)
Mx? |, 1<x<oo

olmak Uzere ispatlayagee. Burada a >0 ve <2 Teorem 2.1'nin (iii)sIkki ve
Teorem 2.4’daki sabitlerdir.

Ispat : w, =f(z;) z, OT j=123 olsun. Oylez, 0D secelim kiT tzerindeki
[ (z,) yaymnin u¢ noktalare,, z, ve z, 01(z, ) olsun.
Once|z - z,| <|z, - z| oldugunu varsayalim.

211(1- |z,|) 2|z, - z;| oldugundan dolayi sonug 2.2 den

2, -z|Y’ -z,
|w1—w2|swl7df(zo)(| 2'} <Md, (z)| 222 (2.25)
1_|Zo| 2~ 43
elde edilir. (2.10)’e gérdw, —w,|>M;'d, (z,) ve
Wl MM A=) eger |2 %2 <1
W, =W, Z, — 43 Z, =74

Simdi |z, - z,| >|z, - z,| olsun. Bu taktirde
|2, - z,|21-|z,| ve
(2.25)’'un birinci kismina gére
|W1 _W2| < Mlldf (Zo)

ve (2.10)’e gore

B
_ Z, —Z _ Z,—Z
-zt ] 25| e
0 2
Dolayisiyla
B
MWl MM B2 eger AT %251
W, =W, 2 43 Z, =13
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Simdi Bloch fonksiyonun tanimini verelim.

g:D - C analitik fonksiyonu
Il =supl-|2 | g'(2) <o (2.26)
D

kosulunu s&larsa, ona Bloch fonksiyonu denir. Bloch fonksiyamginifini B ile

gosterecgiz. Bloch fonksiyonu,
9(z) -9(z,) <||9|;A(z.2) Dz,z0D (2.27)
esitsizligini sagliyor. Burada A(z;,z,) hiperbolik uzaklktir. Her sinirli analitik

fonksiyon B sinifina dahildir.

9(2) = Iog{%} (2.28)

fonksiyonu sinirli olmayan Bloch fonksiyonudur. ®naormu |g|, =2 ve bu

fonksiyon (2.27) kesin oldiunu gosterir.

Onerme 2.8: f:D - C konform tasvir ise
llog(f —a)|, <4 DaOf(D) 29)
llog £, <6 (2.30)
esitsizlikleri saglanir. Aksine ger g, <1 ise g=logf’, dyle f konform tasviri
vardirkig=logf'.
g OB igin

olsun.

Onerme 2.9 : g OB ise h fonksiyonuD siireklidir ve|Z <1 icin

h(eI Z?t_ h(Z) _ g{( | |JZJ + g(O)

sglanir.

<k/gl, (2.32)
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Teorem 2.10 : f fonksiyonu D ’'nin Smirnov boélgesine konform tasviri ise

1
N(1(2)

esitsizligi sgglanir, A(1(2)), 1(2) yayinin uzunlgudur.

[log f'(¢)[|d¢f ~log f'(2)
1(z)

<k DzOD (2.33)

Ispat : Varsayalim f'(0) =1.g = log f' Bloch fonksiyonunu ele aIaInM =r<1

olsun. (2.31) ile tanimlanan 6nerme 2.8 ve Onern@e2gore, 0<p< 1ve

t=7n@-r) oldugunda

1 Pt |_w P it || _
E(h[Tzej h[rze D 9(2)

yazilabilir.

<k,|g||, < 6k, (2.34)

Bu sonuncunun,h’in tanimini da g6z 6nine alip, reel kismini akrsa

1

| Jlod f '(pc)[de| - log ()

1(2)

< 6k, 2.35)

elde ederiz.

Smirnov bolgeleri igin

ﬂlog|f'(pz)| ~log f'(2)||dZ - 0 0 - 1- (2.36)

4
ili skisinin sa&landigl yukarida gbz 6ntne alip - 1- kosulunda limite gecersek
(2.34)’yi elde ederiz.

Smirnov bdlgeleri icin geometrik dilde yazilan Ikarekterizasyon mevcut
degildir.

Yeterli bir kasul verelim.

Teorem 2.11 : f, D’nin G bdlgesine konform tasviriA(0G) < olsun. Eer

g>0 ve

1 ] q ! q
NG .(jzlf (©)|"[de] < M, | '(2)| 0zOD (2.37)

ise G Smirnov bélgesidir. Ber 0<q< lise ek olarak

jp(z,¢)|f'(c)|q|d<1s M,|f'(z)" DzOD (2.38)

T

esitsizligi saglanir.Eser G lineer bglantill ve0<q< 1 ise (2.37)'den (2.38) cikar.
Not: f(2z)=(L- 2)* fonksiyonu ve herg > Qgin (2.37) s&lanir ancak (2.38)1= 1

icin sgglanmaz. Demek ki teoremindeki lineergkantililik kosulu kaldirilamaz.
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Ispat: Once (2.38) ispatina bakalinz=r >0 varsayalim. Ber G lineer balantil

ise g <1, aksi taktirdeq < lolsun.

I, =0ve
:[Iog%} r,=1-@-r)e" 1,=I(r,) (n=04,.....m).

Aciktirkiry=r  0<r_<l-e™ r.=0 vel_,=l,=1I.
(2.37) den

173 1-r
P(z,¢)|f'(¢) — 5
[oeoltelld= 3 [ =

elde ederiz.

0<r, <r olduwundan dolayi (2.9) den

IO (r)|{ ))}
buradaG lineer b&lantil ise < 2 aksi taktirdef = 2
1-r, 2e" " (@1-r) ve (8 -1) < 1oldugundan dolayi
j p(z,¢)|f'(¢)|"|def < kM| T '(r)|qie‘(1‘(ﬁ‘1)‘*)
T n=0
ve son toplam yakinsaktir.

Simdi gq>0 olsun. Holder gtsizligine gore eger (2.37), q>% icin

sglaniyor ise q:% icin de sglanir. Demek ki (2.38) birg> Oicin salanir.

Geometrik ve aritmetik ortalama aralarindaki

1
jsmj;qﬁ(t)dt

1
N(A) 4

esitsizligini g6z 6nune alirsak
, 1 , 1 ,
[ p(z.0)log] <<>||d4salog(j (2.0 <<>|“|d<1]sa|ogM2 +log f'(2)
T T

elde ederiz.

(1.2)'den goruruzki

jp(z Q)du(¢) <= IogM O0zOD.
q
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M singuler 6l¢u oldgundan dolayr buradaw 'nin sifir oldigu elde edilir. Demek

ki f Smirnov kgulunu sglar.

2.4 AHLFORS REGULER BOLGELER

C Jordan grisi

A(C n D(w,r))sMr OwOC, 0<r<w (2.39)
kosulunu sglarsa, ona Ahlfors regulage denir.

Eger E sinirli ise (2.39)'denA(E) < cikiyor. Ama bunun tersi gou

degildir.
Ornezin

2 (1
E={x+ix25in(—j:0<xsl}
X

Jr

icin A(E n D(o,r))>M—r dir.

3
Ahlfors-reguler @risinin icine Ahlfors bdlgesi denir. Ahlfors bdolgsel
geometrik kgullarla tanimlanan en gansmirnov bdlgeleri sinifidir.

Teorem 2.12 : f, D birim dairenin G Ahlfors-reguler bolgesine konform tasviri

olsun bu takdirdey <% icin (2.37) sglanir, yaniG Smirnov bolgesidir.

Ispat : (2.37) aitsizligini q:% icin ispatlayacgiz. Hoélder gitsizligine gore

zOD I =1(2) igin

1 £(Qldd | 2 e
j|f'(<)|4|d<15j M .U|f(c)—f(z)|5|d<1] . (2.40)
' f©)-f@p) \

0 =d,(2) =dist(f(2),0G) olmak lGizere ikinci integrali
co1:e0<|f(©)-f(2|<e™d} (n=0L.....) (2.41)
parcalari Uzerine de yazalim.
(2.39) kgulundan
[f'@lldg M, &5 _ M,
D Javarcal
f@Q-f@p ™ (@ o

(2.42)
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elde edilir.

#(s) =2 sOD
1+1zs

olsun. Bu taktirdep(s) I | icin

2

#) =‘i($}sksﬁ—|zr)

ve bundan dolayr Teoerem 1.5’ den

19~ 1 2ldef < klo|2) [|f @)~ 1 @O
! R0
TAREY e (2.43)

elde edilir.

b-12) )
Sonug 1.3 gore = R ve bundan dolay! (2.40) ve (2.42) dan

(@t < . 5z o - ol < m

aliriz.

2.5 LAVRENTIEV BOLGELER 1

Sonlu uzunlukluJ Jordan grisi
AJ(@ab))<sMa-b  OabOJ (2.44)

kosulunu sgladiginda ona Lavrentiev geisi denir. Burada J(a,b), a ve b
arasindaki kisa yayi gosterir.

Lavrentiev grisinin sinirladgl bélgeye Lavrentiev boélgesi denir.
Teorem 2.13 : G nin Lavrentiev bdlgesi olmasi icin gerek ve yet&dsul onun
Ahlfors-reguler quasidaire olmasidir.
Ispat : G Ahlfors-regiler quasidaire ise (2.44), (2.18) \&30) kaullarindan
hemen ¢ikiyor.

TersineG Lavrentiev bdlgesi olsun. Onun quasidaire gld@agiktir. J nin

Ahlfors-reguler oldgunu gosterelim.
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wlC olsun. Once varsayalim ki<r, = (dlam] . Bu taktirde oylecJ

2M +3)

vardir ki |c—V\,1 > (Ml +1)r. Eger J n D(w.r) =00 sorun yoktur. Aksi taktirde dyle
a,b0J n D(w,r) vardir ki, onlari birlgtiren ve c'yi iceren J' 0 J yayl tamamen
D(w,r) dairesinin dgindadir.

A2 2(c-w-r)>2M;r = M,[a-1
oldugundan dolayia ve b yi birlestiren 6teki J" [0 J yayi icin

A(3 n D(wr)) < A(J") < MjJa-b < 2Myr
esitsizligi saglanir.

Simdi eger r >r, ise

A(J n D(wr)) s AQ) < [A(J)}r .

0

Simdi Lavrentiev bolgeleri icin analitik karekterggon yazalim.

Jra b

Sekil 2.2

Teorem 2.14 : D birim dairesinin, siniri sonlu uzunluklu Jordagrisi olan G

bolgesine konform tasvirf olsun. Bu taktirdeéG nin Lavrentiev bdlgesi olmasi igin

gerek yeter kgul onun lineer bgantili olup,

1
—— || f'(©)||d¢] < M|’ 0D 2.45
A (Z))l(jj) ©|dd=M]|f' (@) =z (2.45)

kosulunu sg&lanmasidir.
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Ispat : G Lavrentiev bolgesi olsun. Teorem 2.5 (ii) go@ lineer balantilidir.
Teorem 2.1 (ii) ye goré =1(z2) ise

diam f (1) < Md, (2) < M, (1| ) F'(2) (2.46)
sgilanir. Yani f (I ) uygun yaricapl dairenin icindedir. Ahlfors regiilgin tanimini

g0z 6nlune alirsak
[I'@de <|f () = M,fL-|2°) @) < MAD)| (2. (2.47)
|

Tersine, G nin lineer bglantili olup, (1.49) keulunu s&ladigini varsayalim.

Verilmis a,b0J noktalari igin 6ylezD segelim ki J(a,b) = f(1), (I =1(2))

olsun. Bu taktirde Sonug 1.4 gére

A3(@b) = [|1'(¢)|dd < 271-|Z)M,|F(2)] < kM,d, (2) < kM, d, ().

Simdi eger S, nin u¢ noktalarini birkkiren hiperbolik segment ise

d,(2°) < diamf(s), ve burada Onerme 2.3 gozoniine alinirsa (2.44)¢ ederiz.

h: A - C tasviri
MYz -z|<|h(z) -h(z)| <Mz -2 DOz,z0A (2.48)

kosulunu sgladiginda ona Bilipschitz tasvir denir.

Teorem 2.15 : J’nin Lavrentiev &risi olmasi igin gerek ve yeter fa dizlemin

kendi kendined = h(T Xkosulunu sglayanh:C - C tasvirinin olmasidir.
Ispat : h diizlemin kendi kendineJ =h(T )kosulunu sglayan tasviri ve

h(¢), h(¢,) 0 J olsun.T 'nin ¢,¢, noktalari arasindaki kisa yayi
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z, (k=12..n) (z=¢ 7% =¢)
noktalari ile kiicuk yaylara bolelim. (2.48)'den

Z|h(zk) - h(zk—1)| s M52|Zk - Zk—1| s 7-N|5|(1 - cz|
k=1 k=1

esitsizligini ve buradan da
AN3(h(6,).h(s,))) < MZ|h(6) = h(s,)]

elde edilir. YaniJ Lavrentiev grisidir.

Tersine varsayalim kiJ Lavrentiev grisidir ve A(J) =27n. J’nin dogal
h(€"®), 0 < s < 277 denklemi igin

Ih(e™) ~h(e™)

s|s1—sz|5n’ei51 -€%|, |s-s|sm
sa&laniyor ve (2.44) goére

‘eisl _ ei32

<|s —s,| < Mh(e*) - h(e™)

Demek ki h:T - C bilipschitz kaulunu sgliyor. Oteki yandan Tukai'nin
[17]'deki sonucuna goré duzlemin kendi kendine bilipschitz tasvirine kadavam

ettirilir.
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3. HAUSDORFF OLCUSU ILE BELIRLENEN
BOLGELER
3.1 HD KOSULU

Bu boélimde o©nceki bolimde verilgniolan quasidaire, Ahlfors-reguler,
Lavrentiev bolgeleri kavramlarinin gengtielmeleri ve onlarin arasindaki skisler
ele alinacaktir. Once Hausdorff 6l kavramina baka

¢ :(0,0) — (0,0) sirekli monoton artan ve(t) ~ 0 , t -~ 0 kosulunu

salayan herhangi bir fonksiyon olsuk 00 C clmlesinin/A, Hausdorff dlcusu,

formuld ile tanimlanir. Burada inf: 'nin batin € -6rtUleri Gzerinden, yani

EDOUB, , diamB , <s¢ , k=12,..
k

kosulunu sglayan butin{B} dizileri uzerinden alinmgtir. A,()nin iki temel

Ozelligini ifade edelim:

Onerme 3.1 : N, metrik dg Olcudar ve A, -6lcllebilir cimleler sistemi butin

Borel cumlelerini icereno -cebir olyturur. Ozel halde iker arakesitleri bp olan

E.(n=12..) Borel cimleleri dizisi igin,

saglanir. Eger, ¢(t) =t" ise A, =/, 'ya a-boyutlu Hausdorff 6lgiisti deni = 1
hali, yani 1-boyutlu Hausdorff dl¢lisu lineer dl¢iidu
Bu bolumdep fonksiyonunun yukaridakilere ek olarak, reel saylr olmak

uzere
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S SME°p(x) Ox>0t> 1 (3.1)

kosulunu sgladigini varsayacaz.

Onerme 3.2 : Eger ¢ <y ise, /\¢(E)s/\w(E) ve #(x) 0,x-0 iseo-

e

sonluA,, dlgiisiine sahip heE cumlesi icinA,(E) = 0'dir.

Ghamsari, Herron [ 2 ] cainasinda kesir mertebeli Lavrentiev ve Ahlfors-
reguler grileri tanimlamg olup, onlarin ilgkilerini aragtiriimistir.

Vaisala [ 19 ] calmasinda quasikonform tasvirler teorisinde kullanmiakre
Lavrentiev ve Ahlfors-reguler boélgelerin "i¢" fmeerlerini incelennstir. Asagida
bu iki yaklagimin nasil birlgtirilecegini gosterecgiz.

C Jordan grisi tizerindekix ve y noktalar iginC(x,y) ve C’(x,y) ile,
sirasiylaC’nin x ve y arasindaki minimal capli ve minimaH? o6lcili yaylari
isaretliyeceiz.

Once gagidaki kasulu sa&layan erileri ele alalim.C  Jordan grisinin her A
yayl icin,

a™'p(diamaA) < H?(A) < ag(diama) (HD)

kosulunu s&lasin.
Onerme 3.3 : C kompakt Jordanggisi icin asagidakiler edegerdir.

(@) Her AOC yayi igin (HD) salanir

(b) Ox,yOC noktalari igin A=C?(x,y) yayi (HD)'y1 saglar

(c) Ox,ydC noktalari icin A:C(x, y) yayl (HD)’yl sgglar

(d) Her ¢:S — C homomorfizmi igin| OS  ¢(I)< 7 olmak tizere keyfi

A=¢(I) yayl (HD)’yl saglar

NOT: Siklardaki a sabitleri farkh olabilirler.
Ispat: Aciktir ki herhangi birsik sgladiginda C egrisi o -sonlu H? - 6lgiuisiine
sahiptir ve C sinirli ise A=C igin (HD) kosulu 2a sabiti ile sglanir. (a)
sgilandikca, (b), (c), (d)'nin de ganac& aciktir.Simdi tersini gosterelim.
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(c=a). C'nin x ve y noktalarini birlgtiren blyuk parcasiA olsun.
diamA(x, z) = diamA(y,z)  olacak bigimdez[0 A noktasi segelim. Bu takdirde,
C(x,z)= Alx,z) ve C(y,z)=A(y,z) . Bundan dolay,

H?(A) = H?(A(x,z))+ H?(A(y, z)) < 2a¢ (diamA)

ve
H?(A) = H?(A(x,2)) + H?(A(y, 2) = 2a‘1¢e diamAj >2a* Ml — g(diamA)
Burada songtsizlik (3.1)'in sonucu olan
X 1
¢[§j 2 M, 2" $(x) (3.2)

esitsizligi kullanilarak elde edilir.
Boylece (HD) kosulu amax{MlZ‘H,Z} sabiti ile sglanir.
(b)=(a). C’nin x ve y noktalarini birlgtiren uzun parcasA olsun.
H?(A(x,2)) = H*(A(y, 2)
olacak bicimdez [J A noktas! secgelim. Bu takdirde,
C’(x,z)= Alx,z) ve C’(y,z)=Aly,2)
Bundan dolayi,
H?(A) = H(A(x,2)) + H?(A(y, 2)) < 2a¢ (diamA)
Oteki yandan,

H¢(A)2%H¢(C)22—1a¢(diamC)22—1a¢(diamA)

dolay|5|yla(HD) kosulu 2a sabitiile sglanir.

(d)=(a). Kiigiik | yayinin gembere kadar tiimleyedive A=g(J) olan J'nin

iki esit J, ve J, parcalarini bolelimJ =J,0J, . A =¢(J,) olsun. Bu takdirde,
H?(A)=H?(A)+H?(A) < 2a¢ (diamA)

ve (3.2) kullanilirsa

diamAj>1 L ydiama) .

H?(A) = maxH?(A ) = maxa™¢ (diamA, ) > 2_1a¢( > )2 amz

k=12 k=12

Esitsizligin son kismi

diamA < 2maxdiamA
k=12
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ili skisi kullanilarak elde edilir.

Dolay|S|yIa(HD), ama><{M12" ,2J sabiti ile sglanir.

3.2iC UZAKLIK VE JOHN KO SULU

G bolgesi vex,y[OG noktalari icin,

Ax,y) = As(x y)=inf{ ¢(y): y O G, y, x ve y'yi birlestiren ezridir. }
As . G’de uzaklik fonksiyonudur. Ancak euclidean mgtre gore surekli dgldir.

Diger yandan,

3(x,y) = d5(x, y) = inf{ diam(y): y O G, y,x ve y"yi birlestiren eridir. }

metrigine gore sureklidir ve heA 0 0G yayi icin diam;A = diamA.

Asagidaki kasulu sglayan D bolgesine John bolgesi denir. Oyle 1 sabiti vardir

ki Ox,y 00D noktalari sonlu uzunluklu olup,

min{¢(y(x, 2)),¢(y(y. 2)} < bdist(z,0G) , DzOy (3)

kosulunu sglayan y 0 D yayi ile birletirilebilir.
Ghamsari, Nakki, Vaisala[ 5] eatasinda sagidakini ispatlamytir.
Onerme 3.4 : John daireleri icind, ve A, uzakliklar gdegerdirler, yani sadece
John sabitine i olan dyleb sabiti vardir ki,
I (%, y) < As(x y) < bds(x,y) Ox,yOG.
Nakki ve Vaisala[13] cainasinda gagidakini ispatlamytir.
Onerme 3.5: G O C Jordan bolgesi iginsagidakiler edezerdir.
(@) G, b-John dairesidir
(b) diamC(x,y) < bds(x,y) Ox,y 010G

(c) G'nin her [x,y] kesimi igin dianC(x, y) < bjx-y|
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NOT : Siklardaki b sabitleri sadece birbirine genhdirlar. (b) kagulu asagidaki
kesim kaguluna gdeserdir:
G 'nin her y kesimi iginG, ve G,, G\y’nin bilesenleri olmak tzere
min{diam(G, ),diam(G, )} < bdiam(y)
s&lanir.
(c) keulu ssagidaki dgrusal kesim keuluna gdegerdir.G 'nin her [x, y]
kesimi igin,

min{diam(G,),diam(G,)} < b|x - y{.
3.3¢-IC LAVRENTIEV BOLGELERI

G Jordan bolgesisagidaki kagulu sa&ladiginda ¢ —i¢ Lavrentiev bolgesi

adini alir. €-1CA? dairesi ) dylec sabiti vardir kifx,y 0 C =0G noktalar icin

C’nin onlari birlestiren ve
c¢(0s(x y)) < H(A) < cp (o5 (x.y)) 1ca)

kosulunu s@layan A= A(x,y) yayr mevcuttur.
Onerme 3.6 : C=0G O C Jordan grisi icin asagidakiler gdegerdir.
(@ Ox,yOC icin C\{x, y}’nin (ICA¢) kosulunu sglayan bilgeni mevcuttur.
(b) Ox,yOC ve A=C?(x,y) icin (ICA?) sasalanir.
(c) Ox,yOC ve A=C(xy) icin (ICA?) saalanir.
Onermenin ispati Onerme 3.3'Un ispatina benzeaklgapilir (Bak. [ 2 ]).
Busiklardaki sabitler farkhdirlar.
Simdi gosterelim kig —i¢ Lavrentiev bdlgesinin S|n||(|HD) kosulunu sghyor.
Onerme 3.7 : G, c—ICA? dairesi olsun. HeA 0 C=0G vyayi icin,
c¢(diamA) < H?(A) < 2c¢ (diamA) (3.3)

Ispat : Aciktir ki Ox,y O A igin,
HE(A) 2 H(C* (o) 2 (G o) 2 ipx- o).
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Yani (3.3) sol tarafi gdanir. Simdi A’nin uc¢ noktalari x ve y, onun H?-
uzunlysunu ikiye bdlen nokta ise olsun. Bu takdirde,

H?(A) = 2H?(C?(x, 2)) < 2c$(J, (x, 2)) < 2c ¢ (diam; A) = 2c (diamA)
Onerme 3.8 : ¢— ICA? dairesib - John kagulunu sgliyor, dyle kib = b(c,a).
ispat : Varsayalim kiG, c—ICA?  kosulunu sgliyor, C=90G ve [x, y] G'nin
bir dogrusal kesimidir. Bu takdirdeCu,vOC(x,y) igin C(u,v)OC(xy) ve
buradan,

g (u-v) < cp(d, (uv) < H(C(x ) < cp(d, (x. ) = cp(x— vi).

S

2
Boylece, diamC(x, y) < “:/I_} [x=y|. Simdi Onerme 3.5’e goré - John kqulunun

1
sglandgl aciktir.
Sonug 3.9 :G, sinirl c - ICA? bélgesi olsun. Bu takdirde 6yle0]G noktasi vardir
ki,
H?(3G) < ¢ dist ¢ (z,0G)

saglanir. Burada, = ¢,(c.4).
Ispat : C=0G egrisini iki esit yere bolenx,ydC noktalarini alahim. Yukaridaki
6nermeye goreG, b- John dairedir. Yani(J) kosulunu sglayan y 0 G egrisi
mevcuttur.z[0G, y’nin orta noktasi olsun. Bu takdirde,

3 (x,y) < diam(y) < ¢(y) < 2bdist(z,0G)
ve bundan dolayi,

H?(C)=2H’(C(x,y)) < 2c4(d5(x, y)) < 2cM, (2b)” #(dist (z,0G)).
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3.4 4-IC AHLFORS REGULER BOLGE

G bolgesi aagidaki kasulu saladigl takdirde onag —i¢ Ahlfors reguler veya
IAR? bolgesi denir. Oylea sabiti vardir ki,
a'g(r)<H?(CnB,(xr)<ag(r), OxOC=0G ,0<r<diamC. (IAR’)
Onerme 3.10 : G Jordan John dairesi olsun. Bu takdir@nin 1AR? bolgesi
olmas! igin gerek ve yeter kol her AOC=dG yayinin (HD) kosulunu
sglamasidir.

Varsayalim kiG, IAR? bélgesidir. HerhangA O C , r = diam(A) >0 yayini
alahm. OwO A igin A0 C n By(w,r) ve bundan dolayH?(A) < ag(r). A’nin ug
noktalari x ve y olsun. Oylew A segelim ki,

diamA(x,w) = diamA(y,w)
esitli gini saslasin.r = diam(A) < diamA(x,w) + diamA(y,w) iliskisinden,

diam A(x,w) = diam A(y, w) 2%

elde edilir ve bundan dolayA(x,w),Aly,w) yaylarindan hicbiri B;(w,r/2b)
dairesine dahil dgldir. zOC n B,(w,r/2b) noktasini alalim. Bu takdirde,

diamC(z,w) < bd,(z,w) <%

saglanir. Demek ki C(z,w) O B, (w,r/2b).
Eger, zO A ise biz A(x,w) 0 C(zw) veya Aly,w)0C(z,w) elde ederiz ki
bunlarin hi¢biri miimkun dgldir. Demek ki,
Cn Bs(w,r/20) 0 A
ve bundan dolayi,
H?(A)= H?(C n B,(w,r/2b)) < a™¢(r/2b)
sgslanir. Boylece,(HD) salanir.
Simdi varsayalimki(HD) saglanir. wOC , 0<r < diamC olsun. EBer A,

C n By(w,r)'nin w-bileseni ise ,

H?(C n By(w,r))= H?(A) > ag(diamA) = ag(r).
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Diger yandanA, C n B,(w,b, )'nin w-bileseni ise, herzC n B,(w,r) igin,
diamC(z,w) < bd,;(z,w) < br
elde ederiz. BéyleceC(z,w) 0 B;(w,h,) veya Cn By(w,r)0 A elde ederiz.

Bundan dolayi,
H?(C n B,(w,r))< H?(A) < ag(diamA) < ag (2br) < aM, (2b)“ #(r) .

DolayisiylaG, aM,(2b)* - 1AR? bolgesidir.
Teorem 3.11 :G Jordan bdlgesi icinsagidakiler edegerdir.
(@) G, ¢ — Lavrentiev bolgesidir.
(b) G, ¢ — Ahlfors-reguler John bélgesidir.
(€) G, John dairesi olupJATdG yayi icin H?(A) ve ¢(diamA) buytklikleri
mukayese edilebilir.
ispat : Varsayalim kiG, c-ICA? boélgesidir. Onerme 3.8'e g6@, b = b(c,¢)
olmak tizereb - John bolgesi olacak, Onerme 3.8 ve Onerme BulObirlstirirsek
G’nin a:a(c,¢) olmak Uzere,a-1AR’ bolgesi oldgunu goririiz ve Onerme
3.10'dan (a)>(b) olur. Onerme3.10’a gére (B)(c). Simdi (c)= (a) iliskisini
gosterelim.

Varsayalim kiG , b- John bolgesidir véH (D) saglanir. Herhangix, y 0 C = dG
alalim. A=C(x,y) olsun. Bu takdirde,

H?(C(x y)) 2 a™'¢ (diamA) = a™¢ (35 (x, y))

saglanir. G, b- John bdlgesi oldiundan dolay,
diamC(x, y) < bds(x, y)

ve demek ki,

H?(C(x y)) < ag(diamA) < ab"M (35 (x,y)).

BoyleceG, c=ab’M, olmak tizerec—ICA? kosulunu sghyor.
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4-SONUC

Tezde Smirnov Ozefli bakimindan 6nemli olan Ahlfors ve Lavrentiev
bdlgelerinin genellgiriimesi yapilmg olup, bu yeni siniflar arasinda sKiler

saptanmytir.
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