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OZET

Bu calismada dinamik smir kosullu lineer olmayan parabolik tipli bir
problemin pozitif ¢oziimiiniin konum kritik noktalarinin sayisinin zaman igindeki
degisimi incelenmistir. Bu problemin pozitif ¢dziimiiniin mevcutlugu ve konum
kritik noktalarinin monotonlugu sirasiyla maksimum-minimum prensibi ve Taylor
acilimi ile birlestirilmis Newton poligonlart yontemi uygulanarak gosterilmistir.
Yapilan bu tez calismasinda, konum kritik noktalarin sayisinin zaman igindeki
degisimi, bu noktalarin basit oldugu ve basit olmadigi iki ayr1 halde incelenmis olup,

bu kritik noktalarin sayisinin zaman iginde artmadigi ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Olmayan Is1 Denklemi, Konum Kritik Nokta,

Dinamik Simir Kosul, Newton Poligonlar1 Yontemi.



SUMMARY

In this work, the variation in time of the number of spatial critical points of the
positive solution for a nonlinear parabolic problem with the dinamic boundary
conditions is examined. The availability of the positive solution and monotonicity of
spatial critical points for this problem are shown by applying the maximum-
minimum principle and Newton polygons method combined with the Taylor series
expansion, respectively. In this thesis, the variation of the number of critical points in
time has been examined in two possible cases in which these points are simple and
not simple, and it has been proved that the number of these critical points does not

increase in time.

Keywords: Nonlinear Heat Equation, Spatial Critical Point, Dynamic Boundary

Condition, Newton Polygons Method.
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1. GIRIS

Dogadaki fiziksel olaylarin birgogu kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin
baslangi¢ deger ve simir deger problemleri ile verilmekle beraber son donemlerde
sinirli bir bolgede lineer olmayan parabolik tipli kismi tlirevli diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin bazi niteliksel 6zelliklerine ilgi artmistir. Bu niteliksel
Ozellikler arasinda verilen bir parabolik tipli problemlerin ¢oziimlerinin konum Kritik
noktalar1 ve bu noktalarin monotonluk 6zellikleri 6nem arz etmektedir. Konunun
zorluguna binaen, bu konuya dair pek fazla literatiir bulunmamaktadir. Mevcut
literatiirler igerisinde bir boyutlu 1s1 denklemi i¢in konum ekstremum noktalarin
zaman ig¢inde artmamasi1 [12,20] de verilmis olup, bu sonug¢lardan matematiksel
anlamda kararli ve kararli olmayan iki duragan hiperbolik manifoldun enine
kesigmelerini ispatlamakta faydalanilir [1,6]. Konum kritik noktalarin fiziksel anlami1
[2] makalesinde ifade edilmis olup, bu noktalarin monotonlugu, referans noktanin
agirhik merkezi ile cakisti§i durumda parcacik asimmasinda gozlemlenen miktar
ifade etmektedir.

Parabolik denklemlerin konum kritik noktalar1 hakkinda diger makalelerde
[8,9,16] ele alman konular su sekildedir: [8] makalesinde RY de orijin merkezli bir 2
bolgesinde Robin smir kosullu 1s1 denklemi igin, baglangi¢ ve sinir verileri belli bir
integral esitligini sagladiginda orijinin, zaman i¢inde degismeyen bir konum kritik
nokta oldugu gosterilmistir. Daha genel durumda, [9] makalesinde RY de orijine
gore merkezi-simetrik bir 2 bolgesinde baslangi¢ veri ve smir verisi konuma gore
cift fonksiyon oldugu durumda orijinin, zaman i¢inde degismeyen bir konum Kritik
nokta oldugu gosterilmistir. Ayn1 makalede dalga denklemi igin de verilen Robin
sinir kosullu baslangi¢c smir deger problemi igin benzer simetri teoremlerinin
saglandig1 gosterilmistir. [16] makalesinde ise bazi difiizyon denklemlerinin
¢Oziimiiniin konum kritik noktalarinin ve konum sifirlarinin davranisi ¢aligilmis olup,
N > 2 durumunda bir G ¢ RY bolgesinde 1s1 denkleminin ¢dziimii i¢in, bu bolgeye
dahil olan bir noktanin zamana gore degismeyen konum kritik nokta olabilmesi i¢in,
¢ozlimiin denge kanunu tipli bir integral esitligini saglanmasinin gerekli ve yeterli bir
kosul oldugu gosterilmistir.

Ayrica 1s1 denkleminin ¢éziimiin konum sifirlart hakkinda bazi1 makaleler de
[9,17] mevcut olup, [17] de 1s1 denklemi lineer ve homojen oldugu durumda analitik
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¢ozlimiin konum sifirlarinin sayisinin zaman iginde artmamasi, lineer olmayan
durumda ise denklemin verilen herhangi iki ¢6ziimiin farkinin konum sifirlarinin
artmamasi, bu sifirlarin sayisinin sabit oldugu durumda ise farkin yalnizca basit
konum sifirina sahip oldugu gosterilmistir. [9] makalesinde ise denge kanunu olarak
adlandirilan bir integral tipli esitlilik saglandiginda, orijinin verilen lineer 1s1
denkleminin ¢0ziimii i¢in zamana gore degismeyen bir konum sifir1 oldugu
gosterilmistir.

Bu tez ¢alismasinda bir boyutlu lineer olmayan 1s1 denklemi i¢in bir dinamik
siir kosullar1 altinda pozitif ¢oztiimlerinin mevcutlugu maksimim-minimum prensibi
uygulanarak, konum kritik noktalarin sayisinin artmama 6zelligi ise Taylor serisi ve
Newton poligonlar1 [4,14] yontemi birlikte uygulanarak gosterilecektir. Bu
calismadaki problemin Robin sinir kosullu hali [13] makalesinde ele alinmis olup
siir kosulunun dinamik simir kosullu oldugu durumda zamana gore konum Kritik
noktalarin sayisi tizerine bir ¢alisma yapilmamis olmasi bu ¢alismayr konum Kkritik
noktalar hakkinda literatiirdeki bilgi eksikligini gidermeye hedeflemistir.

Birinci béliim giris boliimiidiir. Ikinci béliim ise bazi yardimei teoremler ve
ongoriilen problemin ¢éziimiinii analiz etmekte kullanilacak olan Newton poligonlari
yontemine ayrilmistir. Ugiincii boliimde ise ilk olarak [13] makalesinde verilen bir
boyutlu lineer olmayan Robin sinir kosullu problemin konum kritik noktalar1 goz
Oniine alinmis olup benzer ¢alisma bazi ek kosullar altinda ayn1 problemin dinamik

sinir kosullu haline uyarlanabilecegi bu bdliimiin ikinci kisminda verilmistir.



2. EK BILGILER

Bu bolimde oncelikle ilerde kullanilacak olan bazi tanim ve teoremler
ardindan ise parabolik problemin konum kritik noktalarini taylor serisi ile analiz
ederken kullanilacak olan Newton poligonlar1 yontemi olarak bilinen ¢ok kullanish

bir yontem verilecektir.

2.1. Is1 Denklemi Icin Maksimum-Minimum Prensibi ve
Simir Nokta Hakkindaki Hopf Lemmasi [5,10,15]

Uy = alx, u,, + F(x, t,u,uy) (2.1)

denklemi verilmis olsun.

D = (0,1) x (0, ) (2.2)

Dy ={(x,t)|]0<x <1, 0<t<T} (2.3)
v ={(x,t)|x=0, 0<t<T} (2.4)
Yo ={(x, )|t =0, 0<x<1} (2.5)
v2={(xt)|x=1  0<t<T} (2.6)

olsun.

Teorem 2.1 (Minimum Prensibi): u(x,t) € C3(D) N C°(D) olmak iizere (2.1)

denklemini saglayan bir fonksiyon olsun. F negatif olmasin. O halde

u(x, t) = min{0, min, u(x,t), min, u(x,t), min,, u(x, t)}, V(x,t) € Dy,

VT > 0. 2.7)



Lemma 2.1 (Sinwr Nokta Hakkindaki Hopf Lemmast): u fonksiyonu (2.1) denkleminin
Dr bélgesinde negatif olmayan ve sabitten farklt bir ¢oziimii olsun. Ayrica u
fonksiyonu t > 0 olmakla bu bolgenin simirinda bir p = (xg,ty) € {0,1}x(0,T)

noktasinda minimum degerine ulassin. O halde

du (2.8)
%(P) <0
dur.
2.2. Is1 Polinomlar: [11]
Tamim 2.1: Asagidaki sekilde
' > 2.9
u,(x,t) = nz:( 20Tk , n=>1 (2.9)

polinomlarina is1 polinomlari denir.
Bu polinomlarin 1s1 polinomlar1 ismini almasi u; = u,, 1s1 denklemini
saglamasindan kaynaklanmaktadir. Bir ¢ok durumda oldugu gibi bu tezde de bu

polinomlarin x = 1 de degerleri olan

I
Gn(v) = Zm , n=>1 (2.10)
k=0

sekilleri 6nem arz eder. Sonuncu polinomlar i¢in asagidaki esitlikler dogrudur:
(1’1 + 1)qn+1(v) - 2an_1(V) = qn(v) , n=2 (2'11)

dn+1(V) = qn1 (V) , n=2 (2.12)



Ayrica her n > 2 i¢in q,(v) polinomu yalnizca basit sifira sahiptir. Bu esitliklerin
dogrulugu kolaylikla gosterilir. n = 2 halinde bu polinomun yalnizca basit sifira
sahip oldugu aciktir. Aksi varsayilsin. Bu polinomun basit sifira sahip olmadig1 en

kiiciik tam say1 N + 1 olsun. O halde 6yle v, sayisi vardir ki

dn+1(Vo) = q,N+1(VO) =0 (2.13)

dir. Tanimdan v, # 0 dir. O halde (2.11) ve (2.12) den qy(v,) = 0 elde edilir.
Gergektende

, (2.12) (2.14)
0=qn+1(vo) = qn-1(vo) = qn-1(vp) =0

(2.11) (2.15)
(N+ 1D an+1(vo) = 2vo qn-1(vo) = qn(ve) = qn(ve) = 0.
=0 (2.13) =0 (2.14)

qn (V) yalmzca basit sifira sahip oldugundan qy(v,) # 0 dir. Dolayistyla

(2.12) (2.16)
qn(vo) #0 = qn-2(vp) # 0

(2.11) (2.17)
Nan (Vo) — 2voqn-2(ve) = qn-1(vo)

= 2Vpan-2(Vo) = N an(Vo) — an-1(vo) (2.18)
#0 #0 (2.16) =0(2.15)  =0(2.14)
esitligi ile celisir.



2.3. Newton Poligonlar1 Yontemi ve Onun Lineer Olmayan
Denklemlere Uygulamasi [4,14]

Asagidaki sekilde bir polinom verilmis olsun:

n (2.19)
FO.§) = ) R

Burada

S (2:20)
EO) = ) B
r=0

ve F.; kompleks sayilardir. Ayrica A ve & kompleks degisken, pg negatif olmayan
rasyonel say1, q pozitif tam say1, F,(1) # 0 ve Fy(1) # 0 dir. Genelligi bozmadan
Fyo # 0 ve Fy,, # 0 olsun.

F(4,$) =0 (2.21)
denklemi g6z oniine alinsin. Bu denklemin ¢ ye gore ¢oziimii
E= &5+ g2 +En2E + - (2.22)

seklinde olsun. Burada ¢ < &' < &' < ---ve &, # 0 dir. Yada daha kisa bir sekilde

ifade etmek gerekirse
E=E 15+ T (2.23)

dir. Burada V = 0(4%), A = 0.

& ve &, degerlerinin bulunmasi i¢in (2.23) deki esitlik (2.21) de yerine
yazilsm. A ya gore esit dereceli terimler bir araya toplanip katsayilari sifira esitlensin.
En kiiciik dereceli terimle baslansin. € sayisi belirlenmis olmadigi i¢in hangi

terimlerin A ya gore en kiigiik dereceye sahip oldugu bilinmemektedir.



Eger Fy; # 0 (i = 1,2, ..., n) ise A ya gore en kii¢iik dereceli terim

FooAPo, Fo18 AP1Ye, Fozszez/lpﬁzg’ oy Fop& M APnmE (2.24)

terimleri arasindadir. Baska sozle eger k = 1,2, ...,n — 1igin F, (1) Z 0 ise

A ya gore en kiigiik dereceli terim

FyoAPo, FOkESk/lpk’rkS, Fy, & " Apntne (2.25)

terimleri arasindadir. (2.24) de Fys # 0 (s = 1,2 ..., n) oldugundan en kiiciik dereceli

terimlerin yok olmasi i¢in
Po, Px + ke, py + ne (2.26)

kuvvetlerinin en az ikisi esit ve digerlerinden biiyiik olmamalidir.

Kuvvetlerin esitlenmesiyle € sayisinin tiim miimkiin degerleri belirlenir. Daha
sonra (2.25) deki terimlerde esit dereceli (en kiigiik) kuvvetlere sahip katsayilarin
toplam1 sifira  esitlenerek &, belirlenir. Boylece & sayist asagidaki lineer

denklemlerden birinin bir kokii olur.
ps +se=p;+ie(s#i,F(4) £0,F,(1) #0) (2.27)

Ayrica bu ¢ sayisi (2.26) daki kalan ifadelerde yerine yazildiginda bu ifadeler
ps + se dan daha kii¢iik bir deger olmamalidir.

Bu degerleri bulmak i¢in Newton diyagrami olarak bilinen asagidaki
geometriksel yontem kullanilir. (2.25) de oldugu gibi aymi k sayilari igin (0, py),

(k,pr), (n,py) noktalar1 koordinat diizleminde yazilsin.



Sekil 2.1: Newton Poligonu.

y eksenini (0,py) noktasi civarinda sekilde ¢izili olan bir baska nokta
icerisinden ((I, p;) denilen) gecene kadar saatin tersi yoniinde dondrilsiin. (0, p,)
ve (1, p;) noktalarindan gegen L dogrusu ile x ekseninin negatif yonde yaptigi aginin
tanjant1 € nun miimkiin degerlerinden biridir. Ciinkii bu € sayisi1 i¢in pyg — p; = le
yani p, = p; + le esitligi saglanir ve ikinci olarak eger (k, p;) noktasi bu L dogrusu
tizerinden gegmiyorsa insast geregi bu dogrunun yukarisinda kalir. Bu noktadan
gecen L dogrusuna paralel bir dogru cizilirse bu dogrunun y eksenini kestigi

noktanin ordinati ke + pj olur dyle ki

ke + pr > p,+1le =py (2.28)

dir.

L dogrusunun iizerinde bahsedilen noktalar daha fazla olabilir. (s, ps) noktast L
dogrusu tizerinde olan en biiyiik apsisli nokta olsun. Daha sonra L dogrusunu (s, ps)
noktasi etrafinda saatin tersi yoniinde sekilde ¢izili olan (t > s olmak tizere (t, p;)
denilen) bir baska noktadan gegene kadar dondiiriilstin. L'dogrusu (s, ps) ve (t, p;)
den gegen dogru olsun. Daha 6nce oldugu gibi diistiniilerek, L' dogrusu ile x eksenin
negatif yonde yaptigi aginin tanjanti € nun bir baska miimkiin degeri olur. (u, p,)
noktasi L' dogrusu tizerinde olan en biiyiik apsisli nokta olsun. Daha sonra L' dogrusu
(u, p,,) noktasi etrafinda dondiiriilerek bu sekilde devam edilirse Sekil 1 de Newton
diagramu olarak bilinen (0, py), (s,ps), (4, p,), ... , noktalarindan gegen bir konveks

poligon elde edilir.



Simdi &, degeri belirlenmelidir. (i, ), (j, pj) noktalart Newton diagramindaki
dogru pargalariin son noktalar1 olsun. Bu dogru pargalari lizerinde bulunan (k, py)
noktalart i¢in ke + pj bir o sabit sayisidir. A° 1 terimlerin katsayilari bir araya

getirilip toplanir ve sifira esitlenirse

j 1]
Z Forée =0 (2.29)
k=i

elde edilir. Burada ' sembolii yukaridaki toplamin ke + p; = o esitligini saglayan k
indeksleri tlizerine oldugunu gostermektedir. Bu denklem j — i tane sifir olmayan
¢oziimlere (tamami farkli yada tekrar eden) sahiptir. Baska sozle ¢oziimlerin sayisi
bu dogru pargasmnin x ekseni iizerine izdiigimiiniin uzunluguna esittir. & nin
acilimindaki bir sonraki terimin bulunmasi i¢in (2.23) deki esitlik (2.21) de yerine
yazilir ve V deki en kiigiik dereceli terim benzer yol takip edilerek bulunur. Siireg

boyle devam ettirilerek (2.22) deki toplam elde edilir.
Teorem 2.2: e<e' <é&" < olmak iizere (2.21) nin tim c¢oziimleri (2.22)
seklindedir. Burada g, &', "' -+ sonlu ortak paydali kesirlerdir ve (2.22) serisi e < 0
iken A = 0 haricinde A = 0 wn bir komsulugunda yakinsaktir.
Ornek 2.1: Asagidaki sekilde bir denklem verilmis olsun.

AB—31+8&3=0 (2.30)

Burada

3 (2.31)
FQ. = ) RE =0
s=0

FQ) = Z . Pt (2.32)
r=0



olmak lizere

Tablo 2.1: Ornek 2.1 I¢in Katsaylar.

F,(1) = A3 F,(1) = —34 F,(0) =0 F,() =1

Foo(D) =1 Fo: (1) = -3 Fp,(1) =0 Fos(1) =1

Tablo 2.2: Ornek 2.1 Igin Kuvvetler.

po =3 p1=1 ps =0

olarak elde edilir. Diagramin olusturulmasi i¢in (0,3) , (1,1) ve (3,0) noktalar
gizilsin. (Sekil 2.2).

o R

o 7 2 J

Sekil 2.2: Ornek 2.1 Igin Newton Poligonu.

¢ sayisinin miimkiin degerleri dogru pargalarinin x ekseni ile negatif yonde yaptigi

acinin tanjanti oldugundan Sekil 2.2 ye gore

(2.33)

dir. Sekil 2.2 ye gore esit kuvvetli terimlerin katsayilarini toplanir ve sifira esitlenirse
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Z FOkS;ek =0 (2.34)

k=0

ve

3 (2.35)

denklemleri elde edilir. Buradan

1-35,=0, -3&6+4&°=0 (2.36)

ve

1 2.37
=5, GL=1V3 (237
3 2
elde edilir. Dolayisiyla (2.23) e gore ¢oziimler
LV (2:38)
E = 5/1 + 0(/1 )
§=+V312+ 0 (/15) (2.39)

olarak elde edilir.
Bir sonraki yaklagimin kKurulmasi icin & = §12 + V nin Ornek 2.1 de verilen

(2.30) denklemde yerine yazilmasiyla

1 1
ﬁ/ﬁ + (—SA + §/14> V+22V2+V3=0 (2.40)

elde edilir. Bu denklemden elde edilen katsayilar ve kuvvetler asagida verilmistir.
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Tablo 2.3: Denklem (2.40) I¢in Katsayilar.

1 _ 1 — 2 -

Fo() = 5/16 Fi (1) = =3+ 2% F,() =2 F;() =1

Foo(l) = l FOl(/l) = _3 FOZ(A) = 1 Fog(/l) = 1
27

Tablo 2.4: Denklem (2.40) I¢in Kuvvetler.

pPo =06 pr=1 pz =2 ps =0

Diagramin olusturulmasi i¢in (0,6), (1,1), (2,2) ve (3,0) noktalar1 gizilsin. (Sekil 2.3).

Sekil 2.3: Denklem (2.40) i¢in Newton Poligonu.

Benzer sekilde yukaridaki diagrama gore

, 1 (2.41)

olarak elde edilir. Burada ¢,’ sayisi ¢’ > ¢ sartin1 saglamadig1 i¢in atilir. Daha 6nceki
asamalara benzer sekilde ayni dereceli kuvvetlerin katsayilart toplanir ve sifira

esitlenirse

1
k _
Z ForVe™ =0 (2.42)
k=0
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yani

1
D Pt =0 (2.43)
k=0 '
denklemi elde edilir. Buradan
1 (2.44)
o7 3V =0
yani
1 (2.45)
Vs = a1

elde edilir. Dolayisiyla (2.23) e gore ¢6ziim

1 1 (2.46)
:_/12 _— 195 5
& 3 +81/1 +0(1°)

olarak elde edilir. Boylece denklem (2.30) i¢in bulunan ilk ¢6ziim i¢in bir sonraki
yaklasimin nasil kurulacag: verilmis olur.

Simdi denklem (2.30) igin verilen ikinci ¢oziimiin bir sonraki yaklagimi

1
kurulsun. Bunun i¢in & = ++/312z + V ifadesi Ornek 2.1 deki denklemde yerine

yazilarak

1
23+ 6AV + 3V3AIVE + V3 =0 (2.47)

denklemi elde edilir. Diagramin olusturulmas: i¢in (0,3), (1,1), (2,%) ve (3,0)

noktalari ¢izilsin. (Sekil 2.4).
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Sekil 2.4: Denklem (2.47) igin Newton Poligonu.

€ sayis1 diagramdan hesaplanirsa

(2.48)

elde edilir. kinci deger olarak bulunan e&,’ sayis1 &' > € sartin1 saglamadig icin

atilir. Benzer islemlerle
1+6V,=0 (2.49)

denklemini elde edilir. Bu denklemden V, belirlenir ve (2.22) esitligi gz Oniine

alinirsa ¢6ziim

£ = 231 - % 2+ o(2) (250)

olarak elde edilir. Bir sonraki yaklasim i¢in yukaridaki siire¢ benzer sekilde devam
ettirilir.
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2.4. Reel Analitik Fonksiyonlar [19]

Tamm 2.2: f:02 < RN - R tamml bir fonksiyon olsun. y € Q icin

f@ =) cali=y)%  VrEN (251)

a

olacak sekilde en az bir c, Ve y nin bir N = N,,(x) komsulugu varsa f fonksiyonuna
v noktasinda reel analitiktir denir. Eger her y € () i¢in f fonksiyonu y noktasinda
reel analitik ise f fonksiyonuna 2 bolgesinde reel analitiktir denir ve f € C¥ () ile
gosterilir. f(x) = (f1(x), fn(x)) vektorii Q da verilmis bir vektor olsun. Eger

tiim f;(x), i = 1,---m fonksiyonlari reel analitik ise f reel analitiktir denir.

Teorem 2.3: f = (f1,** fin) € CV () olsun. O halde f € C*(R) dir. Ayrica her y
€ Q2 i¢in y nin bir N = N, (x) komsulugu ve pozitif M, r sayilart vardwr ki her x € N

icin
1
G =Y ZDFENE = 9)° (252)
ve
|IDEf.()| < MIBIirFl v g € ZM vk € {1, -+, m)} (2.53)
dir.

Teorem 2.4: 2 < RY ag¢ik ve baglantili bir kiime f € C¥ (£2) ve z € 2 olsun. O halde
eger her a € Z™ icin D*f(z) biliniyorsa f fonksiyonunu 2 bolgesinde tek tiirlii

belirlemek miimkiindiir.

Tamm 2.3: 2 € RN acgik kiimesinde tamimli bir f(x) = (fi(x), " fin (%)) verilmis
olsun. y € 2 ve M,r pozitif sayiar olmak iizere eger y nin bir N = N, (x)

komsulugunda
15



f e C*(N) (2.54)
ve
|IDAf ()| < MIBlItr~Bl,v g e Z™, Vk € {1, m} (2.59)
ise f € Cy(y) dir denir.
Teorem 2.5: f fonksiyonu 2 acik kiimesinde tamimli olsun. f € C% (2) olmast i¢in

f € C”(2) ve her kompakt S c Ricin f € Cy,(y), Vy €S olacak sekilde M,r

pozitif sayilarinin mevcut olmasi gerek ve yeterdir.
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3. PARABOLIK TiPLI PROBLEMLERIN KONUM
KRITIK NOKTALARI

Bilindigi tizere ikinci boliimde parabolik problemin konum kritik noktalarinin
zaman i¢indeki degisimi incelemek i¢in gerekli olan bazi teorem, dnerme ve Newton
poligonu olarak bilinen c¢ok kullanighh bir yontem verilmistir. Bu bolimde ise
parabolik tipli problemin dinamik sinir kosullarina sahip oldugu durumda konum
kritik noktalarinin sayisindaki degisim incelenecektir. Bunu incelemeden 6nce daha
once incelenmis olan robin sinir kosuluna sahip parabolik problem g6z Oniine
alinacaktir [13]. Bu problemin hangi ek kosullar altinda dinamik sinir kosullu

problem i¢inde gegerli oldugu belirlenecektir.

3.1. Robin Simir Kosullarina Sahip Lineer Olmayan Bir
Parabolik Tipli Problemin Konum Kritik Noktalar

Asagidaki parabolik tipli robin siir kosullarina sahip baglangi¢c sinir deger

problemi ele alinmis olsun.

ur = alx, u,, + Fi(x, t,u, u,)u, + F,(t,u), (x,t) € (0,1) x (0,0) (3.1)
u(% t) + AE ) (%,6) = 0,F € {0,1}, t >0 (32)
u=1uy(x),0<x<1,t=0 (3.3)

Burada alt indisler [0,1] araligimin normali yo6ntindeki Z—Z(x, t) kismi tirevini

gostermektedir.
3—2 (%) = —(-D*u (%, 1), x € {0,1} (3.4)
Yukaridaki (3.1)-(3.3) probleminin asagidaki kosullar: sagladig: kabul edilsin.

D = (0,1) x (0, ) (3.5)
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olmak tizere;

H1) a(x,t) € C¥ (D), a(x,t) > 0.

H2) F = F,(x, t,u,u,)u, + F,(t,u) olmak iizere F; € C¥(D X R?), F, €
C”((0,0) xR)ve F = 0.

H3) A(x,t) € CV({0,1} x (0,2)) ve A(x,t) = 0.

H4) uy € CV([0,1]), up = 0 ve u, # 0.

H5) u, baslangi¢ kosulu [0,1] de Morse fonksiyonudur. Yani sonlu sayida ¥

icin 22(2) = 0ve 2%(%) # 0 dir.
HE) 22 (%) £ 0, % € {0,1}.

dx
Verilen u, i¢in [0,T), (3.1)-(3.3) probleminin klasik ¢6ziimiiniin varlik

araligidir.

Teorem 3.1: (H1)-(H6) kosullarimin saglandigi kabul edilsin. u(x,t) (3.1)-(3.3)
probleminin bir ¢oziimii olsun. O halde #u(x,t) , t € [0,T) de artmayandir.

Lemma 3.1: (H1)-(H4) kosullarimin saglandigimi kabul edilsin. u(x,t) (3.1)-(3.3)

probleminin bir ¢oziimii olsun. O halde

D ulxt) > 0,(xt) € (0,1) x (0,T)

i) 22 (%) # 0,(%,) € (0,1} x (0, T)

fspat:
i) Ispat minimum prensibini takip etmekle kolaylikla elde edilir.
i) Aksi varsayilsin. O halde en az bir (x,t;) € {0,1} x (0, T) i¢in

ou 3.6
T &t =0 &0
dir. Bu durumda
(3:2) (3.7)
u(x,t;) =0
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dir. Lemma 3.1- i) ye gore u(x,t) fonksiyonu (x,t,) noktasinda mutlak minimum

degerini alir. Sinir nokta hakkindaki Hopf lemmast uyarinca

ou 3.8

a_n (xl tl) < 0 ( )
dr [5,10]. Bu ise

ou _ 3.9

T @t =0 )

ile celigir.m
Lemma 3.2: (H1)-(H4) kosullarimin saglandigi kabul edilsin.(x,t) € (0,1) x (0,T)
olmakla u(x,t) fonksiyonu (3.1)-(3.3) probleminin bir ¢oziimii olsun. Eger bir
(xo, to) € (0,1) X (O, T) lgln

Uy (X0, to) = Unx (X0, to) = 0 (3.10)
ise o halde oyle § > 0 sayist vardwr ki (xg — 8,x¢ + 8) araliginda

w,(x,t) =0 (3.11)

denkleminin x e gore ¢oziimlerinin sayisi (to, ty + &) araliginda (t, — 8, ty) kisayla

iki kat azalir yada sabit kalir.
Ispat: n + 1 sayist
DM u(xg, to) # 0 (3.12)
yapan en kii¢iik tam sayt olsun. Varsayim geregi burada n > 1 dir.
u(x, t) fonksiyonu (0,1) x (0,T) de reel analitiktir [18]. Ayrica (0,1) x (0,T) de

U, (%, t) ozdes olarak sifir degildir.a = a(xy,ty) , § =x—x9,n =1t —t, olarak
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isaretlensin. Asagidaki Taylor serisini analiz etmek i¢in Newton poligonu yontemini

kullanuisin [4,14]. Ispat n sayisimin ¢ift yada tek olmas: durumuna gére farklilasir.

ink (3.13)

0 - ux(x, t) - Z D_;C]+1Dtl-( u(xO, to) ]!T

j=0,k=0
Varsayim geregi
DI u(xg t) =0, 0<j<n—1 (3.14)
dir. (3.1) denklemi n — 1 defa x e gore tiiretilsin. Daha sonra denkleme dahil olan

tiirevlier (xg,ty) Noktasinda (H1) , (H2) ve (3.14) goz oniinde bulundurularak

degerlendirilirse
D) Dau(xg, ty) =0, 0<j<n-—3 (3.15)
DI} 1Du(xy, ty) = aDF lu(xy, ty) # 0 (3.16)
elde edilir. m = [E]] olsun. Daha onceki hesaplamalarla benzer sekilde

D.Dfu(x,,t)) =0, 0<k<m (3.17)
ve
DIF=2M+1DMy (%0, to) = a™D2 u(xy, to) # 0 (3.18)

elde edilir. Asagidaki sekilde bir polinom dahil edilsin.

I
qn(v) = Zm , n>1 (3.19)

k=0

Simdi ilk olarak n sayisimin ¢ift oldugu varsayilsin. (3.13) deki ifade D2 1u(x,, to)
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ile boliinerek asagidaki ifade elde edilir.

& & oy o (3.20)
O—E'i'amﬂ'*' .t a M'*’ h.o.t.

Burada h.o.t. Newton poligonu yéntemine gore ihmal edilebilen yiiksek mertebeli
terimleri  temsil etmektedir. Sonuncu ifadeye Newton poligonu yéontemini

uygulamakla (3.20) denkleminin tiim ¢oziimleri

- % 2y (3.21)

olarak elde edilir. Burada v basit sifira sahip q, polinomunun sifirlaridir. Bu
polinomun yalnizca v < 0 durumunda sifira sahip oldugu aciktir. Dolayisiylan > 0
durumunda (3.21) in ¢oziimii yoktur. n < 0 halinde ¢oziim varsa ¢ift sayidadir.
Ikinci  olarak m  sayisimn  tek  oldugu varsayisin. m+1  sayisi
D, D™ 'u(xy, to) # 0 yapan en kiigiik tam sayi olsun. Eger béyle bir | sayisi varsa
daha onceki tiimevarimsal hesaplamalarla l > 1 oldugu goriiliir.
Benzer hesaplamalarla (3.13) deki ifadeyi DF*lu(x,,t,) ile bolmekle

asagidaki ifade elde edilir.

_$" §"2 m SN n"t (3.22)
0= I a(n—Z)!1!+ w—ta 1!m!+ﬁ(m+l)!+h'o't'

Buradaki B sabit bir sayidir. Tekrar Newton poligonu yontemini uygulamakla (3.22)

denkleminin tiim ¢oziimleri f = 0 durumunda

- % 2y (3.23)

olarak g # 0 durumunda ise

1, (3.24)
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&=n'w (3.25)

olarak elde edilir. Sonu¢ olarak n sayist ¢ift oldugu durumda oyle § > 0 sayisi
vardwr ki (3.11) denkleminin (=8, +6) araliginda ¢ ye gore ¢oziimlerin sayisi
n € (0,+6) araligindan € (—6,0) kiyasla iki kat azalir. Benzer sekilde n sayisi tek
oldugu durumda n sayisi ¢ift oldugu durumdaki sonuca ek olarak (3.25) ¢oziimii
elde edilir. Bu durumda (3.11) denkleminin (—=6&,+68) araliginda & ye gore
¢oziimlerin sayist her n € (—8,+08) igin sabittir. Dolayistyla (3.11) denkleminin

(=6, +6) araliginda & ye gore ¢oziimlerin sayist ya sabittir yada iki kat azalandir. m

Teorem 3.1 in Ispati: Eger

Uy (X0, to) = 0 # Uy, (%0, o) (3.26)

ise kapali fonksiyonlar hakkindaki teorem uyarinca (x,t) = (xy, to) noktasimin belli

bir civarinda
u,(x,t) =0 (3.27)

denkleminin ¢oziimleri bir c sabiti ile

x —xo = c(t —to) + o(|t — t0]%) (3.28)
analitik egrisinden meydana gelir. O halde 6 > 0 sayist icin 0 < |t —ty| <8
araliginda #u(x,t) sabittir. Son bulunan analitik egri |t —ty| = & icin devam
ettirilir (H6) ve Lemma 3.1-ii) goz oniinde bulundurulursa Kkritik noktalarin
sayisumin azaldigr goriiliir. Bu durumda #u(*, t) yalnizca

ux(xO'tO) = uxx(xO'tO) =0 (3-29)

durumda artabilir. Ancak bu durum da Lemma 2.2 den dolay: miimkiin degildir. m
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3.2. Dinamik (Wentzell) Smir Kosullarina Sahip Lineer
Olmayan Bir Parabolik Tipli Problemin Konum Kritik
Noktalar

Asagidaki parabolik tipli dinamik sinir kosullarina sahip baslangi¢ sinir deger

problemi ele alinmis olsun.

u; = alx, uy, + F(xt,u,u)u, + F(t,u), (x,t) € (0,1) X (0,0) (3.30)

u(0,t) + By(t)u,(0,t) + Ag(t)u,(0,t) =0 £ 0 (3.31)
{u(l, t)+B;(Hu,(1,t) + A;(Hu,(1,t) =0’
u(x,0) =uy(x), 0<x <1 (3.32)

Yukaridaki (3.30)-(3.32) probleminin asagidaki kosullar1 sagladigi kabul edilsin.
D = (0,1) x (0,0) (3.33)

olmak tizere;

H1) a(x,t) € C¥ (D), a(x,t) > 0.

H2) F = F,(x,t,u,u,)u, + F,(t,u) olmak iizere F, € C¥(D xR?), F, €
CV((0,0) X R) ve F > 0.

H3) Ay (t) > 0,4,(t), By(t), B1(t) < OveAy, A4, By, By € CV((0,)).

H4) uy, € €V ([0,1]), uy = 0 ve uy # 0.

H5) uybaslangig kosulu [0,1] de Morse fonksiyonudur. Yani sonlu sayida X

icin 22 () =
igin — ()= 0ve

0%ug (%) # 0 dir.

0x2
auo — —
H6) E(x) #0, x €{0,1}.

H7) u,(0,t) >0, u,(1,t) < 0ve uy(0) = uy(1) = 0 dur.
Teorem 3.2: (H1)-(H7) kosullarimin saglandigint varsayusin. u(x,t) fonksiyonu

(3.30)-(3.32) probleminin bir ¢oziimii olsun. O halde #u(x,t) , t € [0,T) de

artmayandir.
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Lemma 3.3: (H1)-(H4),(H7) kosullarinin saglandig: kabul edilsin. u(x, t) fonksiyonu
(3.30)-(3.32) probleminin bir ¢oziimii olsun. O halde

u(x,t) > 0,V(x, t) € (0,1) x (0, T) (3.34)

dur.

Ispat: Minimum prensibi geregi (3.30)-(3.32) probleminin C2(D;) n C°( D)

smifindan olan u(x, t) ¢oziimii igin

u(x,t) = min {0, n)l/f)n u(x, t), n]l/in u(x, t), Tr)lén u(x, t)},v (x,t) € Dy (335)
dir.
(Ii:l) (3.36)
ﬂ]l/(l)n u(x, t) = oTxi1<11 Uy (x) =2 0
dir. Ayrica ¥ (x,t) € yq igin
u(x,t) =0 (3.37)
dir. Aksini varsayarak bu esitsizligin dogrulugu gosterilir. Varsayilsin Ki
3(0,t) €y, :u(0,t) <0 (3.38)
dir. O halde
Jt*:u(0,t*) >0veu(0,t*)=0 (3.39)
yada
u,(0,t) <0 (3.40)
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dir.

u(0,t*) + Bo(t*) u,(0,t*) + Ag(t)u,(0,t") =0

=0

u(0,t*) + Ag(t") u,(0,t*) =0

>0 >0 >0

Son egitlikten ¢eliski alinwr. Simdi diger durum incelensin. Yani

u:(0,t) <0

olsun. Bu durumda

u(0,0) + By(0) u(0,0) + A¢(0) u,(0,0) = 0.

=0 <0 <0 >0 >0

Bu esitlikten de c¢eliski alimir. O halde

V (x,t) €yy icin u(x,t) =0

dir. Benzer sekilde ¥ (x,t) € y, icin

u(x,t) =0

dwr. Aksi varsayilarak bu esitsizligin dogrulugu gosterilir. Varsayilsin ki

3(1L,E) €y, u(l,b) <0
dir. O halde
™ u(l,t™) >0 ve u(1,t") =0

yada

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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u(1,t) <0
dir.

u(1,¢™) + By (£ u (1, ¢7) + A (€ )u, (1,£7) = 0

=0

u(1,t™) + A (") u, (1, t™) =0

>0 <0 <0

Son egitlikten ¢eliski alinir. Simdi diger durum incelensin. Yani

u;(1,t) <0

olsun.

u(1,0) + By (1) u:(1,0) + A; (D) u,(1,0) =0

=0 <0 <0 <0 <0

Bu egsitlikten de celiski alimir. O halde

YV (x,t) €y, icin u(x,t) =0

dir. O halde minimum prensibi geregi

u(x,t) > 0,VY(x,t) € Dy

dir. Simdi

u(x,t) >0,V (x,t) €intDy ={(x, )| 0<x<1,0<t < T}

oldugu gosterilmelidir. Aksi varsayi/sin. Varsayilsin Ki

3 (x,ty) € intDy : u(x,t) <0

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)
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diwr.
O halde u(x, t) fonksiyonu (x4, t;) noktasinda mutlak minimum degerini alur.

Dolayisiyla
U (X1, t1) = Up(x1,t) =0 (3.58)
U (X1, 81) = 0, Uyr (1, 8,) =0 (3.59)

dir.
(3.30) denklemi (x,t) = (xq, t;) noktasinda degerlendirilerek

up(x1, t1) = axy, t) Uy (X1, £1) + F (g, t1, u(xq, t1), Uy (x4, £1)) (3.60)

(H2)
esitligi elde edilir. Son esitlikte F So oldugu g6z oniinde bulundurulursa celiski

elde edilir. m
Lemma 3.4: (H1)-(H4) kosullarimin saglandigi kabul edilsin. (x, t) € (0,1) x (0,T)
olmakla u(x, t) fonksiyonu (3.30)-(3.32) probleminin bir ¢oziimii olsun. Eger bir
(xo, to) € (0,1) X (O, T) lg‘ln

Uy (X0, to) = Unx (X0, o) = 0 (3.61)
ise o halde oyle § > 0 sayist vardwr ki (xg — 8,x¢ + 8) araliginda

u,(x,t) =0 (3.62)

denkleminin x e gore ¢oziimlerinin sayisi (ty, to + &) araliginda (ty — 6, t,) kisayla

iki kat azalir yada sabit kalir.
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Ispat: n + 1 sayisi

DM u(xy, to) # 0 (3.63)

yapan en kiigiik tam sayt olsun. Varsayim geregi burada n > 1 dir. u(x,t)
fonksiyonu (0,1) x (0,T) de reel analitiktir [18]. Ayrica (0,1) X (0,T) de u,(x,t)
ozdes olarak sifir degildir.

a=a(xyty),&=x—x9,n=t—tyolarak isaretlensin. Asagidaki Taylor
serisini analiz etmek icin Newton poligonu yontemi kullamilsin [4,14]. Ispat n

sayisimin ¢ift yada tek olmasi durumuna gére farklilasir.

1 Eink (3.64)
0=1uy(xt) = z DI DE u(xg, to) 2 T
j=0,k=0
Varsayim geregi
D} 'uxp, te) =0, 0<j<n—1 (3.65)

dir.
(3.30) denklemi n — 1 defa x e gore tiiretilsin. Daha sonra denkleme dahil
olan tiirevler(x,, ty) noktasinda (H1), (H2) ve (3.65) goz oniinde bulundurularak

degerlendirilirse
D) Dau(xg, ty) =0, 0<j<n-—3 (3.66)
DI} 1Du(xy, ty) = aDF u(xy, ty) # 0 (3.67)

elde edilir. Gercektende

28



p—2

_ p—2 o
D thu(xO, ty) = Z ( K )D}c) 2 ka(xo,to) Dy (%0, to)

k=0 =0

p—2

p—2 o
+ ( k ) D 2 kFl (xo, to, U(Xq, to), Uy (X0, to)) D¥u, (xo, to)

k=0 m
p-3
P =3\ p-3-k X
+ z ( k )Dx qu(to,u(xo,to)) Dxux(xo, tO) = 0’
k=0 ="_“0
p=34,..,n

ve

n-1
n—1
DI} 1D u(xy, to) = Z ( K ) D} a(xg, tg) D¥ iy (X0, o)
k=0 =0,ksn-2

n-1
n—1\ ik k
+ ( k > Dy E (XO; to, u(Xg, to), Uy (X0, to)) Dy, (%0, to)

k=0 =0,ksn-2

n—2

n-—2 n-2-k k
+ ( K )Dx qu(to,u(xo,to)) D, (%0, to)
k=0 =0,ksn-2

k =n —1 durumunda

D *Du(xo, to) = alxo, to) Dy u(x, ty) # 0
>0 #0

oldugu goriiliir.

> (3.68)

(3.70)
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m= Hﬂ] olsun. Daha onceki hesaplamalarla benzer sekilde
D.Dfu(x,,t)) =0, 0<k<m
ve
DIF=2M+1DMy (%0, to) = a™D2 u(xy, to) # 0

elde edilir. Son esitlik daha acik sekilde ifade edilirse

n sayisi tek ise

2pm mpn+1 n—1
DiD™Mu(xg, ty) = a™DF  u(xg, ty) # 0, m=—
n sayisi ¢ift ise
L n
D, DI™u(xg, to) = a™DF  u(xy, ty) # 0, m=g

dir. Simdi asagidaki tiirevler hesaplansin.

D, .Diu(xg, to) = Dya(xg, to)uyy (Xo, to) + alxo, to) Dylhyy (Xo, to)

=D3u(xo,t0)=0

+ Dy Fy (Xo: to, u(Xg, to), Uy (%o, to)) Uy (X0, to)
=0

+ F; (xo; to, U(Xq, to), Uy (Xo, to))Dxux(xo, to)

+ Dsz(to,u(xo, to)) == O

=Fzu(to.u(xo.to))ux(xojto)=0

\

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

> (3.75)
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D, DEu(xg, ty) = Dea(x, to)Diu(xo, to) + alxg, to) DeDiu(xy, to) \
=D3Diu(xg,to)=0

+ Dy Dea(xg, to)uyy (X0, to) + Dya(xg, to) Dethyy (X, to)
=D2Diu(xg,t0)=0

=0

+ D.F; _(xg,ty, u(xg, tg), U, (g, to) ) U, (Xg, t
t 1x( 0 to (0 0) x( 0 O)) x(_O O) >(376)

+ F (xo» to, u(xo, to), Uy (xo, to)) Dty (X0, to)
=D2Dyu(xg,t0)=0

+ Dthx(to, u(xo, to)) = 0

=D¢[Fy,, (tou(xo,to))ux(Xo,to)]=0

Dy DEu(xg, to) = Dea(x, to)Diulxo, to) + alxg, to)DeDiulx, to) + -

(3.77)
= a(xg, to)[a(xo, to)Uxx (X0, to) + Flyxx +
D, DZu(xy, to) = a(xg, to)Dyulxo, to) + - (3.78)
n sayisinin tek oldugu durumda (m = nT_l)
DxDZnu(xo, to) == am(xO, to)ng-l-lu(xO, to) + cee )
s (3.79)
== am(xO, to)Dg’u(xO, to) + cee = O
J
D%Dgnu(xo, to) - am(xO, to)D,%m-I-zu(xO, to) + e )
. (3.80)
= a™(xo, to) Dy ulxg, to) + -
#0 =0 7
D%Dgnu(xo, to) - am(xO, to)D;l-'-lu(xo, to) (381)
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n sayisimin ¢ift oldugu durumda (m = g)

D,.D{™u(xy,tg) = am(xo:to)Dp%mHu(xo,to) + e

(3.82)
= a™(xo, to) DY ulxy, to) T
#0 =0
D DM u(xq, to) = a™ (xo, to) D ulxo, to) (3.83)
elde edilir. Sonuc olarak
Diu(xg,ty) =0, 1<i<n (3.84)
DIDu(xy, ty) =0, 1<j<n-—2 (3.85)
D, Dfu(xy,ty) =0, 0<k<m-1 (3.86)
DI} 1Du(xy, ty) = aDF u(xy, ty) # 0 (3.87)
D2D™u(xq,to) = a™DP u(xy, to) #0, m = nT_l, n sayisi tek (3.88)
D, D"u(xg, to) = a™D2 u(xy, t) #0, m = %, n sayisi ¢ift (3.89)
dir. Asagidaki sekilde bir polinom dahil edilsin.
.
qn(v) = ’;m , n>1 (3.90)

Simdi ilk olarak n sayisimin ¢ift oldugu varsayilsin (m = [E]] = g) Hesaplanmig

olan tiirevler (3.64) deki denklemde géz dniine alirsa asagidaki denklem bulunur.
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N j+1 &In* \
0=1u,(xt)= z DI DF u(xg, to) =

Py Jjlk!
E‘n—l n
= Dyu(xo, to) + -+ =1 Diu(xo, to) + ngﬂu(xO, to) + -
; ) #0
=0
&
+nDyDeu(xg, to) + -+ + n —3)! D}~2Dyu(xo, to)
s (3.91)
7%
+ n—2)! DY ' Deu(xo, to) + -
T = aDu(xg,tg) 20
7,]2 nm—l
+ lithu(xO, to) + -+ meD%"‘lu(xo, to)
=0
nm
+ m Dngnu(xo, to) + e
"= amDp 1y (xg,t0) %0 /
Son denklem DYy (x,, to) ile boliinerek asagidaki denklem elde edilir.
& & m " (3.92)

0= —+ ..+ a™—+ h.o.t.
m!

+
R CITET

Burada h.o.t. Newton poligonu yéntemine gore ihmal edilebilen yiiksek mertebeli

terimleri temsil etmektedir. Sonuncu ifadeye Newton poligonu yéntemi uygulansin.

En En—z n 77m (3.93)

F(f,n): ZFS(E)T]S: m+amﬁ+ ...+amE=0
s=0

B©) =) Fd™ (399
r=0
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Tablo 3.1: Denklem (3.92) i¢in Katsayilar ve Kuvvetler.

&n En—z S;n—4 _ a™
PO=7 | A@=ar"m | PO = gm | RO =77
1 _ CZZ am
n! For(§) = (n—2)! Fo2 () = D2 Fom(§) = pry

= pp=n—2 p,=n—4 Pm =0

v

Sekil 3.4: Denklem (3.92) i¢in Newton Poligonu.

Pot+0e=p,+1le=p,+2e=-=p, +ms

=2

olarak bulunur. O halde ¢oziim

Diagram ve (3.95) lineer denklemleri goz ontine alinirsa

N =18+ 0(8%) =1,8% + 0(&?)

olan terimlerin katsayilari toplam sifira esitlensin.

(3.95)

(3.96)

(3.97)

seklindedir. Simdi n, sayisi belirlenmelidir. Bunun igin & ye gore dereceleri ayni
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(3.98)

m
z Fok’]zk =0
k=0

1 a a? a™ (3.99)

-_ .2 =
Ry e YL/ C Ry o Y TR E Ry
an, = v olarak isaretlenirse

N S S (3.100)
T =" T a2’ ml

elde edilir. Bu ise g, (v) polinomunun kendisidir. Yukaridaki denklemin ¢oziimii bu

polinomun sifirlarina karsilik gelir. O halde ¢oziim

1 (3.101)

olarak elde edilir. Burada v basit sifira sahip q, polinomunun sifirlaridir. Bu
polinomun yalnizca v < 0 durumunda sifira sahip oldugu a¢iktir. Dolayisiylan > 0
durumunda (3.101) denkleminin ¢oziimii yoktur. n < 0 halinde ¢oziim varsa ¢ift

sayidadir. Ikinci olarak n sayisinin tek oldugu varsayilsin. m + 1 sayist

D, D™ u(xg, to) # 0 (3.102)

yapan en kii¢iik tam sayr olsun. Eger boyle bir | sayisi varsa daha onceki

tiimevarimsal hesaplamalarla |l > 1 oldugu gériiliir.

D, D™ u(xy, ty) = a™(xg, to) DF™  u(xy, to) + -
- (3.103)
- am(xo, to)D;-lu(xo, to) + e = O J
D, D™ u(xy, tg) = a™(xo, to) D™ u(xo, to) + -+ )
L (3.104)
= a™(x, to) Dy u(x, to) + -
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Daha énceki hesaplamalarla
D2DI™Mu(xy, ty) = a™D2 u(xy, ty) # 0 (3.105)
DiDfu(xg,ty) =0, 0<k<m, m= [H] =t (3.106)

oldugu bilinmektedir. Hesaplanmis olan tiirevier (3.64) de g6z oniine alinirsa

0 = u,x(x, t) = Z DJ+1D£c ( 0, to) 'k'
Jj=0,k=0
En—l En
= Dyu(xo, to) + -+ m[)gu(xo' to) + HD;?H“(XO, to) + -

#0
=0

§"
+ 1D, Deu(xg, to) + - +( 3)'D" ZDu(xo, to)
=0
n-—2
+ ¢ s Dy 'Deu(xy, ty) + -
(n—2)——7uu
= aDy "  u(xg,tg)#0
(3.207)
nz nm—l 77m
?Dthzu(xo,to) t+ot m—1)! ———— D, D" Mu(xo, ty) + — - D, Di"u(x, to)
: —~ = a™mDMu(xg,tg)=0
77m+1 nm+l
ml) Dgn+ u(xo, tO) + oot ( n l)' Dngn-HLL(XO, tO) + .-
amM+1pit2y(xo,to) = amHIpIF2ly (x o £0)
nz T,m—l
+ f;Dthzu(Xo,to) +oet mefon_lu(xo, to)
=0
nm
+ EW D7 D™ u(xo, to) /
T =amDIt 1y (xg,t) 20
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(3.107) deki denklem bulunur ve bu denklem DZ*1u(x,, t,) ile béliiniirse asagidaki

denklem elde edilir (m = 2] = 5.

_ ﬁ fn—z n - Enm r]m+l (3108)

o a(n—Z)!ﬂ-l_'" a 1!m!+ﬁ + h.o.t.

0 (m+ D!

m+l DQTCH'Zlu(xo’to)

DT Tu(ro.t0) olan bir reel sayidir. Tekrar Newton poligonu

Buradaki g sabiti «

yontemini uygulamakla (3.108) denkleminin tim ¢oziimleri

B = 0 durumunda

n = é £2, (3.109)
B # 0 durumunda
n==¢& (3.110)
§=n'w (3.111)
olarak elde edilir. Burada
pm! (3.112)
YT T amm !

dir. (3.108) deki ifadeye Newton poligonu yontemi uygulansin.
F(&n) = Z[:S(g)ns = S;—T + a%% + ..+a™ 15!717:! + 0 (YZW:E)! =0 (3159
(3.114)

HOEDWR
r=0

37



Tablo 3.2: Denklem (3.108) i¢in Katsayilar ve Kuvvetler.

RO =2 | RO =0 | F@® =" | Fpe® = ——
n! 1 n-2y | ™ m! " (m+1)!
1 - a™ B
Foo = — Fo, = (n—2)! F0m=m Fom+1 =m
Po=n p1=n-—2 Pm =1 Pm+1 =0
1 2 an m+l s’
(m="2)
Sekil 3.5: Denklem (3.108) i¢in Newton Poligonu.
po+0e=p+le=p,+2e = =p, + me (3.115)
Pm +me =pmy +(m+De (3.116)
Diagram ve (3.115)-(3.116) denklemleri goz dniine alinirsa
g =2 (3.117)
1 A1
o=l (3.118)

olarak bulunur. O halde ¢oziimler
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N =18+ 0(§%) =n28? +0(§?) (3.119)
ve

n=nf+0(§%) = n%f% +o (E%) (3.120)

seklindedir. Simdi n, ve n1 sayilar: belirlenmelidir. Bunun i¢in & ye gore dereceleri
l

aynt olan terimlerin katsayilart toplami sifira egitlensin.

m
z F0k772k =0
k=0

1 a a? a™ (3.122)

m

_ 2 4 —
Ry e YLy e Y TH Ry

(3.121)

an, = v olarak isaretlemekle

N SN S (3.123)
T =" T a2’ ml

elde edilir. Bu ise g, (v) polinomunun kendisidir. Yukaridaki denklemin ¢oziimii bu

polinomun sifirlarina karsilik gelir.

O halde ilk ¢oziim
1 (3.124)
_ 22
n=—&v
seklindedir. Daha sonra ni sayisinin belirlenmesiyle diger ¢oziim elde edilir.
I

Fomm™ + F0m+l771m+l =0 (3.125)

l l
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Dolayisiyla

m

. ,m m+l _
S e YL 0
a™ B
m|__ ll =
U% m! +(m+l)!n%] 0
1
B a™(m+ D!
77% B pm!

dir. O halde diger ¢6ziim

seklindedir. Yani

dir. Sonug olarak n sayist ¢ift oldugu durumda éyle § > 0 sayisi vardir ki

n=@5+0Ga

pm! ’

S =~ amm+ "

u,(x,t) =0

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

denkleminin (=8, +6) araliginda & ye gore ¢oziimlerin sayisin € (0, +8) araliginda

n € (—6,0) kiyasla iki kat azalir. Ciinkii n € (=8, 0) iken

1
— _z2
n afv

(3.132)

denkleminin & ye gore ¢oziim varsa bu ¢oziimlerin sayist ikidir. n € (0,+6) iken

(3.132) denkleminin & ye ¢oziimii yoktur. Yani ¢oziimlerin sayisi sifirdr.
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Benzer sekilde n sayisi tek oldugu durumda n sayisi ¢ift oldugu durumdaki
sonuca ek olarak (3.130) ¢oziimii alinir. Bu durumda (3.131) denkleminin (=6, +6)
araliginda & ye gore ¢oziimlerin sayist her n € (—8,+6) igin sabittir.

Dolayist ile (3.131) denkleminin (=8, +8) araliginda & ye gore ¢oziimlerin

sayist ya sabittir yada iki kat azalandir. m

Teorem 3.2 in Ispati: Eger

Uy (X0, to) = 0 # Uy, (0, to) (3.133)

ise kapali fonksiyonlar hakkindaki teoremi uyarinca (x,t) = (xq, ty) noktasimin bir

civarinda
u,(x,t) =0 (3.134)
denkleminin ¢oziimleri bir c sabiti ile
x—x9 =c(t—ty) +o(|t — to]?) (3.135)
analitik egrisinden meydana gelir. Yani bu denklemin tiim ¢oziimleri bu analitik egri
tizerindedir.

O halde & > 0 sayust i¢in 0 < |t — ty| < § araliginda #u(*,t) sabittir. Son
bulunan analitik egri |t — ty| = & i¢in devam ettirilir (H6) ve (H7) goz oniinde
bulundurulursa kritik noktalarin sayisinin azaldigi gériiliir.

Bu durumda #u(x,t) yalnizca

ux(x0f tO) = uxx(xo' tO) =0 (3-136)

durumda artabilir. Ancak bu durum da Lemma 3.4 den dolayr miimkiin degildir.m
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Ornek 3.1: Asagidaki sekilde bir problem verilmis olsun.

Up = Uy + 1, 0<x<1, t>0 (3.137)
u(0,8) — (e7®°t + ¢t + 1)u,(0,t) + Bine”zfux(o, t)=0 (3.138)
u(l,t) — (e 8t +t + 1)u,(1,) — %e”ztux(l, t)=0 (3.139)
uy(x) = sin(mx) + sin(3mx) (3.140)
Bu problemin ¢oziimi
i(x, t) = 3e ™t sin(nx) + e "9t sin(3mx) + t (3.141)

dir. Bu problem (H1)-(H7) kosullarinin tamamini saglar. Bu problemin konum kritik

noktalar1 incelensin.

i, (x,t) =0 = e Tt cos(mx) + e~ 9mt cos(3mx) =0 (3.142)
cos(3nx)=4cos3(mx)—3 cos(mx) (3.143)
= cos(1x) [4c052(7tx)e‘8”2t — 3e 8t 4 =0

Buradan
cos(mx) =0 (3.144)
cos(mx) = + ’é —leSHZt (3149
4 4

.- In3 . .
olarak elde edilir. t* = 8% olarak isaretlensin.
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Y

Sekil 3.6: Ornek 3.1 deki Dinamik Siir Kosullu Problemin Konum Kritik Noktalari.

Dolayisiyla Ornek 3.1 de verilen problemin fi(x,t) ¢dziimii icin 0 < t < t* = g

iken konum kritik noktalarinin sayis1 (x = g dahil) Gi¢, t > t* iken ise birdir.
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4. SONUC

Bu ¢alismanin esas amaci dinamik sinir kosullu lineer olmayan parabolik tipli
bir problemin ¢oziimiiniin konum kritik noktalarinin sayisinin zaman igindeki
degisimi incelemektir. Yapilan bu ¢alismanin sonucunda asagidaki sonuglar elde

edilmistir:

e Bir boyutlu linecer olmayan 1s1 denklemi i¢in bir dinamik sinir kosullari
altinda problemin ¢6ziimleri pozitiftir.

e Dinamik sinir kosuluna sahip lineer olmayan bir boyutlu 1s1 denkleminin
¢Oziimiinlin konum kritik noktalarin sayis1 zaman i¢inde artmayandir.

e Sonuglar kesin ¢dziime sahip dinamik sinir kosullu bir parabolik problem ile

desteklenmistir.

Bu sonugclar neticesinde bir 6neri asagidaki sekilde verilebilir.
Merkezi-simetrik bir bolgede dinamik sinir kosullarina sahip 1s1 denkleminin
¢Oziimiiniin konum kritik noktalarimin monotonluk o6zelligine sahip olmasi

incelenebilir.
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