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ÖZET 
Bu çalışmada, günümüzde elektrik mühendisliği ve matematik alanlarında çalışılan 

Genişletilmiş Sınır Koşulları (GSK) Yöntemi (sıfır alan yaklaşımı) dairesel silindirik 

cisimlere T Matrisi Yönteminin Regülerleştiricileri ile keyfi kesitli silindirlerden 

saçılma problemi için uygulanacaktır. Yok oluş teoremi (Extinction Theorem)  

yardımıyla bulunan integral denklemlerin Green Fonksiyonu ve Maxwell Denklemleri 

uyarınca T Matrisi Yöntemiyle iki boyutlu (2B) uygulamalardaki durumları 

incelenecektir. Araştırmada regülerleştiricilerin saçıcı silindir kesitlerinin kapsadığı ve 

kesitleri kapsayan daireleri üzerlerindeki değerlerinden yararlanılacaktır. Tersi alınan 

matrislerin koşul sayılarının (terse alınma duyarlılıklarının) belirli özelliklere sahip 

kesitler için önemli ölçüde azaldığı nümerik sonuçlar ve yorumlarıyla tartışmalı olarak 

sunulacaktır. Kullanılan yaklaşımın artıları ve eksilerinden bahsedilecektir.   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Genişletilmiş Sınır Koşulları Yöntemi, Regülerleştirilmiş T 

Matrisi Yöntemi, Sıfır Alan Yaklaşımı, T Matrisi Yöntemi, Yok Oluş Teoremi.  
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SUMMARY 
In this work, nowadays Extended Boundary Conditions (EBC) Method (null field 

approach), which has been studied in electrical engineering and mathematics, will be 

applied to circular cylindrical objects with the Regulators of the T-Matrix Method for 

the problem of scattering from cylinders of arbitrary cross section. The situations of 

integral equations found with the help of the extinction theorem in two dimensional 

(2D) applications will be examined with the T-Matrix Method in accordance with 

Green’s Function and Maxwell’s Equations. In this study, the values of the levelers on 

the circles covered by the scattering cylinder sections and on the circles covering the 

sections will be used. Numerical results and their interpretations will be discussed 

controversially, where the number of conditions (inversion sensitivities) of inverted 

matrices are significantly reduced for sections with certain properties. The pros and 

cons of approach used will be discussed.  
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1. GİRİŞ  

İntegral denklemler yüzyılı aşkın süredir mühendislerin ve matematikçilerin ilgisini 

çekmiştir. Çoğu integral denklemlerin kapalı form çözümleri olmadığı için bilgisayar 

yardımıyla çözümleri ve karakteristik yapıları nümerik olarak incelenmiştir.   

Elektromanyetik saçılma problemlerinin çözümlerinde, Maxwell Denklemleri 

yardımıyla elde edilen integral denklemler; ortamın homojensizliği her bölgede parçalı 

olarak sabit olduğundan, yani saçıcı ve dışındaki ortamın elektromanyetik özellikleri 

sabit olduğundan yüzey integral denklemleri tekniği yardımıyla çözülmektedir [1]. 

Monokromatik dalgaların dairesel silindirler tarafından saçılma alanlarının analitik 

olarak çözümlenmesi elektromanyetik alan konularında çalışan kimseler tarafından iyi 

bilinmektedir [2]. Saçılma problemlerinin integral denklemlerinin çözümünde 

kullanılan pek çok yöntemin yanı sıra güçlü bir yaklaşım olarak [3]’de ilk olarak 

tanıtılan T - Matrisi Yöntemi zamanla kullanılmaya başlanmıştır.  

Elektromanyetik saçılma problemleri için geliştirilen T - Matrisi Yöntemi yardımıyla 

[4]‘deki gibi günümüzde pek çok alandaki parçacıktan saçılmanın  nümerik 

sonuçlarının daha iyi alınması ve yorumlanması için problemin iyi anlaşılması 

gerekmektedir.  

1965 yılında Peter C. Waterman’ın ortaya koyduğu ve geliştirilerek geçerliliğini 

bugüne kadar koruyan T - Matrisi Yöntemi ayrıca Sıfır Alan Yaklaşımı (null field 

approach) ve Genişletilmiş Sınır Koşulları Yöntemi (Extended Boundary Conditions 

Method) olarak da bilinmektedir [5], [7]. Geliştirilen bu yöntemle beraber Maxwell 

Denklemlerinin çözümü için alanların teğet bileşenlerinin sınırda birbirine eşit olması 

suretiyle sınır koşulları uygulanarak matris - denklem sistemi elde edilir. Günümüzde 

kullanılmaya devam edilen bu yöntem yüzlerce akademik çalışmada atıf almıştır.  

2004 yılında yapılan kaynak derlemesi [8] yöntemin saçılma problemlerinde güçlü bir 

yaklaşım olduğunu göstermekte olup yapılan ilk derleme daha sonraki çalışmalar 

ışığında genişletilerek 2017’de [9] halini almıştır. Yapılan bu derlemeler sonucunda T 

- Matrisi Yönteminin güçlü nümerik sonuçlar alınmasında ne kadar önemli olduğu 

anlaşılmıştır. Bu yüzden elektromanyetik saçılma problemlerinin nümerik kısmında 

bu yöntem günümüzde hala kullanılmaya devam etmektedir.  
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1.1. Tezin Amacı, Katkısı ve İçeriği 

Yapılan araştırmalar ve literatür derlemeleri [8], [9] T - Matrisi Yönteminin önemini 

vurgulamaktadır. Saçılma problemleri için kullanılan T - Matrisi Yöntemi bu tezin 

kapsamı olan mükemmel iletken keyfi kesitli silindirik cisimler için regülerleştirilmiş 

olup problemin çözümünde kullanılacaktır. Literatürdeki çalışmalarda T - Matrisi 

Yönteminin küresel ve küresel olmayan parçacıklardan saçılımın incelenmesinde ve 

benzer 3D elektromanyetik saçılma problemlerinin çözümünde uygulandığı 

görülmektedir. Bunun yanı sıra, T - Matrisi Yönteminin 2D problemler için 

kullanımına [10] ve [11]’deki gibi fotonik kristal yapılarının analizi uygulamalarında 

rastlanır.  

Bu çalışmada, T - Matrisi Yönteminin bahsedilen uygulamalar için yararı göz önüne 

alınarak mükemmel iletken keyfi kesitli silindirik cisimlerden saçılma probleminin 

çözümü için T - Matrisi Yöntemi, regülerleştirme operasyonuyla nümerik olarak 

kararlı ve isabetlli sonuçlar elde etmek için tercih edilmiştir.  

Yok Oluş Teoremine (Extinction Theorem)  göre yüzey akımı nesnenin iç kısmı 

boyunca toplam alanları tam olarak yok eden veya söndüren bir alan katkısı üretir. İlk 

olarak, Yok Oluş Teoremi [12], Genişletilmiş Sınır Koşulları (GSK) olarak kullanarak 

nesnenin iç kısmı boyunca geçerli olan Yüzey İntegral Denklemlerini elde etmek için 

kullanılacaktır. Ancak ikinci olarak, elde edilen integral denklemlerin iç kısım 

boyunca analitik süreklilikten dolayı herhangi bir kısımda tutulması gerektiğine dikkat 

etmeliyiz [13]. Bu iki önemli kısım çözüm de kullanılacak T - Matrisin elemanlarını 

oluşturacaktır. Tüm bu durumları göz önüne alarak bu çalışmada Dirichlet Problemi 

için sayısal verilerin doğruluğunun regülerleştirilen bu yöntemle incelemesi 

amaçlanmaktadır.  

Elektromanyetik saçılma problemlerinde Helmholtz denklemleri iki boyutta ve üç 

boyutta T - Matrisi Yöntemi yardımıyla çözülebilir. Çözümün temelleri yukarıda 

bahsedilen sıfır alan yaklaşımı, genişletilmiş sınır koşulları yöntemine dayanır. 

Böylece keyfi kesitli silindirik bir cismin sınırından uygun kesitte aranan yüzey akımı 

yoğunlukları için saçıcı olarak kullanılan cisim üzerinden bir seri elde edilebilir. İki 

boyutta dairesel, üç boyutta küresel saçıcılar için kullanılan yöntemle bir lineer 

denklem sistemi üretilir, ancak ortaya çıkan sistem doğası gereği kötü koşullu 

olduğundan sistemin regüleştirilmesi [14]’de bahsedildiği gibi yapılıp (analitik 
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regülerleştirme) ikinci türden iyi koşullu bir lineer denklem sistemine çevrilir. Tersi 

alınarak oluşturulan bu matrislerin koşul sayılarının belirli özelliklere sahip kesitler 

için önemli ölçüde azaldığı gösterilmiştir [15]. 

Saçılma problemi için T - Matrisinin Regülerleştirilmesi, yüzeyde yazılan integral 

denklemlerin Fredholm birinci türden integral denklemi olup kötü koşullu olduğu için 

gerekmiştir [16], böylece regülerleştirme sonucunda lineer sistemdeki olumsuz 

koşullar ortadan kaldırılarak nümerik açıdan daha kararlı olan ikinci türden lineer 

denklem sistemi oluşturulmuştur. Yapılan regülerleştirme işlemi matrislerin kötü 

koşullu doğasından kaynaklı olan kararsızlıkların terslerinin alınarak giderilmesi için 

yapılmış olup koşullanma sayısının belirli özelliklere sahip kesitler için önemli ölçüde 

azaltılması ve artan kesme sayısıyla beraber rankın düzenli olarak artması amaçlanarak 

yapılmıştır. 

Genişletilmiş Sınır Koşulu (GSK) Yönteminin 2B (iki boyutlu) veya 3B (üç boyutlu) 

uygulamalarındaki radyal öz fonksiyonları, sırasıyla tam veya buçuklu indisleri ile 

duran ve dışa giden dalgalar için kullanılan Bessel ve Hankel fonksiyonlarından 

oluşur. Bu silindirik veya küresel harmoniklerin sayısı, kurulan denklem sisteminin 

matrisinin kötü koşullandırılmış yapısı [14], [17] üzerinde önemli bir rol oynar. Bu 

sorunun üstesinden gelmek için bu radyal öz fonksiyonların ölçeklenmesi ya sonlu bir 

statik limit elde etme motivasyonu ile [18] ya da çözümlerin rezonans içeriğini 

korumak için uygun çarpanlara ayırma [19] ile önerilmektedir. Bu ölçeklemeler, bu 

radyal fonksiyonların indisleri sonsuza giderken asimptotik seri açılımlarının önde 

gelen terimlerinden kaynaklanmaktadır [20]. 2B sınır integral gösterimlerinden 

kaynaklanan bir perspektif, dairesel silindirik bir sistemin saçılma ve iletim 

katsayılarının radyal fonksiyonlara bağımlılığını ve bunları dengeleyen asimptotik 

davranışa sahip olan regülerleştiriciler aracılığıyla ilgili saçılma matrislerinin 

regülerleştirilmesi için bir yordam ortaya koymaktadır [14]. Bu regülerleştiriciler, çok 

sayıda dairesel silindirik saçılma sisteminde regülerleştirilmiş özyinelemeli T - Matrisi 

uygulaması sırasında kullanılır [21]. Bu regülerleştirme, probleme dair matris 

gösterimi için ikinci türden bir lineer cebirsel denklem sistemine ulaşmayı amaçlayan 

motivasyonuyla yukarıda bahsedilen ölçeklemelerden ayrılır. Bu tür sistemler 

aracılığıyla elde edilen çözümler yuvarlama hatalarına karşı bağışıktır [17]. Silindirin 

kesiti daireden saptığında, daha önce önerilen regülerleştiricilerin geçerliliğinin 

araştırılması buradaki çalışmanın temel amacıdır.  
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2. ELEKTROMANYETİK ALANIN TEMELLERİ 

Elektromanyetik alanın temel denklemleri Maxwell denklemleridir. Bu kısımda 

Maxwell denklemlerine genel bir bakışla denklemlerin türev ve integral formları 

incelenip Helmholtz Denklemlerinin eldesinden bahsedilecektir.  

Maxwell Denklemleri, klasik elektromanyetizmanın ve klasik optiğin temellerini 

oluşturan kısmi diferansiyel denklemlerdir. Elektromanyetik dalgalarla ilişkili elektrik 

ve manyetik alanların, yüklerin ve akımların ilişkilerini fiziksel yasalar ile beraber 

Maxwell Denklemleri inceler [22]. Maxwell Denklemlerinin fazörü yazılırken 

𝜔 frekansı ile ifade edilir, ayrıca elektromanyetik dalgaların yayıldığı ortamların 

sabitleri 𝜀 ve 𝜇’dür.  

2.1. Maxwell Denklemleri 

Maxwell Denklemleri aşağıdaki dört diferansiyel denklemden oluşur: 

 

        ∇  × 𝐄 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡
 (2.1) 

            ∇ × 𝐇 =     
𝜕𝑫

𝜕𝑡
+ 𝑱 (2.2) 

    ∇  ∙  𝐃 = 𝝆 (2.3) 

∇ ∙ 𝐁 = 0 (2.4) 

 

Burada 𝑬 ve 𝑯 sırasıyla elektrik ve manyetik alan vektörünü, 𝑫 ve 𝑩 sırasıyla elektrik 

ve manyetik akı yoğunluğunu, 𝑱 elektrik akım yoğunluğunu ve 𝝆 ise manyetik yük 

yoğunluğunu temsil etmektedir.  

𝑫  ve 𝑬  , 𝑩  ve 𝑯  arasındaki ilişki 𝜀  elektrik geçirgenliği, µ  manyetik geçirgenliği 

ifade edecek şekilde aşağıdaki eşitlikler yazılır: 

𝐃 = ε𝐄 ve 𝐁 = µ𝐇 (2.5)       

 

(2.5) eşitliği (2.1)’den (2.4)’e olan denklemlerde tekrardan yerine koyulduğunda yeni 

eşitlikler aşağıdaki gibi olur: 
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𝛻 × 𝑬 = −µ
𝜕𝑯

𝜕𝑡
 (2.6) 

𝛻 × 𝑯 =  𝜀
𝜕𝑬

𝜕𝑡
 + 𝑱 (2.7) 

𝛻 ∙  𝜀𝑬 = 𝝆 (2.8) 

𝛻 ∙  µ𝑯 = 0 (2.9) 

 

𝑱 ve 𝝆 kaynaklarının ve bunlara bağlı ortaya çıkan elektromanyetik alanların zamanla 

sinüzoidal olarak değiştiğini, açısal frekansın 𝜔 olduğunu varsayarak yukarıda yazılan 

(2.6)’ten (2.9)’a kadar olan eşitlikleri 

∇ × 𝐄 = −𝑗𝜔µ𝑯 (2.10) 

∇ × 𝐇 = 𝑗𝜔𝜀𝑬 + 𝑱 (2.11) 

∇ ∙  𝐄 =
𝝆

𝜺
 (2.12) 

∇ ∙ 𝐇 = 0 (2.13) 

 

şeklinde yeniden düzenlemek mümkündür. 

Maxwell denklemlerinin fiziksel anlamlarının anlaşılması için bu denklemler 

genellikle integral formda ifade edilir ve böylece fiziksel anlamlarını anlamak  

kolaylaşır. (2.14)’te yazılan Stokes Teoremi yardımıyla Maxwell denklemlerini 

kolaylıkla integral formda yazabiliriz. İlk olarak stokes teoremini yeniden hatırlayacak 

olursak: Stokes Teoremi, 𝑨 vektör, 𝑑𝑎 normal yönü 𝑛̂ işaret eden diferansiyel yüzey 

elemanı vektörü, 𝑑𝑙  𝑙  yönünde olan bir diferansiyel çizgi elemanı vektörü olmak 

koşuluyla aşağıdaki gibi yazılır: 

∫(𝛻 × 𝑨) ∙ 𝑑𝑎 =  ∮𝑨 ∙ 𝑑𝑙 (2.14) 

 

(2.1) ve (2.2)’de yazılan denklemlere  (2.14) eşitliği  uygulanarak denklemler integral 

forma aşağıdaki gibi dönüştürülebilir: 
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∮𝑬 ∙ 𝑑𝑙 =  −∫
𝜕𝑩

𝜕𝑡
 ∙ 𝑑𝑎 (2.15) 

∮𝑯 ∙ 𝑑𝑙 =  ∫(
𝜕𝑫

𝜕𝑡
+ 𝑱) ∙ 𝑑𝑎 (2.16) 

 

Bilindiği gibi elde edilen denklem (2.15), Faraday’ın kapalı bir yol etrafındaki bir 

elektrik alanın çizgi integrali boyunca toplam manyetik akıdaki değişiminin zamana 

bağlı olarak negatifine eşit olduğu indüksiyon yasasını temsil eder. Ayrıca elde edilmiş 

olan (2.16) eşitliği, bir manyetik alanın kapalı bir yol boyunca çizgi integralinin toplam 

akıma eşit olduğu amper yasasını temsil etmektedir [13]. 

Gauss Teoremi, 𝑆 bir 𝑉 hacmini çevreleyen kapalı bir yüzey olmak üzere aşağıdaki 

gibi yazılabilir: 

∫(𝛻 ∙ 𝑨)𝑑𝑣 =  ∫𝑨 ∙  𝑑𝑎 (2.17) 

 

Benzer şekilde (2.3) ve (2.4) denklemlerine (2.17)’deki integral dönüşümü 

uygulanarak bünye denklemleri aşağıdaki integral forma dönüştürülebilir: 

∫𝑫 ∙ 𝑑𝑎 =  ∫𝝆 ∙ 𝑑𝑣 (2.18) 

∫𝑩 ∙ 𝑑𝑎 = 0 (2.19) 

 

Bilindiği gibi denklem (2.18), herhangi bir kapalı yüzeyden dışarı akan toplam elektrik 

akısının, yüzey tarafından çevrelenen toplam yüke eşit olduğunu söyleyen Gauss 

Yasasıdır. Ayrıca denklem (2.19)’den yüzeyde manyetik yükün olmadığının 

belirtildiğini söylemek mümkündür. 

Maxwell denklemleri 𝑬  ve 𝑯  arasında duallik özelliğine sahiptir. Maxwell 

denklemlerinde 𝑱 ve 𝝆 ya sırasıyla , manyetik akım yoğunluğu 𝑱𝒎  ve manyetik akı 

yoğunluğu 𝝆𝒎 karşılık gelecek şekilde yeniden düzenlendiğinde: 

 



 7 

∇ × 𝐄 = −𝑗𝜔µ𝑯 − 𝑱𝒎 (2.20) 

∇ × 𝐇 = 𝑗𝜔𝜀𝑬 + 𝑱 (2.21) 

∇ ∙  𝐄 =  
𝝆

𝜀
 (2.22) 

∇ ∙ 𝐇 =
𝝆𝒎

µ
 (2.23) 

eşitlikleri elde edilmiş olur. 

(2.20) ve (2.21) denklemlerinden, 𝑬 ve 𝑯 yi sağlayan vektör denklemleri  

∇ × ∇ × 𝐄 − 𝑘2𝑬 = −𝑗𝜔µ𝑱 − ∇ × 𝑱𝒎 (2.24)       

∇ × ∇ × 𝐇 − 𝑘2𝑯 = −𝑗𝜔µ𝑱𝒎 − ∇  × 𝑱 (2.25) 

 

𝑘 ortamın dalga sayısı olmak üzere  

𝑘 = 𝜔√𝜀µ (2.26) 

 

(2.24) ve (2.25)’te olduğu şeklinde yazılabilir. 

𝛻 × 𝛻 × 𝑨 = 𝛻𝛻 ∙ 𝑨 − 𝛻2𝑨 (2.27) 

 

(2.22), (2.23) eşitlikleri ve (2.27)’teki vektör özelliği kullanılarak (2.24) ve (2.25) 

denklemleri yeniden yazıldığında: 

𝛻2𝑬 + 𝑘2𝑬 = 𝑗𝜔µ𝑱 + 𝛻 × 𝑱𝒎 + 
1

𝜀
𝛻𝝆 

(2.28)       

𝛻2𝑯 + 𝑘2𝑯 = 𝑗𝜔µ𝑱𝒎 −  𝛻 ×  𝑱 + 
1

µ
𝛻𝝆𝒎 

(2.29) 

 

eşitlikleri elde edilir. Elde edilen bu denklemler kaynaksız bölgede aşağıdaki 

Helmholtz Denklemleri olarak yazılabilir: 

 



 8 

𝛻2𝑬 + 𝑘2𝑬 = 0 (2.30)       

𝛻2𝑯 + 𝑘2𝑯 = 0 (2.31) 

 

Elektromanyetik problemler, verilen sınır koşulları altında önce (2.28) veya (2.30) 

eşitliklerinden 𝑬 elde edilerek, ardından (2.20)’den 𝑯 çekilerek ya da verilen sınır 

koşulları altında önce (2.29) veya (2.31) eşitliklerinden 𝑯 elde edilerek, daha sonra 

(2.21)’den 𝑬  elde edilerek çözülebilir. Ancak 𝑬  ve 𝑯 ’yi dolaylı olarak vektör 

potansiyeli, skaler potansiyel ve Hertz vektörleri gibi yardımcı büyüklükler 

aracılığıyla çözmek genellikle daha kolaydır. 
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3. İNTEGRAL GÖSTERİMLER 

Elektromanyetikte integral gösterimlerin bir çok farklı formda yazılması mümkündür 

ancak bu kısımda yazılacak olan integral gösterimler Green Fonksiyonları yardımıyla 

yapılacaktır. 

İntegral gösterimleri  hem skaler alan hem de vektörel alan problemleri için ayrı ayrı 

oluşturabilmek mümkündür. Yüzey integral denklemleri yazılırken homojen/engelsiz 

bir ortamda Green Fonksiyonları vardır ve bu bölümde integral denklemleri yazarken 

Green Fonksiyonu Teoremi kullanılacaktır. 

3.1. Green Fonksiyonları ve Dirac Delta Fonksiyonu 

Elektromanyetik problemlerinin çözümleri yapılırken Green Fonksiyonlarından 

yararlanılır. Problemin çözümü yapılırken 𝑟 üç boyutta (3B) koordinat vektörü, 𝑓(𝑟) 

bilinmeyen fonksiyon,  𝐿  lineer operatör, 𝑟′  kaynak noktası ve 𝑔(𝑟) kaynak olarak 

kabul edildiğinde aşağıdaki 

𝐿{𝑓(𝑟)} = −𝑔(𝑟) (3.1) 

 

eşitlik yazılır. 

𝐺(𝑟 − 𝑟′)  Green Fonksiyonu −𝛿(𝑟 − 𝑟′)  Dirac Delta Fonksiyonu yardımıyla 

denklem (3.1)  

𝐿(𝐺(𝑟 − 𝑟′)) = −𝛿(𝑟 − 𝑟′) (3.2) 

 

şeklinde çözülür. 

Dirac Delta Fonksiyonu 𝑟 = 𝑟′ hariç her yerde sıfıra eşittir. Dolayısıyla bunu ifade 

etmek için (3.3) eşitliğini rahatlıkla yazmak mümkündür. 

𝛿(𝑟 − 𝑟′) = 0 , 𝑟 ≠ 𝑟′ (3.3) 
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Delta fonksiyonu 𝑓 sürekli bir fonksiyon, 𝑉 hacim, 𝑑𝑣 hacmin diferansiyel elemanı 

olarak: 

∫ 𝑓(𝑟)𝛿(𝑟 − 𝑟′)𝑑𝑣 = ∫ 𝑓(𝑟)𝛿(𝑟′ − 𝑟)𝑑𝑣 =  {
𝑓(𝑟′), 𝑟′ ∈ 𝑉  
0,              𝑟 ∉ 𝑉𝑉𝑉

 (3.4) 

 

şeklinde gösterilir. 

(3.4) denkleminde 𝑓(𝑟) = 1 olarak kabul edip, merkezi 𝑟′ de olan sonsuz 𝜀 yarıçaplı 

𝑉𝜀 silindirik bölgeyi 𝑉 için kullanırsak 

∫ 𝛿(𝑟 − 𝑟′)𝑑𝑣 = ∫ 𝛿(𝑟′ − 𝑟)𝑑𝑣 =  1
𝑉𝜖𝑉𝜀

 (3.5) 

 

eşitliğini elde etmiş oluruz. 

Dirac Delta fonksiyonun matematiksel olarak gösterimi bilindiği üzere oldukça 

çeşitlidir, ayrıca integral, limit ve seri olarak yazımı da mümkündür [23]. Green 

fonksiyonu simetri özelliği sağlayan bir fonksiyon olduğu için  𝐺(𝑟 − 𝑟′) = 𝐺(𝑟′ − 𝑟) 

şeklinde yazıldığında sonucu değiştirmeyecektir. Bu bilgi kısım 3.3’te kullanılacaktır.  

Green fonksiyonu 𝐺 ’nin işlevi, bilinmeyen 𝑓  fonksiyonunun işleviyle aynı sınır 

koşulunu sağlıyorsa, 𝑓’nin işlevi 𝐺 kullanılarak aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

𝑓(𝑟) = ∫ 𝑔(𝑟′)𝐺(𝑟, 𝑟′)𝑑𝑣′

𝑉

 (3.6) 

 

3.2. Üç Boyutta Helmholtz Denklemi için Green Fonksiyonu 

Üç boyut Helmholtz Denklemi için Green Fonksiyonu aşağıdaki 

𝛻2𝐺 + 𝑘2𝐺 == −𝛿(𝑟 − 𝑟′) (3.7) 

 

(3.7) denklemini sağlar. Buradaki Green fonksiyonu olarak ifade edilen 𝐺 , 𝑟′ 

konumuna göre küresel simetri olan bir nokta kaynaktan oluşmaktadır. Eğer koordinat 
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sisteminin orijinini 𝑟′ konumuna yerleştirirsek 𝐺, 𝑟’nin bir fonksiyonu olur ve (3.7) 

denklemi 

𝛻2𝐺 + 𝑘2𝐺 == −𝛿(𝑟) (3.8) 

 

olarak yeniden düzenlenir. 𝛿(𝑟) orijin hariç noktalarda 𝐴 sabit sayı olmak üzere (3.8) 

denkleminin çözümleri  

𝐺 = 
𝐴𝑒𝑗𝑘𝑟

𝑟
 𝑦𝑎𝑑𝑎 𝐺 =  

𝐴𝑒−𝑗𝑘𝑟

𝑟
 (3.9) 

 

şeklindedir. (3.8) denkleminin her iki tarafını 𝑉𝜀 üzerinden integralini aldığımızda  

 

∫ 𝛻2𝐺𝑑𝑣 = ∫ 𝛻 ∙ (𝛻𝐺)𝑑𝑣 = −1
𝑉𝜀𝑉𝜀

 (3.10) 

 

sonucu elde edilir, burada Gauss teoremini kullandığımızda 𝑅𝜀,  𝑉𝜀 sınırının küresel 

yüzeyi olacak şekilde (3.10) eşitliğini aşağıdaki gibi yeniden yazmak mümkündür: 

∫
𝜕𝐺

𝜕𝑟
𝑑𝑠 = −1

𝑅𝜀

 (3.11) 

 

Bu kısımda, 𝑟 → 0 (3.9) eşitliğinde 
𝐴

𝑟
  ye yöneldiğini ayrıca 𝑅𝜀 yüzey alanının 4𝜋𝜀2 

olduğunu kabul ettiğimizde (3.11) denkleminde 𝐴 =
1

4𝜋
 kullanılarak: 

𝐺 =
𝑒−𝑗𝑘𝑟

4𝜋𝑟
 (3.12) 

 

elde edilmiş olur. 
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Tüm bu çıkarımlardan anladığımız, 𝐺’nin  𝑟 orijinden uzaklık olacak şekilde yazılan 

bir fonksiyon olduğudur. Sonuç olarak, üç boyutta Helmholtz denklemi için Green 

fonksiyonu aşağıdaki gibi elde edilmiş olur. 

𝐺 =
𝑒−𝑗𝑘|𝑟−𝑟′|

4𝜋|𝑟 − 𝑟′|
 (3.13) 

 

3.3. Skaler Alan Problemlerinde İntegral Denklemlerin 2B 

Problemler İçin Oluşturulması 

 

Şekil 3.1: 𝑆 kapalı yüzeyi ve 𝑉 ve 𝑉’ bölgeleri. 

 

𝑉, 𝑆 yüzeyi tarafından kapalı bir bölge ve 𝑉´,  𝑉 bölgesinin dış bölgesi olacak şekilde 

gösterilen Şekil 3.1 de 𝑓 fonksiyonun (3.14) eşitliğini sağlayan bir skaler problem 

olduğunu kabul edelim: 

𝐿{𝑓(𝑟)} = −𝑔(𝑟) (3.14) 
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Bilindiği gibi skaler elektromanyetik problemlerde 𝐿  lineer operatörü aşağıdaki 

gösterimi temsil eder: 

𝐿 =  𝛻2 + 𝑘2 (3.15) 

  

𝑓1  ve 𝑓2 , 𝐿  domaininde iki fonksiyon olduğunu kabul edip aşağıdaki eşitliği 

yazabiliriz: 

𝑓1𝐿(𝑓2) − 𝑓2𝐿(𝑓1) = 𝑓1𝛻
2𝑓2 − 𝑓2𝛻

2𝑓1 = 𝛻 ∙ (𝑓1𝛻𝑓2 − 𝑓2𝛻𝑓1) (3.16) 

 

(3.16) eşitliğini 𝑉 bölgesinde Gauss Teoremini kullanıp integral alarak, 𝒊𝒏 dışa doğru 

𝑆’ye bağlı birim vektör diyecek olursak 

∫ (𝑓1𝛻
2𝑓2 − 𝑓2𝛻

2𝑓1)𝑑𝑣 =  ∫ (𝑓1𝛻𝑓2 − 𝑓2𝛻𝑓1) ∙ 𝒊𝒏𝑑𝑠
𝑆𝑉

 

                                          = ∫ (𝑓1
𝜕𝑓2
𝜕𝑛

− 𝑓2
𝜕𝑓1
𝜕𝑛

)𝑑𝑠
𝑆

 

(3.17) 

 

eşitliğine ulaşılır. 

Elde ettiğimiz bu eşitlikleri düşünüp, 𝑓1’i (3.14) eşitliğinde 𝑓 için çözüm olarak seçip 

ve yine aynı şekilde 𝑓2 ’yi aynı eşitlikte 𝐺(𝑟, 𝑟′)  Green fonksiyonu olarak kabul 

edersek, (3.17) denkleminin sol tarafı delta fonksiyonun özelliği yardımıyla aşağıdaki 

sonucu elde etmemize olanak tanır:  

−𝑓(𝑟′) + ∫ 𝐺(𝑟, 𝑟′)𝑔(𝑟)𝑑𝑣 ,
𝑉

          𝑟′ ∈ 𝑉 

                          ∫ 𝐺(𝑟, 𝑟′)𝑔(𝑟)𝑑𝑣,
𝑉

           𝑟′ ∈  𝑉′      

(3.18) 

 

Böylelikle, (3.17) denkleminin yeni düzenlenmiş halini (3.19) de görebiliriz. 
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∫ {𝑓(𝑟)
𝜕𝐺(𝑟, 𝑟′)

𝜕𝑛
− 𝐺(𝑟, 𝑟′)

𝜕𝑓(𝑟)

𝜕𝑛
}

𝑆

𝑑𝑠 = ∫ 𝐺(𝑟, 𝑟′)𝑔(𝑟)𝑑𝑣
𝑉

                   

                                                                            + {
−𝑓(𝑟′),          𝑟′ ∈ 𝑉

     0,                  𝑟′ ∈  𝑉′ 

(3.19) 

 

(3.19)’de 𝑟 ve 𝑟′ yer değiştirdiğimizde ileride kullanılmak üzere aşağıdaki gibi  

∫ 𝐺(𝑟, 𝑟′)𝑔(𝑟′)𝑑𝑣′

𝑉

+ ∫ {𝐺(𝑟, 𝑟′)
𝜕𝑓(𝑟′)

𝜕𝑛′
− 𝑓(𝑟′)

𝜕𝐺(𝑟, 𝑟′)

𝜕𝑛′
}

𝑆

𝑑𝑠′  

                                                                                          = {
𝑓(𝑟),                𝑟 ∈  𝑉

     0,                  𝑟 ∈  𝑉′ 

(3.20) 

 

yeniden yazabiliriz.  

Elde edilen (3.20) denklemi 𝑟’nin sadece 𝑆 yüzeyi üzerinde olması durumunda hiçbir 

şey ifade etmez. Bu durumda, yüzey integrali özel bir değerlendirme gerektirir ve bu 

integral denklemlerin türetilmesi ile yakından ilgilidir. Bu eşitlik 𝑟 ∈  𝑉  için 𝑓’nin 

çözümü için kullanılacak olan nihai integral denklemdir. Böylece integral 

denklemimiz oluşturulmuş oldu. (3.19) eşitliği incelediğimizde, herhangi bir  𝑔 

kaynağı üzerindeki bir hacmin integralini ve 𝑆 yüzeyinde bir integralin elde edildiğini 

anlarız. Burada üssü ile gösterilenler hacmi, yüzeyi, 𝑟′  integral alınacak kısmın 

koordinat vektörünü ve son olarak 𝑟 gözlem noktasını ifade etmektedir.  

Elektromanyetik dalga problemleri, genellikle alan bileşenlerinin girift bir şekilde 

ilişkili olduğu vektör alan problemleridir. Bu problemleri için (3.20)’ye karşılık gelen 

ilişkiler çok daha karmaşıktır. 
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Şekil 3.2: Silindirik saçıcı. 

 

Şimdi silindirik bir nesneden saçılma problemini bir önceki sayfa Şekil 3.2’de 

gösterildiği gibi: 𝑘2  dalga numaralı sonsuz uzunlukta  𝑧  ekseni boyunca 

konumlandırılmış yapıya sahip silindirik 𝑘1  dalga numaralı bir nesne tarafından 

elektromanyetik saçılma problemini düşünelim. Eğer gelen dalganın yayılma vektörü 

𝑧  eksenine dik ise saçılma problemi elektrik ve magnetik alanın 𝑧  bileşeni olan 𝑓 

fonksiyonuna göre iki boyutludur (2B) diyebiliriz. Burada hatırlamamız gereken 

önemli kısım nesnenin iletken bir silindir cisim olduğunda problemin eğik durumlarda 

bile skaler hale geldiğidir [24]. Böylece Helmholtz Denklemi aracılığıyla 𝑓 tarafından 

sağlanan denklem: 

(𝛻𝑡
2 + 𝑘𝑖

2)𝑓 = 0 ,          𝑖 = 1,2 (3.21) 

 

olarak yazılır.  
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Green fonskiyonu radyasyon koşulunu sağlayan ve 𝜌 iki boyutta koordinat vektörünü 

temsil edecek şekilde aşağıdaki gibi ifade edilir: 

𝐺̂ =  
1

4𝑗
𝐻0

(2)
𝑘(|𝜌 − 𝜌′|) (3.22) 

 

Şekil 3.3: Saçıcının enine kesit görünüşü. 

 

Problemimiz 2B olduğundan (3.20) da elde ettiğimiz temel integral denkleminde ki 

hacim ve yüzey integralleri sırasıyla yüzey ve çizgi integrallerine indirgenerek yazmak 

mümkündür. Gelen dalganın kaynakları 𝑉  bölgesinde olduğu için, gelen dalganın 

alanı (3.20) denkleminin sol kısmından hesaplanması gerekir. Çözülecek problemin 

önceki sayfa Şekil 3.3 te olduğu gibi 𝐶∞  kapalı bölgesinde olduğunu kabul edip 

saçıcının iç bölgesini yukarıdaki (3.20) eşitliğinde olduğu şekilde seçip 𝜌 ‘yu gözlem 

bölgesi olarak kabul ettiğimizde 𝑅  gözlem noktası ile kaynak noktası arasındaki 

mesafe ve 𝐶 saçıcının enine kesitinin çevresel sınır çizgisi olup alt indis 1 iç kısmı 

temsil etmek üzere aşağıdaki gibi yeniden düzenlenir: 

𝑗

4
∫ {𝑓1(𝜌

′)
𝜕𝐻0

(2)
(𝑘1𝑅)

𝜕𝑛′
− 𝐻0

(2)
(𝑘1𝑅)

𝜕𝑓1(𝜌
′)

𝜕𝑛′
}

𝐶

𝑑𝑙′ = {
𝑓1(𝜌),    𝜌 ∈  𝑉

     0,         𝜌 ∈  𝑉′  
(3.23) 

(3.24) 
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Genellikle yukarıda yazılmış olan (3.23) ve (3.24) denklemleri 𝑓1 yerine 𝑓 cinsinden 

ifade edilirler. (3.23) ve (3.24) denklemleri Şekil 3.4’te gösterildiği gibi 𝐶 sınır çizgisi 

üzerindeki 𝑓1  ve 
𝜕

𝜕𝑛
𝑓1  kaynaklarının dalga sayısının her yerde 𝑘1  olduğu ortamda 

𝑉’de 𝑓1 ve 𝑉′’de 0 olarak üretildiğini belirtmektedir. 𝑓1 ve 
𝜕

𝜕𝑛
𝑓1 temsil eden iki uzun 

çizgi Şekil 3.4 hemen 𝐶’nin içinde olmasına rağmen hem 𝑓1 hem de  
𝜕

𝜕𝑛
𝑓1’nin tam 

olarak 𝐶 üzerinde olması kastedilmektedir.  

 

Şekil 3.4: (3.23) ve (3.24) denklemlerinin iç bölgedeki 𝑉 ve 𝑉′ için integral      

                 gösterimleri 

(3.20) eşitliğini 𝑉’ye göre değil de 𝑉′ göre alt indis 2 dış bölgeyi gösterecek şekilde 

integral alırsak aşağıdaki eşitlik elde edilmiş olur ve burada 𝑉′ ortamın dalga sayısı 𝑘2 

olan ve Şekil 3.5’te gösterildiği gibi 𝐶 ve 𝐶∞ ile sınırlandırılan bölgedir: 

 

−
𝑗

4
(∫ +∫

𝐶∞𝐶

) {𝑓2(𝜌
′)

𝜕𝐻0
(2)

(𝑘2𝑅)

𝜕𝑛′
− 𝐻0

(2)
(𝑘2𝑅)

𝜕𝑓2(𝜌
′)

𝜕𝑛′
} 𝑑𝑙′                 

                                                                                 = {
        0,                      𝜌 ∈  𝑉

     𝑓2(𝜌),                  𝜌 ∈  𝑉′ 

 

 

(3.25) 

(3.26) 
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(3.26) eşitliğinde, 𝒊𝒏 vektörü yukarıda bahsedilen bölgenin içine doğru yöneldiğinden 

dolayı integralin önündeki işaret (3.23)’teki eşitliğin ters işaretlisi olur. (3.25) ve (3.26) 

eşitliklerinde 𝑓 fonksiyonuna 2 alt indisi eklenir ve bu dış bölgenin alan miktarı olarak 

ifade edilir. Şekil 3.5’te gösterildiği gibi (3.25) ve (3.26) eşitliklerinde 𝑓2  ve 
𝜕

𝜕𝑛
𝑓2 

kaynakları ortamın dalga sayısının 𝑘2 olduğu her yerde ışıma yapar. 

 

Şekil 3.5: (3.25) ve (3.26) denklemlerinin dış bölgedeki 𝑉 ve 𝑉′ için integral  

 gösterimleri. 

 

(3.26) denklemindeki 𝑉′ bölgesinde 𝑓’yi 𝑓2 gelen ve saçılan dalganın toplamı olarak 

ifade edilebilir ve böylece aşağıdaki eşitliği rahatlıkla yazabiliriz: 

𝑓2 = 𝑓𝑔 + 𝑓𝑠 (3.27) 

 

(3.23) denkleminde ortamların dalga numaraları olan 𝑘2  ve 𝑘1  yi yer 

değiştirdiğimizde gelen dalgayı 𝑉 kapalı bölgede aşağıdaki gibi yazabiliriz: 
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𝑓𝑔 =
𝑗

4
∫ {𝑓𝑔

𝜕𝐻0
(2)

(𝑘2𝑅)

𝜕𝑛′
− 𝐻0

(2)
(𝑘2𝑅)

𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑛′
}

𝐶

𝑑𝑙′,              𝜌 ∈  𝑉 (3.28) 

  

Benzer şekilde 𝐶 yerine  𝐶∞ seçilerek yeniden  gelen dalga olarak ifade edilen  𝑓𝑔 

yazılmak istenirse 𝐶∞  sınırlı bölgesinin iç kısmında gelen dalga aşağıdaki gibi 

yazılabilir: 

𝑓𝑔 = −
𝑗

4
∫ {𝑓𝑔

𝜕𝐻0
(2)

(𝑘2𝑅)

𝜕𝑛′
− 𝐻0

(2)
(𝑘2𝑅)

𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑛′
}

𝐶∞

𝑑𝑙′ (3.29) 

 

İntegral denklemleri gösterimini yaparken 𝑓2 = 𝑓𝑔  ‘nin (3.25)’e koyulması (3.29) 

yardımıyla tekrar iç bölgede (3.28) eşitliğini verir ve benzer şekilde 𝑓2 = 𝑓𝑔  ‘nin 

(3.26) eşitliğine koyulması sonucu (3.29) yardımıyla dış bölgede aşağıdaki eşitliğin 

elde edilmesini sağlar:  

−
𝑗

4
∫ {𝑓𝑔

𝜕𝐻0
(2)(𝑘2𝑅)

𝜕𝑛′
− 𝐻0

(2)(𝑘2𝑅)
𝜕𝑓𝑔

𝜕𝑛′
}

𝐶

𝑑𝑙′ = 0          𝜌 ∈  𝑉′ (3.30) 

 

Burada ortamın dalga sayısı 𝑘2  olduğu ortamda yayılan 𝑓𝑔  ve 
𝜕

𝜕𝑛′ 𝑓
𝑔  kaynaklarının 

(3.28) eşitliğinde 𝑉 bölgesinde 𝑓𝑔’yi ve (3.30) eşitliğinde 𝑉′ bölgesinde 0 sonuçlarını 

meydana getirdiğini rahatlıkla görebiliriz.  

Eğer herhangi bir saçılma varsa (3.26) denkleminde (3.27) eşitliğini yazıp (3.29) ve 

(3.30) eşitliklerini kullanırsak saçılan alan 𝑓𝑠 aşağıdaki gibi elde edilir: 

𝑓𝑠 = −
𝑗

4
(∫ +∫

𝐶∞𝐶

) {𝑓𝑠
𝜕𝐻0

(2)(𝑘2𝑅)

𝜕𝑛′
− 𝐻0

(2)(𝑘2𝑅)
𝜕𝑓𝑠

𝜕𝑛′
} 𝑑𝑙′,     𝜌 ∈  𝑉′ (3.31) 

 

𝑅 → ∞ hem 𝑓 nin hem de 𝐻0
(2)(𝑘2𝑅)’nin 𝑒

−𝑗𝑘2𝑅

√𝑅
⁄  ile orantılı hale geldiği gerçeğini 

göz önüne alarak, (3.31) eşitliğinde 𝐶∞ üzerinden intragral aldığımızda 𝐶∞ sonsuza 
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giderken yok olduğunu söyleyebiliriz ve böylece 𝑓𝑠 saçılanın dış bölgedeki integral 

gösterimi için aşağıdaki eşitliğine ulaşırız: 

𝑓𝑠 = −
𝑗

4
∫ {𝑓𝑠

𝜕𝐻0
(2)

(𝑘2𝑅)

𝜕𝑛′
− 𝐻0

(2)
(𝑘2𝑅)

𝜕𝑓𝑠

𝜕𝑛′
}

𝐶

𝑑𝑙′, 𝜌 ∈  𝑉′ (3.32) 

 

Diğer taraftan 𝑉 iç bölge için benzer prosedürler uygulanarak:  

𝑗

4
∫ {𝑓𝑠

𝜕𝐻0
(2)

(𝑘2𝑅)

𝜕𝑛′
− 𝐻0

(2)
(𝑘2𝑅)

𝜕𝑓𝑠

𝜕𝑛′
}

𝐶

𝑑𝑙′ = 0,              𝜌 ∈  𝑉 (3.33) 

 

integral gösterimi elde edilmiş olur.  

Sonuç olarak şunu söyleyebiliriz ki elde edilen (3.32) ve (3.33) denklemleriyle saçılan 

dalganın, (3.28) ve (3.30) denklemleriyle gelen dalganın integral gösterimleri elde 

edilmiş oldu. Tüm bu eşitlikler göz önüne alındığında (3.30) ve (3.32) eşitlikleri (3.27) 

ile kullanılarak sıklıkla karşılaşılan aşağıdaki son hal elde edilmiş olur ve burada 𝑓2 

genellikle 𝑓 ile değiştirilir: 

𝑓2 = 𝑓𝑔 −
𝑗

4
∫ {𝑓𝑠

𝜕𝐻0
(2)(𝑘2𝑅)

𝜕𝑛′
− 𝐻0

(2)(𝑘2𝑅)
𝜕𝑓𝑠

𝜕𝑛′
}

𝐶

𝑑𝑙′, 𝜌 ∈  𝑉′ (3.34) 

 

3.4. Vektör Alan Problemleri İçin İntegral Denklemlerin 

Oluşturulması 

Elektromanyetik dalga problemlerin 𝑬 ve 𝑯’nin kullanıldığı vektör alan problemleri 

olup bir önceki kısımda olduğu şekilde 𝐿  operatörü yardımıyla skalar alan 

problemlerinde olduğu gibi 𝑬  ve 𝑯  için integral ifadelerini oluşturabiliriz. Kabul 

edilen 𝐿 operatörü aşağıdaki gibi olup bu kısımda kullanılacaktır. 

𝐿 = (𝛻 × 𝛻 ×) − 𝑘2 (3.35) 
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𝐿 domaininde 𝑭𝟏 ve 𝑭𝟐 iki fonksiyon olsun. Böylece 

𝑭𝟐 ∙ 𝐿(𝑭𝟏) − 𝑭𝟏 ∙ 𝐿(𝑭𝟐) = 𝛻 ∙ (𝑭𝟏 × 𝛻 × 𝑭𝟐 − 𝑭𝟐 × 𝛻 × 𝑭𝟏) (3.36) 

 

vektör eşitliği sayesinde Gauss Teoremi yardımıyla her iki tarafın 𝑉  üzerinden  

integralini alırsak aşağıdaki 

∫ (𝑭𝟐 ∙ 𝛻 × 𝛻 × 𝑭𝟏 − 𝑭𝟏 ∙ 𝛻 × 𝛻 × 𝑭𝟐)𝑑𝑣                                                        
𝑉

 

                                                        =  ∫ (𝑭𝟏 × 𝛻 × 𝑭𝟐 − 𝑭𝟐 × 𝛻 × 𝑭𝟏) ∙ 𝒊𝒏𝑑𝑠
𝑆

 

 

 

(3.37) 

 

eşitliği bulunur. Burada 𝑭𝟐’yi Green Fonksiyonun herhangi bir skalar ile çarpılmış 

olan rastgele bir sabit vektörü olarak seçecek olursak aşağıdaki (3.38) ve (3.39) 

eşitlikleri yazılabilir: 

𝛻2𝐺 + 𝑘2𝐺 = −𝛿(𝑟 − 𝑟′) (3.38) 

𝑭𝟐 = 𝜶𝐺(𝑟 − 𝑟′) (3.39) 

𝛻 × (𝜑𝐴) = 𝛻𝜑 × 𝐴 + 𝜑(𝛻 × 𝐴) (3.40) 

 

Burada (3.40) vektör özelliği kullanılarak aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

𝛻 × 𝑭𝟐 = 𝛻𝐺 × 𝜶 (3.41) 

 

Burada gerekli çıkarımları yapabilmek için uygun vektörel özelliklerin aşağıdaki gibi 

uygulandıklarını hatırlamak gerekir:  

𝛻 × (𝐴 × 𝐵) = 𝐴(𝛻 ∙ 𝐵) − 𝐵(𝛻 ∙ 𝐴) + (𝐵 ∙ 𝛻)𝐴 − (𝐴 ∙ 𝛻)𝐵 (3.42) 

𝛻(𝐴 ∙ 𝐵) = (𝐴 ∙ 𝛻)𝐵 + (𝐵 ∙ 𝛻)𝐴 + 𝐴 × (𝛻 × 𝐵) + 𝐵 × ( 𝛻 × 𝐴) (3.43) 

𝛻 × (𝛻𝜑) = 0 (3.44) 
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(3.42) vektör özelliği, (3.38) eşitliği, (3.43) ve (3.44) vektör özelliklerinin kullanımı 

aşağıdaki eşitliği yazmamızı kolaylaştırır: 

𝛻 × 𝛻 × 𝑭𝟐 = −𝜶𝛻2𝐺 + (𝜶 ∙ 𝛻)𝛻𝐺                                                                       
                                                                     =  𝜶{𝑘2𝐺 + 𝛿(𝑟 − 𝑟′)} + 𝛻(𝜶 ∙ 𝛻𝐺) 

 

(3.45) 

  

Yukarıda elde ettiğimiz (3.37) denkleminde 𝑭𝟏 = 𝑬 olarak seçip, bu çalışmanın ikinci 

kısmında bahsedilen elektromanyetiğin temellerindeki 𝑬 ile ilgili yazılan (2.20) ve 

(2.24), (3.39) ve (3.45) yardımıyla yeniden düzenleyecek olursak (3.46)’da olduğu gibi 

yazabiliriz: 

∫ {𝜶𝐺 ∙ (−𝑗𝜔𝜇𝑱 − 𝛻 × 𝑱𝒎) − 𝑬 ∙ 𝛼𝛿(𝑟 − 𝑟′) − 𝑬 ∙ 𝛻(𝛼 ∙ 𝛻𝐺)}𝑑𝑣              
𝑉

 

                                  = ∫ {𝑬 × (𝛻𝐺 × 𝛼) + 𝑗𝜔𝜇𝐺𝛼 × 𝑯 + 𝐺𝛼 × 𝑱𝒎} ∙ 𝒊𝒏𝑑𝑠
𝑆

 

 

 

(3.46) 

 

Bulunan bu son eşitlik (3.46)’da sol taraftaki son terim vektör özellikleri ve (2.22) 

eşitliğiyle birlikte kullanılarak aşağıdaki hale dönüştürülebilir: 

∫ 𝑬 ∙ 𝛻(𝛼 ∙ 𝛻𝐺)𝑑𝑣
𝑉

= ∫ {𝛻 ∙ ((𝜶 ∙ 𝛻𝐺)𝑬) − (𝜶 ∙ 𝛻𝐺)𝛻 ∙ 𝑬}𝑑𝑣
𝑉

                    

                                                            = 𝜶 ∙ ∫ 𝛻𝐺(𝑬 ∙ 𝒊𝒏)𝑑𝑠 − 𝜶 ∙ ∫
𝜌

𝜀𝑉𝑆

𝛻𝐺𝑑𝑣 

 

 

(3.47) 

 

Benzer şekilde (3.46) eşitliğindeki sağ tarafındaki ilk terim ise vektör özellikleri 

kullanılarak aşağıdaki hale dönüştürülebilir: 

∫ 𝑬 × (𝛻𝐺 × 𝜶)
𝑆

∙ 𝑑𝑠 = ∫ (𝛻𝐺 × 𝜶) ∙ (𝒊𝒏 × 𝑬)𝑑𝑠                                         
𝑆

 

                                                                                       = 𝜶 ∙ ∫ (𝑖𝑛 × 𝑬) × 𝛻𝐺𝑑𝑠
𝑆

 

 

 

(3.48) 
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Benzer şekilde (3.46) eşitliğindeki sağ tarafındaki son terim ise uygun vektör 

özellikleri kullanılarak aşağıdaki hale dönüştürülebilir: 

∫ (𝐺𝛼 × 𝑱𝒎)
𝑆

∙ 𝒊𝒏𝑑𝑠 = ∫ 𝛻 ∙ (𝐺𝜶 × 𝑱𝒎)𝑑𝑣              
𝑉

 

                                                        = ∫ (𝑱𝒎 ∙ 𝛻 × (𝐺𝛼) − 𝐺𝜶 ∙ 𝛻 × 𝑱𝒎)𝑑𝑣
𝑉

 

                                              = 𝜶 ∙ ∫ (𝑱𝒎 × 𝛻𝐺 − 𝐺𝛻 × 𝑱𝒎)𝑑𝑣
𝑉

 

 

(3.49) 

 

Elde edilen tüm bu eşitlikleri yukarıda bulunan (3.46) denklemine koyup eşitliğin sol 

ve sağ taraflarında uygun integralleri alıp yani sol tarafında hacim integral terimlerini 

ve sağ tarafında yüzey integral terimlerini toplayarak aşağıdaki hale dönüşür: 

𝜶 ∙ ∫ {−𝑗𝜔𝜇𝑱𝐺 − 𝑬𝛿(𝑟 − 𝑟′) +
𝜌

𝜀
𝛻𝐺 − 𝑱𝒎𝛻𝐺} 𝑑𝑣                                        

𝑉

 

                              = 𝜶 ∙ ∫ {(𝒊𝒏 ∙ 𝑬)𝛻𝐺 + (𝑖𝑛 × 𝑬) × 𝛻𝐺 + 𝑗𝜔𝜇𝐺𝑯 × 𝒊𝒏}𝑑𝑠
𝑆

 

 

 

(3.50) 

 

Burada 𝒂 keyfi bir vektör olduğundan (3.50) denkleminde (𝒂 ∙)olmadan sağlanır. 𝑟 ve 

𝑟′  değiştirerek Green Fonksiyonun karşılıklılık özelliği yardımıyla (3.50)’de elde 

ettiğimiz denklemi aşağıdaki gibi yeniden düzenleyebiliriz: 

∫ (−𝑗𝜔𝜇𝑱𝐺 − 𝑱𝒎 × 𝛻′𝐺 +
𝜌

𝜀
𝛻′𝐺)𝑑𝑣′

𝑉

                                                              

                     + ∫ {𝑗𝜔𝜇𝐺(𝑖𝑛′ × 𝑯) − (𝑖𝑛′ × 𝑬) × 𝛻′𝐺  − (𝑖𝑛′ ∙ 𝑬)𝛻′𝐺}𝑑𝑠′

𝑆

 

                                                                                                               = {
𝑬,   𝑟 ∈ 𝑉
0,   𝑟 ∈ 𝑉′ 

 

 

 

 

 

(3.51) 
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Biliyoruz ki, denklem (3.51) elde edilen bu eşitlik 𝑬 elektrik alanın ortamda bulunan 

bir kaynak üzerinden hacim integralinin ve buna eşdeğer kaynaklar olabilecek 

ortamlardan yüzey integrali cinsinden ifade edilen genel bir gösterimidir [24].  

Şimdi bunlara ek olarak dualiteden yararlanarak benzer şekilde 𝑯 manyetik alan için 

denklemi elde edip aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

∫ (−𝑗𝜔𝜇𝑱𝒎𝐺 + 𝑱 × 𝛻′𝐺 +
𝜌𝑚

𝜀
𝛻′𝐺)𝑑𝑣′                                                          

𝑉

 

                       − ∫ {𝑗𝜔𝜀𝐺(𝒊𝒏′ × 𝑬) + (𝒊𝒏′ × 𝑯) × 𝛻′𝐺 + (𝒊𝒏′ ∙ 𝑯)𝛻′𝐺}𝑑𝑠′

𝑆

 

                                                                                                              = {
𝑯,   𝑟 ∈ 𝑉
0,    𝑟 ∈ 𝑉′ 

 

 

 

 

(3.52) 

 

Bu denklemlerde diferansiyel elemanlar 𝑑𝑣′ ve 𝑑𝑠′ 𝑟′ konumunda bulunurlar ve 𝛻′ 

ise asal koordinatlara göre 𝛻’dir. Ayrıca 𝒊𝒏′ , 𝑱, 𝑱𝒎, 𝝆 ve 𝑯’de 𝑟′’nün fonksiyonlarıdır. 

Sol tarafta bulunan 𝑬 , 𝑟′ ’nün bir fonksiyonudur ancak sağ taraftaki 𝑬  , 𝑟 ’nin bir 

fonksiyonudur. (3.51) de yazılan 𝑟 ∈ 𝑉 denklemi, elektrik alanı 𝑬’yi gerçek kaynaklar 

üzerindeki bir hacim integralinin ve yüzeydeki eşdeğer kaynaklar olarak kabul 

edilebilecek alanlar üzerindeki bir yüzey integralinin toplamı cinsinden ifade eden 

genel bir integral gösterimidir.  

(3.51) ve (3.52) da bulunan eşitliklerde tüm nicelikleri alt indis 1 ile gösterip bunlara 

ek olarak birinci kısımdaki notasyonu sırasıyla 𝑲𝟏ve 𝑲𝒎𝟏 elektrik ve manyetik yüzey 

akımları olacak şekilde değiştirerek, 𝜂1 ve 𝜂𝑚1 elektromanyetik alanlarda tanımlanan 

elektrik ve manyetik yüzey kaynaklarını aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

𝑲𝟏 = −𝒊𝒏 × 𝑯𝟏,           𝑲𝒎𝟏 = 𝒊𝒏 × 𝑬𝟏 

                              𝜂1  = −𝜀1𝒊𝒏 ∙ 𝑬𝟏,         𝜂𝑚1 = −𝜇1𝒊𝒏 ∙ 𝑯𝟏 
(3.53) 

 

(3.51) ve (3.52) denklemlerindeki yüzey integrallerinin yine aynı denklemlerde ki 

hacim integrallerin 𝑱, 𝑱𝒎, 𝝆 ve 𝝆𝒎 hacim kaynakları sırasıyla 𝑲𝟏, 𝑲𝒎𝟏, 𝜂1 ve 𝜂𝑚1 

yüzey kaynakları ile değiştirildiğinde ne olacağını kolayca bulabiliriz. 𝑲𝟏,  𝑲𝒎𝟏, 𝜂1,

𝜂𝑚1  yüzey kaynakları aşağıdaki sınır koşullarındaki 𝑬𝟐,  𝑯𝟐, 𝑲,  𝑲𝒎, 𝜂,  𝜂𝑚 ’in 

sırasıyla 0, 0, 𝑲𝟏, 𝑲𝒎𝟏, 𝜂1 ve 𝜂𝑚1 ile değiştirilmesiyle elde edilir. 
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Bu kısımda temel sınır koşullarını hatırlayacak olursak temel sınır koşulları aşağıdaki 

gibidir: 

−𝒊𝒏 × (𝑬𝟐 − 𝑬𝟏) = 𝑲𝒎 (3.54) 

𝒊𝒏 × (𝑯𝟐 − 𝑯𝟏) = 𝑲 (3.55) 

𝒊𝒏 ∙ (𝑫𝟐 − 𝑫𝟏) = 𝜂 (3.56) 

𝒊𝒏 ∙ (𝑩𝟐 − 𝑩𝟏) = 𝜂𝑚 (3.57) 

  

(3.54)’ten (3.57)’e kadar olan eşitliklerdeki sınır koşulları yazılırken; 1 ve 2 alt 

indisleri sırasıyla ortam 1 ve ortam 2’yi; 𝑲 ve 𝜂 sınırda sırasıyla elektrik yüzey akım 

yoğunluğu ve elektrik yüzey yük yoğunluğunu; 𝑲𝒎 ve 𝜂𝑚 sınırda sırasıyla manyetik 

yüzey akım yoğunluğu ve manyetik yüzey yük yoğunluğunu ve 𝒊𝒏 ortam 2’yi gösteren 

birim normal vektörü olduğu bilinmelidir. 

𝛻𝑠 ∙ 𝑲 = −𝑗𝜔η , 𝛻𝑠 ∙ 𝐾𝑚 = −jωη𝑚 (3.58) 

 

(3.58) yazılırken 𝛻𝑠 aşağıdaki gibi tanımlanır:  

 

𝛻𝑠 = 𝛻 − 𝑖𝑛
𝜕

𝜕𝑛
 (3.59) 

(3.58) eşitliğini, 𝒊𝒏 ∙ 𝑬 ve 𝒊𝒏 ∙ 𝑯 alanlarının normal bileşenleri ile 𝒊𝒏 × 𝑯 ve 𝒊𝒏 × 𝑬 

alanlarının teğet bileşenlerini birleştiren denklemler olarak görebiliriz. Bu ilişkileri 

(3.51)’deki 𝒊𝒏′ ∙ 𝑬 terimini ve (3.52)’deki 𝒊𝒏′ ∙ 𝑯 terimini alanların teğetsel bileşenleri 

cinsinden ifade edebilmek için kullanacağız. 

Gauss teoreminin iki boyutlu durumlar için ifadesini aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

∫ 𝛻𝑠
′ ∙ (𝐺𝑲)𝑑𝑠′ = 0

𝑆

 (3.60) 

 

Daha sonra uygun dönüşümler sayesinde yeniden düzenlersek: 
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∫ 𝐺
𝑆

𝛻𝑠
′ ∙ 𝑲𝑑𝑠′ = −∫ 𝑲𝛻𝑠

′𝐺𝑑𝑠′

𝑆

 (3.61) 

 

eşitliğini yazabiliriz. 

(3.58)  eşitliğini ve 𝑲 ∙ 𝒊𝒏 = 𝟎   ilişkisi kullanılarak yeniden düzenleme yaparak 

aşağıdaki integral gösterimine ulaşırız: 

∫ η𝐺
𝑆

𝑑𝑠′ = −
𝑗

𝜔
∫ 𝑲 ∙ 𝛻𝑠

′𝐺𝑑𝑠′

𝑆

= −
𝑗

𝜔
∫ 𝑲 ∙ 𝛻′𝐺𝑑𝑠′

𝑆

 (3.62) 

 

𝛻 ile işlem yaparak η ve 𝑲’nin 𝛻 söz konusu olduğunda sabit olduklarını kabul ederek 

𝛻 ile 𝑲 ∙ 𝛻 operatörlerinin sırasını değiştirdiğimizde  

∫ η∇𝐺
𝑆

𝑑𝑠′ = −
𝑗

𝜔
∫ (𝑲 ∙ 𝛻′)𝛻𝐺𝑑𝑠′

𝑆

 (3.63) 

 

eşitliği elde edilir. 

(3.53)’deki eşitlikleri ve (3.64) 𝛻  operatörünün özelliği yardımıyla 𝑬 ’nin normal 

bileşenini 𝑯’nin teğetsel bileşeni yardımıyla 

𝛻𝐺 = −𝛻′𝐺 (3.64) 

∫ (𝒊𝒏′ ∙ 𝑬)𝛻′𝐺𝑑𝑠′ = −
𝑗

𝜔𝜀
∫ {(𝒊𝒏′ × 𝑯) ∙ 𝛻′}𝛻′𝐺𝑑𝑠′

𝑆𝑆

 (3.65) 

 

şeklinde yazılabilir. Benzer şekilde (3.66) eşitliği yazılabilir: 

∫ (𝒊𝒏′ ∙ 𝑯)𝛻′𝐺𝑑𝑠′ = −
𝑗

𝜔𝜇
∫ {(𝒊𝒏′ × 𝑬) ∙ 𝛻′}𝛻′𝐺𝑑𝑠′

𝑆𝑆

 (3.66) 
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Şekil 3.6: İç bölgeyi ifade eden (3.67) ve (3.68) integral gösterimleri 𝑉’de (𝐸1, 𝐻1)  

 
ve 𝑉′ ’de (0,0)   değerlerini sınır eğrisi C üzerindeki (𝐸1, 𝐻1) ’in 

fonksiyonları olarak verir. 

 

𝑬𝟏 = ∫ {𝑗𝜔𝜇1𝐺1(𝑖𝑛′ × 𝑯𝟏) − (𝑖𝑛′ × 𝑬𝟏) × 𝛻′𝐺1 − (𝑖𝑛′ ∙ 𝑬𝟏)𝛻
′𝐺1}𝑑𝑠′   

𝑆

 

                                                                                                                             𝑟 ∈ 𝑉 

(3.67) 

𝑯1 = −∫ {𝑗𝜔𝜀1𝐺1(𝑖𝑛′ × 𝑬1) + (𝑖𝑛′ × 𝑯1) × 𝛻′𝐺1                                      
𝑆

 

                                                                                                  +(𝑖𝑛′ ∙ 𝑯1)𝛻
′𝐺1}𝑑𝑠′ 

                                                                                                                           𝑟 ∈ 𝑉 

(3.68) 
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Şekil 3.7: Dış bölgeyi ifade eden (3.69) ve (3.70) integral gösterimleri 𝑉′’de  

 
(𝐸2, 𝐻2) ve 𝑉’de (0,0)  değerlerini sınır eğrisi C üzerindeki (𝐸2, 𝐻2)’in 

fonksiyonları olarak verir. 

 

𝑬2 = 𝑬𝑔 − ∫ {𝑗𝜔𝜇2𝐺2(𝑖𝑛′ × 𝑯2) − (𝑖𝑛′ × 𝑬2) × 𝛻′𝐺2                                
𝑆

 

                                                                                                  −(𝑖𝑛′ ∙ 𝑬2)𝛻
′𝐺2}𝑑𝑠′ 

                                                                                                                            𝑟 ∈ 𝑉′ 

(3.69) 

𝑯2 = 𝑯𝑔 − ∫ {𝑗𝜔𝜀2𝐺2(𝑖𝑛′ × 𝑬2) + (𝑖𝑛′ × 𝑯2) × 𝛻′𝐺2                               
𝑆

 

                                                                                               +(𝑖𝑛′ ∙ 𝑯2)𝛻
′𝐺2}𝑑𝑠′    

                                                                                                                           𝑟 ∈ 𝑉′ 

(3.70) 

 

Yukarıdaki önceki durumlarda kabul ettiğimiz gibi 𝑉’de bir hacim kaynağı yoktur. 

Şekil 3.6 ve Şekil 3.7 da görselleri verilen durumlar için vektör denklemleri yukarıda 

(3.67) – (3.70) denklemlerindeki gibi yazılır ve burada 𝐺1 ve 𝐺2’ için aşağıdaki (3.71) 

eşitlikleri kullanılacaktır: 



 29 

𝐺1 = 
𝑒−𝑗𝑘1|𝑟−𝑟′|

4𝜋|𝑟 − 𝑟′|
  𝑣𝑒 𝐺2 = 

𝑒−𝑗𝑘2|𝑟−𝑟′|

4𝜋|𝑟 − 𝑟′|
  (3.71) 

Burada, ne (3.67) ve (3.68) eşitliklerinin sağ tarafları 𝑃 ∈ 𝑉′ ne de (3.69) ve (3.70) 

eşitliklerinin sağ tarafları 𝑃 ∈ 𝑉 için değerleri bize verilmemiş olsa da yukarıda ki 

Şekil 3.6 ve Şekil 3.7’den bunların sıfır olduklarını rahatlıkla söylemek mümkündür. 

Bu denklemleri, elektrik ve manyetik yüzey akımları olan 𝑲𝟏  ve 𝑲𝒎𝟏  açısından 

yeniden yazabiliriz [25] ve böylece aşağıdaki integral gösterimlere ulaşmış oluruz: 

𝑬1 = ∫ {−𝑗𝜔𝜇1𝐾1𝐺1 − 𝐾𝑚1 × 𝛻′𝐺1 −
𝑗

𝜔𝜀1

(𝐾1 ∙ 𝛻′)𝛻′𝐺1} 𝑑𝑠′               
𝑆

 

                                                                                                                             𝑟 ∈ 𝑉 

 

 

(3.72) 

𝑯1 = −∫ {−𝑗𝜔𝜀1𝐾𝑚1𝐺1 + 𝐾1 × 𝛻′𝐺1 −
𝑗

𝜔𝜇1

(𝐾𝑚1 ∙ 𝛻′)𝛻′𝐺1} 𝑑𝑠′

𝑆

         

                                                                                                                             𝑟 ∈ 𝑉 

 

 

(3.73) 

𝑬2 = 𝑬𝑔 + ∫ {−𝑗𝜔𝜇2𝐾2𝐺2 − 𝐾𝑚2 × 𝛻′𝐺2 −
𝑗

𝜔𝜀2

(𝐾2 ∙ 𝛻′)𝛻′𝐺2} 𝑑𝑠′ 
𝑆

 

                                                                                                                            𝑟 ∈ 𝑉′ 

 

 

(3.74) 

𝑯2 = 𝑯𝑔 + ∫ {−𝑗𝜔𝜀2𝐾𝑚2𝐺2 + 𝐾2 × 𝛻′𝐺2 −
𝑗

𝜔𝜇2

(𝐾𝑚2 ∙ 𝛻′)𝛻′𝐺2} 𝑑𝑠′  
𝑆

 

                                                                                                                           𝑟 ∈ 𝑉′ 

 

 

(3.75) 

 

(3.53)’te gösterimleri yapılmış olan elektrik ve manyetik eşdeğer yüzey akımları 

sayesinde aşağıdakini diyebiliriz: 

𝑲𝟏 = −𝒊𝒏 × 𝑯𝟏,           𝑲𝒎𝟏 = 𝒊𝒏 × 𝑬𝟏 
𝑲𝟐 = 𝒊𝒏 × 𝑯𝟐,             𝑲𝒎𝟐 = −𝒊𝒏 × 𝑬𝟐 

(3.76) 

 

Burada özel bir durum olarak, 𝑆 üzerinde bir yüzey akımı olmadığı durumda 𝑲𝟏 =

−𝑲𝟐  ve 𝑲𝒎𝟏 = −𝑲𝒎𝟐  demek mümkündür. (3.72)’den (3.75)’e kadar olan 

denklemlerde 𝑲𝟏, 𝑲𝒎𝟏, 𝑲𝟐  ve 𝑲𝒎𝟐  eşdeğer akımlarının hiçbiri 𝑆  üzerinde normal 

bir bileşene sahip değillerdir. Bu yüzden bu denklemlerdeki 𝑲𝟏 × 𝛻′ , 𝑲𝒎𝟏 × 𝛻′ , 

𝑲𝟐 × 𝛻′ ve 𝑲𝒎𝟐 × 𝛻′ ifadelerindeki 𝛻′’in 𝛻𝑠
′ ile yer değiştirildiği durumlarda geçerli 

olduğunu söylenebilir. (3.67) ile (3.70) eşitliklerinden farklı olarak, (3.72) ile (3.75) 

denklemlerinin bir diğer özelliği de alanların normal bileşenlerinin artık integral 

gösterimlerde görünmemesidir.  
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İntegral gösterimler ifade edilirken Green Fonksiyonlarının sadece birinci kısmi 

türevlerini içeren normal alanlara bağlı olmayan durumları düşünmemiz gerekir. Bu 

yüzden (3.53) yardımıyla 𝒊𝒏 ∙ 𝑬𝟏 = −
η1

𝜀1
 deriz. Benzer şekilde 𝑲 ve 𝜂 , 𝑲𝟏  ve 𝜂1  ile 

yer değiştirildiğinde E için 𝒊𝒏 ∙ 𝑬𝟏 =
∇𝑠∙𝑲𝟏

𝑗𝜔𝜀1
 ve H için 𝒊𝒏 ∙ 𝑯𝟏 =

∇𝑠∙𝑲𝒎𝟏

𝑗𝜔𝜇1
 yazılabilir. 

𝑉 için yazdığımız bu gösterimleri 𝑉′ içinde yazacak olursak 𝒊𝒏 ∙ 𝑬𝟐 = −
∇𝑠∙𝑲𝟐

𝑗𝜔𝜀2
 ve 𝒊𝒏 ∙

𝑯𝟐 = −
∇𝑠∙𝐾𝑚2

𝑗𝜔𝜇2
 diyebiliriz.  

Yukarıda bulmuş olduğumuz bu dört denklemi (3.67)’den (3.70)’e kadar olan 

denklemlerde uygun şekilde yerine koyup uyguladığımızda yeni integral gösterimleri 

aşağıdaki gibi olacaktır: 

𝑬1 = ∫ {−𝑗𝜔𝜇1𝐾1𝐺1 − 𝐾𝑚1 × 𝛻′𝐺1 +
𝑗

𝜔𝜀1

(𝛻𝑠
′ ∙ 𝐾1)𝛻

′𝐺1} 𝑑𝑠′               
𝑆

 

                                                                                                                             𝑟 ∈ 𝑉 

 

 

(3.77) 

 

𝑯1 = −∫ {−𝑗𝜔𝜀1𝐾𝑚1𝐺1 + 𝐾1 × 𝛻′𝐺1 +
𝑗

𝜔𝜇1

(𝛻𝑠
′ ∙ 𝐾𝑚1)𝛻

′𝐺1} 𝑑𝑠′

𝑆

         

                                                                                                                             𝑟 ∈ 𝑉 

 

 

 

 

(3.78) 

𝑬2 = 𝑬𝑔 + ∫ {−𝑗𝜔𝜇2𝐾2𝐺2 − 𝐾𝑚2 × 𝛻′𝐺2 +
𝑗

𝜔𝜀2

(𝛻𝑠
′ ∙ 𝐾2)𝛻

′𝐺2} 𝑑𝑠′  
𝑆

 

                                                                                                                            𝑟 ∈ 𝑉′ 

 

 

(3.79) 

𝑯2 = 𝑯𝑔 + ∫ {−𝑗𝜔𝜀2𝐾𝑚2𝐺2 + 𝐾2 × 𝛻′𝐺2 +
𝑗

𝜔𝜇2

(𝛻𝑠
′ ∙ 𝐾𝑚2)𝛻

′𝐺2} 𝑑𝑠′  
𝑆

 

                                                                                                                            𝑟 ∈ 𝑉′ 

 

 

(3.80) 

 

Eğer ortamda herhangi bir saçıcı yoksa o zaman (𝑬𝟐 = 𝑬𝒈)  ve (𝑯𝟐 = 𝑯𝒈)  olur, 

böylece (3.69), (3.70), (3.74), (3.75), (3.79) ve (3.80) denklemlerinin sağ taraflarının 

integrallerini hesapladığımızda sağ tarafların sıfır olacağını söylemek aşikardır. Bu 

nedenle 𝑬𝟐 ve 𝑯𝟐, 𝑬𝒈 ve 𝑯𝒈 ile yer değiştirilirse bu integraller yok olacaktır. (3.74), 

(3.75), (3.79) ve (3.80) denklemlerinden sonra 𝑬𝟐  ve 𝑯𝟐 ’nin gerçekten var olup 

göründüğüne dikkat edilmelidir, çünkü (3.75) eşitliğinden sonra 𝑲𝟐 = 𝒊𝒏 × 𝑯𝟐  ve 

𝑲𝒎𝟐 = −𝒊𝒏 × 𝑬𝟐  olarak yazılmıştı. Bu yüzden eğer yukarıdaki durum aynı 

denklemlerde yani (3.69), (3.70), (3.74), (3.75), (3.79) ve (3.80)’de 𝑬𝟐  ve 𝑯𝟐 , 

(𝑬𝟐 − 𝑬𝒈 = 𝑬𝒔)  ve (𝑯𝟐 − 𝑯𝒈 = 𝑯𝒔)  ile yer değiştirilmiş olsaydı yine yok 
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olacaklardı. Burada 𝑬𝒔 ve 𝑯𝒔 elektrik ve manyetik alanlardan sırasıyla yazılan saçıcı 

alanları temsil etmektedir. 

3.5. Kesit Düzleminde Vektörel İntegral Gösterimler 

 

Şekil 3.8: İlgili koordinatlarda xy-düzlemindeki 𝐶 sınır eğrisiyle çevrelenmiş olan  
 bir silindirin yüzeyin içindeki ve dışındaki silindirik bölge. 

 

Bu kısımda yazılacak olan integral gösterimler, Şekil 3.8’de olduğu gibi geometrik 

yapısı düzgün olan 𝑧 yönünde olacak ve diğer tüm alanlar 𝑧 eksenine bağımlı olarak 

ifade edilecektir [25] : 

𝐹(𝑧) = 𝑒𝑗𝑘2𝑧𝑐𝑜𝑠𝜃 (3.81) 

 

𝐴(𝑟)’yi, üç boyutlu bir alanı temsil etmek üzere, 𝐴(𝜌)  kesitli alan için değişimi 

verecek şekilde aşağıdaki gibi ifade edelim: 
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𝐴(𝑟) = 𝐴(𝜌)𝐹(𝑧) (3.82) 

1

4𝜋
∫

𝑒−𝑗(𝑏√𝑎2+𝑥2+𝑥𝑦)

√𝑎2 + 𝑥2
𝑑𝑥 =

1

4𝑗
𝐻0

(2)
(𝑎√𝑏2 − 𝑦2) ,   𝑎 > 0

∞

−∞

 (3.83) 

 

(3.83) integral özelliğini kullanarak integral aldığımızda aşağıdaki eşitlikleri rahatlıkla 

buluruz. Bu eşitlikler yazılırken bir önceki bölümlerde belirtildiği gibi 𝐺𝑖  ilgili 

bölgenin Green Fonksiyonudur. 

∫ 𝐹(𝑧′)𝐺𝑖𝑑𝑧′
∞

−∞

= ∫
𝑒−𝑗𝑘𝑖√|𝜌−𝜌′|2+(𝑧−𝑧′)2

4𝜋√|𝜌 − 𝜌′|2 + (𝑧 − 𝑧′)2

∞

−∞

𝑒𝑗𝑘2𝑧′𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑧′  

                                       = 𝑒𝑗𝑘2𝑧𝑐𝑜𝑠𝜃 ∫
1

4𝜋√𝑅2 + 𝑡2
𝑒−𝑗𝑘𝑖√𝑅2+𝑡2+𝑗𝑘2𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝑡

∞

−∞

  

          =
1

4𝑗
𝐹(𝑧)𝐻0

(2)
(𝑅√𝑘𝑖

2 − 𝑘2
2𝑐𝑜𝑠2𝜃) (3.84) 

 

Bu eşitliğin sağ tarafından 𝐹(𝑧) kaldırılması sonucunda iki boyutlu skaler Helmholtz 

denklemi için boş uzay Green fonksiyonunda 𝑘𝑖 = √𝑘𝑖
2 − 𝑘2

2𝑐𝑜𝑠2𝜃  ile yer 

değiştirilmesi sonucu  

𝛻𝑡
2 {

𝑒𝑧

ℎ𝑧
} + 𝜏2 {

𝑒𝑧

ℎ𝑧
} = 0 (3.85) 

 

yardımıyla bulunmuştur. Burada 𝛻 ,  𝛻𝑡  olacak şekilde enine bileşenine ve onun 𝑧 

bileşeni 𝑖𝑧
𝜕

𝜕𝑧
 ‘ye ayrılmıştır. Şimdi eşitliğin sağ tarafında integral alırsak 

∫ 𝐹(𝑧′)𝛻′𝐺𝑖𝑑𝑧′ = ∫ {(𝛻𝑡
′ + 𝑖𝑧

𝜕

𝜕𝑧′
)𝐺𝑖} 𝐹(𝑧′)𝑑𝑧′

∞

−∞

∞

−∞

 (3.86) 

 

eşitliği bulunmuş olur. Kısmi integral alınarak 𝐺𝑖 ’nin 𝑧′ = ±∞  de sıfır olması 

sayesinde aşağıdaki (3.87) eşitliğine göre  
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∫ (𝛻𝑡
′𝐺𝑖)𝐹(𝑧′)𝑑𝑧′ − 𝑖𝑧 ∫ 𝐺𝑖

𝜕𝐹(𝑧′)

𝜕𝑧′

∞

−∞

𝑑𝑧′                                                        
∞

−∞

 

                                                                      = (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)∫ 𝐹(𝑧′)𝐺𝑖𝑑𝑧′

∞

−∞

 

 

 

(3.87) 

∫ 𝐹(𝑧′)𝛻′𝐺𝑖𝑑𝑧′ =
1

4𝑗
𝐹(𝑧)(𝛻𝑡

′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)𝐻0
(2)

(𝑅√𝑘𝑖
2 − 𝑘2

2𝑐𝑜𝑠2𝜃)
∞

−∞

 (3.88) 

 

(3.88) eşitliği rahatlıkla yazılır.Benzer işlemler sayesinde aşağıdaki eşitliğin yazılması 

mümkümdür: 

∫ (𝐾 ∙ 𝛻′)(𝛻′𝐺𝑖)𝑑𝑧′                                                                                               
∞

−∞

  

                                    = ∫ {𝐹(𝑧′)(𝐾 ∙ 𝛻𝑡
′)𝛻′𝐺𝑖 + 𝐾𝑖𝑧𝐹(𝑧′)

𝜕

𝜕𝑧′
(𝛻′𝐺𝑖)} 𝑑𝑧′

∞

−∞

  

                                   = 𝐾(𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)∫ 𝐹(𝑧′)𝛻′𝐺𝑖𝑑𝑧′                         

∞

−∞

  

  = {𝐾 ∙ (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)}

1

4𝑗
𝐹(𝑧).  

                                                        (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)𝐻0

(2)
(𝑅√𝑘𝑖

2 − 𝑘2
2𝑐𝑜𝑠2𝜃) 

 

 

(3.89) 

 

(3.72)’ten (3.75)’ye kadar olan eşitliklerde ∫ 𝑑𝑠′
𝑆

 (3.90)’da olduğu gibi ayrıştırılıp  

∫ 𝑑𝑠′

𝑆

= ∫ 𝑑𝑙′

𝐶

∫ 𝑑𝑧′
∞

−∞

 (3.90) 

 

yeniden yazılmak istendiğinde iki boyutta integral gösterimler için aşağıdaki 

eşitliklere ulaşılır: 

𝑬1 = ∫ [−𝑗𝜔𝜇1𝐾1 − 𝐾𝑚1 × (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)

𝐶

−
𝑗

𝜔𝜀1

{𝐾1 ∙ (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)}(𝛻𝑡

′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)] 𝐺̂1𝑑𝑙′        

                                                                                                                             𝜌 ∈ 𝑉 

 

 

 

 

(3.91) 

𝑯1 = ∫ [−𝑗𝜔𝜀1𝐾𝑚1 + 𝐾1 × (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)

𝐶

−
𝑗

𝜔𝜇1

{𝐾𝑚1 ∙ (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)}( 𝛻𝑡

′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)] 𝐺̂1𝑑𝑙′  

                                                                                                                             𝜌 ∈ 𝑉 

 

 

 

 

(3.92) 
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𝑬2 = 𝑬𝑔 + ∫ [−𝑗𝜔𝜇2𝐾2 − 𝐾𝑚2 × (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)

𝐶

−
𝑗

𝜔𝜀2

{𝐾2 ∙ (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)}(𝛻𝑡

′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)] 𝐺̂2𝑑𝑙′        

                                                                                                                           𝜌 ∈ 𝑉′ 

 

 

 

 

(3.93) 

𝑯2 = 𝑯𝑔 + ∫ [−𝑗𝜔𝜀2𝐾𝑚2 + 𝐾2 × (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)

𝐶

−
𝑗

𝜔𝜇2

{𝐾𝑚2 ∙ (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)}( 𝛻𝑡

′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)] 𝐺̂2𝑑𝑙′  

                                                                                                                         𝜌 ∈ 𝑉′ 

 

 

 

 

(3.94) 

 

(3.91)’den (3.94)’e kadar olan eşitlikleri yazarken 𝐺̂1  ve 𝐺̂2  çekirdeklerini 𝑉  ve 𝑉′ 

bölgelerinin dalga numaraları sırasıyla 𝑘1 ve 𝑘2 olacak şekilde aşağıdaki gibi yazarız: 

𝐺̂1 =
1

4𝑗
𝐻0

(2)(𝜏1𝑅) 𝑣𝑒 𝐺̂2 =
1

4𝑗
𝐻0

(2)(𝜏1𝑅) (3.95) 

𝜏1 = √𝑘1
2 − 𝑘2

2𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑣𝑒 𝜏1 = 𝑘2𝑠𝑖𝑛𝜃 (3.96) 

 

Benzer şekilde 𝛻𝑠 = 𝛻 − 𝑖𝑛
𝜕

𝜕𝑛
= 𝑖𝑙

𝜕

𝜕𝑙
+ 𝑖𝑧

𝜕

𝜕𝑧
 ve 𝛻𝑡 = 𝛻 − 𝑖𝑧

𝜕

𝜕𝑧
= 𝑖𝑛

𝜕

𝜕𝑛
+ 𝑖𝑙

𝜕

𝜕𝑙
 

olduğuna dikkat ederek (3.77)’dan (3.80)’e kadar olan eşitlikleri yeniden düzenleyerek 

kesit düzleminde integral gösterimlerini aşağıdaki gibi tamamlamış oluruz: 

𝑬1 = ∫ [−𝑗𝜔𝜇1𝐾1 − 𝐾𝑚1 × (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)                               

𝐶

       

             +
𝑗

𝜔𝜀1
 {

𝜕

𝜕𝑙′
(𝑖𝑙′ ∙ 𝐾1) + 𝑗𝑘2(𝑖𝑧 ∙ 𝐾1)𝑐𝑜𝑠𝜃} (𝛻𝑡

′  − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)]𝐺̂1𝑑𝑙′ 

                                                                                                                           𝜌 ∈ 𝑉 

 

 

 

 

(3.97) 

𝑯1 = ∫ [−𝑗𝜔𝜀1𝐾𝑚1 + 𝐾1 × (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)                                              

𝐶

 

       +
𝑗

𝜔𝜇1
 {

𝜕

𝜕𝑙′
(𝑖𝑙′ ∙ 𝐾𝑚1) + 𝑗𝑘2(𝑖𝑧 ∙ 𝐾𝑚1)𝑐𝑜𝑠𝜃} (𝛻𝑡

′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)]𝐺̂1𝑑𝑙′ 

                                                                                                                           𝜌 ∈ 𝑉 

 

 

 

(3.98) 

𝑬2 = 𝑬𝑔 + ∫ [−𝑗𝜔𝜇2𝐾2 − 𝐾𝑚2 × (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)

𝐶

                                    

             +
𝑗

𝜔𝜀2
 {

𝜕

𝜕𝑙′
(𝑖𝑙′ ∙ 𝐾2) + 𝑗𝑘2(𝑖𝑧 ∙ 𝐾2)𝑐𝑜𝑠𝜃} (𝛻𝑡

′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)]𝐺̂2𝑑𝑙′ 

                                                                                                                         𝜌 ∈ 𝑉′ 

 

 

 

 

(3.99) 
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𝑯2 = 𝑯𝑔 + ∫ [−𝑗𝜔𝜀2𝐾𝑚2 + 𝐾2 × (𝛻𝑡
′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)                                  

𝐶

 

       +
𝑗

𝜔𝜇2
 {

𝜕

𝜕𝑙′
(𝑖𝑙′ ∙ 𝐾𝑚2) + 𝑗𝑘2(𝑖𝑧 ∙ 𝐾𝑚2)𝑐𝑜𝑠𝜃} (𝛻𝑡

′ − 𝑗𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖𝑧)]𝐺̂2𝑑𝑙′ 

                                                                                                                         𝜌 ∈ 𝑉′ 

 

 

(3.100) 

Bununla birlikte bu sonuçların tamamı (3.93) ten (3.94) e kadar olan denklemler 𝑲 ∙

𝛻𝑡
′ terimlerini 𝑙′’ye göre integral alınarak elde edilmiştir. Burada 𝑲 ∙ 𝛻𝑡

′’de görünen 

𝑲’nin 𝑲𝟏,  𝑲𝒎𝟏, 𝑲𝟐 veya 𝑲𝒎𝟐 olduğu anlaşılmalıdır. 𝐶 eğrisi açık olsa kısmi olarak 

integral alabiliriz. 

3.6. Eksenel Alan Bileşenleri İçin İntegral Gösterimleri  

𝐸𝑧 ve 𝐻𝑧 , iki boyutlu yapıları içeren problemler için çoğunlukla temel büyüklükler 

olarak kullanılmaktadır[25]. Şekil 3.9’de kabul edilen (𝑛, 𝑙, 𝑧) koordinat sistemi 𝑖𝑛 =

𝑖𝑙 × 𝑖𝑧  koşulundaki ortogonal koordinat sistemi olup bu kısımda yazılacak olan 

integral gösterimleri bu şekilde yapacağız.  

 

Şekil 3.9: İki boyutlu 𝑉 ve 𝑉′ bölgeleri ile eğrisel (𝑛, 𝑙, 𝑧) koordinatlar. 
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(3.91)’den (3.94)’e kadar olan eşitliklerde ki 𝑧  bileşenlerini alıp, 𝑲𝟏, 𝑲𝒎𝟏, 𝑲𝟐  ve 

𝑲𝒎𝟐  yi 𝑙 ve 𝑧 bileşenlerine rahatlıkla ayırabiliriz. Böylece aşağıdaki sonuçları elde 

etmek mümkündür: 

𝑬1𝑧 = ∫ (
−𝑗𝜏1

2

𝜔𝜀1
𝐾1𝑧 + 𝐾𝑚1𝑙′

𝜕

𝜕𝑛′
−

𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜔𝜀1
𝐾1𝑙′

𝜕

𝜕𝑙′
)

𝐶

𝐺̂1𝑑𝑙′                        

                                                                                                                           𝜌 ∈ 𝑉 

 

 

(3.101) 

𝑯1𝑧 = ∫ (
−𝑗𝜏1

2

𝜔𝜇1
𝐾𝑚1𝑧 − 𝐾1𝑙′

𝜕

𝜕𝑛′
−

𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜔𝜇1
𝐾𝑚1𝑙′

𝜕

𝜕𝑙′
)

𝐶

𝐺̂1𝑑𝑙′                    

                                                                                                                           𝜌 ∈ 𝑉 

 

 

(3.102) 

𝑬2𝑧 = 𝑬𝑧
𝑔

+ ∫ (
−𝑗𝜏2

2

𝜔𝜀2
𝐾2𝑧 + 𝐾𝑚2𝑙′

𝜕

𝜕𝑛′
−

𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜔𝜀2
𝐾2𝑙′

𝜕

𝜕𝑙′
)

𝐶

𝐺̂2𝑑𝑙′             

                                                                                                                         𝜌 ∈ 𝑉′ 

 

 

(3.103) 

𝑯2𝑧 = 𝑯𝑧
𝑔
∫ (

−𝑗𝜏2
2

𝜔𝜇2
𝐾𝑚2𝑧 − 𝐾2𝑙′

𝜕

𝜕𝑛′
−

𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜔𝜇2
𝐾𝑚2𝑙′

𝜕

𝜕𝑙′
)

𝐶

𝐺̂2𝑑𝑙′             

                                                                                                                         𝜌 ∈ 𝑉′ 

 

 

(3.104) 

 

(3.105) ve (3.106) eşitlikleri, enine alınan kesitteki koordinat bileşenlerini 𝑧 

bileşenlerinin cinsinden ifade ettiğini kabul ederek aşağıdaki eşitlikleri yazabiliriz: 

𝑒𝑡 = −𝑗
𝑘𝑧

𝜏2
𝛻𝑡𝑒𝑧 + 𝑗

𝜔𝜇

𝜏2
𝑖𝑧 × 𝛻𝑡ℎ𝑧 (3.105) 

ℎ𝑡 = −𝑗
𝑘𝑧

𝜏2
𝛻𝑡ℎ𝑧 − 𝑗

𝜔𝜀

𝜏2
𝑖𝑧 × 𝛻𝑡𝑒𝑧 (3.106) 

 

Burada 𝑘𝑧 = −𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃  yerine koyulup, alt indis i’yi 𝑖 = 1, 2  olacak şekilde 

tanımlarsak yukarıda 𝑧 için yazılan eşitlikler 𝑙 bileşeni içinde tanımlanınca aşağıdaki 

gösterimler elde edilir: 

𝑬𝑖𝑙 =
𝑗

𝜏𝑖
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑬𝑖𝑧

𝜕𝑙
+ 𝜔𝜇𝑖

𝜕𝑯𝑖𝑧

𝜕𝑛
) , 𝑖 = 1,2 (3.107) 

𝑯𝑖𝑙 =
𝑗

𝜏𝑖
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑯𝑖𝑧

𝜕𝑙
− 𝜔𝜀𝑖

𝜕𝑬𝑖𝑧

𝜕𝑛
) , 𝑖 = 1,2 (3.108) 

 

Tüm bu gösterimler ve 𝑲 ’nin daha önce ifade edilen tanımlarından yararlanarak 

yeniden yazacak olursak 
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 𝐾𝑖𝑙 = (−1)𝑖+1𝑯𝑖𝑧                   𝐾𝑖𝑧 =
𝑗

𝜏𝑖
2
(−1)𝑖 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑯𝑖𝑧

𝜕𝑙
− 𝜔𝜀𝑖

𝜕𝑬𝑖𝑧

𝜕𝑛
)  (3.109) 

𝐾𝑚𝑖𝑙 = (−1)𝑖𝑬𝑖𝑧               𝐾𝑚𝑖𝑧 =
𝑗

𝜏𝑖
2
(−1)𝑖+1 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑬𝑖𝑧

𝜕𝑙
+ 𝜔𝜇𝑖

𝜕𝑯𝑖𝑧

𝜕𝑛
)  (3.110) 

 

eşitliklerini (3.109) ve (3.110)’de olduğu gibi yazabiliriz. 

Aslında buradaki amacımız, tüm bu ilişkileri kullanarak 𝐶 boyunca teğet alanların 

sürekli olduğunu varsayarak (3.101) den (3.104)’e kadar olan eşitliklerde 𝑲 ’nin 

eşitliklerini 𝑬𝟏𝒛 ve 𝑯𝟏𝒛 cinsinden ya da 𝑬𝟐𝒛 ve 𝑯𝟐𝒛 cinsinden ifade etmektir. 

𝐶 sınırı boyunca, elektrik ve manyetik alanların teğet kısımlarının sürekli olduğunu 

kabul edelim. 

𝑬𝟐𝒛 = 𝑬𝟏𝒛, 𝑯𝟐𝒛 = 𝑯𝟏𝒛, 𝑬𝟐𝒍 = 𝑬𝟏𝒍, 𝑯𝟐𝒍 = 𝑯𝟏𝒍 (3.111) 

 

(3.109) ve (3.110) eşitliklerini kullanarak, (3.101)’den (3.104)’e kadar olan  

eşitliklerinin sağ taraflarını ya iç alanlar 𝑬𝟏𝒛 ve 𝑯𝟏𝒛 olarak ya da dış alanlarını 𝑬𝟐𝒛 ve 

𝑯𝟐𝒛  olarak ifade edebiliriz. Burada dikkat etmemiz gereken 𝑬𝟐𝒛  ve 𝑯𝟐𝒛 

gösterimlerinin 𝑬𝟏𝒛  ve 𝑯𝟏𝒛  gösterimlerinden farklı olmasıdır. Bunun nedeni 𝑛 

bileşeni için türevlerinin birbirlerine eşit olmamasıdır. 

𝜕𝑬𝟐𝒛

𝜕𝑛
≠

𝜕𝑬𝟏𝒛

𝜕𝑛
  𝑣𝑒  

𝜕𝑯𝟐𝒛

𝜕𝑛
≠

𝜕𝑯𝟏𝒛

𝜕𝑛
 (3.112) 

 

İç alanlar 𝑬𝟏𝒛 ve 𝑯𝟏𝒛’yi gösterirken, (3.109) ve (3.110) eşitliklerinde  𝑖 = 1 olarak 

kabul ederek aşağıdaki gösterimleri yazabiliriz: 

𝑲𝟏𝒍 = 𝑯𝟏𝒛 , 𝑲𝟏𝒛 = −
𝑗

𝜏1
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑯𝟏𝒛

𝜕𝑙
− 𝜔𝜀1

𝜕𝑬𝟏𝒛

𝜕𝑛
)  (3.113) 

𝑲𝒎𝟏𝒍 = −𝑬𝟏𝒛 , 𝑲𝒎𝟏𝒛 =
𝑗

𝜏1
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑬𝟏𝒛

𝜕𝑙
+ 𝜔𝜇1

𝜕𝑯𝟏𝒛

𝜕𝑛
)  (3.114) 
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(3.113) ve (3.116) eşitliklerini (3.101) eşitliğinde yerine koyarak aşağıdaki denklem 

elde edilir: 

𝑬𝟏𝒛 = ∫ {
𝜕𝑬𝟏𝒛

𝜕𝑛′
− 𝑬𝟏𝒛

𝜕

𝜕𝑛′
−

𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜔𝜀1
(
𝜕𝑯𝟏𝒛

𝜕𝑙′
+ 𝑯𝟏𝒛

𝜕

𝜕𝑙′
)}

𝐶

𝐺̂1𝑑𝑙′                 

                                                                                                                           𝜌 ∈ 𝑉 

 

 

(3.115) 

 

Bu eşitlikte 𝑯𝟏𝒛 parçalara göre integral alınarak yok edilir. Aynı şekilde 𝑬𝟏𝒛 (3.113) 

ve (3.114) eşitliklerini de (3.102)’da yerine koyulmasıyla 𝑯𝟏𝒛 eşitliğinden yok edilirse 

sonuç olarak aşağıdaki eşitliklere ulaşılır: 

𝑬𝟏𝒛 = ∫ (
𝜕𝑬𝟏𝒛

𝜕𝑛′
− 𝑬𝟏𝒛

𝜕

𝜕𝑛′
)

𝐶

𝐺̂1𝑑𝑙′ ,      𝜌 ∈ 𝑉 (3.116) 

𝑯𝟏𝒛 = ∫ (
𝜕𝑯𝟏𝒛

𝜕𝑛′
− 𝑯𝟏𝒛

𝜕

𝜕𝑛′
)

𝐶

𝐺̂1𝑑𝑙′ ,      𝜌 ∈ 𝑉 (3.117) 

Diğer taraftan, 𝐶  sınırı boyunca kabul ettiğimiz süreklilikten dolayı elektrik ve 

manyetik alanlarının 𝑧 ve 𝑙  bileşenleri, daha önce (3.94)’te tanımlanan 𝑲𝟐’ler yine 

aynı şekilde daha önce (3.94)’te tanımlanan 𝑲𝟏’lerin eksi işaretlisi yani negatifleri 

olacaktır. Bu yüzden (3.113) ve (3.114) eşitlikleri yardımıyla 

𝑲𝟐𝒍 = −𝑯𝟏𝒛 , 𝑲𝟐𝒛 =
𝑗

𝜏1
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑯𝟏𝒛

𝜕𝑙
− 𝜔𝜀1

𝜕𝑬𝟏𝒛

𝜕𝑛
)  (3.118) 

𝑲𝒎𝟐𝒍 = 𝑬𝟏𝒛 ,   𝑲𝒎𝟐𝒛 = −
𝑗

𝜏1
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑬𝟏𝒛

𝜕𝑙
+ 𝜔𝜇1

𝜕𝑯𝟏𝒛

𝜕𝑛
)  (3.119) 

 

şeklinde yeniden yazılırlar. Yukarıda bulunan 𝑲  ifadelerini (3.103) ve (3.104) 

denklemlerinde yazdığımızda kısmi integral alıp (3.96) denkleminden  

𝜏1
2 − 𝜏2

2 = 𝑘1
2 − 𝑘2

2 (3.120) 

ifadesini çıkardığımızda 𝜌 ∈ 𝑉′ için integral gösterimler aşağıdaki gibi olurlar: 

𝑬𝟐𝒛 = 𝑬𝑧
𝑔
                                                                                                                    

           +∫ (−
𝜏2

2𝜀1

𝜏1
2𝜀2

𝜕𝑬𝟏𝒛

𝜕𝑛′
+ 𝑬𝟏𝒛

𝜕

𝜕𝑛′
+

(𝑘1
2 − 𝑘2

2)

𝜔𝜀2𝜏1
2 𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑯𝟏𝒛

𝜕

𝜕𝑙′
)

𝐶

𝐺̂2𝑑𝑙′ 

                                                                                                                         𝜌 ∈ 𝑉′ 

 

 

 

(3.121) 
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𝑯𝟐𝒛 = 𝑯𝑧
𝑔
                                                                                                                   

          +∫ (−
𝜏2

2𝜇1

𝜏1
2𝜇2

𝜕𝑯𝟏𝒛

𝜕𝑛′
+ 𝑯𝟏𝒛

𝜕

𝜕𝑛′
−

(𝑘1
2 − 𝑘2

2)

𝜔𝜇2𝜏1
2 𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑬𝟏𝒛

𝜕

𝜕𝑙′
)

𝐶

𝐺̂2𝑑𝑙′ 

                                                                                                                         𝜌 ∈ 𝑉′ 

 

 

(3.122) 

 

Dış alanlar için 𝑬𝟐𝒛 ve 𝑯𝟐𝒛’yi gösterilirken benzer yolu tabip ederek (3.113), (3.114) , 

(3.1189 ve (3.119) denklemlerinden hızlıca aşağıdaki sonuçları yazabiliriz: 

𝑲𝟏𝒍 = 𝑯𝟐𝒛 , 𝑲𝟏𝒛 = −
𝑗

𝜏2
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑯𝟐𝒛

𝜕𝑙
− 𝜔𝜀2

𝜕𝑬𝟐𝒛

𝜕𝑛
)  (3.123) 

𝑲𝒎𝟏𝒍 = −𝑬𝟐𝒛 , 𝑲𝒎𝟏𝒛 =
𝑗

𝜏2
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑬2𝑧

𝜕𝑙
+ 𝜔𝜇2

𝜕𝑯2𝑧

𝜕𝑛
)  (3.124) 

𝑲𝟐𝒍 = −𝑯𝟐𝒛 ,              𝑲𝟐𝒛 =
𝑗

𝜏2
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑯𝟐𝒛

𝜕𝑙
− 𝜔𝜀2

𝜕𝑬𝟐𝒛

𝜕𝑛
) (3.125) 

𝑲𝒎𝟐𝒍 = 𝑬𝟐𝒛 , 𝑲𝒎𝟐𝒛 = −
𝑗

𝜏2
2 (𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜕𝑬𝟐𝒛

𝜕𝑙
+ 𝜔𝜇2

𝜕𝑯𝟐𝒛

𝜕𝑛
) (3.126) 

Yazılan tüm bu 𝑲  gösterimlerini (3.101)’den (3.104)’e kadar olan  denklemlerde 

yeniden yazarak, (3.116), (3.117), (3.121) ve (3.122) integral gösterimlerinde olduğu 

gibi aşağıdaki gibi düzenleriz: 

𝑬𝟏𝒛 = ∫ (
𝜏1

2𝜀2

𝜏2
2𝜀1

𝜕𝑬𝟐𝒛

𝜕𝑛′
− 𝑬𝟐𝒛

𝜕

𝜕𝑛′
+

(𝑘1
2 − 𝑘2

2)

𝜔𝜀1𝜏2
2 𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑯𝟐𝒛

𝜕

𝜕𝑙′
)

𝐶

𝐺̂1𝑑𝑙′        (3.127) 

𝑯𝟏𝒛 = ∫ (
𝜏1

2𝜇2

𝜏2
2𝜇1

𝜕𝑯𝟐𝒛

𝜕𝑛′
− 𝑯𝟐𝒛

𝜕

𝜕𝑛′
−

(𝑘1
2 − 𝑘2

2)

𝜔𝜇1𝜏2
2 𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑬𝟐𝒛

𝜕

𝜕𝑙′
)

𝐶

𝐺̂1𝑑𝑙′     (3.128) 

𝑬𝟐𝒛 = 𝑬𝑧
𝑔

− ∫ (
𝜕𝑬𝟐𝒛

𝜕𝑛′
− 𝑬𝟐𝒛

𝜕

𝜕𝑛′
)

𝐶

𝐺̂2𝑑𝑙′                                                           (3.129) 

𝑯𝟐𝒛 = 𝑯𝑧
𝑔

− ∫ (
𝜕𝑯𝟐𝒛

𝜕𝑛′
− 𝑯𝟐𝒛

𝜕

𝜕𝑛′
)

𝐶

𝐺̂2𝑑𝑙′                                                        (3.130) 
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4. T MATRİS YÖNTEMİ 

Bu kısımda daha önce 20.yüzyılda P.C.Waterman tarafından geliştirilen farklı bir 

metot olan yok olma (extinction theorem) teoreminden yararlanarak yeni bir teknikten 

bahsedeceğiz. Bu teoreme göre, saçıcının içindeki yüzey alanı, nesnenin iç kısmı 

boyunca tam olarak yok edilen ya da söndürülen yani sıfır olarak kabul edilen bir alan 

katkısı üretir. Bu kısımda ilk olarak, yok olma teoremini genişletilmiş sınır koşulu 

(extended boundary contidion) olarak kullanıp, saçıcının iç kısmı boyunca geçerli olan 

bir önceki kısımda yazılan yüzey alanları için integral denklemlerin nasıl elde 

edilebileceğini göstereceğiz. İkinci olarak ta, yüzey alanı integral denklemlerinin 

saçıcının iç kısmı boyunca karşılanmadığına dikkat ediyoruz, bunun sebebi analitik 

süreklilikten dolayı sadece iç hacmin herhangi bir kısmında tutulması gerektiği 

gerçekliğidir. Göz önünde bulundurulması gereken bu iki durum kullanılan T - Matrisi 

Yönteminin temellerini oluşturmaktadır. Yapılan uygulamalarda bu iki ana unsur 

saçılan dalganın durumunu gelen dalga ile ilişkilendiren T - Matrisi üretmek için 

kullanılmaktadır. Çalışmada kullanılan problem türü Dirichlet problemi olduğundan 

bu çalışma için yöntemin detaylarından bahsedeceğiz. T - Matris Yönteminin 

detaylarını incelerken [13]’da ki gibi olup uygun prosedürler takip edilecektir. 

 

Şekil 4.1: T Matris Metodu. 
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Dirichlet saçılma problemi için sınır koşullarının geçerli olduğu 𝑆 yüzeyine sahip bir 

nesneye çarpan 𝜓𝑔 dalgasının Şekil 4.1’de gösterildiği gibi ele alalım. Biliyoruz ki bu 

problem iki boyutlu bir problem olup ilk olarak 𝜓𝑔’yi uygun bir fonksiyon olarak ifade 

etmeliyiz. Bu problemler için uygun olan seçim iki boyutlu silindirik harmoniklerdir. 

Böylece 𝜓𝑔’yi aşağıdaki gibi ifade edebiliriz: 

ψ𝑔(𝑟̅) = ∑ 𝑎𝑛𝐽𝑛(𝑘𝑟)

∞

𝑛=−∞

𝑒𝑗𝑛ф (4.1) 

 

(4.1) eşitliği yazılırken 𝜓𝑔’nin orijin dahil olmak üzere her yerde sonlu olduğuna ve 

bu durum göz önünde bulundurularak 𝐽𝑛(𝑘𝑟) ’nin kullanılması gerektiğine dikkat 

edelim. Gelen dalga için 𝑎𝑛 bilinen katsayıdır.  

Gelen dalga yazıldıktan sonra, sınırlı olan 𝑆𝑐 silindirinin dışındaki bölge 1’de saçılan 

dalga 𝜓𝑠 yazılırken aynı silindirik harmoniklerde aşağıdaki gibi yazabiliriz: 

ψ𝑠(𝑟̅) = ∑ 𝑏𝑛𝐻𝑛
(2)(𝑘𝑟)

∞

𝑛=−∞

𝑒𝑗𝑛ф (4.2) 

 

Saçılan dalga için uygun seri ifadesi yazılırken, dalga dışarı çıktığı için radyasyon 

koşulunu sağlaması adına ikinci türden Hankel fonksiyonu tercih edilmiştir. 

Gelen dalga ve saçılan dalga için uygun gösterimler ve katsayılar gösterildikten sonra 

T matrisi, [𝑎] = [𝑎𝑛] ve [𝑏] = [𝑏𝑛] sütun matrisleri ve [𝑇] kare matris olacak şekilde 

aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

[𝑏] = [𝑇][𝑎] (4.3) 

Burada bu matrisler kesilir ve nümerik sonuçların alınabilmesi için sıfırlanırlar. Daha 

sonrasında T matrisi yok olma teoreminin kullanılmasıyla sistematik olarak aşağıdaki 

adımlar takip edilerek elde edilir.  

T matrisinin oluşturulması için ilk olarak yok olma teoremi eğer 𝑟̅ iç kısımda olarak 

kabul edilirse aşağıdaki eşitliği yazarız: 
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ψ𝑔(𝑟̅) + ∫ [ψ(𝑟̅′)
𝜕𝐺(𝑟̅, 𝑟̅′)

𝜕𝑛′
− 𝐺(𝑟̅, 𝑟̅′)

𝜕ψ(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
]

𝑆

𝑑𝑠′ = 0 (4.4) 

 

Bu teorem ayrıca şekil 4.1’deki bölge 2 ve bölge 2′ yazılırken de geçerlidir. Ancak, 

şimdi bunu şekilde iç kısmı ifade etmek için gösterilen 𝑆𝑖  içindeki bölge 2’ye 

uygulayalım. |𝑟̅| < |𝑟̅′|  olup Green fonksiyonu 𝐺(𝑟̅, 𝑟̅′) , 𝑟 < 𝑟′  için aşağıdaki gibi 

yazılabilir: 

𝐺(𝑟̅, 𝑟̅′) = −
𝑗

4
∑ 𝐽𝑛(𝑘𝑟)𝐻𝑛

(2)
(𝑘𝑟′)

∞

𝑛=−∞

𝑒𝑗𝑛(ф−ф′) (4.5) 

 

Şimdi Green fonksiyonun (4.5) eşitliğini ve (4.1)’i (4.4) denkleminin içine koyalım. 

Burada (4.4) denkleminde ψ𝑔 ’nin 𝐽𝑛(𝑘𝑟)𝑒𝑗𝑛ф  terimini içeren bir seri olduğuna ve 

ayrıca yine aynı eşitlik olan (4.4)’teki integral gösterimindeki Green fonksiyonu 

𝐺(𝑟̅, 𝑟̅′) ’nin de 𝐽𝑛(𝑘𝑟)𝑒𝑗𝑛ф  terimini içeren bir seri olduğuna dikkat etmeliyiz. 

𝐽𝑛(𝑘𝑟)𝑒𝑗𝑛фortogonal olduğundan, 𝐽𝑛𝑒𝑗𝑛ф’nin her bir katsayısını sıfırı eşitleyebiliriz. 

Böylece 𝑎𝑛 için aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

𝑎𝑛 =
𝑗

4
∫ [ψ(𝑟̅′)

𝜕

𝜕𝑛′
𝐻𝑛

(2)(𝑘𝑟′)𝑒−𝑗𝑛ф′
−

𝜕ψ(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
𝐻𝑛

(2)(𝑘𝑟′)𝑒−𝑗𝑛ф′
] 𝑑𝑆′

𝑆

 (4.6) 

Burada 𝑑𝑆′ = [𝑟′2 + (
𝑑𝑟′

𝑑ф′
)
2

]

1
2⁄

𝑑ф′  olarak tanımlanan ifade 𝑟′ = 𝑟′(ф′) olan 𝑆 

yüzeyi boyunca temel mesafe olup 

𝜕

𝜕𝑛′
= 𝑛̂. 𝛻 = [𝑟′2 + (

𝑑𝑟′

𝑑ф′
)

2

]

−1
2⁄

(𝑟̅′
𝜕

𝜕𝑟′
−

1

𝑟′

𝜕𝑟′

𝜕ф′

𝜕

𝜕ф′
) (4.7) 

 

eşitliğinden bulunmuş olur. 

(4.6) eşitliği, gelen dalganın 𝑎𝑛  kat sayılarını ψ(𝑟̅′)  ve 
𝜕ψ(𝑟̅′)

𝜕𝑛′  yüzey alanları ile 

ilişkilendirir ve yok olma teoreminin sadece bölge 2’ye uygulanmasıyla elde edilir. Bu 

nedenle (4.6)’da elde edilen yüzey alanı eşitliği yukarıda bulunan (4.4) eşitliğinde 

yerine konulduğunda bölge 2’deki alanı tamamen sıfırlayıp yok etmelidir. Bunun 
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yanında, yok oluş teoreminin (4.4) eşitliğindeki sol tarafı hem bölge 2 hem de bölge 

2′ deki dalga denklemlerinin düzenli bir çözümüdür ve bu nedenle bölge 2 de sıfırsa 

yani boşsa analitik devamlılıktan bölge 2′ sıfırdır. Böylece (4.6)’da belirlenen yüzey 

alanı, tüm iç bölgeler olan bölge 2 ve bölge 2′  için (4.4) eşitliğinin geçerliliğini 

sağlayan gerçek yüzey alanı olmalıdır. 

Aşağıdaki eşitlikler yardımıyla bölge 1’deki saçılmış alan ψ𝑔 ifadesini elde edebiliriz: 

ψ𝑔(𝑟̅) = ∫ [ψ(𝑟̅′)
𝜕𝐺(𝑟̅, 𝑟̅′)

𝜕𝑛′
− 𝐺(𝑟̅, 𝑟̅′)

𝜕ψ(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
]

𝑆

𝑑𝑠′ 

𝐺(𝑟̅, 𝑟̅′) = −
𝑗

4
∑ 𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝐻𝑛

(2)(𝑘𝑟)

∞

𝑛=−∞

𝑒𝑗𝑛(ф−ф′),     𝑟 > 𝑟′ 

(4.8) 

 

(4.2)’de yazılan ψ𝑔  gösterimini ve 𝐻𝑛
(2)(𝑘𝑟)𝑒𝑗𝑛ф  Hankel fonksiyonun ortogonal 

olmasından yararlanarak 𝑏𝑛 katsayılarını aşağıdaki gibi elde edebiliriz: 

𝑏𝑛 = −
𝑗

4
∫ [ψ(𝑟̅′)

𝜕

𝜕𝑛′
𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝑒−𝑗𝑛ф′

−
𝜕ψ(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝑒−𝑗𝑛ф′

] 𝑑𝑆′

𝑆

 (4.9) 

 

Yazılan bu eşitlikler sayesinde yüzey alanları cinsinden ifade edebildiğimiz (4.6)’da 

𝑎𝑛 ve (4.9)’da 𝑏𝑛 gösterimlerine sahibiz. Daha sonrasında sınır koşullarını kullanıp 

yüzey alanını tam bir fonksiyon olarak ifadesi elde edilecektir. Daha sonra iki 

denklemden (4.6) ve (4.9) yüzey alanını çıkaracağız ve tüm bu işlemlerin sonunda T 

matrisi elde edilmiş olacaktır. 

Şimdi de bahsedilen bu işlem basamaklarını Dirichlet probleminin çözümü için 𝑆 

yüzeyinde ψ = 0 olduğunu unutmadan uygulayarak açıklayalım. Böylece aşağıdaki 

eşitliklere ulaşılmış olur: 

𝑎𝑛 =
𝑗

4
∫ [−

𝜕ψ(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
𝐻𝑛

(2)(𝑘𝑟′)𝑒−𝑗𝑛ф′
] 𝑑𝑆′

𝑆

 

𝑏𝑛 =
𝑗

4
∫ [

𝜕ψ(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝑒−𝑗𝑛ф′

] 𝑑𝑆′         
𝑆

 

(4.10) 
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Bu kısımda işlemlere devam ederken bilinmeyen yüzey fonksiyonu olarak ifade 

ettiğimiz 
𝜕ψ

𝜕𝑛′⁄  ifadeyi bir seri fonksiyonu olarak yeniden düzenleriz. Seri 

fonksiyonu keyfi olarak seçebiliriz ve bunu yaparken 𝑎𝑛  bilinmeyen katsayı olup  

𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝑒𝑗𝑛ф′
 tam kısım olarak kabul edilip aşağıdaki eşitliği keyfi olarak seçtiğimiz 

fonksiyon olarak yazalım: 

𝜕ψ(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
= ∑ 𝑎𝑛

𝜕

𝜕𝑛′

∞

𝑛=−∞

[𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝑒𝑗𝑛ф′
] (4.11) 

 

(4.11)’deki keyfi seçimi (4.10) eşitliğinin içine koyarak aşağıdaki eşitliği yazarız: 

[𝑎] = [𝑄−][𝛼]    
[𝑏] = −[𝑄+][𝛼] 

(4.12) 

 

burada [𝑎], [𝑏] ve [𝛼] sütun matrisleri olup  

𝑄𝑚𝑛
− = −

𝑗

4
∫ ψ𝑚ф𝑛

′ 𝑑𝑠′

𝑆

 

𝑄𝑚𝑛
+ = −

𝑗

4
∫ ψ𝑟𝑚ф𝑛

′ 𝑑𝑠′

𝑆

 

ψ𝑚 = 𝐻𝑚
(2)(𝑘𝑟′)𝑒−𝑗𝑚ф′

 

ψ𝑟𝑚 = 𝐽𝑚(𝑘𝑟′)𝑒𝑗𝑚ф′
 

ф𝑛
′ =

𝜕

𝜕𝑛′
[𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝑒𝑗𝑛ф′

] 

(4.13) 

 

eşitliklerini yazalım. Son olarak (4.12)’den yüzey alanı [𝛼]   çıkararak T matrisini 

aşağıdaki gibi elde ederiz: 

[𝑏] = [𝑇][𝑎]              
[𝑇] = −[𝑄+][𝑄−]−1 

(4.14) 
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Şimdide 𝑆 üzerinde sınır koşulu (𝜕 𝜕𝑛′⁄ )ψ𝑟 = 0 koşulunun geçerli olduğu Neumann 

problemini Dirichlet problemini incelediğimiz gibi inceleyelim. (4.4) ve (4.6) 

eşitliklerinden yüzey üzerinde ψ(𝑟̅′)  teriminde 𝑎𝑛  ve 𝑏𝑛  elde edilebilir. Bunu 

yaparken ψ(𝑟̅′)’yi 𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝑒𝑗𝑛ф′
 fonksiyonu yardımıyla genişletip yeniden yazarsak 

𝑎𝑛bilinmeyen kat sayılar olup 

ψ(𝑟̅′) = ∑ 𝑎𝑛𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝑒𝑗𝑛ф′

∞

𝑛=−∞

 (4.15) 

 

şeklinde yazarız ve bu eşitliği (4.4) ve (4.6) eşitliğinde yerine koyarak aşağıdaki matris 

setlerini elde edebiliriz: 

[𝑎] = [𝑄−][𝛼]                     
[𝑏] = −[𝑄+][𝛼] = [𝑇][𝑎] 
[𝑇] = −[𝑄+][𝑄−]−1           

(4.16) 

burada ayrıca  

𝑄𝑚𝑛
− = 

𝑗

4
∫ ψ𝑚

′ ф𝑛
′ 𝑑𝑠′

𝑆

 

𝑄𝑚𝑛
+ = 

𝑗

4
∫ ψ𝑟𝑚

′ ф𝑛
′ 𝑑𝑠′

𝑆

 

(4.17) 

ve  

ψ𝑚
′ =

𝜕

𝜕𝑛′
[𝐻𝑚

(2)(𝑘𝑟′)𝑒−𝑗𝑚ф′
] =

𝜕

𝜕𝑛′
ψ𝑚 

ψ𝑟𝑚
′ =

𝜕

𝜕𝑛′
[𝐽𝑚(𝑘𝑟′)𝑒−𝑗𝑚ф′

] =
𝜕

𝜕𝑛′
ψ𝑟𝑚 

ф𝑛 = 𝐽𝑛(𝑘𝑟′)𝑒𝑗𝑛ф′
                                      

(4.18) 

 

olduklarına dikkat edilmelidir [13]. 

Şekil 4.1’den yararlanarak 𝑆 yüzeyi dışındaki dalga sayılarının ve yoğunluklarının 𝑘0 

ve 𝜌0, 𝑆 içindeki dalga sayılarının ve yoğunluklarının 𝑘1 ve 𝜌1 olduğu iki ortamlı bir 

elektromanyetik saçılma probleminin çözümü için ψ+  ve ψ−  fonksiyonlarının 𝑆 

yüzeyinin hemen dışındaki ve içindeki yüzey alanını gösterebiliriz. 
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𝑆 yüzey alanı içinde 𝑘1dalga numarası ile dalga denklemini sağlar ve bu nedenle ψ(𝑟̅) 

aşağıdaki gibi silindirik harmoniklerde 𝛽𝑛 bilinmeyen kat sayı olmak üzere yeniden 

yazılabilir: 

ψ(𝑟̅) = ∑ 𝛽𝑛𝐽𝑛(𝑘1𝑟)𝑒
𝑗𝑛ф′

∞

𝑛=−∞

 (4.19) 

 

(4.19) eşitliği kullanılarak hemen 𝑆  içindeki alan için aşağıdaki eşitliği yazmak 

mümkündür: 

ψ−(𝑟̅′) = ∑ 𝛽𝑛𝐽𝑛(𝑘1𝑟)𝑒
𝑗𝑛ф′

            

∞

𝑛=−∞

 

𝜕ψ−(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
= ∑ 𝛽𝑛

𝜕

𝜕𝑛′
[𝐽𝑛(𝑘1𝑟)𝑒

𝑗𝑛ф′
]

∞

𝑛=−∞

 

(4.20) 

 

Tüm bu gösterimler için sınır koşullarını yazmak istersek sınır koşulları (4.21)’deki 

gibidir: 

ψ+(𝑟̅′) =
𝜌1

𝜌0
ψ−(𝑟̅′) 

𝜕ψ+(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
=

𝜕ψ−(𝑟̅′)

𝜕𝑛′
 

(4.21) 

 

(4.4)’teki 𝑎𝑛 ve (4.6)’daki 𝑏𝑛 ifadeleri, 𝑆 yüzeyinin hemen dışındaki alanları içerir ve 

𝛽𝑛 tarafından verilen alanlarla ilişkilidir. Tüm bu durumlar göz önünde bulundurulup 

yeniden yazılacak olursa: 

[𝑎] = [𝑄−][𝛽]                     

[𝑏] = −[𝑄+][𝛽] = [𝑇][𝑎] 

[𝑇] = −[𝑄+][𝑄−]−1           

 

 

(4.22) 
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ve 

𝑄𝑚𝑛
− = 

𝑗

4
∫ (

𝜌1

𝜌0
ψ𝑚

′ ф𝑛 − ψ𝑚ф𝑛
′ ) 𝑑𝑠′

𝑆

 

𝑄𝑚𝑛
+ = 

𝑗

4
∫ (

𝜌1

𝜌0
ψ𝑟𝑚

′ ф𝑛 − ψ𝑟𝑚ф𝑛
′ ) 𝑑𝑠′

𝑆

 

ψ𝑚 = 𝐻𝑚
(2)(𝑘0𝑟

′)𝑒−𝑗𝑚ф′
   

ψ𝑚
′ =

𝜕

𝜕𝑛′
ψ𝑚                     

ψ𝑟𝑚 = 𝐽𝑚(𝑘0𝑟
′)𝑒𝑗𝑚ф′

      

ψ𝑟𝑚
′ =

𝜕

𝜕𝑛′
ψ𝑟𝑚                   

ф𝑛 = 𝐽𝑛(𝑘1𝑟
′)𝑒𝑗𝑛ф′

 

ф𝑛
′ =

𝜕

𝜕𝑛′
ф𝑛 

(4.23) 

şeklinde olacaktır [13]. 

T - Matrisi Yöntemi, düzensiz şekillere sahip parçacıklar gibi karmaşık şekillerden 

oluşan bir cisimden saçılma için başarıyla kullanılmıştır. Silindirik harmoniklerde sınır 

koşulları genişletilmesinden yararlanıldığından, büyük eksenlerin küçük eksenlere 

oranı çok daha büyükse matris şartsız hale gelebilir.  

Bu kısımda T - Matris Yönteminin iki boyutlu problemler ve silindirik harmonikler 

için nasıl olması gerektiği gösterilmiştir. T - Matrisi Yöntemi, küresel harmonikler 

kullanan üç boyutlu problemlere eşit şekilde uygulanabilir. P.C.Waterman’ında dediği 

gibi, elektromanyetik saçılma problemleri için vektör alanlarının tam silindirik veya 

küresel açılımı kullanılmalıdır. 

4.1. Birçok Saçıcılı Saçılma Problemleri İçin T Matris 

Yöntemi  

Bir saçıcı için T Matrisi bulunduğu zaman, birçok saçıcı tarafından saçılmanın 

çözümünü oluşturmak için rahatlıkla kullanılabilir. Ancak birden fazla saçıcı 

olduğunda saçıcılar arasında birden fazla saçılmanın var olduğu unutulmamalıdır. Bu 

durumdan dolayı öteleme toplama teoremini küresel veya silindirik harmonikler için 

uygulayarak böyle bir sorunun çözümü kolayca bulunur [1].  

Tek bir saçıcı için ortaya konulan T matrisi yaklaşımının birden fazla saçıcının veya 

katmanların var olduğu durumlar için de genişletilmesi mümkündür. Örneğin çoklu 
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saçıcı problemi için, ilgilenilen cisimden saçılan alanlara ilişkin katsayıların 

bulunabilmesinin yolu bu cismin haricindeki cisimlerden saçılan dalgaları duran dalga 

fonksiyonu cinsinden ifade etmekten geçer. Böylece duran dalga fonksiyonu ile 

çarpılan katsayılar ile, ilgilenilen cisimden saçılan alanların katsayısı arasında bir T 

matrisi ilişkisi kurmak mümkün olur. Bunun fiziksel olarak anlamı, bir cisimden 

saçılan alanın diğer bir cisme göre üzerine gelen alan olarak değerlendirilebilmesidir. 

Bir başka deyişle, bir cisimden saçılan alanın yerel koordinat sistemine göre yazılmış 

dışarı giden dalga cinsinden harmonik açılımları, toplamsallık teoremi yani seri açılımı 

kullanılarak diğer bir cismin yerel koordinat sistemi üzerinde yazıldığında duran 

dalgalar cinsinden harmonik açılımlarına dönüşürler. Benzer biçimde çoklu katmanlar 

için saçılma ve nüfuz probleminde de ilgilenilen bölgede tanımlı yerel koordinat 

sisteminde tanımlanmış geçen veya saçılan alanlar toplamsallık teoremi aracılığıyla 

başka bir koordinat sistemi cinsinden ifade edilebilir. Böylece çoklu saçıcı veya 

katman problemlerinde her bir saçıcıya ilişkin aranan bilinmeyen katsayılara dair 

doğrusal cebrik denklem sistemleri elde edilir [12]. 

4.1.1. Çok Saçıcı İçin Çözüm 

Çok saçıcı için çözüm basamakları incelenirken [1]’de gösterildiği gibi prosedürleri 

takip ederek çözüme ulaşmamız mümkündür.  

 

Şekil 4.2: Gelen alanın olduğu yerde iki saçıcı. 
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Şekil 4.2’de gösterildiği gibi iki saçıcı varsa gelen alanı 

ϕ𝑔(𝑟) =  Rgψ𝑡(𝑘0, 𝑟0) ∙ 𝒂 (4.24) 

(4.24)’te olduğu gibi ve bunun yanında saçılmış alanı ise  

ϕ𝑠(𝑟) =  ψ𝑡(𝑘0, 𝑟1) ∙ 𝑓1 + ψ𝑡(𝑘0, 𝑟2) ∙ 𝑓2 (4.25) 

(4.25)’te ki gibi ifade edebiliriz. Bu gösterimler yapılırken [12]’de bahsedildiği gibi t 

üst indisi ile belirtilen vektörün transpozunu ifade ederken, ψ𝑡(𝑘, 𝑟) dışarı alana giden 

silindirik harmonikler cinsinden saçılan alanları ifade eden satır vektörleri olup 𝒂 ve 𝒇 

sırasıyla gelen alan ve saçılan alanın kat sayılarını içeren sütun vektörlerini 

oluşturmaktadır. 

Yukarıdaki gösterim (4.25) yazılırken, her bir saçıcıdan saçılan dalganın, saçıcıların 

kendi koordinatlarında ifade edilen giden harmonikler cinsinde genişletildiğine dikkat 

etmeliyiz. Neyse ki hem silindirik hem de küresel harmonikler için gösterimler 

mevcuttur ve 𝑑𝑖𝑗 ; 𝑖  ve 𝑗  koordinatlarının merkezleri 𝑂𝑖  ve 𝑂𝑗  arasındaki mesafeyi 

gösterecek şekilde aşağıdaki gibi yazılabilirler: 

ψ𝑡(𝑘0, 𝑟𝑖) = Rgψ𝑡(𝑘0, 𝑟𝑗) ∙ 𝑎̅𝑖𝑗 ,                     |𝑟𝑗| < 𝑑𝑖𝑗 (4.26) 

ψ𝑡(𝑘0, 𝑟𝑖) = ψ𝑡(𝑘0, 𝑟𝑗) ∙ 𝛽̅𝑗𝑖 ,                          |𝑟𝑗| > 𝑑𝑖𝑗 (4.27) 

Rgψ𝑡(𝑘0, 𝑟𝑖) = Rgψ𝑡(𝑘0, 𝑟𝑗) ∙ 𝛽̅𝑗𝑖 ,                ∀|𝑟𝑗|        (4.28) 

 

Yukarıda ki bu formüller, bir koordinat sistemindeki alanın harmonik genişlemesinin 

başka bir koordinat sistemi cinsinden kolayca ifade edilmesini sağlar. Genel olarak 

𝛽̅𝑗𝑖 = 𝑅𝑔𝑎̅𝑖𝑗 yazılır ve 𝑅𝑔 regüler kısım anlamına gelmektedir. 

(4.26) ve (4.28) kullanılarak, ilk saçıcının koordinatları cinsinden ifade edilen 

saçıcıların dışındaki toplam alan aşağıdaki gibi ifade edilir: 

ϕ(𝑟) =  Rgψ𝑡(𝑘0, 𝑟1) ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝒂 + ψ𝑡(𝑘0, 𝑟1) ∙ 𝑓1 + Rgψ𝑡(𝑘0, 𝑟1) ∙ 𝑎̅12 ∙ 𝑓2 (4.29) 
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Yukarıdaki (4.29) gösteriminde ki birinci ve üçüncü terimler saçıcı 1’e çarpan gelen 

dalga alanı olarak görülebilirken, ikinci terim ise saçıcı 1’den saçılan alanı ifade 

etmektedir. Ancak birinci saçıcının izole olması durumundaki T matrisine sahipsek 

yani biliniyorsa bu T matrisi kullanılarak 𝒂, 𝑓1  ve 𝑓2  arasında bir ilişki yazabiliriz. 

Diğer bir deyişle bunu aşağıdaki gibi ifade edebiliriz: 

𝑓1 = 𝑇̅1(1) ∙ [𝛽̅10 ∙ 𝒂 + 𝑎̅12 ∙ 𝑓2] (4.30) 

Benzer şekilde saçıcı 2 içinde aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

𝑓2 = 𝑇̅2(1) ∙ [𝛽̅20 ∙ 𝒂 + 𝑎̅21 ∙ 𝑓1] (4.31) 

 

Yukarıda ki 𝑇̅𝑖(1) i’inci saçıcı için izole saçıcı 𝑇̅ matrisidir ve parantez içerisindeki 1 

tek saçıcı olduğunu gösterir. 

Denklem (4.30) ve (4.31) çözülerek aşağıdaki denklemler elde edilebilir: 

𝑓1 = [𝐼 ̅ − 𝑇̅1(1) ∙ 𝑎̅12 ∙ 𝑇̅2(1) ∙ 𝑎̅21]
−1

∙ 𝑇̅1(1) ∙ [𝛽̅10 + 𝑎̅12 ∙ 𝑇̅2(1) ∙ 𝛽̅20] ∙ 𝒂 (4.32) 

𝑓2 = [𝐼 ̅ − 𝑇̅2(1) ∙ 𝑎̅21 ∙ 𝑇̅1(1) ∙ 𝑎̅12]
−1

∙ 𝑇̅2(1) ∙ [𝛽̅20 + 𝑎̅21 ∙ 𝑇̅1(1) ∙ 𝛽̅10] ∙ 𝒂 (4.33) 

 

Yukarıdaki (4.32) ve (4.33) eşitliklerinden yararlanarak yeni 𝑇̅ matrisleri aşağıdaki 

gibi tanımlanır ve burada 𝑇̅𝑖(2) iki saçıcı için 𝑇̅ matrisidir: 

𝑓1 = 𝑇̅1(2) ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝒂 (4.34) 

𝑓2 = 𝑇̅2(2) ∙ 𝛽̅20 ∙ 𝒂 (4.35) 

 

𝑇̅𝑖(2), i’inci saçıcıdan kaynaklanan toplam saçılan alanı iki saçıcı mevcut olduğunda 

gelen alan genliği ile ilişkilendirir. Burada 𝑇̅𝑖(2) için elde edilen eşitliklerin   (4.34) ve 

(4.35) denklemleriyle  (4.32) ile (4.33) denklemlerinin karşılaştırılması sonucu elde 

edilebileceğine dikkat etmeliyiz. Dahası 𝛽̅𝑖0 faktörü eklenir ve böylece 𝑇̅ matrisleri öz 

koordinatlara veya saçıcılara göre tanımlanmaya devam eder. 
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Daha önce iki saçıcı için verilen durumu şimdi N saçıcı için genellemek istersek ilk 

olarak üç saçıcı için her bir saçıcıdan saçılan alanların katsayıları ile ilgili olan ilişkileri 

için aşağıdaki eşitlikleri yazmak gerekir: 

𝑓1 = 𝑇̅1(1) ∙ [𝛽̅10 ∙ 𝒂 + 𝑎̅12 ∙ 𝑓2 + 𝑎̅13 ∙ 𝑓3] (4.36) 

𝑓2 = 𝑇̅2(1) ∙ [𝛽̅20 ∙ 𝒂 + 𝑎̅21 ∙ 𝑓1 + 𝑎̅23 ∙ 𝑓3] (4.37) 

𝑓3 = 𝑇̅3(1) ∙ [𝛽̅30 ∙ 𝒂 + 𝑎̅31 ∙ 𝑓1 + 𝑎̅32 ∙ 𝑓2] (4.38) 

 

Burada 𝑇̅𝑖(1)  daha önce de bahsedildiği gibi 𝑖 ’inci saçıcının izole olmuş saçıcı T 

matrisidir. Bununla birlikte bir sonraki kısımda bahsedilecek olan 𝐴̅ ∙ 𝑓 = 𝑏 matris 

sistemi yardımıyla yukarıda yazılan (4.36), (4.37) ve (4.38) denklemleri kolaylıkla 

çözülebilir. Buradan hareketle yukarıdaki ilişkiler N saçıcı içinde rahatlıkla 

kurulabilir. Böylece N saçıcı için T matrisin gösterimi aşağıdaki gibidir: 

𝑓𝑖 = 𝑇̅𝑖(1) ∙

[
 
 
 
∑𝛽̅𝑖0 ∙ 𝒂 + 𝑎̅𝑖1 ∙ 𝑓𝑗

𝑁

𝑖=1
𝑖≠𝑗 ]

 
 
 
 (4.39) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 52 

5. T MATRİSİN REGÜLERLEŞTİRİLMESİ 

5.1. Tek Saçıcı İçin T Matrisin Regülerleştirilmesi 

𝑇 matrisi yöntemi genişletilmiş sınır koşulları (GSK) yönteminde saçıcıyı kapsayan ve 

saçıcının kapsadığı test yüzeyleri ile saçıcı yüzeyi arasındaki maksimum uzaklığın 

büyük olması durumunda 𝑄̅ matrisinin kötü koşullu olduğu bilinmektedir. Bir saçıcılı 

durum için saçılan alanın katsayı vektörüne ilişkin ifadeyi daha önce yazılan iki saçıcılı 

durumdan rahatlıkla aşağıda ki gibi ifade edebiliriz: 

𝑓1 = 𝑇̅1(1) ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝒂 (5.1) 

 

Ayrıca genişletilmiş sınır koşulu yöntemi sonucu elde edilen 𝑇  matrisi 𝑅𝑔  ile 

gösterilen regüler kısmı temsil etmekte olup aşağıdaki gibidir: 

𝑇̅1(1) = −(𝑅𝑔𝑄̅10) ∙ 𝑄̅10
−1

 (5.2) 

 

Burada 𝑄̅10 matrisinin elemanları doldurulurken gerekli olan silindirik harmonikler 

[12]’de olduğu gibi 𝐻𝑛
(2)(𝑥)  n. mertebeden Hankel fonksiyonu olup 𝐽𝑛(𝑥)  n. 

mertebeden Bessel fonksiyonu olacak şekilde aşağıdaki gibi tanımlanır: 

ψ𝑛(𝑘0, 𝜌1
′ ) = 𝐻𝑛

(2)(𝑘0𝜌1
′ )𝑒−𝑗𝑛ф1

′
 ,        𝜌1 < 𝜌1

′  (5.3) 

𝑅𝑔ψ𝑛(𝑘0, 𝜌1) = 𝐽𝑛(𝑘0𝜌1)𝑒
𝑗𝑛ф ,           𝜌1 < 𝜌1

′  (5.4) 

𝑅𝑔ψ𝑚(𝑘1, 𝜌1
′ ) = 𝐽𝑚(𝑘1𝜌1

′ )𝑒𝑗𝑛ф1
′
 ,        𝜌1 < 𝜌1

′  (5.5) 

 

Burada 𝑄̅10 matrisinin elemanları doldurulurken [12]’de olduğu gibi 

𝑄𝑛𝑚
10 = ∫{ψ𝑛(𝑘0, 𝜌1

′ )𝑛̂′ ∙ 𝛻′𝑅𝑔ψ𝑚(𝑘1, 𝜌1
′ )

𝜌1

𝜌0
                               

𝑆

 

                                             −𝑅𝑔ψ𝑚(𝑘1, 𝜌1
′ )𝑛̂′ ∙ 𝛻′ψ𝑛(𝑘0, 𝜌1

′ )} 𝑑𝑙′ 

(5.6) 
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(5.6) denkleminde gösterilen 𝑄̅𝑛𝑚 matrisinin içine yukarıda gösterilen (5.3) ve (5.5) 

silindirik harmonikleri içine yazılırsa  

𝑄𝑛𝑚
10 = ∫{(𝐻𝑛

(2)(𝑘0𝜌1
′ )𝑒−𝑗𝑛ф1

′
)𝑛̂′ ∙ 𝛻′(𝐽𝑚(𝑘1𝑟1

′)𝑒𝑗𝑛ф1
′
)
𝜌1

𝜌0
                              

𝑆

 

                                            −(𝐽𝑚(𝑘1𝑟1
′)𝑒𝑗𝑛ф1

′
)𝑛̂′ ∙ 𝛻′(𝐻𝑛

(2)(𝑘0𝜌1
′ )𝑒−𝑗𝑛ф1

′
)} 𝑑𝑙′ 

(5.7) 

 

ifadesi elde edilir ve benzer şekilde 𝑅𝑔𝑄̅10 matrisinin elemanları  

𝑅𝑔𝑄𝑛𝑚
10 = ∫{(𝐽𝑛(𝑘0𝜌1

′ )𝑒−𝑗𝑛ф1
′
)𝑛̂′ ∙ 𝛻′(𝐽𝑚(𝑘1𝑟1

′)𝑒𝑗𝑛ф1
′
)
𝜌1

𝜌0
                          

𝑆

 

                                             −(𝐽𝑚(𝑘1𝑟1
′)𝑒𝑗𝑛ф1

′
)𝑛̂′ ∙ 𝛻′(𝐽𝑛(𝑘0𝜌1

′ )𝑒−𝑗𝑛ф1
′
)} 𝑑𝑙′ 

(5.8) 

 

şeklinde olurlar. 

𝑛,𝑚 ∈ [−𝑀,𝑀]  olmak üzere 𝑀  arttıkça 𝑄̅ ve 𝑅𝑔𝑄̅  matrislerinin davranışlarını 

incelemek için bu kısımlarda yazılan Hankel ve Bessel Fonksiyonlarının asimptotik 

davranışlarını da bilmek, incelemek gerekmektedir. Bu nedenle bu fonksiyonların 𝑛 →

∞ için asimptotik gösterimleri [14]’te olduğu gibi incelenirse 

|𝐽𝑛(𝑥)|~
1

√2𝜋𝑛
|(

𝑒𝑥

2𝑛
)
𝑛

| (5.9) 

|𝐻𝑛
(1,2)(𝑥)|~√

2

𝜋𝑛
|(

2𝑛

𝑒𝑡
)
𝑛

| (5.10) 

 

sonucu elde edilir ve buna ek olarak Stirling formülü ise aşağıdaki şekilde verilir: 

𝑛!~√2𝜋𝑛 (
𝑛

𝑒
)
𝑛

 (5.11) 
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(5.11) formülü (5.9) ve (5.10) gösterimlerinde kullanılarak aşağıdaki gösterimler elde 

edilir: 

|𝐽𝑛(𝑥)| ≤
𝑒|𝐼𝑚 𝑥|

𝑛!
|(

𝑥

2
)
𝑛

| (5.12) 

|𝐻𝑛
(1,2)(𝑥)| ≤ (𝑛 − 1)! 𝑒|𝐼𝑚 𝑥| |(

2

𝑡
)
𝑛

| (5.13) 

 

Elde edilen bu gösterimler sayesinde 𝑇̅1(1)  matrisinin kötü koşullu olduğu ortaya 

çıkmaktadır [14]. 𝐻𝑛
(1,2)

(𝑥) fonksiyonu (𝑛 − 1)! ile orantılı bir şekilde hızla artarken 

𝐽𝑛(𝑥)  fonksiyonu ise (𝑛)!  ile orantılı bir şekilde hızla azalmaktadır. Bu sebeple 

diyebiliriz ki 𝑅𝑔𝑄̅ matrisi hızlıca azalan karakterde iken 𝑄̅ matrisi ise nispeten dengeli 

karakter göstermektedir. Her ne kadar 𝑄̅  matrisi dengeli gözükse de dairesel 

geometrilerde dahi kötü koşullu olduğunu nümerik sonuçlar yardımıyla göstermek 

mümkündür. Burada teorik olarak diyebiliriz ki, sonsuz boyuttaki bu matris bir kesme 

sayısında kesildiğinde bu matrisin Öklid matris normu ve koşullanma sayısı 

sınırlanmamıştır ve çok hızlı bir şekilde büyümektedir [10],[26]. Bu nedenle birinci 

türden lineer cebrik denklem sistemi özelliği gösteren bu denklem sistemi nümerik 

olarak çözüm yaparken yuvarlama hatalarıyla karşılaşılır. 

(5.1) deki gösterilen denklem, genişletilmiş sınır koşulları yöntemi sayesinde saçıcının 

içine geçen alanın katsayılarına bağlı olacak şekilde ayrıştırılabilir ve böylece 

aşağıdaki eşitlikler elde edilmiş olur: 

−
𝑗

4
𝑄̅10 ∙ 𝑎 = 𝑎 (5.14) 

𝑓1 =
𝑗

4
(𝑅𝑔𝑄̅10) ∙ 𝑎 (5.15) 

 

Burada saçılan alanın katsayı vektörü 𝑓1’in bulunabilmesi için 𝑄̅10 matrisinin tersinin 

alınması gerektiğini (5.14) denkleminden söyleyebiliriz ve bu denklem birinci türden 

lineer cebrik denklem sistemidir. Bu sistemini 𝐼 ̅birim matris ve  𝐾̅ 𝑙2 uzayında tanımlı 

kompakt operatör olmak üzere [14] nümerik açıdan güvenli ve [𝐼 ̅ + 𝐾̅] matrisinin 

koşullanma sayısının sınırlı olduğu [𝐼 ̅ + 𝐾̅]𝑦 = 𝑔 olacak şekilde ikinci türden lineer 

cebrik denklem sistemine dönüştürmek regülerleştirme işlemi ile sağlanır. Bu işlem 
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yani regülerleştirme için köşegen 𝑅̅ matrisi yardımıyla bilinmeyen 𝑎 yardımıyla yeni 

bir bilinmeyen vektör aşağıdaki gibi olur: 

𝑦 = 𝑅̅−1 ∙ 𝑎 (5.16) 

 

(5.16) eşitliği kullanılarak (5.14) denklemi katsayı 𝑄̅10 içinde olduğu düşünülerek 

yeniden yazılırsa  

𝑄̅10 ∙ 𝑅̅ ∙ 𝑅̅−1 ∙ 𝑎 = 𝑎 (5.17) 

𝑄̅10 ∙ 𝑅̅ ∙ 𝑦 = 𝑎 (5.18) 

 

eşitlikleri elde edilmiş olup buradaki köşegen 𝑅̅  matrisi sağdan regülerleştirme 

operatörüdür. Böylelikle (5.18) denklem sistemi yalnızca sağdan regülerleştirilmiştir. 

Buna benzer şekilde soldan bir regülerleştirme operatörü olarak köşegen 𝐿̅ matrisi 

tanımlanır ve (5.18) denkleminin her iki yanı bu yeni 𝐿̅ operatörü ile çarpılırsa  

𝐿̅ ∙ 𝑄̅10 ∙ 𝑅̅ ∙ 𝑦 = 𝐿̅ ∙ 𝑎 (5.19) 

 

elde edilir. Bu işlem yapılarak daha önce birinci türden lineer cebrik sistemi (5.14), 

[𝐼 ̅ + 𝐾̅]𝑦 = 𝑔  gibi nümerik açıdan güvenli ikinci türden lineer cebrik denklem 

sistemine dönüştürülerek regülerleştirilmiş olur. Burada  

𝐿̅ ∙ 𝑄̅10 ∙ 𝑅̅ = 𝐼 ̅ + 𝐾̅ (5.20) 

𝑔̅ = 𝐿̅ ∙ 𝑎 (5.21) 

 

olduğuna dikkat edilir. Birinci türden olan (5.14) sistemini regülerleştirmek için 

köşegen olan 𝑅̅ ve 𝐿̅ için uygun gösterimler ve seçimler aşağıdaki gibidir: 

𝑅̅ = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐻𝑚
(1)(𝑘0𝑎1)] (5.22) 

𝐿̅ = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐻𝑛
(1)(𝑘0𝑎1)]

−1

 (5.23) 
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Bu seçimlerde ele alınan fonksiyonların (5.12) ve (5.13) eşitliklerinde verilen 

asimptotik davranışları gözettiği bilinir ve öz çözümler ile örtüşmesi şart değildir. 

Zaman bağımlılığı uyarınca ikinci türden Hankel fonksiyonlarının kullanılmasına 

rağmen burada birinci türden Hankel fonksiyonlarının görünmesi de bu yüzdendir. 

Burada 𝑎1  ile gösterilen silindirik saçıcının yarı çapı olup ayrıca 𝑅̅  ve 𝐿̅  köşegen 

matris olduklarından dolayı 

𝐿̅ = 𝑅̅−1 (5.24) 

 

yazılabilir. Bu seçim ile 𝑄̅10  matrisi ile sağdan çarpılan köşegen 𝑅̅   matrisi, 𝑄̅10 

matrisinde sütun boyunca değişen ve Bessel fonksiyonu içeren terimleri buna 

asimptotik olarak karşıt davranış gösteren Hankel fonksiyonu ile regülerleştirilir. 

Benzer biçimde köşegen olan 𝐿̅ matrisi 𝑄̅10 matrisi ile soldan çarpılarak satır boyunca 

değişen ve Hankel fonksiyonu içeren terimleri Hankel fonksiyonun tersleri ile 

regülerleştirilir. Böylece 𝐿̅ ∙ 𝑄̅10 ∙ 𝑅̅ matrisi birim ve kompakt matris toplamı haline 

dönüşerek tersinin alınmasında sorun olmayan forma getirilir. Buradan (5.19) 

eşitliğinde 𝑦 vektörü yalnız bırakılarak ki bu işlem yapılırken 𝐿̅ ∙ 𝑄̅10 ∙ 𝑅̅’nin tersi ile 

her iki tarafı soldan çarpmak gerekir ve burada (5.16)’teki eşitlik kullanılarak ise 

aşağıdaki eşitlikler elde edilir: 

𝑦 =  (𝐿̅ ∙ 𝑄̅10 ∙ 𝑅̅)−1 ∙ 𝐿̅ ∙ 𝑎 (5.25) 

𝑎 =  𝑅̅ ∙ (𝐿̅ ∙ 𝑄̅10 ∙ 𝑅̅)−1 ∙ 𝐿̅ ∙ 𝑎 (5.26) 

 

Böylece saçılan alanla ilişkisi bilinmeyen 𝑓1 vektörünü bulmak için (5.26) eşitliğini 

(5.15) denkleminde yerine yazacak olursak ve daha önce kaldırılan  −
𝑗

4
 sabiti tekrar 

dahil edilirse (5.15) eşitliğinin yeni hali 

𝑓1 = −(𝑅𝑔𝑄̅10) ∙  𝑅̅ ∙ (𝐿̅ ∙ 𝑄̅10 ∙ 𝑅̅)−1 ∙ 𝐿̅ ∙ 𝑎 (5.27) 

 

olarak bulunur ve ayrıca 

 

(𝐿̅ ∙ 𝑄̅10 ∙ 𝑅̅)−1 = 𝑅̅−1 ∙ 𝑄̅10
−1

∙ 𝐿̅−1 (5.28) 
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olacak şekilde yazabiliriz. (5.28) eşitliği içerisine (5.27) eşitliği yazıldığı zaman 

𝑓1 = −(𝑅𝑔𝑄̅10) ∙ (𝑅̅ ∙ 𝑅̅−1) ∙ 𝑄̅10
−1

∙ (𝐿̅−1 ∙ 𝐿̅) ∙ 𝑎 (5.29) 

bulunur ve bilindiği üzere bir matris ve onun matrisinin çarpımı birim matris sonucunu 

verdiği için (5.29) eşitliği 

𝑓1 = −(𝑅𝑔𝑄̅10) ∙ 𝑄̅10
−1

∙ 𝑎 (5.30) 

 

şeklinde yeniden yazılır ve bu ifade matematiksel olarak (5.1) gösterimi ile aynı 

olduğunu dolayısıyla (5.27) eşitliğinin doğru olduğunu görmekteyiz. (5.27) 

eşitliğindeki (𝐿̅ ∙ 𝑄̅10 ∙ 𝑅̅)−1  matris tersi sayısal olarak güvenli bir şekilde sonuç 

verirken (5.2)’deki eşitlikten 𝑄̅10
−1

 matris tersini direkt olarak almak sayısal açıdan 

hatalara neden olacaktır. 

5.2. Çok Saçıcı İçin T Matrisin Regülerleştirilmesi 

Daha önce iki saçıcı için (4.30) ve (4.31) ilişkilerini 𝑓𝑖 katsayılarının izole edilmiş T 

matrisi cinsinden ifadelerini  

𝑓1 = 𝑇̅1(1) ∙ [𝛽̅10 ∙ 𝒂 + 𝑎̅12 ∙ 𝑓2] (5.31) 

𝑓2 = 𝑇̅2(1) ∙ [𝛽̅20 ∙ 𝒂 + 𝑎̅21 ∙ 𝑓1] (5.32) 

 

olacak şekilde yazmıştık, [12]’te olduğu gibi yeniden düzenlendiğinde  

𝑓1 − 𝑇̅1(1) ∙ 𝑎̅12 ∙ 𝑓2 = 𝑇̅1(1) ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝒂 (5.33) 

𝑓2 − 𝑇̅2(1) ∙ 𝑎̅21 ∙ 𝑓1 = 𝑇̅2(1) ∙ 𝛽̅20 ∙ 𝒂 (5.34) 

 

(5.33) ve (5.34) elitliklerinde olduğu gibi yazılırlar. Böylelikle blokları aşağıda verilen 

şekilde olan 𝐴̅ ∙ 𝑓 = 𝑏 matris sistemi rahatlıkla kurulabilir: 
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𝐴𝑖𝑗 = {
         𝐼 ̅                   𝑖 = 𝑗

−𝑇̅𝑖(1) ∙ 𝑎̅𝑖𝑗          𝑖 ≠ 𝑗
 (5.35) 

𝑏𝑖 = 𝑇̅𝑖(1) ∙ 𝛽̅𝑖0 ∙ 𝒂 (5.36) 

 

Yukarıda gösterimleri yapılan (5.35) ve (5.36) blokları yardımıyla oluşturulan matris 

birinci türden lineer cebrik denklem sistemidir ve alınan silindirik harmonik sayısı olan 

M arttıkça 𝐴̅ matrisi istenmeyen bir durum olarak kötü koşullu hale gelir ve bu kötü 

koşul istenmeyen durumdur dolayısıyla tersi alınırken daha da dikkatli olmak gerekir. 

Bu kötü koşullu sistemi regülerleştirme sayesinde iyi koşullu bir sistem olan 

[𝐼 ̅ + 𝐾̅]𝑦 = 𝑔 şeklindeki ikinci türden lineer cebrik denklem sistemine dönüştürerek 

bir önceki sistemde dikkat edilmesi gereken durumu ortadan kaldıracaktır. İkinci 

türden lineer cebrik denklem sistemi yazılırken daha önce bahsedildiği gibi 𝐼 ̅birim 

matris ve 𝐾̅  𝑙2  uzayında tanımlanmış olan kompakt operatördür [14]. İstenen iyi 

koşullu ikinci türden lineer cebrik denklem sistemini elde etmek için  

𝐿̅ ∙ 𝐴̅ ∙ 𝑅̅ = 𝐼 ̅ + 𝐾̅ (5.37) 

𝑦 = 𝑅̅−1 ∙ 𝑓 (5.38) 

𝑔̅ = 𝐿̅ ∙ 𝑏 (5.39) 

 

eşitlikleri yazılır ve 𝑅̅𝑖, 𝑅̅ köşegen matrisinin blokları olmak üzere aşağıdaki şekilde 

ifade edilir: 

𝑅̅𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐻𝑛
(1)(𝑘0𝑎𝑖)]

−1

 (5.40) 

 

ve burada 𝑎𝑖 dairesel saçıcının yarıçapını temsil etmekte olup ayrıca  

𝐿̅ = 𝑅̅−1 (5.41) 

 

yazılır ve buna ek olarak, 𝐿̅𝑖, 𝐿̅ köşegen matrisinin blokları olarak 

𝐿̅𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐻𝑚
(1)(𝑘0𝑎1)] (5.42) 
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şeklindedir. Tüm gösterimlerde kullanılan 𝐿̅ ve 𝑅̅  daha öncede bahsedildiği gibi 

sırasıyla soldan ve sağdan regülerleştirme operatörleridir. Eğer bu operatörleri daha 

önceki (5.35) ve (5.36) şeklinde blokları verilmiş olan matris sisteme uygularsak  

[𝐼 ̅ + 𝐾̅] = {
                   𝐼 ̅                   𝑖 = 𝑗

−𝐿̅𝑖 ∙ 𝑇̅𝑖(1) ∙ 𝑎̅𝑖𝑗 ∙ 𝑅̅𝑗      𝑖 ≠ 𝑗
 (5.43) 

𝑔𝑖 = 𝐿̅𝑖 ∙ 𝑇̅𝑖(1) ∙ 𝛽̅𝑖0 ∙ 𝒂 (5.44) 

 

eşitlikleri elde edilir ve böylelikle sistem istenen şekilde regülerleştirilmiş olur. 

Daha önce her bir saçıcıdan saçılan ve geçen alanların katsayılarının birbirleri ile ilgili 

olan ilişkilerinden bahsedilmişti. Bu ilişkiler aşağıdaki gibi yeniden düzenlenebilir: 

𝑏0 − 𝑇̅10 ∙ 𝛽̅12 ∙ 𝑏1 = 𝑅̅01 ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝑎0 (5.45) 

𝑎1 − 𝑅̅10 ∙ 𝛽̅12 ∙ 𝑏1 = 𝑇̅01 ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝑎0 (5.46) 

𝑏1 − 𝑅̅12 ∙ 𝛽̅21 ∙ 𝑎1 = 0 (5.47) 

𝑎2 − 𝑇̅12 ∙ 𝛽̅21 ∙ 𝑎1 = 0 (5.48) 

 

Bu denklemler düzenlenerek 𝐴̅ ∙ 𝑥 = 𝑦 lineer denklem sistemi oluşturulduğunda bu 

sistem aşağıdaki gibi olur ve birinci türden lineer cebrik denklem sistemidir: 

[
 
 
 
 
𝐼 ̅ 0 −𝑇̅10 ∙ 𝛽̅12 0

0 𝐼 ̅ 𝑅̅10 ∙ 𝛽̅12 0

0 −𝑅̅12 ∙ 𝛽̅21 𝐼 ̅ 0

0 −𝑇̅12 ∙ 𝛽̅21 0 𝐼 ̅]
 
 
 
 

[

𝑏0

𝑎1

𝑏1

𝑎2

] = [

𝑅̅01 ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝑎0

𝑇̅01 ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝑎0

0
0

] (5.49) 

 

Elde edilen bu daha önceki [14], [12] çalışmalardaki sistemle aynıdır ve bu sistemde 

𝑅̅12  hızla azalan ve 𝑅̅10  hızla artan özellikteki fonksiyonları içerirken 𝑇̅10  ve 𝑇̅12 

istenen şekilde dengelenmiş durumdadır. Birinci türden lineer cebrik denklem 

sistemini regülerleştirerek [𝐼 ̅ + 𝐾̅]𝑧 = 𝑔  şeklinde olan ikinci türden lineer cebrik 

denklem sistemini oluşturmak için önerilen sağdan regülerleştirme operatörü olarak 

ifade edilen 𝑅̅ daha önceki çalışma olan [14]’de olduğu gibi aşağıdaki şekildedir: 
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𝑅̅ =

[
 
 
 
 
 
 [𝐻𝑛

(1)
(𝑘0𝑎1)]

−1

0 0 0

0 [𝐻𝑛
(1)(𝑘1𝑎1)] 0 0

0 0 [𝐻𝑛
(1)(𝑘1𝑎2)]

−1

0

0 0 0 [𝐻𝑛
(1)(𝑘2𝑎2)]]

 
 
 
 
 
 

 (5.50) 

 

Burada Hankel fonksiyonunun tersi ile gelen regülerleştirme operatörleri saçılan 

alanın katsayılarını, diğer operatörler ise gelen alanın katsayılarını belirtir. 

Regülerleştirme yapılırken sağdan regülerleştirme operatörünün blokları için gelen 

veya saçılan alanın katsayılarını belirlemesine göre uygun ifade yazılırsa aşağıdaki 

köşegen matrisler yazılabilir: 

𝑅̅𝑖
𝑅

= 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐻𝑛
(1)(𝑘𝑖−1𝑎𝑖)]

−1

 (5.51) 

𝑅̅𝑖
𝑇

= 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐻𝑛
(1)(𝑘𝑖𝑎𝑖)] (5.52) 

  

(5.51) ve (5.52) köşegen matrislerini (5.50) matrisinde yerine yazarsak 𝑅̅ operatörü 

aşağıdaki gibi olacaktır: 

𝑅̅ =

[
 
 
 
 𝑅̅1

𝑅
0 0 0

0 𝑅̅1
𝑇

0 0

0 0 𝑅̅2
𝑅

0

0 0 0 𝑅̅2
𝑇
]
 
 
 
 

 (5.53) 

 

Sağdan regülerleştirme operatörü 𝑅̅  için uygun gösterim [14]’de olduğu gibidir ve 

buna benzer şekilde soldan regülerleştirme operatörü 𝐿̅  içinde aşağıdaki köşegen 

matris yazılabilir [14]: 

𝐿̅ =

[
 
 
 
 𝐿̅1

𝑅
0 0 0

0 𝐿̅1
𝑇

0 0

0 0 𝐿̅2
𝑅

0

0 0 0 𝐿̅2
𝑇
]
 
 
 
 

 (5.54) 
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(5.54)’te yazılan 𝐿̅ köşegen matrisin elemanları aşağıdaki şekilde doldurulur: 

𝐿̅𝑖+1
𝑅 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐻𝑛

(1)(𝑘𝑖𝑎𝑖+1)] (5.55) 

𝐿̅𝑖+1
𝑇 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐻𝑛

(1)(𝑘𝑖+1𝑎𝑖+1)]
−1

 (5.56) 

 

(5.49) matris sistemine soldan ve sağdan regülerleştirme operatörleri uygun bir şekilde 

uygulanırsa ikinci türden lineer cebrik denklem sistemi elde edilir ve  

𝐿̅ ∙ 𝐴̅ ∙ 𝑅̅ = 𝐼 ̅ + 𝐾̅ (5.57) 

𝑧 = 𝑅̅−1 ∙ 𝑥 (5.58) 

𝑔 = 𝐿̅ ∙ 𝑦 (5.59) 

 

sistemi bulunur ve bu sistem ikinci türden lineer cebrik denklem sistemi olup  

 

[𝐼 ̅ + 𝐾̅] =

[
 
 
 
 𝐼

̅ 0 −𝐿̅1
𝑅

∙ 𝑇̅10 ∙ 𝛽̅12 ∙ 𝑅̅2
𝑅

0

0 𝐼 ̅ 𝐿̅1
𝑇

∙ 𝑅̅10 ∙ 𝛽̅12 ∙ 𝑅̅2
𝑅

0

0 −𝐿̅2
𝑅

∙ 𝑅̅12 ∙ 𝛽̅21 ∙ 𝑅̅1
𝑇

𝐼 ̅ 0

0 −𝐿̅2
𝑇

∙ 𝑇̅12 ∙ 𝛽̅21 ∙ 𝑅̅1
𝑇

0 𝐼 ̅]
 
 
 
 

 (5.60) 

𝑧 =

[
 
 
 
𝑏̃0

𝑎̃1

𝑏̃1

𝑎̃2]
 
 
 

 (5.61) 

𝑔 =

[
 
 
 
 𝐿̅1

𝑅
∙ 𝑅̅01 ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝑎0

𝐿̅1
𝑇

∙ 𝑇̅01 ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝑎0

0
0 ]

 
 
 
 

 (5.62) 

 

şeklinde olacaktır [12].  
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(5.61)’deki regüler katsayı vektörleriyle ilişkili olacak şekilde (5.45)’ten (5.48)’e 

kadar olan eşitliklerin regülerleştirilmiş yeni denklemleri aşağıdaki gibi yazılabilir: 

𝑏̃0 − 𝐿̅1
𝑅

∙ 𝑇̅10 ∙ 𝛽̅12 ∙ 𝑅̅2
𝑅

∙ 𝑏̃1 = 𝐿̅1
𝑅

∙ 𝑅̅01 ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝑎0 (5.63) 

𝑎̃1 − 𝐿̅1
𝑇

∙ 𝑅̅10 ∙ 𝛽̅12 ∙ 𝑅̅2
𝑅

∙ 𝑏̃1 = 𝐿̅1
𝑇

∙ 𝑇̅01 ∙ 𝛽̅10 ∙ 𝑎0 (5.64) 

𝑏̃1 − 𝐿̅2
𝑅

∙ 𝑅̅12 ∙ 𝛽̅21 ∙ 𝑅̅1
𝑇

∙ 𝑎̃1 = 0 (5.65) 

𝑎̃2 − 𝐿̅2
𝑇

∙ 𝑇̅12 ∙ 𝛽̅21 ∙ 𝑅̅1
𝑇

∙ 𝑎̃1 = 0 (5.66) 

 

İki saçıcılı durum için yapılan regülerleştirme operasyonu genişletilerek N saçıcı 

içinde genelleştirmek mümkündür.  
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6. NÜMERİK SONUÇLAR  

Daha önce 4. bölümde uygun prosedürler takip edilerek oluşturulan T - Matris 

Yöntemi bu çalışmanın kapsamı dahilinde olan genişletilmiş sınır koşulları yöntemi 

ile beraber sıfır alan olarak nitelendirilen integral gösterimlerin Green fonksiyonları 

yardımıyla seri açılımları ile ifade edilen silindirik harmoniklerin çözümüne dayandığı 

bilinmektedir. Bu kapsamda söz konusu olan sıfır alan (null field) integralleri farklı 

nümerik çözüm metotları ile oluşturulan integral denklemlerin incelenmesi sonucu 

oluşturulan matrislerin kötü koşullu olarak ifade edilen ve çözüm olarak hataların daha 

sık olduğu birinci türden lineer cebrik denklem sistemi olduğu sonucuna varılır. Birinci 

türden lineer cebrik denklem sisteminde kesme sayısı artıkça nümerik açıdan daha 

güvenilir bir sonuç almayı beklerken hata aldığımızı ve kesme sayısının (truncation 

number) artmasıyla beraber matrisin tersinin alınmasına duyarlılığının arttığı yani 

koşullanma sayısının (condition number) grafiklerde dengesiz ve kararlı olmadığı 

şeklinde ifade edilir. Böylelikle de hatalardan dolayı beklenen çözüm bulunamaz. 5. 

bölümde bahsedilen uygun regülerleştirme adımları takip edilerek oluşturulan 

regülerleştirilmiş T matsisi sayesinde sistem kötü koşullu olduğu bilenen birinci türden 

lineer cebrik denklem sisteminden iyi koşullu olduğu sonucuna varılan ikinci türden 

lineer cebrik denklem sistemine dönüştürülür. Regülerleştirilerek oluşturulan iyi 

koşullu ikinci türden linner cebrik denklemi sayesinde kesme sayısı arttıkça 

koşullanma sayısının istenen düzeyde korunduğu, matrisin tersinin alınmasına 

duyarlılığının korunduğu ve nümerik çözümlerin gerçek çözümlerden uzaklaşmadan 

istenilen gibi olduğu anlaşılır.  

Çalışmanın bu kısmında klasik T matrisi ve regülerleştirilmiş T matrisi yönteminin 

[27]’de olduğu gibi modifiye süperformül ile elde edilen farklı geometrik keyfi 

kesitlere sahip cisimlerden saçılma problemi için uygulanmasıyla elde edilen matris 

denklem sistemlerinin koşullanma sayılarının ve bu matrislerin ranklarının 

karşılaştırılacak olup, ayrıca saçılan alanlara dair çözümlerin yapılan regülerleştirme 

işlemiyle ne kadar iyileştiğine dair sonuçlar incelenecektir. 
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6.1. Tek Saçıcılı Durum İçin Örnekler 

Şekil 6.1’de geometrik yapısı gözlem noktası her yerde 𝑑 = 0  olacak şekilde 

belirlenen 2𝑎 = 0.10/10 olan mükemmel iletken altıgen verilmiş olup Şekil 6.2’de 

bu yapıdaki şekil için 0.10 ve 10  mesafeden gözlenen uniform birim genlikte 200 

THz olarak belirlenmiş olan 𝑧  düzlem dalga, elektrik alanın 𝑧  bileşeninin gözlem 

noktalarından değerleri elektrik alan integral denklemlerinin çözümü ve 

regülerleştirilmiş T matrisi yöntemiyle elde edilmiştir. 

 

Şekil 6.1: Mükemmel iletken tek altıgenin geometrik yapısı. 
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Şekil 6.2: Tek saçıcılı mükemmel iletken altıgen için 0.10 ve 10  mesafeden  

     gözlenen saçılan alan. 

Şekil 6.2’den hareketle, Regülerleştirilmiş T Matrisi Yöntemiyle (RTMY) elde edilen 

çözümlerin Elektrik Alan İntegral Denklemlerinin (EAİD) saçıcı sınırında çözümüyle 

elde edilenlerle tutarlı olduğu ve bu çözümlerin birbirini doğrular nitelikte olduğu 

sonucuna varılır. 
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Şekil 6.3: Tek saçıcılı mükemmel iletken altıgenin kötü (regülerleştirilmemiş)  ve iyi  

                 koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için koşullanma sayısı. 

Tek saçıcılı mükemmel iletken altıgen koşullanma sayısını yorumlayacak olursak 

Şekil 6.3’te görüldüğü gibi kötü koşullu birinci türden lineer cebrik denklem 

sisteminde kesme sayısı artıkça koşullanma sayısı logaritmik artmakta olup, bu artış 

sistemi hataya duyarlı hale getirir ve sistemin nümerik olarak kararlığını tehlikeye atar. 

Uygun regülerleştirme yapılarak elde edilen iyi koşullu ikinci türden lineer cebrik 

denklem sistemi sayesinde koşullanma sayısının tekdüze ve sınırlı olacak biçimde 

düzenlendiği gözlemlenmektedir.  
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Şekil 6.4: Tek saçıcılı mükemmel iletken altıgenin kötü (regülerleştirilmemiş)  ve  iyi  

     koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için rankı. 

Yapılan matris regülerleştirmesiyle beraber matrisin rankının düşmemesi yani 

denklemlerin lineer bağımsız oluşu garanti altına alınmak istenmiştir ve bu durumu 

Şekil 6.4’e bakarak net bir şekilde gözlemlendiği ayrıca regülerleştirme işleminin 

istenilen düzeyde korunduğu gözlemlenmiştir. 

Önceki örnekte de olduğu gibi sonsuz düzgün ve konveks (dış bükey) bir başka kesit 

olarak Şekil 6.5’teki kareyi ele alalım. Şekil 6.4’de geometrik yapısı gözlem noktası 

her yerde 𝑑 = 0  olacak şekilde belirlenen 𝑏 = 0.10/10  olan mükemmel iletken 

kare mevcuttur.  
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Şekil 6.5: Mükemmel iletken tek karenin geometrik yapısı. 

 

 

Şekil 6.6: Tek saçıcılı mükemmel iletken kare için 0.10 ve 10  mesafeden gözlenen  

                 saçılan alan. 
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Şekil 6.6’da mükemmel iletken kare için 0.10  ve 10  mesafeden uniform birim 

genlikte frenkansı 200 THz olarak belirlenmiş olan 𝑧 düzlem dalga, elektrik alanın 

𝑧 bileşeninin gözlem noktalarından değerleri elektrik alan integral denklemlerinin 

çözümü ve regülerleştirilmiş T matrisi yöntemiyle elde edilmiştir. Bu grafiğe bakılarak 

çözümün doğru ve kararlı olduğu bir önceki örnekteki gibi üst üste gelmiş olmasından 

anlaşılmış olup RTMY ile elde edilen çözümlerin EAİD’nin benzer biçimde saçıcı 

sınırında çözümüyle elde edilenlerle tutarlı olduğu ve bu çözümlerin birbirini doğrular 

nitelikte olduğu sonucuna yeniden varılır. 

 

Şekil 6.7: Tek saçıcılı mükemmel iletken karenin kötü (regülerleştirilmemiş) ve iyi  

                 koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için koşullanma sayısı. 
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Şekil 6.8: Tek saçıcılı mükemmel iletken karenin kötü (regülerleştirilmemiş)  ve iyi    

                 koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için rankı. 

Şekil 6.7 ve Şekil 6.8’e bakıldığında kötü koşullu sistemin regülerleştirme işlemi ile 

iyi koşullu hale geldiği görülmektedir. Buna benzer bir sonuç Şekil 6.3 ve Şekil 6.4 ile 

sunulmuştu. Bu sebeple, regülerleştirmenin sisteme etkisi bakımından Şekil 6.3 ve 

Şekil 6.4’te gözlemlenen ve yorumlanan fenomen bu durumda da geçerliliğini 

sürdürmektedir.  

5. Kısımda bahsedildiği gibi önceki çalışmalar [14], [12]’de olduğu uygun sol ve sağ 

regülerleştirme operatörleriyle sağlanmış olup sistemin nümerik olarak daha kararlı 

yapıda olduğunu söyleyebiliriz. Ayrıca kesme sayısı olarak ifade edilen M arttıkça 

elde edilen dönüşüm matrislerinin doğru bir biçimde hesaplanmasını ve çözümleri 

etkilememesini sağladığı bilgisine ulaşılır. Tüm bunların yanında iyi koşullu ikinci 

türden lineer cebrik denklem sistemini çözerken, tüm kesme için daha az iterasyonda 

istenen hata toleransına ulaşıldığını görüyoruz. Ancak, kötü koşullu olduğu bilinen 
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birinci türden lineer cebrik denklem sistemi için M kesme sayısı fazla olduğunda, 

istenen hata toleransı için koşullanma sayısının arttığını gözlemliyoruz.  

Şeklin geometrik yapısını biraz değiştirdiğimizde yani şekli biraz uzatıp ya da şekli 

deforme ettiğimizde oluşan çözümlerde istenilen durumlar benzerlik gösterir. Ancak 

şekilde fazla oyuk olduğu durumlarda sistemin regülerleştirilmesinin doğru yapıldığı 

belli bir düzeyde nümerik açıdan sonuçların doğruluğunu görmemiz mümkündür. 

Şimdi bu durumları gözlemlemek için mükemmel iletken uzun dörtgen ve deforme 

kareyi inceleyecek olursak aşağıdaki sonuçları elde ederiz. 

Şekil 6.9’da geometrik yapısı gözlem noktası her yerde 𝑑 = 0  olacak şekilde 

belirlenen 𝑎 = 0.10/10 olan mükemmel iletken uzun dörtgeni vardır. 

 

Şekil 6.9: Mükemmel iletken tek uzun dörtgenin geometrik yapısı. 
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Şekil 6.10: Tek saçıcılı mükemmel iletken uzun dörtgen için 0.10 ve 10  mesafeden   

       gözlenen saçılan alan. 

Şekil 6.10’da bu yapıdaki şekil için 0.10 ve 10  mesafeden gözlenen uniform birim 

genlikte 200 THz olarak belirlenmiş olan 𝑧 düzlem dalga, elektrik alanın 𝑧 bileşeninin 

gözlem noktalarından değerleri elektrik alan integral denklemlerinin çözümü ve 

regülerleştirilmiş T matrisi yöntemiyle elde edilmiştir. Benzer yorumları yapacak 

olursak  Şekil 6.10’da gözlemlenen noktalara ilişkin çözümün doğru ve kararlı olduğu 

bir önceki örnekteki gibi üst üste gelmiş olmasından anlaşılmış olup RTMY ile elde 

edilen çözümlerin EAİD’nin benzer biçimde saçıcı sınırında çözümüyle elde 

edilenlerle tutarlı olduğu ve bu çözümlerin birbirini doğrular nitelikte olduğu sonucuna 

yeniden varılır.  
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Şekil 6.11: Tek saçıcılı mükemmel iletken uzun dörtgenin kötü (regülerleştirilmemiş)            

       ve iyi koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için koşullanma sayısı. 

Tek saçıcılı mükemmel iletken uzun dörtgen biçimindeki saçıcının koşullanma 

sayısını yorumlayacak olursak Şekil 6.11’de görüldüğü gibi kötü koşullu birinci türden 

lineer cebrik denklem sisteminde kesme sayısı artıkça koşullanma sayısı logaritmik 

artmakta olup, bu artış sistemi hataya duyarlı hale getirir ve sistemin nümerik olarak 

kararlığını tehlikeye atar. Uygun regülerleştirme yapılarak elde edilen iyi koşullu 

ikinci türden lineer cebrik denklem sistemi sayesinde koşullanma sayısının tekdüze ve 

sınırlı olacak biçimde iyileştirildiği gözlemlenmektedir.  
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Şekil 6.12: Tek saçıcılı mükemmel iletken uzun dörtgenin kötü (regülerleştirilmemiş)    

                   ve iyi koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için rankı. 

Şekil 6.12’ye bakıldığında yapılan regülerleştirme ile sistemin kararlığının sağlandığı 

yani regülerleştir operasyonuyla  beraber matrisin rankının düşmemesi garanti altına 

alınmak istenmiş olup şeklin geometrik yapısından dolayı belli bir kesme sayısından 

sonra rankın değiştiği fakat T matris regülerleştirmesinin çözüm açısından tutarlı 

olduğunu ifade etmek mümkündür.  

Şeklin geometrik yapısını biraz daha değiştirip, deforme edip, yani şekli biraz fazla 

oyuk yaparak elde edilmiş mükemmel iletken deforme kare içinde inceleyecek olursak 

Şekil 6.13’te geometrik yapısı gözlem noktası her yerde 𝑑 = 0  olacak şekilde 

belirlenen 𝑏 = 0.10/10 olan mükemmel iletken deforme karenin şekli vardır. 
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Şekil 6.13: Mükemmel iletken tek deforme karenin geometrik yapısı. 

 

 

Şekil 6.14: Tek saçıcılı mükemmel iletken deforme kare için 0.10 ve 10  mesafeden   

                   gözlenen saçılan alan. 
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Şekil 6.14’te deforme kare için 0.10  ve 10  mesafeden gözlenen uniform birim 

genlikte 200 THz olarak belirlenmiş olan 𝑧 düzlem dalga, elektrik alanın 𝑧 bileşeninin 

gözlem noktalarından değerleri elektrik alan integral denklemlerinin çözümü ve 

regülerleştirilmiş T matrisi yöntemiyle elde edilmiş olup aynı yorumları yapacak 

olursak RTMY ile elde edilen çözümlerin EAİD’nin benzer biçimde saçıcı sınırında 

çözümüyle elde edilenlerle tutarlı olduğu ve bu çözümlerin birbirini doğrular nitelikte 

olduğu söylenir. 

 

Şekil 6.15: Tek saçıcılı mükemmel iletken deforme karenin kötü(regülerleştirilmemiş)      

                   ve iyi koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için koşullanma sayısı. 

Şekil 6.15’te gözlemlenen noktalara ilişkin olan koşullanma sayısının grafiği 

mevcuttur. Şekil 6.15’e bakıldığında koşullanma sayısının düzenlenilmeye 

çalışıldığını görüyoruz ve yapılan regülerleştirme sayesinde kötü koşullu sistemin 

regülerleştirmesiyle iyi koşullu sisteme dönüştürüldüğü dolayısıyla koşullanma 

sayısının istenilen düzeyde korunduğu sonucuna varılmıştır.  
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Şekil 6.16: Tek saçıcılı mükemmel iletken deforme karenin kötü(regülerleştirilmemiş)    

                   ve iyi koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için rankı. 

Şekil 6.16’da deforme kare için kötü  ve iyi koşullu sistem için rank gözlenmektedir. 

Şekil 6.16’ya bakıldığında yapılan regülerleştirme ile sistemin kararlığının sağlandığı 

matris regülerleştirmesiyle beraber matrisin rankının düşmemesi sağlanmak 

istenmiştir istenmiştir ancak şeklin geometrik yapısından dolayı belli bir kesme 

sayısından sonra rankın değiştiği ama çözümün önceki örneklerde olduğu gibi 

istenilen düzeyde olduğu sonucuna varmak mümkündür. 

6.2. İkili Saçıcılı Durum İçin Örnekler 

Nümerik sonuçlar açıklanmaya başlandığında ilk olarak mükemmel iletken tek saçıcılı 

durumlar için örnekler verilmişti. Şekil 6.1’den Şekil 6.16’ya kadar tek saçıcılar için 

yapılan T matris regülerleştirmesinin saçılan alan, koşullanma sayısı ve rank için 

tutarlı incelenmiş olup yorumları detaylı şekilde yapılmıştı.  
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Teyitleri sağlamak amacıyla geometrik yapıları aşağıdaki gibi olan ikili mükemmel 

iletken altogen ve kare saçıcılar tercih edildi ve bu saçıcılar için nümerik açıdan kararlı 

olduklarını göstereceğiz. Tüm şekiller tek saçıcılı durumdaki geometrik özelliklerle 

benzer şekilde gözlem noktasından 10 uzaklıkta ve birbirlerine olan uzaklıkları 10 

olacak şekilde dizayn edilerek oluşturuldu.  

 

Şekil 6.17: Mükemmel iletken ikili altıgenin geometrik yapısı. 
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Şekil 6.18: İkili saçıcılı mükemmel iletken altıgen için 0.10 ve 10  mesafeden   

                   gözlenen saçılan alan. 

 

Şekil 6.19: İkili saçıcılı mükemmel iletken altıgenin kötü (regülerleştirilmemiş) ve iyi   

                   koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için koşullanma sayısı. 
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Şekil 6.20:  İkili saçıcılı mükemmel iletken altıgenin kötü (regülerleştirilmemiş) ve   

                    iyi koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için rankı. 

İlk olarak Şekil 6.17’da geometrik yapısı verilen mükemmel iletken ikili altıgen saçıcı 

için Şekil 6.18’de 0.10 ve 10  mesafeden uniform birim genlikte frenkansı 200 THz 

olarak ayarlanan 𝑧  düzlem dalga için saçılan alanın T matris yardımıyla çözümü 

mevcuttur. Bu grafiğe bakarak uygulanan çözümün tek saçıcılı durumlar için 

sağlandığının bir teyidi olduğu sonucuna varıyoruz. Şekil 6.19’da koşullanma 

sayısının iyileştirme sonucu düzenlendiğini ve Şekil 6.20’de matris sisteminin 

rankının regülerleştirme sonucunda sabit ve beklenen düzeyde tutulduğunu görüyoruz. 
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Şekil 6.21: Mükemmel iletken ikili karenin geometrik yapısı. 

 

 

Şekil 6.22: İkili saçıcılı mükemmel iletken kare için 0.10 ve 10  mesafeden  

                   gözlenen saçılan alan. 
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Şekil 6.23: İkili saçıcılı mükemmel iletken karenin kötü (regülerleştirilmemiş) ve iyi  

                   koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için koşullanma sayısı. 

 

Şekil 6.24: İkili saçıcılı mükemmel iletken altıgenin kötü (regülerleştirilmemiş) ve iyi   

                   koşullu (regülerleştirilmiş) sistem için rankı. 
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Benzer yorumları mükemmel iletken kare içinde yapmak mümkündür. Dolayısıyla 

Şekil 6.21’de yapısal olarak verilen ikili kare için Şekil 6.22, Şekil 6.23 ve Şekil 6.24’e 

bakarak uygulanan çözüm yolunun tutarlı olduğunu, yapılan regülerleştirme işleminin 

geçerli olduğu anlaşılmaktadır.  

6.3. Sonuç ve Yorumlar 

Bu çalışmada yapılan tüm gözlemler mükemmel iletken keyfi kesitli şekillerdeki dalga 

saçılma problemleri için 4. kısımda oluşturulan T matrisindeki tersi alınma 

işlemlerinin 5. kısımda daha kararlı hale getirilmesi için uygun regülerleştirme 

adımlarıyla daha kararlı bir yapıya getirilmesi amaçlanarak yapılmıştır. Modifiye 

süperformül ile elde edilen bu şekillerde tek saçıcılı durumlar için gözlenmesi 

beklenen sonuçları kısım 6.1’de detaylarıyla  beraber  görmekteyiz. Kötü koşullu olan 

matris sisteminde tersinin alınmasındaki duyarlılıkların regülerleştirilerek oluşturulan 

iyi koşullu denklem sisteminde iyileştirilmiş olduğu gözlenmiştir. Bununla birlikte 

kötü koşullu olduğu bilinen birinci türden lineer cebrik denklem sistemi için M kesme 

sayısı belirli bir değerden fazla olduğu sırada istenen hata toleransı için koşullanma 

sayısının arttığını ve bunların yanında iyi koşullu ikinci türden lineer cebrik denklem 

sistemini çözerken, tüm kesme için daha az iterasyonda istenen hata toleransına 

ulaşıldığı sonucuna varılmıştır.  

Kısım 6.2’de tek saçıcılı durum için varılan sonuçların ikili saçıcılar içinde tutarlı 

olduğu anlaşılmış olup yapılan T matris regülerleştirilmesinin geçerli ve hata oranı 

düşük nümerik sonuçları verdiği anlaşılmıştır. 

Sonuç olarak yapılan bu çalışmada farklı yapıdaki keyfi kesitli şekillerin vermiş 

olduğu sonuçlardan yola çıkarak yapısal olarak daireye benzeyen yani düzgün çok 

kenarlı geometrik yapılar için sistemin iyileştirildiği, gözlemlenmesi beklenen 

sonuçların T matrisin regülerleştirilmesi ile elde edildiği sonucuna varılmıştır.  
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