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OZET

Bu ¢alismada, giiniimiizde elektrik miihendisligi ve matematik alanlarinda ¢alisilan
Genigsletilmis Siir Kosullar1 (GSK) Yontemi (sifir alan yaklasimi) dairesel silindirik
cisimlere T Matrisi Yonteminin Regiilerlestiricileri ile keyfi kesitli silindirlerden
sacilma problemi i¢in uygulanacaktir. Yok olus teoremi (Extinction Theorem)
yardimiyla bulunan integral denklemlerin Green Fonksiyonu ve Maxwell Denklemleri
uyarinca T Matrisi Yontemiyle iki boyutlu (2B) uygulamalardaki durumlar
incelenecektir. Arastirmada regiilerlestiricilerin sagici silindir kesitlerinin kapsadigi ve
kesitleri kapsayan daireleri tizerlerindeki degerlerinden yararlanilacaktir. Tersi alinan
matrislerin kosul sayilarinin (terse alinma duyarliliklarinin) belirli 6zelliklere sahip
kesitler i¢in 6nemli 6l¢lide azaldig1 niimerik sonuglar ve yorumlariyla tartismal1 olarak
sunulacaktir. Kullanilan yaklasimin artilar1 ve eksilerinden bahsedilecektir.

Anahtar Kelimeler: Genisletilmis Sinir Kosullar1 Yontemi, Regiilerlestirilmis T
Matrisi Yontemi, Sifir Alan Yaklasimi, T Matrisi Yontemi, Yok Olus Teoremi.
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SUMMARY

In this work, nowadays Extended Boundary Conditions (EBC) Method (null field
approach), which has been studied in electrical engineering and mathematics, will be
applied to circular cylindrical objects with the Regulators of the T-Matrix Method for
the problem of scattering from cylinders of arbitrary cross section. The situations of
integral equations found with the help of the extinction theorem in two dimensional
(2D) applications will be examined with the T-Matrix Method in accordance with
Green’s Function and Maxwell’s Equations. In this study, the values of the levelers on
the circles covered by the scattering cylinder sections and on the circles covering the
sections will be used. Numerical results and their interpretations will be discussed
controversially, where the number of conditions (inversion sensitivities) of inverted
matrices are significantly reduced for sections with certain properties. The pros and
cons of approach used will be discussed.

Key Words: Extended Boundary Conditions Methods, Extinction Theorem,
Null Field Approach, Regularized T-Matrix Methods, T-Matrix Methods.
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1. GIRIS

Integral denklemler yiizyili askin siiredir miihendislerin ve matematikgilerin ilgisini
¢ekmistir. Cogu integral denklemlerin kapali form ¢6ziimleri olmadig i¢in bilgisayar

yardimiyla ¢oziimleri ve karakteristik yapilar1 niimerik olarak incelenmistir.

Elektromanyetik sacilma problemlerinin ¢oziimlerinde, Maxwell Denklemleri
yardimiyla elde edilen integral denklemler; ortamin homojensizligi her bolgede pargali
olarak sabit oldugundan, yani sagici ve disindaki ortamin elektromanyetik 6zellikleri
sabit oldugundan yiizey integral denklemleri teknigi yardimiyla ¢6ziilmektedir [1].
Monokromatik dalgalarin dairesel silindirler tarafindan sacilma alanlarmnin analitik
olarak ¢oziimlenmesi elektromanyetik alan konularinda ¢alisan kimseler tarafindan iyi
bilinmektedir [2]. Sa¢ilma problemlerinin integral denklemlerinin ¢dziimiinde
kullanilan pek ¢ok yontemin yani sira gii¢lii bir yaklasim olarak [3]’de ilk olarak

tanitilan T - Matrisi Yontemi zamanla kullanilmaya baslanmaistir.

Elektromanyetik sagilma problemleri i¢in gelistirilen T - Matrisi Yontemi yardimiyla
[4]‘deki gibi gilinlimiizde pek ¢ok alandaki pargaciktan sagilmanin  niimerik
sonuglarinin daha iyi alinmasi ve yorumlanmasi i¢in problemin iyi anlagilmasi

gerekmektedir.

1965 yilinda Peter C. Waterman’in ortaya koydugu ve gelistirilerek gecerliligini
bugiine kadar koruyan T - Matrisi Yontemi ayrica Sifir Alan Yaklasimi (null field
approach) ve Genisletilmis Sinir Kosullar1 Yontemi (Extended Boundary Conditions
Method) olarak da bilinmektedir [5], [7]. Gelistirilen bu yontemle beraber Maxwell
Denklemlerinin ¢6ziimii i¢in alanlarin teget bilesenlerinin sinirda birbirine esit olmasi
suretiyle sinir kosullart uygulanarak matris - denklem sistemi elde edilir. Giintimiizde

kullanilmaya devam edilen bu yontem yiizlerce akademik ¢alismada atif almistir.

2004 yilinda yapilan kaynak derlemesi [8] yontemin sagilma problemlerinde giiglii bir
yaklagim oldugunu gostermekte olup yapilan ilk derleme daha sonraki ¢alismalar
1s181nda genisletilerek 2017°de [9] halini almistir. Yapilan bu derlemeler sonucunda T
- Matrisi Yonteminin gii¢lii niimerik sonucglar alinmasinda ne kadar 6nemli oldugu
anlasilmistir. Bu yiizden elektromanyetik sagilma problemlerinin niimerik kisminda

bu yontem giiniimiizde hala kullanilmaya devam etmektedir.



1.1. Tezin Amaci, Katkisi ve icerigi

Yapilan aragtirmalar ve literatiir derlemeleri [8], [9] T - Matrisi YOnteminin 6nemini
vurgulamaktadir. Sacilma problemleri i¢in kullanilan T - Matrisi Yontemi bu tezin
kapsami olan mitkemmel iletken keyfi kesitli silindirik cisimler igin regiilerlestirilmis
olup problemin ¢oziimiinde kullanilacaktir. Literatiirdeki ¢alismalarda T - Matrisi
Yonteminin kiiresel ve kiiresel olmayan parcaciklardan sagilimin incelenmesinde ve
benzer 3D elektromanyetik sagilma problemlerinin ¢dziimiinde uygulandigi
goriilmektedir. Bunun yani sira, T - Matrisi Yonteminin 2D problemler igin
kullanimina [10] ve [11]’deki gibi fotonik kristal yapilarinin analizi uygulamalarinda

rastlanir.

Bu ¢alismada, T - Matrisi Yonteminin bahsedilen uygulamalar i¢in yarar1 goz 6niine
alinarak milkemmel iletken keyfi kesitli silindirik cisimlerden sagilma probleminin
¢Oziimii i¢in T - Matrisi YoOntemi, regiilerlestirme operasyonuyla niimerik olarak

kararli ve isabetlli sonuclar elde etmek igin tercih edilmistir.

Yok Olus Teoremine (Extinction Theorem) gore yiizey akimi nesnenin i¢ kismi
boyunca toplam alanlar1 tam olarak yok eden veya sondiiren bir alan katkis1 iiretir. Ilk
olarak, Yok Olus Teoremi [12], Genisletilmis Sinir Kosullar1 (GSK) olarak kullanarak
nesnenin i¢ kismi boyunca gegerli olan Yiizey Integral Denklemlerini elde etmek igin
kullanilacaktir. Ancak ikinci olarak, elde edilen integral denklemlerin i¢ kisim
boyunca analitik stireklilikten dolay1 herhangi bir kisimda tutulmasi gerektigine dikkat
etmeliyiz [13]. Bu iki 6nemli kisim ¢6ziim de kullanilacak T - Matrisin elemanlarini
olusturacaktir. Tiim bu durumlar1 goz Oniine alarak bu c¢alismada Dirichlet Problemi
icin sayisal verilerin dogrulugunun regiilerlestirilen bu yontemle incelemesi

amaglanmaktadir.

Elektromanyetik sa¢ilma problemlerinde Helmholtz denklemleri iki boyutta ve ii¢
boyutta T - Matrisi Yontemi yardimiyla ¢oziilebilir. Coziimiin temelleri yukarida
bahsedilen sifir alan yaklasimi, genisletilmis sinir kosullar1 yontemine dayanir.
Boylece keyfi kesitli silindirik bir cismin sinirindan uygun kesitte aranan yiizey akimi
yogunluklari i¢in sacic1 olarak kullanilan cisim iizerinden bir seri elde edilebilir. ki
boyutta dairesel, {i¢ boyutta kiiresel sagicilar igin kullanilan yontemle bir lineer
denklem sistemi fiiretilir, ancak ortaya c¢ikan sistem dogasi geregi kot kosullu

oldugundan sistemin regiilestirilmesi [14]’de bahsedildigi gibi yapilip (analitik



regiilerlestirme) ikinci tiirden iyi kosullu bir lineer denklem sistemine ¢evrilir. Tersi
alinarak olusturulan bu matrislerin kosul sayilarinin belirli 6zelliklere sahip kesitler

icin 6nemli 6l¢iide azaldigr gosterilmistir [15].

Sag¢ilma problemi i¢in T - Matrisinin Regiilerlestirilmesi, yilizeyde yazilan integral
denklemlerin Fredholm birinci tiirden integral denklemi olup kotii kosullu oldugu igin
gerekmistir [16], boylece regiilerlestirme sonucunda lineer sistemdeki olumsuz
kosullar ortadan kaldirilarak niimerik agidan daha kararli olan ikinci tiirden lineer
denklem sistemi olusturulmustur. Yapilan regiilerlestirme islemi matrislerin koti
kosullu dogasindan kaynakli olan kararsizliklarin terslerinin alinarak giderilmesi i¢in
yapilmis olup kosullanma sayisinin belirli 6zelliklere sahip kesitler i¢in 6nemli 6lgiide
azaltilmasi ve artan kesme sayisiyla beraber rankin diizenli olarak artmasi amaclanarak

yapilmistir.

Genisletilmis Sinir Kosulu (GSK) Yonteminin 2B (iki boyutlu) veya 3B (ii¢ boyutlu)
uygulamalarindaki radyal 6z fonksiyonlari, sirasiyla tam veya buguklu indisleri ile
duran ve disa giden dalgalar i¢in kullanilan Bessel ve Hankel fonksiyonlarindan
olusur. Bu silindirik veya kiiresel harmoniklerin sayisi, kurulan denklem sisteminin
matrisinin kotii kosullandirilmis yapisi [14], [17] tizerinde 6nemli bir rol oynar. Bu
sorunun Ustesinden gelmek i¢in bu radyal 6z fonksiyonlarin 6lgeklenmesi ya sonlu bir
statik limit elde etme motivasyonu ile [18] ya da ¢oziimlerin rezonans igerigini
korumak i¢in uygun garpanlara ayirma [19] ile onerilmektedir. Bu dl¢eklemeler, bu
radyal fonksiyonlarin indisleri sonsuza giderken asimptotik seri agilimlarinin 6nde
gelen terimlerinden kaynaklanmaktadir [20]. 2B sinir integral gdsterimlerinden
kaynaklanan bir perspektif, dairesel silindirik bir sistemin sagilma ve iletim
katsayilarinin radyal fonksiyonlara bagimliligimi ve bunlar1 dengeleyen asimptotik
davranigsa sahip olan regiilerlestiriciler araciligiyla ilgili sac¢ilma matrislerinin
regiilerlestirilmesi i¢in bir yordam ortaya koymaktadir [14]. Bu regiilerlestiriciler, ¢ok
sayida dairesel silindirik sa¢ilma sisteminde regiilerlestirilmis 6zyinelemeli T - Matrisi
uygulamasi sirasinda kullanilir [21]. Bu regiilerlestirme, probleme dair matris
gosterimi i¢in ikinci tiirden bir lineer cebirsel denklem sistemine ulasmay1 amaglayan
motivasyonuyla yukarida bahsedilen Ol¢eklemelerden ayrilir. Bu tiir sistemler
araciligiyla elde edilen ¢6ziimler yuvarlama hatalarina karsi bagisiktir [17]. Silindirin
kesiti daireden saptifinda, daha once oOnerilen regiilerlestiricilerin gecerliliginin

arastirilmasi buradaki ¢alismanin temel amacidir.



2. ELEKTROMANYETIK ALANIN TEMELLERI

Elektromanyetik alanin temel denklemleri Maxwell denklemleridir. Bu kisimda
Maxwell denklemlerine genel bir bakisla denklemlerin tiirev ve integral formlar

incelenip Helmholtz Denklemlerinin eldesinden bahsedilecektir.

Maxwell Denklemleri, klasik elektromanyetizmanin ve klasik optigin temellerini
olusturan kismi diferansiyel denklemlerdir. Elektromanyetik dalgalarla iliskili elektrik
ve manyetik alanlarin, yiiklerin ve akimlarin iliskilerini fiziksel yasalar ile beraber
Maxwell Denklemleri inceler [22]. Maxwell Denklemlerinin fazorii yazilirken
w frekansi ile ifade edilir, ayrica elektromanyetik dalgalarin yayildigi ortamlarin

sabitleri € ve p’diir.

2.1. Maxwell Denklemleri

Maxwell Denklemleri asagidaki dort diferansiyel denklemden olusur:

0B
= —— 2.1
V XE P (2.1)
oD
= — 2.2
VxH o+ (2.2)
V-D=p (2.3)
V- B=0 (2.4)

Burada E ve H sirasiyla elektrik ve manyetik alan vektoriinii, D ve B sirastyla elektrik
ve manyetik aki yogunlugunu, J elektrik akim yogunlugunu ve p ise manyetik yiik

yogunlugunu temsil etmektedir.

D ve E , B ve H arasindaki iliski € elektrik gegirgenligi, p manyetik gecirgenligi
ifade edecek sekilde asagidaki esitlikler yazilir:

D =¢EveB =puH (2.5)

(2.5) esitligi (2.1)’den (2.4)’e olan denklemlerde tekrardan yerine koyuldugunda yeni
esitlikler asagidaki gibi olur:



0H

_ 1 2.6

V XE uc’)t (2.6)
JE

= g— 2.7

VXH=¢eo +] (2.7)

V-¢cE=p (2.8)

V-uH=0 (2.9)

J ve p kaynaklarinin ve bunlara bagh ortaya ¢ikan elektromanyetik alanlarin zamanla
sinlizoidal olarak degistigini, agisal frekansin w oldugunu varsayarak yukarida yazilan

(2.6)’ten (2.9)’a kadar olan esitlikleri

V XE = —jwuH (2.10)

V XH = jweE +] (2.11)
p

- E==- 2.12

v-E=" (2.12)

V-H=0 (2.13)

seklinde yeniden diizenlemek miimkiindiir.

Maxwell denklemlerinin fiziksel anlamlarimin anlasilmas: i¢in bu denklemler
genellikle integral formda ifade edilir ve boylece fiziksel anlamlarini anlamak
kolaylasir. (2.14)’te yazilan Stokes Teoremi yardimiyla Maxwell denklemlerini
kolaylikla integral formda yazabiliriz. Ilk olarak stokes teoremini yeniden hatirlayacak
olursak: Stokes Teoremi, A vektor, da normal yonii 71 isaret eden diferansiyel yiizey
elemani vektorii, dl [ yoniinde olan bir diferansiyel ¢izgi elemani vektorii olmak

kosuluyla asagidaki gibi yazilir:

f(v xA)-dazng-dl (2.14)

(2.1) ve (2.2)’de yazilan denklemlere (2.14) esitligi uygulanarak denklemler integral

forma asagidaki gibi dontistiiriilebilir:



jg E-ai=—[28 .4 (2.15)
= at a .
D

ng-dlzf(%—t+]>-da (2.16)

Bilindigi gibi elde edilen denklem (2.15), Faraday’in kapali bir yol etrafindaki bir
elektrik alanin ¢izgi integrali boyunca toplam manyetik akidaki degisiminin zamana
bagli olarak negatifine esit oldugu indiiksiyon yasasini temsil eder. Ayrica elde edilmis
olan (2.16) esitligi, bir manyetik alanin kapali bir yol boyunca ¢izgi integralinin toplam

akima esit oldugu amper yasasini temsil etmektedir [13].

Gauss Teoremi, S bir VV hacmini ¢evreleyen kapali bir yiizey olmak {izere asagidaki

gibi yazilabilir:

f(V *A)dv = fA - da (2.17)

Benzer sekilde (2.3) ve (2.4) denklemlerine (2.17)’deki integral doniistimii

uygulanarak biinye denklemleri asagidaki integral forma dontistiiriilebilir:

JD-da=Jp-dv (2.18)

jB da=0 (2.19)

Bilindigi gibi denklem (2.18), herhangi bir kapal1 yiizeyden disar1 akan toplam elektrik
akisinin, yiizey tarafindan cevrelenen toplam yiike esit oldugunu sdyleyen Gauss
Yasasidir. Ayrica denklem (2.19)’den ylizeyde manyetik yiikiin olmadiginin

belirtildigini s6ylemek miimkiindiir.

Maxwell denklemleri E ve H arasinda duallik 6zelligine sahiptir. Maxwell
denklemlerinde J ve p ya sirasiyla , manyetik akim yogunlugu J,, ve manyetik aki

yogunlugu p,, karsilik gelecek sekilde yeniden diizenlendiginde:



V XE=—jopH —J,, (2.20)

V X H = jwsE + ] 2.21)
v-E=? (2.22)

&
v-H=p—:1 (2.23)

esitlikleri elde edilmis olur.

(2.20) ve (2.21) denklemlerinden, E ve H yi saglayan vektor denklemleri

VXV XE— K’E=—joy — V XJn (2.24)
VXV XH- k*H =—jopJ,, — V XJ (2.25)

k ortamin dalga sayis1 olmak {izere

k = w\fen (2.26)

(2.24) ve (2.25)’te oldugu seklinde yazilabilir.

VXV XA=VV-4— V%A (2.27)

(2.22), (2.23) esitlikleri ve (2.27)’teki vektor ozelligi kullanilarak (2.24) ve (2.25)
denklemleri yeniden yazildiginda:

1
VZE + k’E = joyJ +V X Jpu + EVp (2.28)

1
VZH + k?H = jopJ,, — V X J + ﬁme (2.29)

esitlikleri elde edilir. Elde edilen bu denklemler kaynaksiz bolgede asagidaki
Helmholtz Denklemleri olarak yazilabilir:



V2E + k2E = 0 (2.30)
VZH + k*H = 0 (2.31)

Elektromanyetik problemler, verilen sinir kosullar1 altinda 6nce (2.28) veya (2.30)
esitliklerinden E elde edilerek, ardindan (2.20)’den H ¢ekilerek ya da verilen sinir
kosullar1 altinda 6nce (2.29) veya (2.31) esitliklerinden H elde edilerek, daha sonra
(2.21)’den E elde edilerek ¢oziilebilir. Ancak E ve H ’yi dolayli olarak vektor
potansiyeli, skaler potansiyel ve Hertz vektorleri gibi yardimci biiyiikliikler

aracilifiyla ¢cozmek genellikle daha kolaydir.



3. INTEGRAL GOSTERIMLER

Elektromanyetikte integral gosterimlerin bir ¢ok farkli formda yazilmasi miimkiindiir
ancak bu kisimda yazilacak olan integral gosterimler Green Fonksiyonlar1 yardimiyla

yapilacaktir.

Integral gosterimleri hem skaler alan hem de vektorel alan problemleri i¢in ayr1 ayr
olusturabilmek miimkiindiir. Yiizey integral denklemleri yazilirken homojen/engelsiz
bir ortamda Green Fonksiyonlar1 vardir ve bu boliimde integral denklemleri yazarken

Green Fonksiyonu Teoremi kullanilacaktir.

3.1. Green Fonksiyonlar: ve Dirac Delta Fonksiyonu

Elektromanyetik problemlerinin ¢6ziimleri yapilirken Green Fonksiyonlarindan
yararlanilir. Problemin ¢6ziimii yapilirken r ii¢ boyutta (3B) koordinat vektort, f(r)
bilinmeyen fonksiyon, L lineer operator, r’ kaynak noktasi ve g(r) kaynak olarak

kabul edildiginde asagidaki

L{f(r)} = —g() (3.1)

esitlik yazilir.

G(r—r") Green Fonksiyonu —§(r —r') Dirac Delta Fonksiyonu yardimiyla
denklem (3.1)

L(G(r — r’)) =—-6(r—r') (3.2

seklinde ¢oziliir.

Dirac Delta Fonksiyonu r = r’ hari¢ her yerde sifira esittir. Dolayisiyla bunu ifade

etmek i¢in (3.3) esitligini rahatlikla yazmak miimkiindiir.

S(r—r)=0,r=1r’ (3.3)



Delta fonksiyonu f stirekli bir fonksiyon, ¥V hacim, dv hacmin diferansiyel elemani

olarak:

— ! — I _ f(r,), r'ev
fV FP)S(r —r)dv = fV FS@ —1)dv = { d APMARNEY)

seklinde gosterilir.

(3.4) denkleminde f(r) = 1 olarak kabul edip, merkezi r’ de olan sonsuz ¢ yarigapl

I, silindirik bolgeyi V i¢in kullanirsak

6(r—rdv = 6(r'—r)dv=1 (3.5
Ve Ve
esitligini elde etmis oluruz.

Dirac Delta fonksiyonun matematiksel olarak gosterimi bilindigi lizere oldukca
cesitlidir, ayrica integral, limit ve seri olarak yazimi da miimkiindiir [23]. Green
fonksiyonu simetri 6zelligi saglayan bir fonksiyon oldugu i¢in G(r —r') = G(r' —r)

seklinde yazildiginda sonucu degistirmeyecektir. Bu bilgi kisim 3.3’te kullanilacaktir.

Green fonksiyonu G ’nin islevi, bilinmeyen f fonksiyonunun isleviyle ayni sinir

kosulunu sagliyorsa, f’nin iglevi G kullanilarak agagidaki gibi ifade edilebilir:

F) = f 96, )Y’ (3.6)

3.2. U¢ Boyutta Helmholtz Denklemi icin Green Fonksiyonu

Ug boyut Helmholtz Denklemi i¢in Green Fonksiyonu asagidaki

V26 + k2G == —8(r — 1) (3.7)

(3.7) denklemini saglar. Buradaki Green fonksiyonu olarak ifade edilen G, r’

konumuna gore kiiresel simetri olan bir nokta kaynaktan olusmaktadir. Eger koordinat
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sisteminin orijinini v’ konumuna yerlestirirsek G, r’nin bir fonksiyonu olur ve (3.7)

denklemi

V26 + k2G == —8(r) (3.8)

olarak yeniden diizenlenir. § () orijin hari¢ noktalarda A sabit say1 olmak tizere (3.8)

denkleminin ¢oziimleri

(3.9)

seklindedir. (3.8) denkleminin her iki tarafin1 V; lizerinden integralini aldigimizda

f V2Gdv =] V- (VG)dv = —1 (3.10)
V,

& VS

sonucu elde edilir, burada Gauss teoremini kullandigimizda R, V; sinirinin kiiresel

ylizeyi olacak sekilde (3.10) esitligini asagidaki gibi yeniden yazmak miimkiindiir:

G
J —ds=-1 (3.11)
R

Bu kisimda, r = 0 (3.9) esitligindeé ye yoneldigini ayrica R, yiizey alaninin 4me?
oldugunu kabul ettigimizde (3.11) denkleminde A = ﬁ kullanilarak:
e~ jkr

- 3.12
G yv— (3.12)

elde edilmis olur.

11



Tiim bu ¢ikarimlardan anladigimiz, G’nin 7 orijinden uzaklik olacak sekilde yazilan
bir fonksiyon oldugudur. Sonug olarak, ii¢ boyutta Helmholtz denklemi ig¢in Green
fonksiyonu asagidaki gibi elde edilmis olur.

e—jk|r—r’|

G (3.13)

"~ 4mlr — 1|

3.3. Skaler Alan Problemlerinde Integral Denklemlerin 2B
Problemler i¢in Olusturulmasi

Sekil 3.1: S kapali ylizeyi ve V ve V’ bolgeleri.

V, S ylizeyi tarafindan kapali bir bolge ve V', V bolgesinin dis bolgesi olacak sekilde
gosterilen Sekil 3.1 de f fonksiyonun (3.14) esitligini saglayan bir skaler problem
oldugunu kabul edelim:

Lif(r)} = —g() (3.14)

12



Bilindigi gibi skaler elektromanyetik problemlerde L lineer operatorii asagidaki

gosterimi temsil eder:

L= V2+k? (3.15)

fi ve f,, L domaininde iki fonksiyon oldugunu kabul edip asagidaki esitligi

yazabiliriz:

f1L(f2) - sz(f1) = flVZfz —f272f1 =V-(iVfa - f2Vf) (3.16)

(3.16) esitligini V bolgesinde Gauss Teoremini kullanip integral alarak, i,, disa dogru
S’ye bagl birim vektor diyecek olursak

] (iV?f, — foV2f)dv = f (iVfy — foVf2) - inds
4 s (3.17)

=L <f1%—fz%>ds

esitligine ulagilir.

Elde ettigimiz bu esitlikleri disiiniip, f;’1 (3.14) esitliginde f i¢in ¢dziim olarak secip
ve yine ayni sekilde f,’yi aym esitlikte G(r,r") Green fonksiyonu olarak kabul
edersek, (3.17) denkleminin sol tarafi delta fonksiyonun 6zelligi yardimiyla asagidaki

sonucu elde etmemize olanak tanir:

—f@") + f G(r,v)g(r)dv, rev
174
(3.18)

f G(r,r")g(r)dv, reV’
4

Boylelikle, (3.17) denkleminin yeni diizenlenmis halini (3.19) de gorebiliriz.

13



oG
f {f(‘r) (T‘T') ( I)&} S zf G(T‘,T")g(r)dv
S v

+{ —f@r", revV
0, r eV’

(3.19)

(3.19)’de r ve r’ yer degistirdigimizde ileride kullanilmak tizere asagidaki gibi

{G(r,m TC)_ fir ')aG(r r)}dS’

J;/ G(r,r’)g(r’)dv’+f EPy

S

(3.20)
_ {f(r), rev
- 0, re v’

yeniden yazabiliriz.

Elde edilen (3.20) denklemi r’nin sadece S yiizeyi {izerinde olmasi durumunda higbir
sey ifade etmez. Bu durumda, yiizey integrali 6zel bir degerlendirme gerektirir ve bu
integral denklemlerin tiiretilmesi ile yakindan ilgilidir. Bu esitlik € V igin f'nin
¢Oziimii i¢in kullanilacak olan nihai integral denklemdir. Boylece integral
denklemimiz olusturulmus oldu. (3.19) esitligi inceledigimizde, herhangi bir g
kaynag1 tizerindeki bir hacmin integralini ve S ylizeyinde bir integralin elde edildigini
anlariz. Burada issii ile gosterilenler hacmi, yiizeyi, r' integral alinacak kismin

koordinat vektoriinii ve son olarak r gdzlem noktasini ifade etmektedir.

Elektromanyetik dalga problemleri, genellikle alan bilesenlerinin girift bir sekilde
iliskili oldugu vektor alan problemleridir. Bu problemleri i¢in (3.20)’ye karsilik gelen
iliskiler ¢ok daha karmagiktir.

14



E9 HI
AN

~_

Sekil 3.2: Silindirik sagici.

Simdi silindirik bir nesneden sagilma problemini bir 6nceki sayfa Sekil 3.2°de
gosterildigi  gibi: k, dalga numarali sonsuz uzunlukta z ekseni boyunca
konumlandirilmis yapiya sahip silindirik k; dalga numarali bir nesne tarafindan
elektromanyetik sagilma problemini diisiinelim. Eger gelen dalganin yayilma vektori
z eksenine dik ise sa¢ilma problemi elektrik ve magnetik alanin z bileseni olan f
fonksiyonuna gore iki boyutludur (2B) diyebiliriz. Burada hatirlamamiz gereken
onemli kistm nesnenin iletken bir silindir cisim oldugunda problemin egik durumlarda
bile skaler hale geldigidir [24]. Boylece Helmholtz Denklemi araciligiyla f tarafindan

saglanan denklem:

VE+kHf =0, i=1,2 (3.21)

olarak yazilir.
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Green fonskiyonu radyasyon kosulunu saglayan ve p iki boyutta koordinat vektdriinii

temsil edecek sekilde asagidaki gibi ifade edilir:

1
~ @) ’
G=—HPk(p -

E9, HY T

- !

V!‘

Sekil 3.3: Sacicinin enine kesit goriiniisii.

(3.22)

Problemimiz 2B oldugundan (3.20) da elde ettigimiz temel integral denkleminde ki

hacim ve ylizey integralleri sirasiyla yiizey ve ¢izgi integrallerine indirgenerek yazmak

miimkiindiir. Gelen dalganin kaynaklar1 V bélgesinde oldugu icin, gelen dalganin

alani (3.20) denkleminin sol kismindan hesaplanmas1 gerekir. Coziilecek problemin

onceki sayfa Sekil 3.3 te oldugu gibi C., kapali bolgesinde oldugunu kabul edip

sagicinin i¢ bolgesini yukaridaki (3.20) esitliginde oldugu sekilde se¢ip p ‘yu gozlem

bolgesi olarak kabul ettigimizde R gbézlem noktasi ile kaynak noktasi arasindaki

mesafe ve C sagicinin enine kesitinin ¢evresel sinir ¢izgisi olup alt indis 1 i¢ kismi

temsil etmek {lizere agagidaki gibi yeniden diizenlenir:

i (2)
2| {fl( )2 6B 3y gty 252 )}dl,_{fl(p), pev
C
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Genellikle yukarida yazilmis olan (3.23) ve (3.24) denklemleri f; yerine f cinsinden
ifade edilirler. (3.23) ve (3.24) denklemleri Sekil 3.4’te gosterildigi gibi C sinir ¢izgisi

tizerindeki f; ve aa_n f1 kaynaklarinin dalga sayisinin her yerde k; oldugu ortamda

V’de f; ve V"’ de 0 olarak tiretildigini belirtmektedir. f; ve aa_n f1 temsil eden iki uzun

cizgi Sekil 3.4 hemen C’nin iginde olmasina ragmen hem f; hem de aa_n f1’nin tam

olarak C tzerinde olmasi kastedilmektedir.

Sekil 3.4: (3.23) ve (3.24) denklemlerinin i¢ bolgedeki V ve V' igin integral
gosterimleri

(3.20) esitligini V’ye gore degil de V' gore alt indis 2 dis bolgeyi gosterecek sekilde
integral alirsak asagidaki esitlik elde edilmis olur ve burada V' ortamin dalga sayisi k,

olan ve Sekil 3.5’te gosterildigi gibi C ve C,, ile siirlandirilan bolgedir:

@
(f o ){ oy 2 Ga) fz(P)}dl,
Co

~ 0, pev (325
{ f2(p), pEV (3.26)
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(3.26) esitliginde, i,, vektorii yukarida bahsedilen bolgenin i¢ine dogru yoneldiginden
dolay1 integralin 6niindeki isaret (3.23)’teki esitligin ters isaretlisi olur. (3.25) ve (3.26)

esitliklerinde f fonksiyonuna 2 alt indisi eklenir ve bu dis bolgenin alan miktar1 olarak
ifade edilir. Sekil 3.5’te gosterildigi gibi (3.25) ve (3.26) esitliklerinde f, ve aa_n f2

kaynaklar1 ortamin dalga sayisinin k, oldugu her yerde 1s1ma yapar.

-~ Y — O
. fo) . =
e 2 AN
Va N
7 \
/ N
; A
/ 5
/ N
/
/ f f f \
/ 2 a 2 2 \
/ = ==_ _
! s \\\ an \\
! g N
i // \\ \
[f kz / k p |
! ! z \ ) |
: | 0| b
| f = ~ |
I 2 [
\ (
| \ V / an |
1 \ / !
‘ A / |
‘\ \\ // ! |
~
\ S P V !
N T /
A /
\ C F
\ /
\ / C
\\ // %)
N /
\\ //
N
N Ve
e

Sekil 3.5: (3.25) ve (3.26) denklemlerinin dig bolgedeki V ve V' i¢in integral
gosterimleri.

(3.26) denklemindeki V' bolgesinde f’yi f, gelen ve sagilan dalganin toplami olarak
ifade edilebilir ve boylece asagidaki esitligi rahatlikla yazabiliriz:

fo=fo+f°

(3.23) denkleminde ortamlarin dalga numaralart olan k, ve k; Vi

degistirdigimizde gelen dalgay1 V kapali bolgede asagidaki gibi yazabiliriz:

18
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: (2)
f9 = f {fgw (2)(k2R)af dr, pEV (3.28)
c

on'

Benzer sekilde C yerine C,, secilerek yeniden gelen dalga olarak ifade edilen f9
yazilmak istenirse C, sinirlt bolgesinin i¢ kisminda gelen dalga asagidaki gibi

yazilabilir:

. 2
fg=—]zf {fgw H(Z)(sz)af dl’ (3.29)
Co

Integral denklemleri gdsterimini yaparken f, = f9 ‘nin (3.25)’e koyulmas1 (3.29)
yardimiyla tekrar i¢ bolgede (3.28) esitligini verir ve benzer sekilde f, = f9 ‘nin
(3.26) esitligine koyulmast sonucu (3.29) yardimiyla dis bolgede asagidaki esitligin

elde edilmesini saglar:

f

H(”(sz)

i OHS? (k,R
A {ng dl’ =0 pEV (3.30)
c

4 on'

Burada ortamin dalga sayis1 k, oldugu ortamda yayilan f9 ve % f9 kaynaklarinin

(3.28) esitliginde V bolgesinde f9’yi ve (3.30) esitliginde V' bolgesinde 0 sonuglarini
meydana getirdigini rahatlikla gérebiliriz.

Eger herhangi bir sagilma varsa (3.26) denkleminde (3.27) esitligini yazip (3.29) ve
(3.30) esitliklerini kullanirsak sagilan alan f* asagidaki gibi elde edilir:

(2)
:__U f ){ 9Hy (sz) — HP (k,R) f}dl’ pe V' (331
Coo

R — oo hem f nin hem de Héz)(sz)’nin e_jsz/\/ﬁ ile orantili hale geldigi gercegini

g0z Oniine alarak, (3.31) esitliginde C,, iizerinden intragral aldigimizda C,, sonsuza
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giderken yok oldugunu sdyleyebiliriz ve boylece f° sagilanin dis bolgedeki integral

gosterimi icin asagidaki esitligine ulasiriz:

j OHS (koR) ) f

= ——f fST H, (kZR) dl’, peV (3.32)
c

Diger taraftan V i¢ bolge i¢in benzer prosediirler uygulanarak:
IR

integral gosterimi elde edilmis olur.

aH@ kR
( 2R) H(Z)(kZR) of }dl’ =0, pEV (3.33)

Sonug olarak sunu sdyleyebiliriz ki elde edilen (3.32) ve (3.33) denklemleriyle sagilan
dalganin, (3.28) ve (3.30) denklemleriyle gelen dalganin integral gésterimleri elde
edilmis oldu. Tiim bu esitlikler g6z oniine alindiginda (3.30) ve (3.32) esitlikleri (3.27)
ile kullanilarak siklikla karsilasilan asagidaki son hal elde edilmis olur ve burada f,

genellikle f ile degistirilir:

0H® (k,R)
on’

£s H(Z)(sz) f dl, pevV  (3.34)

e

c

3.4. Vektor Alan Problemleri I¢in integral Denklemlerin
Olusturulmasi

Elektromanyetik dalga problemlerin E ve H’nin kullanildig1 vektor alan problemleri
olup bir Onceki kisimda oldugu sekilde L operatorii yardimiyla skalar alan
problemlerinde oldugu gibi E ve H i¢in integral ifadelerini olusturabiliriz. Kabul

edilen L operatorii asagidaki gibi olup bu kisimda kullanilacaktir.

L=WxVx)-—k? (3.35)
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L domaininde F, ve F, iki fonksiyon olsun. Boylece

FZ 'L(Fl) —F1 'L(Fz) ES V' (Fl X VXFZ _FZ X VXFl) (336)

vektor esitligi sayesinde Gauss Teoremi yardimiyla her iki tarafin V {izerinden

integralini alirsak asagidaki

J. (Fz'VXVXFl—Fl'VXVXFz)dU
v
= f (F{ XV XFy—F, XV XFq)ipds (3.37)
s
esitligi bulunur. Burada F,’yi Green Fonksiyonun herhangi bir skalar ile ¢arpilmisg

olan rastgele bir sabit vektorii olarak sececek olursak asagidaki (3.38) ve (3.39)

esitlikleri yazilabilir:

VG + k*G = —6(r —1") (3.38)
Fy=aG(r—71') (3.39)
VX (@A) =V xA+olVxA) (3.40)

Burada (3.40) vektor 6zelligi kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir:

VXF,=VGXa (3.41)

Burada gerekli ¢ikarimlari yapabilmek i¢in uygun vektorel 6zelliklerin agagidaki gibi

uygulandiklarini hatirlamak gerekir:

VX(AXB)=A(WV-B)—B(WV-A)+ (B-V)A—(A-V)B (3.42)
V(A-B)=(A-V)B+ (B -VA+AX(VXB)+Bx(VxA) (3.43)
7 x(Vp)=0 (3.44)
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(3.42) vektor ozelligi, (3.38) esitligi, (3.43) ve (3.44) vektor dzelliklerinin kullanimi

asagidaki esitligi yazmamizi kolaylastirir:

VxVxF,=—aV%G + (a-V)VG
= afk?G +8(r — )} + V(a-VG) (3.45)

Yukarida elde ettigimiz (3.37) denkleminde F; = E olarak se¢ip, bu ¢alismanin ikinci
kisminda bahsedilen elektromanyetigin temellerindeki E ile ilgili yazilan (2.20) ve
(2.24), (3.39) ve (3.45) yardimiyla yeniden diizenleyecek olursak (3.46)’da oldugu gibi

yazabiliriz:

J {aG - (—jou] =V XxJn) —E-ab(r—r")—E-V(a-VG)}dv
v

= f {ExX (VG X a)+ jouGa X H+ Ga X J,} - i,ds (3.46)
s

Bulunan bu son esitlik (3.46)’da sol taraftaki son terim vektor 6zellikleri ve (2.22)

esitligiyle birlikte kullanilarak asagidaki hale dontistiiriilebilir:

jE-V(a'-VG)dv=J {(v-((a-VG)E) — (a-VG)V - E}dv
14 %4

=a-f VG(E-in)ds—a-f PvGav (3.47)
s v €

Benzer sekilde (3.46) esitligindeki sag tarafindaki ilk terim ise vektdr ozellikleri

kullanilarak asagidaki hale doniistiiriilebilir:

j Ex(VGxa)-dszf (VG x a) - (i, X E)ds
S S

=a- f (i, X E) X VGds (3.48)
S
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Benzer sekilde (3.46) esitligindeki sag tarafindaki son terim ise uygun vektor

ozellikleri kullanilarak asagidaki hale donustiiriilebilir:

f (Ga ) - inds =f V- (Ga x J,)dv
S 4
= fV Um ' Vx(Ga)—Ga- -V x]J,)dv (3.49)

=a-f Um X VG — GV X J)dv
14

Elde edilen tiim bu esitlikleri yukarida bulunan (3.46) denklemine koyup esitligin sol
ve sag taraflarinda uygun integralleri alip yani sol tarafinda hacim integral terimlerini

ve sag tarafinda yiizey integral terimlerini toplayarak asagidaki hale doniisiir:

a f {~jowc — Es(r—r") + PG — JmVG}dv
v €
=a f {(i, - E)VG + (i, X E) X VG + jouGH X i,}ds (3.50)
s
Burada a keyfi bir vektor oldugundan (3.50) denkleminde (a -)olmadan saglanir. r ve

r' degistirerek Green Fonksiyonun karsiliklilik 6zelligi yardimiyla (3.50)’de elde

ettigimiz denklemi asagidaki gibi yeniden diizenleyebiliriz:

f (—jw,u]G —Ja X VG + 3\7'6) dv’
v &
+ f GouG (i, x H) — (iy x E) X V'G — (i, - E)V'G}ds’
S

_ {E, revl
0, rel’ (3_51)
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Biliyoruz ki, denklem (3.51) elde edilen bu esitlik E elektrik alanin ortamda bulunan
bir kaynak iizerinden hacim integralinin ve buna esdeger kaynaklar olabilecek

ortamlardan yiizey integrali cinsinden ifade edilen genel bir gosterimidir [24].

Simdi bunlara ek olarak dualiteden yararlanarak benzer sekilde H manyetik alan igin

denklemi elde edip asagidaki gibi yazabiliriz:

f (~jomG +1 %76 +22776) dv
v &
—f {jweG(iy XE)+ (i,y xH) xV'G + (i, -H)V'G}ds'
S

:{H,rev (3.52)
0, reV’

Bu denklemlerde diferansiyel elemanlar dv' ve ds’ r' konumunda bulunurlar ve V'
ise asal koordinatlara gore V’dir. Ayrica i,,7,],Jm, p Ve H’de r"’niin fonksiyonlaridir.
Sol tarafta bulunan E, r'’niin bir fonksiyonudur ancak sag taraftaki E , r’nin bir
fonksiyonudur. (3.51) de yazilan r € V denklemi, elektrik alan1 E’yi ger¢ek kaynaklar
tizerindeki bir hacim integralinin ve ylizeydeki esdeger kaynaklar olarak kabul
edilebilecek alanlar iizerindeki bir yiizey integralinin toplami cinsinden ifade eden

genel bir integral gosterimidir.

(3.51) ve (3.52) da bulunan esitliklerde tiim nicelikleri alt indis 1 ile gosterip bunlara
ek olarak birinci kisimdaki notasyonu sirasiyla K{ve K,,; elektrik ve manyetik ylizey
akimlar olacak sekilde degistirerek, 1, ve n,,, elektromanyetik alanlarda tanimlanan

elektrik ve manyetik yiizey kaynaklarin1 agagidaki gibi tanimlayalim:

K1=—inXH1, Km1=inXE1
m = —&ln Eyq, Nm1 = —Hiln - Hq

(3.53)

(3.51) ve (3.52) denklemlerindeki yiizey integrallerinin yine ayni denklemlerde ki
hacim integrallerin J, J,., p Ve p,, hacim kaynaklar sirasiyla Ky, K1, 11 Ve N
ylizey kaynaklari ile degistirildiginde ne olacagini kolayca bulabiliriz. K1, K1, 11,
Nm1 YUzey kaynaklar1 asagidaki smir kosullarindaki E,, H,, K, K,,, 1, 11, 'in

sirastyla 0, 0, K4, K1, 11 Ve 1 1le degistirilmesiyle elde edilir.
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Bu kisimda temel sinir kosullarini hatirlayacak olursak temel sinir kosullart asagidaki

gibidir:

—ip X (E; —Ey) = Kpy (3.54)
inx (Hy— Hy) =K (3.55)
in-(D2—Dy) =7 (3.56)
in(By—By) = (3.57)

(3.54)’ten (3.57)’e kadar olan esitliklerdeki smnir kosullar1 yazilirken; 1 ve 2 alt
indisleri sirastyla ortam 1 ve ortam 2’yi; K ve n siirda sirasiyla elektrik ylizey akim
yogunlugu ve elektrik yiizey yiik yogunlugunu; K,, ve n,, siirda sirasiyla manyetik
ylizey akim yogunlugu ve manyetik yiizey yiik yogunlugunu ve i,, ortam 2’yi gosteren

birim normal vektdrii oldugu bilinmelidir.

V- K =—jwn, Vs * Ky = —jomy, (358)

(3.58) yazilirken V; asagidaki gibi tanimlanir:

V=V —i,— (3.59)

(3.58) esitligini, i, - E ve i,, - H alanlarinin normal bilesenleri ile i,, X H ve i, X E
alanlarin teget bilesenlerini birlestiren denklemler olarak gorebiliriz. Bu iligkileri
(3.51)’deki i, - E terimini ve (3.52)’deki i,/ - H terimini alanlarin tegetsel bilesenleri

cinsinden ifade edebilmek icin kullanacagiz.

Gauss teoreminin iki boyutlu durumlar i¢in ifadesini asagidaki gibi yazabiliriz:

J 7! - (GK)ds' =0 (3.60)
S

Daha sonra uygun doniisiimler sayesinde yeniden diizenlersek:
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f GV, Kds' =— f KV, Gds' (3.61)
S S

esitligini yazabiliriz.
(3.58) esitligini ve K-i, =0 iliskisi kullanilarak yeniden diizenleme yaparak

asagidaki integral gosterimine ulasiriz:

fnads'=—if K-\7S’Gds’=—if K- V'Gds' (3.62)
S wJg wJg

V ile islem yaparak n ve K’nin V s6z konusu oldugunda sabit olduklarini kabul ederek

V ile K - V operatorlerinin sirasini degistirdigimizde

f nGds' = -1 f (K - V)VGds' (3.63)
s wJs

esitligi elde edilir.
(3.53)’deki esitlikleri ve (3.64) V operatoriiniin 6zelligi yardimiyla E ’nin normal

bilesenini H’nin tegetsel bileseni yardimiyla

VG =-V'G (3.64)

f (in - E)V'Gds’ =—Lf {(iyy X H) - V'}V'Gds’ (3.65)
s We Jg

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde (3.66) esitligi yazilabilir:

f (i -H)V'Gds" = - L f {(i,y X E)-V'}V'Gds’ (3.66)
s WH Jg
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Sekil 3.6: I¢ bolgeyi ifade eden (3.67) ve (3.68) integral gosterimleri V’de (E;, H;)
ve V' ’de (0,0) degerlerini siir egrisi C tizerindeki (Eq, H;) ’in
fonksiyonlar1 olarak verir.

El = f {j(,l),u.lGl(inl X Hl) - (inl X El) X V,Gl - (inl * El)V,Gl}dS’ (3 67)
B .
rev
Hl = _f {iwelGl(inl X El) + (inl X Hl) X V,Gl
s (3.68)

+(in’ " Hl)V,Gl}dS,
revVv

27



Sekil 3.7: Dis bolgeyi ifade eden (3.69) ve (3.70) integral gosterimleri V'’de
(E,, H,) ve V°de (0,0) degerlerini sinir egrisi C tizerindeki (E,, H,)’in
fonksiyonlar1 olarak verir.

E2 = Eg _J {jwﬂsz(inl X Hz) - (inl X Ez) X VIGZ
S

(3.69)
—(in’ " Ez)V’Gz}dsl

rev’
HZ = H‘g _f {_i(l)ngz(inl X Ez) + (inl X Hz) X V’Gz
S

+(in/ " Hz)V,Gz}dS,
reVv’

(3.70)

Yukaridaki 6nceki durumlarda kabul ettigimiz gibi V/’de bir hacim kaynagi yoktur.
Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 da gorselleri verilen durumlar igin vektor denklemleri yukarida

(3.67) — (3.70) denklemlerindeki gibi yazilir ve burada G, ve G,’ igin asagidaki (3.71)

esitlikleri kullanilacaktir:
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e—jk1|r—r'| e—jk2|r—r'|

= 3.71
P — ve G, ( )

G =
1 dt|r —r'|

Burada, ne (3.67) ve (3.68) esitliklerinin sag taraflar1 P € V' ne de (3.69) ve (3.70)
esitliklerinin sag taraflar1 P € V icin degerleri bize verilmemis olsa da yukarida ki

Sekil 3.6 ve Sekil 3.7°den bunlarin sifir olduklarini rahatlikla sdylemek miimkiindiir.

Bu denklemleri, elektrik ve manyetik yiizey akimlart olan K; ve K,,; a¢isindan

yeniden yazabiliriz [25] ve boylece asagidaki integral gosterimlere ulagsmis oluruz:

El = f {_jw‘lllKlGl - Kml X V’Gl - ]_(Kl - V’)V’Gl} dS’
s wéq

rev (72
H, = —fs {—jwelelcl + K, xV'Gy — w]—l.ll(Kml . V’)V’Gl}ds’
rev (73
E,= E9+ fs {—jwuszGz — Ky X V'G, — (‘)]—;Z(K2 : V’)V’Gz}ds'
rev’ (374
H, = HY +fs {—ja)eszsz + K, xV'Gy — w%z(sz - V’)V’Gz}ds’
rev’ (3.75)

(3.53)’te gosterimleri yapilmis olan elektrik ve manyetik esdeger yilizey akimlar

sayesinde asagidakini diyebiliriz:

Klz—inXHl, KmlzinXEl

K, =i, X Hy, K, = —i, X E, (3.76)

Burada 6zel bir durum olarak, S iizerinde bir ylizey akimi olmadig1 durumda K, =
—-K, ve K,1=-K,» demek mimkiindir. (3.72)’den (3.75)’e kadar olan
denklemlerde Ky, K,,1, K2 ve K,,,» esdeger akimlarinin higbiri S {izerinde normal
bir bilesene sahip degillerdir. Bu yilizden bu denklemlerdeki Ky X V', K0 X V',
K, x V' ve K, x V' ifadelerindeki V"’in I} ile yer degistirildigi durumlarda gegerli
oldugunu soylenebilir. (3.67) ile (3.70) esitliklerinden farkli olarak, (3.72) ile (3.75)
denklemlerinin bir diger 6zelligi de alanlarin normal bilesenlerinin artik integral

gosterimlerde goriinmemesidir.
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Integral gosterimler ifade edilirken Green Fonksiyonlarmin sadece birinci kismi

tiirevlerini iceren normal alanlara bagh olmayan durumlar1 diistinmemiz gerekir. Bu
N1

yiizden (3.53) yardimiyla i, - Eq = - deriz. Benzer sekilde K ve n, K; ve n; ile

1
e gens D VsKq C Vs-Km1 .

yer degistirildiginde E i¢in i, - Eq = = ve H ig¢in i, - Hy = —— yazilabilir.
Jwéq jouq

V i¢in yazdigimiz bu gosterimleri V' iginde yazacak olursak i,, * E; = — ZZI;Z ve i, -

2
VsKmz iy ipioe
H, = — =2 diyebiliriz.
2 jousz y

Yukarida bulmus oldugumuz bu dort denklemi (3.67)’den (3.70)’¢ kadar olan
denklemlerde uygun sekilde yerine koyup uyguladigimizda yeni integral gosterimleri

asagidaki gibi olacaktir:

E, = f {—jw,ulKlGl K, X VG + ﬁ(vs' : Kl)V’Gl}ds’
S 1
rev @B77)

H, = —j {—jwlemlGl LK X VG 42— (7 Kml)V’Gl}ds’
5 WHq

rev (379
E, = EY +f {—jw,uzKZGZ — K, XV'G, +£(\75’ . KZ)V’GZ}ds’
S 2
rev’ (3.79)
H, = HY +f {—jweZszGz +K,xV'G, + L(VS’ . sz)V’Gz}ds’
s Wiz
rey’ (3.80)

Eger ortamda herhangi bir sagici yoksa o zaman (E, = E9) ve (H, = H9) olur,
boylece (3.69), (3.70), (3.74), (3.75), (3.79) ve (3.80) denklemlerinin sag taraflarinin
integrallerini hesapladigimizda sag taraflarin sifir olacagini sdylemek asikardir. Bu
nedenle E, ve H,, E9 ve HY ile yer degistirilirse bu integraller yok olacaktir. (3.74),
(3.75), (3.79) ve (3.80) denklemlerinden sonra E, ve H, nin gergekten var olup
goriindiigiine dikkat edilmelidir, cilinkii (3.75) esitliginden sonra K, = i,, X H, ve
K, = —i, X E; olarak yazilmisti. Bu ylizden eger yukaridaki durum ayni
denklemlerde yani (3.69), (3.70), (3.74), (3.75), (3.79) ve (3.80)’de E, ve H,,
(E; —E9 = E®*) ve (H, — HY9 = H®) ile yer degistirilmis olsaydi yine yok
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olacaklardi. Burada E® ve H? elektrik ve manyetik alanlardan sirasiyla yazilan sagici

alanlar1 temsil etmektedir.

3.5. Kesit Diizleminde Vektorel integral Gosterimler

EH

- ———— =

=\

Ky Ky

Sekil 3.8: ilgili koordinatlarda xy-diizlemindeki C sinir egrisiyle ¢cevrelenmis olan
bir silindirin yiizeyin i¢indeki ve disindaki silindirik bolge.

Bu kisimda yazilacak olan integral gosterimler, Sekil 3.8’de oldugu gibi geometrik
yapist diizgiin olan z yoniinde olacak ve diger tiim alanlar z eksenine bagimli olarak

ifade edilecektir [25] :

F(z) = efka7cose (3.81)

A(r)’yi, l¢ boyutlu bir alani temsil etmek iizere, A(p) kesitli alan i¢in degisimi

verecek sekilde asagidaki gibi ifade edelim:
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A(r) = A(p)F (2) (3.82)
1 e—j(bmﬂcy) 1

= dx = 4—ng2) (ayb7=%7), a>0 (3.83)

—0o0 a? +x2

(3.83) integral 6zelligini kullanarak integral aldigimizda asagidaki esitlikleri rahatlikla
buluruz. Bu esitlikler yazilirken bir onceki boliimlerde belirtildigi gibi G; ilgili

bolgenin Green Fonksiyonudur.

. !
e}kzz cos@dzl

]‘” ©  o=jkiflp=p'I?+(z-2")?
F(z")G;dz' = j
o ‘ —wdmy[lp— p'2 + (z — 2')?

— ejkzzcost9 1 e—jki\/R2+t2+jk2tcost9dt
4mVR? + t2
—oco 4TC

1
= 4—jF(z)H§2) <R k7 — k§c0529> (3.84)

Bu esitligin sag tarafindan F(z) kaldirilmasi sonucunda iki boyutlu skaler Helmholtz

denklemi igin bos uzay Green fonksiyonunda k; = ’kiz—kgcosze ile yer

degistirilmesi sonucu
2 (62 2 (2] _
v {hz}+r {h} =0 (3.85)

yardimiyla bulunmustur. Burada V, V; olacak sekilde enine bilesenine ve onun z

bileseni i, % ‘ye ayrilmistir. Simdi esitligin sag tarafinda integral alirsak

j_: F(z)V'Gidz' = jm {(\7; + i, %) Gi} F(z')dz' (3.86)

esitligi bulunmusg olur. Kismi integral alinarak G; ’nin z' = oo de sifir olmasi

sayesinde asagidaki (3.87) esitligine gore
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[00] ] [0e] aF(Z,)
| weoranar -1, [ 6=

= (V{ —jkzcoseiz)f F(z)G;dz' (3.87)

o 1
f F(z)V'G,dz’ :4—]_1:(2)(\7; — jkycos0i,)H? (R /kl? —kgcosm) (3.88)

(3.88) esitligi rahatlikla yazilir.Benzer islemler sayesinde asagidaki esitligin yazilmasi

dz'

mimkimdir;

] K - V') (V'Gdz'

. i ;
= j {F(z’)(K-Vt’)V’Gi+KiZF(z’)ﬁ(|7’Gi)}dz’
= KV — jkycos0i,) j F(z')V'G,dz’

1
={K - (V{ —jkzcoseiz)}IjF(z).

(V{ — jkocos8i,)HY (R /kl? — kgcosm) (3.89)
(3.72)’ten (3.75) ye kadar olan esitliklerde |. ¢ ds’ (3.90)°da oldugu gibi ayristirilip

J ds' = j al' f dz' (3.90)
S Cc —00

yeniden yazilmak istendiginde iki boyutta integral gosterimler icin asagidaki

esitliklere ulagilir:

E, = j [‘jwﬂ1K1 — Kiny X (V{ — jkycos0i,)
c
Lk, (7 = jkycos0i )}V, — jkzcoseiz)] G.dl
we,
H, = j [—jwelel + K, X (V} — jk,cos0i,)
c
— ]—{Km1 - (V] — jk,cos0i,)}(V, —jkzcoseiz)] Gdl’
Wiy
pev (392
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E, =FE9 + f [—jwusz — Ko X (V] — jkycos6i,)
c

— Lk, (V! = jkycos0i)} (V! — jkzcoseiz)] G,dl
Wwe,
sy (%)

H, = HY +f [—jwezl(mz + K, X (V{ — jk,cos0i,)
c

- L{sz (V] — jkycos0i,)}( V] —jkzcoseiz)] G,al’
Wiy
pEV (3.94)

(3.91)’den (3.94)’e kadar olan esitlikleri yazarken G, ve G, cekirdeklerini V ve V'

bolgelerinin dalga numaralar sirasiyla k; ve k, olacak sekilde asagidaki gibi yazariz:

G, = 1y (t,R) ve G, = lH(Z)(Tlm (3.95)
4j0 4j°
i = /kf — kZcos20 ve 1, = k,sinf (3.96)
. .9 _ .8, . d .9 _ . d .
Benzer sekilde V, =V — o =hg tiz5 Ve Ve=V-— o, =gty

olduguna dikkat ederek (3.77)’dan (3.80) e kadar olan esitlikleri yeniden diizenleyerek

kesit diizleminde integral gosterimlerini asagidaki gibi tamamlamis oluruz:

E, = j [—jwp Ky — Ky X (V{ — jkycos0i,)
c

o )
+—wjg {W (i - K1) + jka (i - Kl)cose} (Vi — jkycos0i,)]Gydl’
1
pEV (3.97)
H, = ] [—jwe1Kmy + Ky X (V{ — jkycosBi,)
c
J {3 . o . A
+—— ==y " K1) + jk, (i, - K, )cos@}(V’— k,cos0i,)]G,dl’
wy, Loy >t o™ K2 mi t —Jk2 1G4 (3.98)
pEeEV

E,=E"Y +j [—jwuzK; — Kz X (V{ — jkycos01,)
c

ey X
+$ {W(il’ ‘K, + jk, (i, Kz)cose} (V! — jkycos0i,)]|Cypdl!
2
sev (3.99)
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H, = HY +J. [—jwe, Ky + Ky X (V] — jk,cos0i,)

i 5 ) (3.100)
+-L {— Gy Kg) + ks iy - sz)cose} (V! — jkyc0s0i,)]Codl’
wu, al’
peEV

Bununla birlikte bu sonuglarin tamami (3.93) ten (3.94) e kadar olan denklemler K -
v/ terimlerini ["’ye gore integral alinarak elde edilmistir. Burada K - V/’de goriinen
K’nin K4, K,,1, K5 veya K,,;» oldugu anlasilmalidir. C egrisi acik olsa kismi olarak

integral alabiliriz.

3.6. Eksenel Alan Bilesenleri Icin integral Gosterimleri

E, ve H, , iki boyutlu yapilar1 igeren problemler i¢in ¢ogunlukla temel biiyiikliikler
olarak kullanilmaktadir[25]. Sekil 3.9’de kabul edilen (n, [, z) koordinat sistemi i,, =
i; X i, kosulundaki ortogonal koordinat sistemi olup bu kisimda yazilacak olan

integral gosterimleri bu sekilde yapacagiz.

VF

Bolge 2

Sekil 3.9: Iki boyutlu V ve V' bélgeleri ile egrisel (n, 1, z) koordinatlar.
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(3.91)’den (3.94)’¢ kadar olan esitliklerde Ki z bilesenlerini alip, Ky, K1, K, Ve

K2 Yi L ve z bilesenlerine rahatlikla ayirabiliriz. Boylece asagidaki sonuglar1 elde

etmek miumkiindir:

E —f L - S P
1z — c w 1z mll'an, 1

& we, wy
pEV (3.101)
—jt% 0  kycosO o\~ ,,
le:-fc ol milz Kll’ﬁ_ Wi mi1l EYE Gqdl
pEV (3.102)
2
JT5 0 kycosf o0\, .,
E,, =E] +-fc (wsz K, +szz’a ; ys 2l 377 G,dl
pEV (3.103)
2
—jT5 0 kycosf 0\ A
H =H~"f K K,y—— ' G,dl’
2z z c < 5 m2z 21 a ] W, m2l al, 2

(3.105) ve (3.106) esitlikleri, enine alinan kesitteki koordinat bilesenlerini z

bilesenlerinin cinsinden ifade ettigini kabul ederek asagidaki esitlikleri yazabiliriz:

k W

e = —j 5 Ve, + ) =5 iy X Veh, (3.105)
k WE

he = —j = Veh, —j— iz X Vee, (3.106)

Burada k, = —k,cos@ yerine koyulup, alt indis i’yi i =1,2 olacak sekilde
tanimlarsak yukarida z i¢in yazilan esitlikler [ bileseni i¢inde tanimlaninca asagidaki

gosterimler elde edilir:

E; = L(kzcoseﬁ + wy; aHiZ) ,i=12 (3.107)
i ol ' on
j aHiz aEiz ,
H; = T—?(kzcose TR ™ ) ,i=12 (3.108)

L

Tiim bu gosterimler ve K ’nin daha once ifade edilen tanimlarindan yararlanarak

yeniden yazacak olursak
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- J , 0H,; OE;

K; = (-1)"*'H,, K;, = g(—l)l (kzcose > l‘z — we; a;) (3.109)
- J OE oH;

Kmip = (=1)'Ey, Kmiz = E(—l)ﬁr1 (szOSQa—llZ + wp; anlz> (3.110)

esitliklerini (3.109) ve (3.110)’de oldugu gibi yazabiliriz.

Aslinda buradaki amacimiz, tiim bu iligkileri kullanarak C boyunca teget alanlarin
stirekli oldugunu varsayarak (3.101) den (3.104)’e kadar olan esitliklerde K ’nin

esitliklerini E4, ve Hq, cinsinden ya da E,, ve H,, cinsinden ifade etmektir.

C smir1 boyunca, elektrik ve manyetik alanlarin teget kisimlarinin siirekli oldugunu

kabul edelim.

E;, = Eq,, Hy, = Hy,y, Ey = Eq, Hy = Hy, (3.111)

(3.109) ve (3.110) esitliklerini kullanarak, (3.101)’den (3.104)’¢ kadar olan
esitliklerinin sag taraflarini ya i¢ alanlar E, ve Hq, olarak ya da dis alanlarin1 E,, ve
H,, olarak ifade edebiliriz. Burada dikkat etmemiz gereken E,, ve H,,
gosterimlerinin Eq, ve Hq, gosterimlerinden farkli olmasidir. Bunun nedeni n

bileseni i¢in tiirevlerinin birbirlerine esit olmamasidir.

J0E 0E 0H 0H
Zz¢ 1z ve Zz:/: 1z

(3.112)
on on on on

I¢ alanlar Eq, ve H,,’yi gosterirken, (3.109) ve (3.110) esitliklerinde i = 1 olarak

kabul ederek asagidaki gosterimleri yazabiliriz:

j 0H, 0E4
Ky =H,,, K4, = —E(kzcose 3l = — wey anz) (3.113)
Ky =—E Kz = J—(k cos6 % +w %> (3.114)
mil 1z milz 2 2 3l M1 on .
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(3.113) ve (3.116) esitliklerini (3.101) esitliginde yerine koyarak asagidaki denklem
elde edilir:

E. — f {aElz d kycosf (6H12 H 0 )}G al
2= ). Lon Yon'  we \ ol T
pev (3115)

Bu esitlikte H,, parcalara gore integral alinarak yok edilir. Ayn1 sekilde E4, (3.113)
ve (3.114) esitliklerini de (3.102)’da yerine koyulmasiyla H, esitliginden yok edilirse

sonug olarak asagidaki esitliklere ulasilir:

JE, o\ .

Br= | (G Eugy) Gl pev (3.116)
OH, d\ .

Hi= | (G~ Hugg) Gl pev (3117

Diger taraftan, C sinir1 boyunca kabul ettigimiz siireklilikten dolay1 elektrik ve
manyetik alanlarinin z ve [ bilesenleri, daha 6nce (3.94)’te tanimlanan K, ’ler yine
ayn1 sekilde daha 6nce (3.94)’te tanimlanan K ’lerin eksi isaretlisi yani negatifleri
olacaktir. Bu yiizden (3.113) ve (3.114) esitlikleri yardimiyla

K, = —Hq, K,, = ]—<k cos6 o, — we 6E12> (3.118)
’ 2\ al 1 on
Kzt = Bry, Kz = =2 (Jyco56 sy —aH”> (3.119)
m2l 1z m2z Tf 2 al nul an .

seklinde yeniden yazilirlar. Yukarida bulunan K ifadelerini (3.103) ve (3.104)
denklemlerinde yazdigimizda kismi integral alip (3.96) denkleminden

12 — 15 = k2 — k? (3.120)
ifadesini ¢ikardigimizda p € V' i¢in integral gosterimler asagidaki gibi olurlar:

EZz = Eg
12¢, O 0 (k2—k} 9\a
+f — S 1z—,+#k2605‘9”12_' Godl
¢ \ Ti& On o' weT ol (3.121)
p E VI .
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HZz = Hg
_I_J' t5uy 0Hy, 0 (ki-k3)
c 2y, on’' Zon' wu,t?

0\ .
kzcoseElzﬁ> Gpdl'  (3.122)
peV’

Dis alanlar i¢in E,, ve H,, yi gosterilirken benzer yolu tabip ederek (3.113), (3.114)
(3.1189 ve (3.119) denklemlerinden hizlica asagidaki sonuglar1 yazabiliriz:

Ky = H,,, Ky, = —T]—g(kzcose%— we; %) (3.123)
Ky = —E Ky, =2 (k coso 2E22 4, aHZZ) (3.124)
mill 2z milz T% 2 ol Uy on '
K, = —H,,, K,, = T]—§<k2c059 alailzz — W&, 6;2':) (3.125)
K,y = E Ky = — 2= (k coso £z 4, aH“) (3.126)
m2l 2z m2z T% 2 ol M2 on '

Yazilan tiim bu K gosterimlerini (3.101)’den (3.104)’e kadar olan denklemlerde
yeniden yazarak, (3.116), (3.117), (3.121) ve (3.122) integral gosterimlerinde oldugu
gibi asagidaki gibi diizenleriz:

Ey, = fc C:EZ a;;zf - zz% %kZCOSBHZZ %) G, dll (3127
Hy, = fc (::zz i a;; 2 _ zz%—%kzcoselyzz%) G,dl'  (3.128)
E,, = EY — ]C (a;:f —E,, %) G,dl’ (3.129)
H,, = HY — fc (a;; % _H,, %) G,dl’ (3.130)
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4. T MATRIS YONTEMIi

Bu kisimda daha once 20.ylizyilda P.C.Waterman tarafindan gelistirilen farkli bir
metot olan yok olma (extinction theorem) teoreminden yararlanarak yeni bir teknikten
bahsedecegiz. Bu teoreme gore, sagicinin i¢indeki yiizey alani, nesnenin i¢ kismi
boyunca tam olarak yok edilen ya da sondiiriilen yani sifir olarak kabul edilen bir alan
katkis1 tiretir. Bu kisimda ilk olarak, yok olma teoremini genisletilmis sinir kosulu
(extended boundary contidion) olarak kullanip, sa¢icinin i¢ kismi boyunca gegerli olan
bir onceki kisimda yazilan ylizey alanlar1 igin integral denklemlerin nasil elde
edilebilecegini gosterecegiz. Ikinci olarak ta, yiizey alani integral denklemlerinin
sagicinin i¢ kismi boyunca karsilanmadigina dikkat ediyoruz, bunun sebebi analitik
stireklilikten dolay1r sadece i¢ hacmin herhangi bir kisminda tutulmasi gerektigi
gergekligidir. G6z 6niinde bulundurulmasi gereken bu iki durum kullanilan T - Matrisi
Yonteminin temellerini olusturmaktadir. Yapilan uygulamalarda bu iki ana unsur
sacilan dalganin durumunu gelen dalga ile iliskilendiren T - Matrisi iiretmek igin
kullanilmaktadir. Calismada kullanilan problem tiirii Dirichlet problemi oldugundan
bu ¢alisma i¢in yontemin detaylarindan bahsedecegiz. T - Matris Yonteminin

detaylarini incelerken [13]’da ki gibi olup uygun prosediirler takip edilecektir.

/ T—
N Bolge 2’
/' Bolge 2
s IS
\\,\,::/’y dSI
Bolge 1 Se
// BOlgC 1

Sekil 4.1: T Matris Metodu.
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Dirichlet sagilma problemi i¢in sinir kosullarinin gegerli oldugu S yiizeyine sahip bir
nesneye carpan P, dalgasmin Sekil 4.1°de gosterildigi gibi ele alalim. Biliyoruz ki bu
problem iki boyutlu bir problem olup ilk olarak 1, ’yi uygun bir fonksiyon olarak ifade
etmeliyiz. Bu problemler i¢in uygun olan se¢im iki boyutlu silindirik harmoniklerdir.

Boylece 1, ’yi asagidaki gibi ifade edebiliriz:

o

g = D anuer) eind (4.)

n=-—oo

(4.1) esitligi yazilirken 4 nin orijin dahil olmak tizere her yerde sonlu olduguna ve
bu durum goz 6ntinde bulundurularak J,(kr) ’nin kullanilmasi gerektigine dikkat

edelim. Gelen dalga i¢in a,, bilinen katsayidir.

Gelen dalga yazildiktan sonra, sinirli olan S, silindirinin digindaki bolge 1°de sagilan

dalga vy yazilirken ayni silindirik harmoniklerde asagidaki gibi yazabiliriz:

W) = ) baHP (k) e (4.2)

n=-—oo
Sagilan dalga i¢in uygun seri ifadesi yazilirken, dalga disar1 ¢iktigi i¢in radyasyon
kosulunu saglamasi adina ikinci tiirden Hankel fonksiyonu tercih edilmistir.

Gelen dalga ve sagilan dalga i¢in uygun gosterimler ve katsayilar gosterildikten sonra
T matrisi, [a] = [a,] ve [b] = [b,,] Siitun matrisleri ve [T] kare matris olacak sekilde

asagidaki gibi ifade edilebilir:
[b] = [T][a] (4.3)

Burada bu matrisler kesilir ve niimerik sonuglarin alinabilmesi i¢in sifirlanirlar. Daha
sonrasinda T matrisi yok olma teoreminin kullanilmasiyla sistematik olarak asagidaki

adimlar takip edilerek elde edilir.

T matrisinin olusturulmasi i¢in ilk olarak yok olma teoremi eger 7 i¢ kisimda olarak

kabul edilirse asagidaki esitligi yazariz:
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G 0 !
W) + [¢< HVZET) g,y 2 g

=0 (4.4)

Bu teorem ayrica sekil 4.1°deki bolge 2 ve bolge 2’ yazilirken de gegerlidir. Ancak,
simdi bunu sekilde i¢ kismi ifade etmek icin gosterilen S; icindeki bolge 2’ye
uygulayalim. |7| < |7'| olup Green fonksiyonu G(#,7'), r < r' igin asagidaki gibi

yazilabilir:

G ) =L Z I, (kr)H® (kr") eJn(=¢") (4.5)

n——OO

Simdi Green fonksiyonun (4.5) esitligini ve (4.1)’i (4.4) denkleminin igine koyalim.
Burada (4.4) denkleminde s, nin J, (kr)e/™® terimini igeren bir seri olduguna ve
ayrica yine ayni esitlik olan (4.4)’teki integral gosterimindeki Green fonksiyonu
G(7,7") 'nin de J,(kr)e/™® terimini iceren bir seri olduguna dikkat etmeliyiz.
J,,(kr)e’™®ortogonal oldugundan, J,e/™®’nin her bir katsayisini sifir1 esitleyebiliriz.

Boylece a,, icin asagidaki esitligi yazabiliriz:

o' lIJ(T’)

' 9
={; f [lIJ(f')WH,SZ)(kr’)e‘J" ——HP (kr"e /¥ | ds'  (4.6)
S

N2 /2
Burada dS' = [r'z +( q>) dd’ olarak tanmimlanan ifade r' =7r'(¢") olan S

yiizeyi boyunca temel mesafe olup

1
/2
dr' d 1lor 0
12 1 —_— 47
T <d<1)’> ] <T or r’acl)’acl)’> @D

esitliginden bulunmus olur.

(4.6) esitligi, gelen dalganin a, Kkat sayilarmi {(7¥') ve w(_) ylizey alanlari ile

iliskilendirir ve yok olma teoreminin sadece bolge 2’ye uygulanmas1yla elde edilir. Bu
nedenle (4.6)’da elde edilen yiizey alani esitligi yukarida bulunan (4.4) esitliginde

yerine konuldugunda boélge 2’deki alani tamamen sifirlayip yok etmelidir. Bunun
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yaninda, yok olus teoreminin (4.4) esitligindeki sol tarafi hem bolge 2 hem de bolge
2" deki dalga denklemlerinin diizenli bir ¢6ziimiidiir ve bu nedenle bolge 2 de sifirsa
yani bogsa analitik devamliliktan bolge 2’ sifirdir. Boylece (4.6)’da belirlenen yiizey
alani, tiim i¢ bolgeler olan bolge 2 ve bolge 2’ icin (4.4) esitliginin gegerliligini

saglayan gercek yiizey alani olmalidir.

Asagidaki esitlikler yardimiyla bolge 1°deki sagilmus alan s, ifadesini elde edebiliriz:

oG (7,7’ d !
Uy (7) = [xv( HZETT) G,y U g

(4.8)
GG 7)) =L Z Jo (kY HP (ker) en(@-0) >

n_—oo

(4.2)’de yazilan y,; gosterimini ve Hr(lz)(kr)ej”‘b Hankel fonksiyonun ortogonal

olmasindan yararlanarak b,, katsayilarini asagidaki gibi elde edebiliriz:

IIJ( ’)

re=md’lds’  (4.9)

by =—7 [q;( ')—]n(k e

Yazilan bu esitlikler sayesinde yiizey alanlar1 cinsinden ifade edebildigimiz (4.6)’da
a, ve (4.9)’da b,, gosterimlerine sahibiz. Daha sonrasinda sinir kosullarini1 kullanip
yiizey alanin1 tam bir fonksiyon olarak ifadesi elde edilecektir. Daha sonra iki
denklemden (4.6) ve (4.9) ylizey alaninm1 ¢ikaracagiz ve tiim bu islemlerin sonunda T

matrisi elde edilmis olacaktir.

Simdi de bahsedilen bu islem basamaklarini Dirichlet probleminin ¢6ziimii igin S
yiizeyinde Y = 0 oldugunu unutmadan uygulayarak aciklayalim. Boylece asagidaki

esitliklere ulagilmis olur:

f [ atp(r) (2)(kr’)e‘j”‘1"ld5’

, (4.10)
J lalll(r )]n(k e _]nq,lds,

-M\ .{>|\
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Bu kisimda islemlere devam ederken bilinmeyen yiizey fonksiyonu olarak ifade

ettigimiz alIJ/ an’ ifadeyi bir seri fonksiyonu olarak yeniden diizenleriz. Seri
fonksiyonu keyfi olarak segebiliriz ve bunu yaparken a,, bilinmeyen katsayi olup
Jn (kr")e/™" tam kistm olarak kabul edilip asagidaki esitligi keyfi olarak sectigimiz

fonksiyon olarak yazalim:

G - 9 o
Lg;r,): Z an == [In (ke ™| (4.11)

n=—oo

(4.11)’deki keyfi secimi (4.10) esitliginin i¢ine koyarak asagidaki esitligi yazariz:

[a] = [0 ][a]
[b] = —[0*][a] (412)

burada [a], [b] ve [a] siitun matrisleri olup

Gn = =5 [ mtis’

_ _]_ ! !

Q= =7 ], Yrndhds
U = Hyy (kr'e~/m?
Yrm =]m(krl)ejm¢l
d o

b = == [ (kr)em?']

T o’

(4.13)

esitliklerini yazalim. Son olarak (4.12)’den yilizey alani [a] ¢ikararak T matrisini

asagidaki gibi elde ederiz:

(4.14)
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Simdide S iizerinde sinir kosulu (6/ an')‘l’r = 0 kosulunun gegerli oldugu Neumann
problemini Dirichlet problemini inceledigimiz gibi inceleyelim. (4.4) ve (4.6)
esitliklerinden yiizey iizerinde Y(#') teriminde a, ve b, elde edilebilir. Bunu
yaparken Y(7")’yi J,,(kr')e/™® fonksiyonu yardimiyla genisletip yeniden yazarsak

a,bilinmeyen Kat sayilar olup

[0e]

y(@) = z apf (kr")e i’ (4.15)

n=-—oco

seklinde yazariz ve bu esitligi (4.4) ve (4.6) esitliginde yerine koyarak asagidaki matris

setlerini elde edebiliriz:

[a] = [Q7][a]
[b] = —[Q"][a] = [T][a] (4.16)
[T]=-[Q*][e~]™

burada ayrica

_ J Vot g
Qmn = ZJ U bnds
S

. (4.17)
] ! ! 1A
Qr-lr-m = Zf Urmbnds
S
ve
d ) d
"= @D erye-imd’| =
l-pm - on' [Hm (kT' )e Jm ] = on' wm
(4.18)

d oy d
! — /; —jmd —
U on' []m(kr Je™/ ] on' Uy
bp = Jn(kr)em?'

olduklarina dikkat edilmelidir [13].

Sekil 4.1°den yararlanarak S yiizeyi digindaki dalga sayilarinin ve yogunluklarinin k,
Ve py, S icindeki dalga sayilarinin ve yogunluklarinin k, ve p; oldugu iki ortamli bir
elektromanyetik sagilma probleminin ¢dziimii i¢in P+ ve P~ fonksiyonlarinin S

ylizeyinin hemen disindaki ve i¢indeki ylizey alanini gosterebiliriz.
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S ylizey alani i¢inde k,dalga numarast ile dalga denklemini saglar ve bu nedenle (i)
asagidaki gibi silindirik harmoniklerde S,, bilinmeyen kat say1 olmak iizere yeniden

yazilabilir:

WA = D Banlar)e™ (419)

n=—oo

(4.19) esitligi kullanilarak hemen S igindeki alan i¢in asagidaki esitligi yazmak

miumkindiir;

W= D Bl

(4.20)
aq; (T’)

Z B UnClerdein?'

n=-—oo

Tiim bu gosterimler i¢in sinir kosullarin1 yazmak istersek sinir kosullari (4.21)’deki

gibidir:

+ (=t =& — (=
Y () pOlIJ(T)

Pt (@) oY ()
on’  an’

(4.21)

(4.4)’teki a,, ve (4.6)’daki b,, ifadeleri, S yiizeyinin hemen disindaki alanlar1 igerir ve
B tarafindan verilen alanlarla iliskilidir. Tiim bu durumlar géz 6niinde bulundurulup

yeniden yazilacak olursa:

[Q~]" (4.22)
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ve

Gn = 5 (B0t~ ) as'

j p 1A 1A !
Q;r_ln = Zf (,0_2 Wrmbn — l~prmcl)n) ds
S
Ym = Hyy (kor")e ™’

d
Ym = 3 m o (4.23)
Yrm = ]ran(kor’)e]mcb
L|J1”m = wq"rm
bn = Jn(k})r')efmb’
on = Wcl)n

seklinde olacaktir [13].

T - Matrisi Yontemi, diizensiz sekillere sahip parcaciklar gibi karmasik sekillerden
olusan bir cisimden sagilma i¢in basartyla kullanilmistir. Silindirik harmoniklerde sinir
kosullar1 genigletilmesinden yararlanildigindan, biiylik eksenlerin kiiciik eksenlere

orani ¢ok daha biiyiikse matris sartsiz hale gelebilir.

Bu kisimda T - Matris Yonteminin iki boyutlu problemler ve silindirik harmonikler
icin nasil olmasi gerektigi gosterilmistir. T - Matrisi Yontemi, kiiresel harmonikler
kullanan {i¢ boyutlu problemlere esit sekilde uygulanabilir. P.C.Waterman’inda dedigi
gibi, elektromanyetik sacilma problemleri igin vektor alanlarinin tam silindirik veya

kiiresel acilim1 kullanilmalidir.

4.1. Bir¢ok Sacicili Sacilma Problemleri I¢cin T Matris
Yontemi

Bir sacict i¢gin T Matrisi bulundugu zaman, bir¢ok sagici tarafindan sagilmanin
¢Oziimiini olusturmak i¢in rahatlikla kullanilabilir. Ancak birden fazla sagici
oldugunda sagicilar arasinda birden fazla sagilmanin var oldugu unutulmamalidir. Bu
durumdan dolay1 6teleme toplama teoremini kiiresel veya silindirik harmonikler igin

uygulayarak boyle bir sorunun ¢6ziimii kolayca bulunur [1].

Tek bir sagici i¢in ortaya konulan T matrisi yaklagiminin birden fazla sagicinin veya

katmanlarin var oldugu durumlar i¢in de genisletilmesi miimkiindiir. Ornegin ¢oklu
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sagict problemi i¢in, ilgilenilen cisimden sagilan alanlara iligskin katsayilarin
bulunabilmesinin yolu bu cismin haricindeki cisimlerden sagilan dalgalari duran dalga
fonksiyonu cinsinden ifade etmekten geger. Boylece duran dalga fonksiyonu ile
carpilan katsayilar ile, ilgilenilen cisimden sacilan alanlarin katsayisi arasinda bir T
matrisi iligkisi kurmak miimkiin olur. Bunun fiziksel olarak anlami, bir cisimden
sacilan alanin diger bir cisme gore lizerine gelen alan olarak degerlendirilebilmesidir.
Bir bagka deyisle, bir cisimden sagilan alanin yerel koordinat sistemine gore yazilmis
disar1 giden dalga cinsinden harmonik agilimlari, toplamsallik teoremi yani seri agilimi
kullanilarak diger bir cismin yerel koordinat sistemi {izerinde yazildiginda duran
dalgalar cinsinden harmonik agilimlarina doniisiirler. Benzer bigimde ¢oklu katmanlar
icin sacilma ve niifuz probleminde de ilgilenilen bolgede tanimli yerel koordinat
sisteminde tanimlanmig gegen veya sacilan alanlar toplamsallik teoremi araciligiyla
baska bir koordinat sistemi cinsinden ifade edilebilir. Boylece c¢oklu sagici veya
katman problemlerinde her bir sagiciya iliskin aranan bilinmeyen katsayilara dair

dogrusal cebrik denklem sistemleri elde edilir [12].

4.1.1. Cok Sacici I¢in Coziim

Cok sagici igin ¢oziim basamaklari incelenirken [1]’de gosterildigi gibi prosediirleri

takip ederek ¢oziime ulasmamiz miimkiindiir.

by
\ 2

0 Yo

0, Y2

Sagict | Sagic1 2
X
Sekil 4.2: Gelen alanin oldugu yerde iki sagici.
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Sekil 4.2°de gosterildigi gibi iki sagic1 varsa gelen alani

bg(r) = Rgy'(ko, 1) - @ (4.24)

(4.24)’te oldugu gibi ve bunun yaninda sagilmis alani ise
ds(r) = W(ko, 1) " fi + W (ko,72) " fo (4.25)

(4.25)’te ki gibi ifade edebiliriz. Bu gosterimler yapilirken [12]’de bahsedildigi gibi t
list indisi ile belirtilen vektoriin transpozunu ifade ederken, Yt (k, r) disar1 alana giden
silindirik harmonikler cinsinden sagilan alanlar1 ifade eden satir vektorleri olup a ve f
sirastyla gelen alan ve sacilan alanin kat sayilarmi igeren siitun vektorlerini

olusturmaktadir.

Yukaridaki gosterim (4.25) yazilirken, her bir sagicidan sagilan dalganin, sagicilarin
kendi koordinatlarinda ifade edilen giden harmonikler cinsinde genisletildigine dikkat
etmeliyiz. Neyse ki hem silindirik hem de kiiresel harmonikler i¢in gosterimler

mevcuttur ve d;;; i ve j koordinatlarinin merkezleri 0; ve 0; arasindaki mesafeyi

ijo

gosterecek sekilde asagidaki gibi yazilabilirler:

Yt (ko 1) = RgWt(ko,1y) - @y, Ir| < dij (4.26)
Ut ko, 1) = Yt(ko, 1) - Bji ;| > di; (4.27)
Rgy! (ko 1) = RgWt(ko, 1) - Bji » V|7 (4.28)

Yukarida ki bu formiiller, bir koordinat sistemindeki alanin harmonik genislemesinin
bagka bir koordinat sistemi cinsinden kolayca ifade edilmesini saglar. Genel olarak

,B_jl- = Rga;; yazilir ve Rg regiiler kistm anlamina gelmektedir.

(4.26) ve (4.28) kullanilarak, ilk sagicinin koordinatlari cinsinden ifade edilen

sacicilarin disindaki toplam alan asagidaki gibi ifade edilir:

&(r) = Rgyt(ko, 1) Pro-a+ W (ko my) - fy + RgWi(ko,11) " Gap - fo  (4.29)
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Yukaridaki (4.29) gosteriminde ki birinci ve iiglincii terimler sagici 1’e ¢arpan gelen
dalga alani olarak goriilebilirken, ikinci terim ise sacici 1’den sagilan alani ifade
etmektedir. Ancak birinci sagicinin izole olmasi durumundaki T matrisine sahipsek
yani biliniyorsa bu T matrisi kullanilarak a, f; ve f, arasinda bir iligki yazabiliriz.

Diger bir deyisle bunu asagidaki gibi ifade edebiliriz:

fi=Ti- [510 "a+ ag fz] (4.30)
Benzer sekilde sagici1 2 iginde asagidaki esitligi yazabiliriz:

f2= 7_12(1) ) [,3_20 "a+ ay fl] (4.31)

Yukarida ki Ti(l) i’inci sagic1 icin izole sacic1 T matrisidir ve parantez icerisindeki 1

tek sacici oldugunu gosterir.

Denklem (4.30) ve (4.31) ¢oziilerek asagidaki denklemler elde edilebilir:

— _ _ wr -1 4= — _ _ _
fi= [1 — T " A1z Ty a21] Ty [,310 + ay3 - Ty 'ﬁzo] a (4.32)

- = _ _ 11 = _ _ _ _
f2= [1 — Ty " Gz1 " Tiy ‘112] "To1) - [320 + a1 T ',810] ‘a (4.33)

Yukaridaki (4.32) ve (4.33) esitliklerinden yararlanarak yeni T matrisleri asagidaki

gibi tanimlanir ve burada T;(,) iki sagict i¢in T matrisidir:

fr= 7_W1(2) '3_10 a (4.34)
f2= 7_12(2) '.3_20 a (4.35)

T;(2), ’inci sagicidan kaynaklanan toplam sagilan alam iki sagici mevcut oldugunda
gelen alan genligi ile iliskilendirir. Burada T;(,) i¢in elde edilen esitliklerin (4.34) ve
(4.35) denklemleriyle (4.32) ile (4.33) denklemlerinin karsilastirilmasi sonucu elde
edilebilecegine dikkat etmeliyiz. Dahas1 f8;, faktorii eklenir ve boylece T matrisleri 6z

koordinatlara veya sagicilara gore tanimlanmaya devam eder.
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Daha 6nce iki sagici i¢in verilen durumu simdi N sagici i¢in genellemek istersek ilk
olarak {i¢ sacici1 i¢in her bir sagicidan sagilan alanlarin katsayilari ile ilgili olan iligkileri

icin asagidaki esitlikleri yazmak gerekir:

fi= T1(1) ) [510 "a+apc fo a3 f3] (4.36)
f2= TZ(l) ) [520 A+ 0yt f1+ Ay f3] (4.37)
fz =Tz [530 "a+dsc fi + as; fz] (4.38)

Burada Ti(l) daha once de bahsedildigi gibi i’inci sagicinin izole olmus sagict T

matrisidir. Bununla birlikte bir sonraki kisimda bahsedilecek olan A - f = b matris
sistemi yardimiyla yukarida yazilan (4.36), (4.37) ve (4.38) denklemleri kolaylikla
coziilebilir. Buradan hareketle yukaridaki iliskiler N sagic1 i¢inde rahatlikla

kurulabilir. Boylece N sagici igin T matrisin gosterimi asagidaki gibidir:

[ n ]
fi=Tiw- llz Bio @+ ay fle (4.39)
j

i£j
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5. T MATRISIN REGULERLESTIRILMESI

5.1. Tek Sacici I¢in T Matrisin Regiilerlestirilmesi

T matrisi yontemi genisletilmis sinir kosullar1 (GSK) yonteminde sagiciy1 kapsayan ve
sagicinin kapsadigi test ylizeyleri ile sagici yiizeyi arasindaki maksimum uzakligin
biiyiik olmas1 durumunda Q matrisinin kétii kosullu oldugu bilinmektedir. Bir sagicili
durum i¢in sagilan alanin katsay1 vektoriine iliskin ifadeyi daha 6nce yazilan iki sagicili

durumdan rahatlikla asagida ki gibi ifade edebiliriz:

fi= 7_11(1) '510 a (5.1)

Ayrica genisletilmis sinir kosulu yontemi sonucu elde edilen T matrisi Rg ile

gosterilen regiiler kismi temsil etmekte olup asagidaki gibidir:

7_11(1) = —(Rgéw) ) 610_1 (5.2)

Burada Q;, matrisinin elemanlar1 doldurulurken gerekli olan silindirik harmonikler

[12]’de oldugu gibi H,(lz)(x) n. mertebeden Hankel fonksiyonu olup J,(x) n.

mertebeden Bessel fonksiyonu olacak sekilde asagidaki gibi tanimlanir:

Wn(ko, p1) = HD (kopi)e /™1, py < p} (5.3)
RgW,(ko, p1) = Jn(kopy)e™, p1 < p1 (5.4)
RgUm(ky, p1) = Jn(kyp)el™,  py < pt (5.5)

Burada Q;, matrisinin elemanlar1 doldurulurken [12] de oldugu gibi

1AV ! U p
5= [ Cnlo, P 7R s, o) 2 (56)
S

—RgWm (ky, p7" - V' (ko, p1)} A’
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(5.6) denkleminde gosterilen Q,,,,, matrisinin i¢ine yukarida gosterilen (5.3) ve (5.5)

silindirik harmonikleri i¢ine yazilirsa

—ind/! oy P1
190 = HP (kop!)e ind1 )i’ - 7’ kyr])elnP1) —
30 f (B2 Gkope M) - 7' (i larye ") L 67

~(mUesr)e™ )i - 7' (HP (kopi)e =41 )} dlf
ifadesi elde edilir ve benzer sekilde RgQ,, matrisinin elemanlar

N, —jind a7 ’ ’ ary P
R9Q: = [ (UnCkopDe ) - 7' Clardesh) 22
S Po (5.8)

~(Jn Ueyr) ™) a" - 7' (], (kopy)e 1)} dl’

seklinde olurlar.

n,m € [-M,M] olmak iizere M artttkca Q ve RgQ matrislerinin davranislarin
incelemek i¢in bu kisimlarda yazilan Hankel ve Bessel Fonksiyonlarinin asimptotik
davraniglarini da bilmek, incelemek gerekmektedir. Bu nedenle bu fonksiyonlarin n —

oo i¢in asimptotik gosterimleri [14]’te oldugu gibi incelenirse

el —==|() 59
132 60|~ nz_n (%‘)n‘ (5.10)

sonucu elde edilir ve buna ek olarak Stirling formiilii ise asagidaki sekilde verilir:

n! ~2mmn (g)n (5.11)
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(5.11) formiilii (5.9) ve (5.10) gosterimlerinde kullanilarak asagidaki gosterimler elde
edilir:

|Im x| n

(5.12)

G

|H,(11‘2)(x)| < (n—1elmxl

Un()] < —

9

(5.13)

Elde edilen bu gosterimler sayesinde T;;y matrisinin kotii kosullu oldugu ortaya

cikmaktadir [14]. H,gl’z)(x) fonksiyonu (n — 1)! ile orantil1 bir sekilde hizla artarken
J.(x) fonksiyonu ise (n)! ile orantili bir sekilde hizla azalmaktadir. Bu sebeple
diyebiliriz ki RgQ matrisi hizlica azalan karakterde iken Q matrisi ise nispeten dengeli
karakter gostermektedir. Her ne kadar Q matrisi dengeli goziikse de dairesel
geometrilerde dahi kotii kosullu oldugunu niimerik sonuglar yardimiyla gostermek
miimkiindiir. Burada teorik olarak diyebiliriz ki, sonsuz boyuttaki bu matris bir kesme
sayisinda kesildiginde bu matrisin Oklid matris normu ve kosullanma sayis
siirlanmamustir ve g¢ok hizli bir sekilde biiytimektedir [10],[26]. Bu nedenle birinci
tiirden lineer cebrik denklem sistemi 6zelligi gdsteren bu denklem sistemi niimerik

olarak ¢6zlim yaparken yuvarlama hatalariyla karsilagilir.

(5.1) deki gosterilen denklem, genisletilmis sinir kosullar1 yontemi sayesinde sagicinin
icine gecen alanin katsayilarina bagli olacak sekilde ayristirilabilir ve boylece

asagidaki esitlikler elde edilmis olur:

_i@“a:a (5.14)

fi =2 R9010) 0 (5.15)

Burada sacilan alanin katsay1 vektorii f;’in bulunabilmesi igin Q,, matrisinin tersinin
alinmas1 gerektigini (5.14) denkleminden sdyleyebiliriz ve bu denklem birinci tliirden
lineer cebrik denklem sistemidir. Bu sistemini I birim matris ve K [, uzayinda taniml
kompakt operatdr olmak iizere [14] niimerik agidan giivenli ve [I + K] matrisinin
kosullanma sayisinin sinirhl oldugu [I + K]y = g olacak sekilde ikinci tiirden lineer

cebrik denklem sistemine doniistiirmek regiilerlestirme islemi ile saglanir. Bu islem
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yani regiilerlestirme i¢in kdsegen R matrisi yardimiyla bilinmeyen a yardimiyla yeni
bir bilinmeyen vektor asagidaki gibi olur:

R1. (5.16)

(5.16) esitligi kullanilarak (5.14) denklemi katsay1 Q,qicinde oldugu diisiiniilerek

yeniden yazilirsa

(5.17)
(5.18)

esitlikleri elde edilmis olup buradaki kosegen R matrisi sagdan regiilerlestirme
operatoridiir. Boylelikle (5.18) denklem sistemi yalnizca sagdan regiilerlestirilmistir.
Buna benzer sekilde soldan bir regiilerlestirme operatorii olarak kosegen L matrisi

tanimlanir ve (5.18) denkleminin her iki yan1 bu yeni L operatdrii ile carpilirsa

elde edilir. Bu islem yapilarak daha 6nce birinci tiirden lineer cebrik sistemi (5.14),

[I + K]y = g gibi niimerik acidan giivenli ikinci tiirden lineer cebrik denklem

sistemine doniistiiriilerek regiilerlestirilmis olur. Burada

(5.21)

=L-a

Q

olduguna dikkat edilir. Birinci tiirden olan (5.14) sistemini regiilerlestirmek icin
kdsegen olan R ve L igin uygun gosterimler ve segimler asagidaki gibidir:
R = diag|Hy (koay)] (5.22)

_ -1
L = diag|Hy" (koa)) (5.23)
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Bu secimlerde ele alinan fonksiyonlarin (5.12) ve (5.13) esitliklerinde verilen
asimptotik davraniglar1 gozettigi bilinir ve 6z ¢ozlimler ile oOrtiismesi sart degildir.
Zaman bagimlilig1 uyarinca ikinci tiirden Hankel fonksiyonlarimin kullanilmasina
ragmen burada birinci tiirden Hankel fonksiyonlarinin goriinmesi de bu yiizdendir.
Burada a, ile gosterilen silindirik sagicinin yar1 ¢ap1 olup ayrica R ve L kdsegen

matris olduklarindan dolay1

L=R1 (5.24)

yazilabilir. Bu se¢im ile Qo matrisi ile sagdan carpilan kosegen R matrisi, Q,
matrisinde siitun boyunca degisen ve Bessel fonksiyonu igeren terimleri buna
asimptotik olarak karsit davranis gosteren Hankel fonksiyonu ile regiilerlestirilir.
Benzer bigimde kdsegen olan L matrisi Q,, matrisi ile soldan ¢arpilarak satir boyunca
degisen ve Hankel fonksiyonu igeren terimleri Hankel fonksiyonun tersleri ile
regiilerlestirilir. Boylece L - Q1 - R matrisi birim ve kompakt matris toplami haline
dontigerek tersinin alinmasinda sorun olmayan forma getirilir. Buradan (5.19)
esitliginde y vektdrii yalniz birakilarak ki bu islem yapilirken L - Q4 - R’nin tersi ile
her iki tarafi soldan carpmak gerekir ve burada (5.16)teki esitlik kullanilarak ise
asagidaki esitlikler elde edilir:

y= (L Qi -R)'L-a (5.25)
a=R-(L-Qi 'R ' L-a (5.26)

Boylece sagilan alanla iliskisi bilinmeyen f; vektoriinii bulmak i¢in (5.26) esitligini

(5.15) denkleminde yerine yazacak olursak ve daha 6nce kaldirilan — i sabiti tekrar

dahil edilirse (5.15) esitliginin yeni hali

fi=—(RgQ10)* R-(L-Qo"R) ' L-a (5.27)

olarak bulunur ve ayrica

(L Quo-R)™"=R"": 010_1 L (5.28)



olacak sekilde yazabiliriz. (5.28) esitligi icerisine (5.27) esitligi yazildigi zaman
fi=—(RgQi) - (R-R™YH)- 010_1 (L' L)-a (5.29)

bulunur ve bilindigi tizere bir matris ve onun matrisinin ¢arpimi birim matris sonucunu

verdigi i¢in (5.29) esitligi
fi = —(RgQ10) 610_1 "a (5.30)

seklinde yeniden yazilir ve bu ifade matematiksel olarak (5.1) gosterimi ile ayni
oldugunu dolayisiyla (5.27) esitliginin dogru oldugunu goérmekteyiz. (5.27)
esitligindeki (L Q1o+ R)™! matris tersi sayisal olarak giivenli bir sekilde sonug
verirken (5.2)’deki esitlikten 610_1 matris tersini direkt olarak almak sayisal agidan

hatalara neden olacaktir.

5.2. Cok Sacici Icin T Matrisin Regiilerlestirilmesi

Daha once iki sagici i¢in (4.30) ve (4.31) iliskilerini f; katsayilarinin izole edilmis T

matrisi cinsinden ifadelerini

fi= 7_w1(1) : [3_10 "a+ag fz] (5.31)
f2= Tz(1) ) [,gzo ra+ay; fl] (5.32)

olacak sekilde yazmistik, [12] te oldugu gibi yeniden diizenlendiginde

fi— 7_11(1) "Ayp f2 = 7_11(1) '3_10 a (5.33)
f2— 7_"2(1) Oy f1 = 7_12(1) '3_20 a (5.34)

(5.33) ve (5.34) elitliklerinde oldugu gibi yazilirlar. Boylelikle bloklar1 asagida verilen

sekilde olan A - f = b matris sistemi rahatlikla kurulabilir:
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I_ . — .
Ay = { T (5.35)
b

i =Ty Bio-a (5.36)

Yukarida gésterimleri yapilan (5.35) ve (5.36) bloklar1 yardimiyla olusturulan matris
birinci tiirden lineer cebrik denklem sistemidir ve alinan silindirik harmonik say1si olan
M arttikca A matrisi istenmeyen bir durum olarak kétii kosullu hale gelir ve bu kétii
kosul istenmeyen durumdur dolayistyla tersi alinirken daha da dikkatli olmak gerekir.
Bu kotii kosullu sistemi regiilerlestirme sayesinde iyi kosullu bir sistem olan
[I + K]y = g seklindeki ikinci tiirden lineer cebrik denklem sistemine ddniistiirerek
bir 6nceki sistemde dikkat edilmesi gereken durumu ortadan kaldiracaktir. Ikinci
tiirden lineer cebrik denklem sistemi yazilirken daha dnce bahsedildigi gibi I birim
matris ve K [, uzayinda tamimlanmis olan kompakt operatdrdiir [14]. Istenen iyi

kosullu ikinci tiirden lineer cebrik denklem sistemini elde etmek i¢in

L-A-R=1+K (5.37)
y=R1-f (5.38)
G=IL-b (5.39)

esitlikleri yazilir ve R;, R kdsegen matrisinin bloklar1 olmak iizere asagidaki sekilde

ifade edilir:
_ -1
R; = diag[H (koa;) (5.40)

ve burada a; dairesel sagicinin yarigapini temsil etmekte olup ayrica

L=R"1 (5.41)

yazilir ve buna ek olarak, L;, L kosegen matrisinin bloklari olarak

L; = diag [H,(nl)(koal)] (5.42)
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seklindedir. Tiim gosterimlerde kullanilan L ve R daha 6ncede bahsedildigi gibi
sirastyla soldan ve sagdan regiilerlestirme operatorleridir. Eger bu operatorleri daha

onceki (5.35) ve (5.36) seklinde bloklar1 verilmis olan matris sisteme uygularsak

- I i=j
I+ K| = - _ s . 5.43
=+ {—Li' i) QR UF] 6:49)

gi = Zi ERETEY) “Bio-a (5.44)

esitlikleri elde edilir ve boylelikle sistem istenen sekilde regiilerlestirilmis olur.

Daha 6nce her bir sagicidan sacilan ve gegen alanlarin katsayilarinin birbirleri ile ilgili

olan iligkilerinden bahsedilmisti. Bu iliskiler asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir:

bo — Tio " P12 b1 = Ro1 " Pio - Ao (5.45)
a; — Ryg " Brz " by = To1 * P10 ao (5.46)
by —Riz f1-a, =0 (5.47)
a—Tiz P21 a3 =0 (5.48)

Bu denklemler diizenlenerek A - x = y lineer denklem sistemi olusturuldugunda bu

sistem agsagidaki gibi olur ve birinci tiirden lineer cebrik denklem sistemidir:

I q —_Tw '_512 0 by Ro1* B0 - ao

0 B I ) Ry '_312 01{a = |To1 " B1o" Qo (5.49)
0 —Riz:fo1 | 0{|b1 0

0 —T12 '3_21 0 142 0

Elde edilen bu daha 6nceki [14], [12] ¢alismalardaki sistemle aynidir ve bu sistemde
Ry, hizla azalan ve R;, hizla artan &zellikteki fonksiyonlar: iceritken T, ve T,
istenen sekilde dengelenmis durumdadir. Birinci tiirden lineer cebrik denklem
sistemini regiilerlestirerek [I + K]z = g seklinde olan ikinci tiirden lineer cebrik
denklem sistemini olusturmak i¢in Onerilen sagdan regiilerlestirme operatorii olarak

ifade edilen R daha dnceki ¢alisma olan [14] de oldugu gibi asagidaki sekildedir:
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(5D (ega)]
0

o]
Il

0

0

0

1P (kyay)]
0
0

0
0

[P v
0

0
0

0

(1 ez,

(5.50)

Burada Hankel fonksiyonunun tersi ile gelen regiilerlestirme operatorleri sagilan
alanin katsayilarini, diger operatorler ise gelen alanin katsayilarini belirtir.
Regiilerlestirme yapilirken sagdan regiilerlestirme operatoriiniin bloklari i¢in gelen
veya sacilan alanin katsayilarini belirlemesine gore uygun ifade yazilirsa asagidaki

kosegen matrisler yazilabilir:

— -1
RL'R = diag[H,(ll)(ki_lai)] (551)

RiT = dlag[H,gl)(klal)] (552)

(5.51) ve (5.52) kdsegen matrislerini (5.50) matrisinde yerine yazarsak R operatdrii

asagidaki gibi olacaktir:

R® o o o
=T
_ R
F=| " 1 _OR 0 (5.53)
0o 0 R, 0

Sagdan regiilerlestirme operatorii R i¢in uygun gdsterim [14] de oldugu gibidir ve
buna benzer sekilde soldan regiilerlestirme operatorii L icinde asagidaki kdsegen

matris yazilabilir [14]:

(5.54)
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(5.54)’te yazilan L kdsegen matrisin elemanlar1 asagidaki sekilde doldurulur:

I8, = diag|H{" (kiais)] (5.55)

IT., = diag|H® (kyyai)| (5.56)
i+1 lag|tiy ( l+1al+1) .

(5.49) matris sistemine soldan ve sagdan regiilerlestirme operatorleri uygun bir sekilde

uygulanirsa ikinci tiirden lineer cebrik denklem sistemi elde edilir ve

L-A-R=1+K (5.57)
z=R1-x (5.58)
g=L-y (5.59)

sistemi bulunur ve bu sistem ikinci tiirden lineer cebrik denklem sistemi olup

- = R = > = R
[I 0 =Ly Tio*Pia" Ry 0]
- - T = > = R
[I_+I?]= 0 1 Ly *Ryo P12 Rz 0 (5.60)
0 —ZzR 'E12 '3_21 ’ R1T I 0
- T = - - T —
0 —L, 'Tiz'far Ry 0 I
b
z= gl (5.61)
1
a,
— R = —
Ly " Ro1 P10 a0
— T = —
g=|L1 "To1 P10 ao (5.62)
0
0

seklinde olacaktir [12].
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(5.61)’deki regiiler katsay1 vektorleriyle iliskili olacak sekilde (5.45)ten (5.48)’e

kadar olan esitliklerin regiilerlestirilmis yeni denklemleri agagidaki gibi yazilabilir:

bo—Li" Tio*Brz*Ry" *by=L," *Roy* P10 a (5.63)
Gy — Ly "Ry Bz Ry by =Ly Tor* Bro- (5.64)
51 - ZzR ‘Rz '/§21 ’ R1T "a; =0 (5.65)
a; — ZZT ' 7_112 '.[?21 ) R1T a; =0 (5.66)

Iki sagicili durum igin yapilan regiilerlestirme operasyonu genisletilerek N sagici

icinde genellestirmek miimkiindiir.
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6. NUMERIK SONUCLAR

Daha once 4. bolimde uygun prosediirler takip edilerek olusturulan T - Matris
Yontemi bu ¢alismanin kapsami dahilinde olan genisletilmis sinir kosullar1 yontemi
ile beraber sifir alan olarak nitelendirilen integral gosterimlerin Green fonksiyonlari
yardimiyla seri agilimlari ile ifade edilen silindirik harmoniklerin ¢6ziimiine dayandigi
bilinmektedir. Bu kapsamda s6z konusu olan sifir alan (null field) integralleri farkli
niimerik ¢oziim metotlar1 ile olusturulan integral denklemlerin incelenmesi sonucu
olusturulan matrislerin ko6tii kosullu olarak ifade edilen ve ¢6ziim olarak hatalarin daha
stk oldugu birinci tiirden lineer cebrik denklem sistemi oldugu sonucuna vartlir. Birinci
tiirden lineer cebrik denklem sisteminde kesme sayisi artik¢a niimerik agidan daha
giivenilir bir sonug almay1 beklerken hata aldigimizi ve kesme sayisinin (truncation
number) artmasiyla beraber matrisin tersinin alinmasina duyarliliginin arttigi yani
kosullanma sayisiin (condition number) grafiklerde dengesiz ve kararlt olmadigi
seklinde ifade edilir. Boylelikle de hatalardan dolay1 beklenen ¢6ziim bulunamaz. 5.
boliimde bahsedilen uygun regiilerlestirme adimlar1 takip edilerek olusturulan
regiilerlestirilmis T matsisi sayesinde sistem kotii kosullu oldugu bilenen birinci tiirden
lineer cebrik denklem sisteminden iyi kosullu oldugu sonucuna varilan ikinci tiirden
lineer cebrik denklem sistemine dontstiiriiliir. Regiilerlestirilerek olusturulan iyi
kosullu ikinci tiirden linner cebrik denklemi sayesinde kesme sayisi arttik¢a
kosullanma sayisinin istenen diizeyde korundugu, matrisin tersinin alinmasina
duyarliliginin korundugu ve nlimerik ¢éziimlerin ger¢ek ¢oziimlerden uzaklagsmadan

istenilen gibi oldugu anlaglir.

Calismanin bu kisminda klasik T matrisi ve regiilerlestirilmis T matrisi yonteminin
[27]’de oldugu gibi modifiye siiperformiil ile elde edilen farkli geometrik keyfi
kesitlere sahip cisimlerden sagilma problemi i¢in uygulanmasiyla elde edilen matris
denklem sistemlerinin kosullanma sayilarinin ve bu matrislerin ranklarinin
karsilastirilacak olup, ayrica sagilan alanlara dair ¢6zlimlerin yapilan regiilerlestirme

islemiyle ne kadar iyilestigine dair sonuglar incelenecektir.
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6.1. Tek Sacicih Durum icin Ornekler

Sekil 6.1°de geometrik yapisi gozlem noktast her yerde d = A, olacak sekilde
belirlenen 2a = 0.1)1,/1A, olan milkemmel iletken altigen verilmis olup Sekil 6.2°de
bu yapidaki sekil i¢in 0.1A, ve 1A, mesafeden gozlenen uniform birim genlikte 200
THz olarak belirlenmis olan z diizlem dalga, elektrik alanin z bileseninin gdézlem
noktalarindan degerleri elektrik alan integral denklemlerinin ¢ézimi ve

regiilerlestirilmis T matrisi yontemiyle elde edilmistir.

Sekil 6.1: Miikemmel iletken tek altigenin geometrik yapisi.
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SAGILAN ALAN GRAFIGI
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Sekil 6.2: Tek sagicili miikkemmel iletken altigen ig¢in 0.14, ve 1A, mesafeden
gozlenen sagilan alan.

Sekil 6.2°den hareketle, Regiilerlestirilmis T Matrisi Yontemiyle (RTMY) elde edilen
¢dziimlerin Elektrik Alan integral Denklemlerinin (EAID) sacici sinirinda ¢ziimiiyle
elde edilenlerle tutarli oldugu ve bu ¢oziimlerin birbirini dogrular nitelikte oldugu

sonucuna varilir.
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Sekil 6.3: Tek sacicili miikkemmel iletken altigenin kotii (regiilerlestirilmemis) ve iyi
kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in kosullanma sayist.

Tek sagicili mitkemmel iletken altigen kosullanma sayisini yorumlayacak olursak
Sekil 6.3’te gorildiigii gibi kotii kosullu birinci tlirden lineer cebrik denklem
sisteminde kesme sayis1 artik¢a kosullanma sayis1 logaritmik artmakta olup, bu artis
sistemi hataya duyarli hale getirir ve Sistemin niimerik olarak kararligini tehlikeye atar.
Uygun regiilerlestirme yapilarak elde edilen iyi kosullu ikinci tiirden lineer cebrik
denklem sistemi sayesinde kosullanma sayisinin tekdiize ve sinirli olacak bigimde

diizenlendigi gézlemlenmektedir.
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Sekil 6.4: Tek sagicili miikemmel iletken altigenin kotii (regiilerlestirilmemis) ve iyi
kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in ranki.

Yapilan matris regiilerlestirmesiyle beraber matrisin rankinin diigmemesi Yyani
denklemlerin lineer bagimsiz olusu garanti altina alinmak istenmistir ve bu durumu
Sekil 6.4’e bakarak net bir sekilde gozlemlendigi ayrica regiilerlestirme isleminin

istenilen diizeyde korundugu gézlemlenmistir.

Onceki drnekte de oldugu gibi sonsuz diizgiin ve konveks (dis biikey) bir baska kesit
olarak Sekil 6.5°teki kareyi ele alalim. Sekil 6.4’de geometrik yapisi gézlem noktasi
her yerde d = A, olacak sekilde belirlenen b = 0.1Ay/1A, olan milkemmel iletken
kare mevcuttur.
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Sekil 6.5: Miikkemmel iletken tek karenin geometrik yapisi.

SACILAN ALAN GRAFiIGI
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Sekil 6.6: Tek sacicili miikemmel iletken kare i¢in 0.1A, ve 14, mesafeden gozlenen
sagilan alan.
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Sekil 6.6’da miikemmel iletken kare igin 0.1A, ve 1), mesafeden uniform birim
genlikte frenkanst 200 THz olarak belirlenmis olan z diizlem dalga, elektrik alanin
z bileseninin gdzlem noktalarindan degerleri elektrik alan integral denklemlerinin
¢Oziimii ve regiilerlestirilmis T matrisi yontemiyle elde edilmistir. Bu grafige bakilarak
¢Oziimiin dogru ve kararli oldugu bir 6nceki 6rnekteki gibi iist liste gelmis olmasindan
anlasilmis olup RTMY ile elde edilen ¢dziimlerin EAID’nin benzer bigimde sagici
sinirinda ¢oziimiiyle elde edilenlerle tutarli oldugu ve bu ¢oziimlerin birbirini dogrular

nitelikte oldugu sonucuna yeniden varilir.
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Sekil 6.7: Tek sagicili miikkemmel iletken karenin kotii (regiilerlestirilmemis) ve 1yi
kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in kosullanma say1si.
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Sekil 6.8: Tek sagicili miikkemmel iletken karenin kotii (regiilerlestirilmemis) ve iyi
kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in ranki.

Sekil 6.7 ve Sekil 6.8’e bakildiginda kétii kosullu sistemin regiilerlestirme islemi ile
iyi kosullu hale geldigi goriilmektedir. Buna benzer bir sonug Sekil 6.3 ve Sekil 6.4 ile
sunulmustu. Bu sebeple, regiilerlestirmenin sisteme etkisi bakimindan Sekil 6.3 ve
Sekil 6.4’te gozlemlenen ve yorumlanan fenomen bu durumda da gegerliligini

surdirmektedir.

5. Kisimda bahsedildigi gibi 6nceki ¢alismalar [14], [12]’de oldugu uygun sol ve sag
regiilerlestirme operatorleriyle saglanmig olup sistemin niimerik olarak daha kararl
yapida oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica kesme sayis1 olarak ifade edilen M arttikca
elde edilen doniisiim matrislerinin dogru bir bicimde hesaplanmasini ve ¢dztiimleri
etkilememesini sagladig1 bilgisine ulasilir. Tiim bunlarin yaninda iyi kosullu ikinci
tiirden lineer cebrik denklem sistemini ¢ozerken, tiim kesme icin daha az iterasyonda

istenen hata toleransina ulasildigini goriiyoruz. Ancak, kotii kosullu oldugu bilinen

70



birinci tiirden lineer cebrik denklem sistemi icin M kesme sayisi fazla oldugunda,

istenen hata toleransi i¢in kosullanma sayisinin arttigini gézlemliyoruz.

Seklin geometrik yapisini biraz degistirdigimizde yani sekli biraz uzatip ya da sekli
deforme ettigimizde olusan ¢6ziimlerde istenilen durumlar benzerlik gosterir. Ancak
sekilde fazla oyuk oldugu durumlarda sistemin regiilerlestirilmesinin dogru yapildigi
belli bir diizeyde niimerik agidan sonuglarin dogrulugunu gérmemiz miimkiindiir.
Simdi bu durumlarn gézlemlemek i¢in miikemmel iletken uzun doértgen ve deforme

kareyi inceleyecek olursak asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sekil 6.9’da geometrik yapisi gézlem noktast her yerde d = A, olacak sekilde

belirlenen a = 0.11,/1X, olan miikemmel iletken uzun dortgeni vardir.

—_———
—_— =

/ €0, Mo h

—_

—_—— J—

~—— —

Sekil 6.9: Miikemmel iletken tek uzun dortgenin geometrik yapisi.
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Sekil 6.10: Tek sagicili mitkkemmel iletken uzun dortgen igin 0.14, ve 1A, mesafeden
gozlenen sagilan alan.

Sekil 6.10°da bu yapidaki sekil i¢cin 0.1, ve 11, mesafeden gozlenen uniform birim
genlikte 200 THz olarak belirlenmis olan z diizlem dalga, elektrik alanin z bileseninin
gdzlem noktalarindan degerleri elektrik alan integral denklemlerinin ¢éziimi ve
regiilerlestirilmis T matrisi yontemiyle elde edilmistir. Benzer yorumlart yapacak
olursak Sekil 6.10’da gozlemlenen noktalara iliskin ¢oziimiin dogru ve kararl oldugu
bir onceki ornekteki gibi list iiste gelmis olmasindan anlasilmis olup RTMY ile elde
edilen ¢oziimlerin EAID’nin benzer bigimde sagict sinirinda ¢oziimiiyle elde
edilenlerle tutarli oldugu ve bu ¢6zlimlerin birbirini dogrular nitelikte oldugu sonucuna

yeniden varilir.
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Sekil 6.11: Tek sacicili milkemmel iletken uzun dortgenin kétii (regiilerlestirilmemis)
ve 1yi kosullu (regtilerlestirilmis) sistem i¢in kosullanma sayisi.

Tek sacicilt mitkemmel iletken uzun dortgen big¢imindeki sagicinin kosullanma
sayisin1 yorumlayacak olursak Sekil 6.11°de goriildiigii gibi kétii kosullu birinci tiirden
lineer cebrik denklem sisteminde kesme sayisi artik¢a kosullanma sayisi logaritmik
artmakta olup, bu artig sistemi hataya duyarli hale getirir ve sistemin niimerik olarak
kararligin1 tehlikeye atar. Uygun regiilerlestirme yapilarak elde edilen iyi kosullu
ikinci tiirden lineer cebrik denklem sistemi sayesinde kosullanma sayisinin tekdiize ve

sinirlt olacak bigimde iyilestirildigi gozlemlenmektedir.
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Sekil 6.12: Tek sacicili milkemmel iletken uzun dortgenin kotii (regiilerlestirilmemis)
ve iyi kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in ranki.

Sekil 6.12’ye bakildiginda yapilan regiilerlestirme ile sistemin kararliginin saglandigi

yani regiilerlestir operasyonuyla beraber matrisin rankinin diismemesi garanti altina

alinmak istenmis olup seklin geometrik yapisindan dolay1 belli bir kesme sayisindan

PR

sonra rankin degistigi fakat T matris regiilerlestirmesinin ¢6ziim acisindan tutarl

oldugunu ifade etmek miimkiindiir.

Seklin geometrik yapisini biraz daha degistirip, deforme edip, yani sekli biraz fazla
oyuk yaparak elde edilmis miikemmel iletken deforme kare i¢inde inceleyecek olursak
Sekil 6.13’te geometrik yapisi gdzlem noktasi her yerde d = A, olacak sekilde

belirlenen b = 0.11,/1A( olan miikemmel iletken deforme Karenin sekli vardir.
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Sekil 6.13: Miikemmel iletken tek deforme karenin geometrik yapisi.

SAGILAN ALAN GRAFIGI

—_
o
-

i
—6&— 1 lambda RTMY
—8— 1 lambda EAID
> 0.1 lambda RTMY
A—8—0.1lambda EAID

-t
o
o

0.1 ve 1 lambda mesafeden gézlemlenen sagilan alan

—
S
N

1 2 3 4 5 6 7
Gozlem Noktalari

Sekil 6.14: Tek sagicili miikemmel iletken deforme kare i¢in 0.1A, ve 11, mesafeden
gozlenen sagilan alan.
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Sekil 6.14°te deforme kare i¢in 0.1, ve 1A, mesafeden gozlenen uniform birim
genlikte 200 THz olarak belirlenmis olan z diizlem dalga, elektrik alanin z bileseninin
gozlem noktalarindan degerleri elektrik alan integral denklemlerinin ¢ézimi ve
regiilerlestirilmis T matrisi yontemiyle elde edilmis olup ayni yorumlar1 yapacak
olursak RTMY ile elde edilen ¢oziimlerin EAID’nin benzer bicimde sagic1 sinirinda
¢Oziimiiyle elde edilenlerle tutarli oldugu ve bu ¢dziimlerin birbirini dogrular nitelikte

oldugu soylenir.
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Sekil 6.15: Tek sac¢icili miikemmel iletken deforme karenin koétii(regiilerlestirilmemis)
ve 1yi kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in kosullanma sayisi.

Sekil 6.15’te gozlemlenen noktalara iligkin olan kosullanma sayisinin grafigi
mevcuttur. Sekil 6.15’e bakildiginda kosullanma sayisinin  diizenlenilmeye
calisildigim1 goriiyoruz ve yapilan regiilerlestirme sayesinde kotii kosullu sistemin
regiilerlestirmesiyle iyi kosullu sisteme doniistiiriildiigii dolayisiyla kosullanma

sayisinin istenilen diizeyde korundugu sonucuna varilmistir.
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Sekil 6.16: Tek sagicili miikemmel iletken deforme karenin kotii(regiilerlestirilmemis)
ve iyi kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in ranki.

Sekil 6.16’da deforme kare i¢in kotii ve iyi kosullu sistem icin rank gozlenmektedir.

Sekil 6.16’ya bakildiginda yapilan regiilerlestirme ile sistemin kararliginin saglandigi

matris regiilerlestirmesiyle beraber matrisin rankinin diigmemesi saglanmak

istenmistir istenmistir ancak seklin geometrik yapisindan dolayr belli bir kesme

sayisindan sonra rankin degistigi ama ¢oziimiin Onceki Orneklerde oldugu gibi

istenilen diizeyde oldugu sonucuna varmak miimkiindiir.

6.2. ikili Sacicih Durum icin Ornekler

Niimerik sonuglar agiklanmaya baglandiginda ilk olarak miikemmel iletken tek sagicilt
durumlar i¢in 6rnekler verilmisti. Sekil 6.1’den Sekil 6.16’ya kadar tek sagicilar igin
yapilan T matris regiilerlestirmesinin sagilan alan, kosullanma sayis1 ve rank ig¢in

tutarli incelenmis olup yorumlar1 detayli sekilde yapilmaisti.

77



Teyitleri saglamak amaciyla geometrik yapilar1 asagidaki gibi olan ikili miikkemmel
iletken altogen ve kare sagicilar tercih edildi ve bu sagicilar i¢in niimerik agidan kararlt
olduklarimi gosterecegiz. Tiim sekiller tek sagicili durumdaki geometrik 6zelliklerle
benzer sekilde gézlem noktasindan 1A, uzaklikta ve birbirlerine olan uzakliklar1 1A,

olacak sekilde dizayn edilerek olusturuldu.

Sekil 6.17: Miikemmel iletken ikili altigenin geometrik yapisi.
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Sekil 6.18: Ikili sagicili miikkemmel iletken altigen i¢in 0.1A, ve 1), mesafeden
gbzlenen sacilan alan.
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Sekil 6.19: Ikili sagicili miikemmel iletken altigenin kotii (regiilerlestirilmemis) ve iyi
kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in kosullanma sayisi.
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Sekil 6.20: ikili sagicili mitkemmel iletken altigenin kétii (regiilerlestirilmemis) ve
1yi kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in ranki.

[k olarak Sekil 6.17°da geometrik yapisi verilen miikemmel iletken ikili altigen sagici
icin Sekil 6.18’de 0.1A, ve 1A, mesafeden uniform birim genlikte frenkans1 200 THz
olarak ayarlanan z diizlem dalga igin sagilan alanin T matris yardimiyla ¢ozimii
mevcuttur. Bu grafige bakarak uygulanan ¢6ziimiin tek sacicili durumlar ic¢in
saglandiginin bir teyidi oldugu sonucuna variyoruz. Sekil 6.19°da kosullanma
sayisinin iyilestirme sonucu diizenlendigini ve Sekil 6.20°de matris sisteminin

rankinin regiilerlestirme sonucunda sabit ve beklenen diizeyde tutuldugunu goriiyoruz.
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Sekil 6.21: Miikemmel iletken ikili karenin geometrik yapisi.
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Sekil 6.22: Ikili sacicili miikemmel iletken kare igin 0.1A, Ve 1A, mesafeden
gozlenen sagilan alan.
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Sekil 6.23: Ikili sacicili miikkemmel iletken karenin kotii (regiilerlestirilmemis) ve iyi

Kesme Sayisi

kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in kosullanma sayisi.
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Sekil 6.24: Ikili sagicili miikemmel iletken altigenin kotii (regiilerlestirilmemis) ve iyi
kosullu (regiilerlestirilmis) sistem i¢in ranki.
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Benzer yorumlart mitkemmel iletken kare i¢inde yapmak miimkiindiir. Dolayisiyla
Sekil 6.21°de yapisal olarak verilen ikili kare i¢in Sekil 6.22, Sekil 6.23 ve Sekil 6.24°¢
bakarak uygulanan ¢6ziim yolunun tutarli oldugunu, yapilan regiilerlestirme isleminin

gecerli oldugu anlasilmaktadir.

6.3. Sonuc¢ ve Yorumlar

Bu ¢aligsmada yapilan tiim gézlemler miikemmel iletken keyfi kesitli sekillerdeki dalga
sacilma problemleri i¢in 4. kisimda olusturulan T matrisindeki tersi alinma
islemlerinin 5. kisimda daha kararli hale getirilmesi i¢in uygun regilerlestirme
adimlariyla daha kararli bir yapiya getirilmesi amaglanarak yapilmistir. Modifiye
siiperformiil ile elde edilen bu sekillerde tek sacicili durumlar i¢in gdzlenmesi
beklenen sonuglari kisim 6.1°de detaylartyla beraber gormekteyiz. Kotii kosullu olan
matris sisteminde tersinin alinmasindaki duyarliliklarin regiilerlestirilerek olusturulan
iyi kosullu denklem sisteminde iyilestirilmis oldugu goézlenmistir. Bununla birlikte
kot kosullu oldugu bilinen birinci tiirden lineer cebrik denklem sistemi igin M kesme
sayist belirli bir degerden fazla oldugu sirada istenen hata toleransi i¢in kosullanma
sayisinin arttigini ve bunlarin yaninda iyi kosullu ikinci tiirden lineer cebrik denklem
sistemini ¢ozerken, tiim kesme i¢in daha az iterasyonda istenen hata toleransina

ulasildig1 sonucuna varilmistir.

Kisim 6.2°de tek sagicili durum icin varilan sonuglarin ikili sagicilar i¢inde tutarh
oldugu anlasilmis olup yapilan T matris regiilerlestirilmesinin gegerli ve hata orani

diisiik ntimerik sonuglari verdigi anlagilmistir.

Sonug olarak yapilan bu calismada farkli yapidaki keyfi Kkesitli sekillerin vermis
oldugu sonuglardan yola ¢ikarak yapisal olarak daireye benzeyen yani diizglin ¢cok
kenarli geometrik yapilar i¢in sistemin iyilestirildigi, gozlemlenmesi beklenen

sonuglarin T matrisin regiilerlestirilmesi ile elde edildigi sonucuna varilmistir.
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