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OZET

Bilgisayar teknolojisindeki hizhi ilerleme, siiper olarak adlandmlaf; ve
saniyede milyonlarca islem yapma ozelligine sahip bilgisayarlarin geligtirilmesi 1le
birlikte Hesaplamal akigkanlar dinamigi (CFD) alaninda da gozle goriiliir ilerlemeler
kaydedilmistir. Hesaplamali akigkanlar dinamigi, akigkanlar dinamigi alaninda ki
mevcut akigkan akisi1 problemlerini ¢ozmede klasik, deneysel yontemlere alternatif
olma niteligine erismeye ¢ok yakindir ¢iinkii bilgisayar destekli ¢bziim yontemi,
deneysel yoOnteme kiyasla isin i¢inde hata yapmaya miisait insan faktori
olmadigindan, tiim isi bilgisayar yapt11 i¢in daha dogru sonuglar elde etmeye imkéan
tanir, daha az maliyetlidir ve daha hizh olmasi zaman bakimindan tasarrufta

bulunmay: saglar.

Bilgisayar alamindaki gelismelere paralel olarak CFD ile birlikte sayisal
yontem alaminda da ciddi ilerlemeler olmustur. Iste, HOC da tim bu saymis
oldugumuz gelismelere bagh olarak ortaya ¢ikmis ve ve CFD alaninda popiilerlik

kazanmigtir.

Bu calismada, kararli 2-boyutlu Navier-Stokes denklemlerini ¢ozmek igin
yiiksek dereceden, yeni, siki bir yaklasim sunuyoruz. Bu yontemle 9 noktali sablon
icerisinde daha dogru sonuglar elde etmek miimkiindiir ve bunun yaninda, aym
dogruluk derecesine sahip siki olmayan gelencksel yontemlerde (4. dereceden 5
noktaya ayirma iglemi) s6z konusu olan, sinira yakin noktalarda ortaya ¢ikan tekillik
problemi asilmis olur. Literatiirde mevcut diger siki yaklasimlar [2], [3], [4], [5] ve
[6]’ dan farkl1 olarak, bu yaklagim sahip oldugu denklemsel form sayesinde kullanim
esnekligine sahiptir. Bu yo6nii, onun diger benzer yaklagimlarin eksikliklerini
kapatmasini saglamaktadir ve digerlerinin aksine, bu yonii sayesiyle literatiirde yer
alan bitiin ikinci derceden iterasyon yontemlerinin kendisine uygulanmasina imkan
vermektedir. Neticesinde, 4. dereceden dogrulukta sonuglara ulagmamizi

saglamaktadir.

Bu caligmada gelistirmis oldugumuz yeni, siki sonlu fark yaklagimim
literatiirde cok sik¢a bagvurulan kavite akigi problemi iizerinde test ettik ve sonuglari
literatiirdeki mevut sonuglar ile kargilastirdik.



SUMMARY

The obvious advances in computational fluid dynamics (CFD)- has been

made, together with the great advance in computer technology and development orf -

well-qualified super-computers. CFD is getting closer to be alternative to the
conventional, experimental methods applied to the available fluid flow problems
because computer based methods which is excluding human factor, is able to present
better results and is operated at low cost compared with the conventional ones, and is

so fast that it lets us save remarkable time.

High Order Compact (HOC) formulations are becoming more popular in
Computational Fluid Dynamics (CFD) field of study.

In this study, we will present a new higher order compact scheme for the
steady 2-D incompressible Navier-Stokes equations. With this scheme, it is possible
to obtain more accurate solutions in a 3X3 compact stencil and this type of compact
formulations do not have the complexity near the boundaries that a standard wide
(five point) fourth order formulation would have.[1] The difference of this
formulation with [2], [3], [4], [5] and [6] is not in the way that the fourth order
compact scheme is obtained. The main difference, however, is in the way that the
final form of the equations are written. The main advantage of this formulation is
that, any iterative numerical method used for Navier-Stokes equations, can be easily
applied to this new HOC formulation, since the final form of the presented HOC
formulation is in the same form with the Navier-Stokes equations. Moreover if
someone already have a second order accurate (O Ax?) code for the solution of steady
2-D incompressible Navier-Stokes equations, using the presented formulation, they
can easily convert their existing code to fourth order accuracy (O Ax*) by just adding

some coefficients into their existing code.

With this new compact formulation, we have solved the steady 2-D
incompressible driven cavity flow at different Reynolds numbers. Furthermore, we
have compared the solutions of HOC scheme with the those of other methods in

literature.
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1. GIRIS

Bilgisayar teknolojisinde son 50 yilda yaganan gelismeler ve bunun paralelinde -
gelistirilen siiper bilgisayarlar (super-computers) sayesinde bir¢ok alanda yapilmakta
olan isler ve cahismalar ziyadesiyle kolaylasmistir ve de hizlanmistir. Iste bu
asamada, bilgisayar teknolojilerindeki gelismelerin olumlu yonde tesir ettigi
alanlardan biri de hesaplamali akiskanlar dinamigi, diger bir ifade ile ve daha ¢ok

bilinen ismi ile CFD ( Computational Fluid Dynamics) olmusgtur.

Bilgisayar ortaminda, mevcut problemi ger¢egine uygun olacak sekilde
canlandirmak suretiyle var olan problemlerin ¢6ziimii hem kolay bir hale gelmistir,
hem zaman bakimindan 6nemli sayilabilecek bir tasarruf saglanmistir yani istenilen
sonuclara daha hizli erismeye imkan taninmistir hem de klasik yollarla bu tiirde bir
calisma yaparken ortaya ¢ikan azimsanmayacak boyuttaki maliyetlerde asgariye

indirilmigtir.

Bilgisayar teknolojisinde yasanan bu gelismelerin CFD alanina oldukca ciddi
yansimalari, zaman igerisinde CFD’nin bir bilim dali olarak adlandirilmasina neden
olmustur. Bu da, bilgisayar teknolojisinde goriilen gelismelerin bizi ilgilendiren
onemli etkilerinden biridir. Su ana kadar, bilgisayar teknolojisindeki mevcut

gelismelere paralel olarak CFD’nin gelisme gosterdiginden bahsettik.

Bilgisayar teknolojisinde kaydedilen ilerlemeler tabii ki sadece CFD alanina tesir
etmemistir CFD alani ile yakindan baglantih olan sayisal analiz alaninda da ciddi
ilerlemeler gerceklesmigtir. Geligmis, siiper olarak adlandirilan bilgisayarlarin ortaya
¢ikmasi, diferansiyel denklemler igeren her tiirlii karmagik problemi, bu gelismelerin
paralelinde gelistirilen yeni, geliskin yontemler sayesinde sayisal olarak

coziimlemeye ve gercege oldukga yakin sonuglar elde etmeye imkan vermistir.

Yiikksek dereceli siki formiilasyonlar CFD alaninda popiilerliligini siirekli
artirmaktadirlar. Siki formiilasyonlar Sekil 1.1°deki gibi siki sablonda olduklarindan
(9 noktal1 yapida) daha dogru ¢oziimler saglamaktadir.



i-1,j-1  i,j-1  i+l,j-1

i-1,j i,] i+l,]

. . .

i-1,j+1 i, j+1 i+l j+1

Sekil 1.1. 3x3 Siki sablon
Sonlu fark yonteminde, klasik 3 nokta avristirma (discretization) islemi ikinci
deréceden dogrulukta sonuclar sunmaktadir ve bu tip yaklasim basvuru sirasinda
daha genisce kullanilmaktadir. Yiiksek dereceden yaklasim gerektiginde, mesela
dordiincii dereceden, klasik anlayista bu durumda 5 nokta ayristrma islemi
kullamlmak zorundadir. Fakat, 5 nokta ayristirma isleminde Kavite sinirina yakin

noktalarin ele alimsinda tekillik (singularity) olarak adlandirilan zorlu durum s6z
konusu olmaktadir[1].

Yiiksek dereceli siki yaklasim, Sekil 1°de gosterilen 3x3 siki sablonda 4.
dereceden dogruluk saglamaktadir ve diger 4. dereceden yaklagimda smira yakin
noktalarda ortaya ¢ikan zor durum bu tip siki yaklasimda s6z konusu
olmamaktadir[1].

Dennis ve Hudson [2], MacKinnon ve Johnson [3], Gupta ve dig. [4], Spotz
ve Carey [5] ve Li ve dig. [6] yiiksek dereceden siki yaklasimlarin ne dlgiide etkili
oldugunu gostermislerdir.

Yapmis oldugumuz bu ¢aligma ile gergege oldukga yakin sonuglar elde etme
imkam tamyan yeni, siki (9 noktali sablon yap1 s6z konusudur) 4.dereceden
hassasiyette sayisal bir yaklasim [1] literatiire sunuyoruz. Béliim 1’de bahsi gegen ve
detayli olarak tanimlanan ve gelistirilmis olan bu tiir yaklagimlarin dogrulugunu test
etmek icin sik¢a bagvurulan kavite akisi problemi, sunulan bu yaklasimia ve
beraberinde Gauss-Seidel Relaxation yontemi ile ele alimp, sayisal olarak
cozlilmiistiir. Buna ilave olarak, literatiirde HOC esash ¢alismalar kaydeden kisilerin
gelistirmis oldugu yaklasimlarla olan farki, onlara karsi iistiin olan yanlan, literatiire
kattif1 deger iizerinde de durulmustur ve Ozellikle literatiire sunulan bu degerli

katkinin bircok gelismeye Gnayak olacak nitelik tagimasi1 6zelliginin alt1 ¢izilmistir.
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Bu tez ¢alismasinda, ikinci boliimde, ele aldigimiz kavite akis: p’ro’;blémini'

matematiksel olarak modellememizi saglayan 2-boyutlu, sikigtinlamaz. (akl;s.kan’ :

yogunlugu sabit) Navier-Stokes denklemleri {izerinde durulmustur ve sonraélnga bu &

denklem takiminin birtakim doniigiimler yapmak suretiyle istedigimiz gﬁstebﬁ‘ljn"
bi¢imi olan ¥ — @ (Akim fonksiyonu- Vortisiti) formunda nasil gosterildigi ortaya

konulmustur.

Ugiincti  boliimde, kisaca belirtmek gerekirse, gelistirilen yaklagimin
uygulama asamasinda ¢ok sik¢a bagvurulan sonlu fark yontemlerinin temelini tegkil
eden Ileri fark, Geri Fark ve Merkez Fark yontemlerinin Taylor agilimindan yola
¢ikarak tiiretilisi buna baglh olarak birinci ve ikinci dereceden tiirev ifadelerinin ve

capraz tiirev ifadelerinin (@, ,0,,,0,,,0,,) sonlu farklar ile gdsterilisi tizerinde

durulmustur.

Dérdiincii boliimde, literatiirde bu alanda ¢alisan bilim adamlarinin yaptiklar
caligmalan, gelistirdikleri yontemleri ve yaklagimlari test etmek ve dogrulugunu
gormek icin ele aldiklar problem tipi olan Kavite akisi problemi ¢ok fazla detayina

inmeden tanitilmagtir.

Besinci boliimde, bu ¢alismanin esasim olugturan ve bizim tarafimizdan
gelistirilmis olan yeni, siki ve gergege daha yakin ¢oziimler elde etmeyi saglayan
yilkksek dereceli siki formiilasyonun tiiretilme ve gelistirilme asamalar1 adim adim
gosterilmistir. Ardindan, bunun model denklemimiz olan N-S denklemlerine

uygulanisi tizerinde durulmustur.

Altinct boliimde, kavite akigi probleminin ¢6ziimii sirasinda besinci boliimde
detayli olarak anlatilan yiiksek dereceli siki yaklagsim ile beraber kullanacagimiz
sayisal yontem, Gauss-Seidel Relaxation yonteminin temel denklemsel ifadesi, genel
nitelikleri, 1s1 denklemine uygulanisi iizerinde durulmustur. Ayrica, Gauss-Seidel
Relaxation yOnteminin geligtirilen 4. dereceden hassasiyetteki siki yaklagima

uygulamasi son iterasyon denkelemleri (y, ; —®, ;) elde edilene kadar adim adim

gosterilmigtir.



4.

Uygulamalar olarak adlandirilan yedinci bélimde, daha énceki "bﬁli‘ir‘nliefdé; o

detayli olarak anlatilan, tarafimizca gelistirilen ve literatiire sunulan yﬁksek»derecéli, L

siki yaklagim ile degisik senaryolar icin kavite akisi probleminin gﬁzﬁmleﬁné yer:

verilmigtir. Kavite’nin bazi1 spesifik noktalarindaki durum incelenmistir. Kavite
akigim ifade eden grafikler ¢izilmistir. Elde edilen sonuglar litteratiirde bulunan diger

sonugclarla kiyaslanmigtir.

Sekizinci ve son bolim olan sonuglar ve degerlendirme boliimiinde,
gelistirilen yaklasimin Gnemi vurgulanmakta olup literatiire olan katkisi iizerinde
onemle durulmustur. Elde edilen bulgularin literatiirde yer alan diger ¢alismalarin
bulgulariyla ne denli uyum iginde oldugu ifade edilmistir. Buna ilave olarak
gelistirilen yaklasgimin nihai halinin form olarak esneklik arz etmesi, bu yaklasimin
literatiirde yer alan Gauss-Seidel disgindaki diger tiim yontemlerle (2. dereceden)
beraber kullanmlmasina imkan vermektedir. Geligtirilen yaklagimin bu 6zel yan, bu

yaklasima popiilerlik kazandiracag: 6nemle vurgulanmastir.



2. NAVIER-STOKES DENKLEMLERI | 1

Svi ve gaz gibi akiskan maddelerin akigmi tanmlayan Navier-Stokes "

denklemlerinin ismi Claude Louis Navier ve Gabriel Stokes’dan ileri gelmektedir.
Navier-Stokes denklemleri basitge akigkanin herhangi bir bdlgesine etkiyen
kuvvetler dengesinin dinamiksel ifadesidir[7]. Akigkanlar dinamigi alaninda Navier-
Stokes denklemleri en kullamgli denklem takimlarindan biridir ¢linkii hava
modellemesi, boru iginde su akigi, galakside yer alan yildizlarin hareketi ve kanat
cevresindeki hava akisinin modellemelerine imkan vermektedir. Navier-Stokes
denklemleri, akigkanlar dinamigi alaninda ¢ok sik¢a kullanilmakta ve degisik
geometrili fiziksel ortamlardaki akigkan akigini matematiksel olarak modellemeye
imkdn vermektedir. Akiskanin ilgili fiziksel ortamin her noktasinda sergilemis
oldugu akigkan davranigimin miimkiin oldugunca hassas gézlemlenmesi i¢in ortamin
gercegine ¢cok yakin olacak sekilde taklit edilmesi gerekmektedir. Mevcut fiziksel
ortami canlandirmada ortamin tagidif: fiziksel gergeklere uygun olarak modelleme
esnasinda, akig denklemi olarak da bilinen 2-Boyutlu sikistinllamaz Navier-Stokes
denklemleri kullamimaktadir.

Bu boliimde, ele aldigimiz kavite akisi problemini matematiksel olarak
modellememizi saglayan 2-boyutlu, sikigtinlamaz (akigkan yogunlugu sabit)
Navier-Stokes denklemleri iizeriﬁde durulmustur ve sonrasinda bu denklem
takiminin birtakim doniisiimler yapmak suretiyle istedigimiz gdsterim bigimi olan

v — o (Akim fonksiyonu- Vortisiti) formunda nasil gésterildigi ortaya konulmustur.



2.1 Navier-Stokes Denklemleri Elde Edilisi

Iki boyutlu sikistinlamaz, kararli akis denklemlerinin elde edilme51 suasmdw
kullanilmakta olan ve akigkanlar dinamigi biliminin temelini tegkil eden denklemler:"'**
[81;

e Siireklilik Denklemleri

¢ Momentum denklemleri

Siireklilik Denklemleri
Sekil 2.1 iz bilesenleri olan u ve v’ yi gostermektedir.

> X
Sekil 2.1. Hiz Bilesenleri

u, x- yoniindeki hiz bileseni

v, y- yoniindeki hiz bileseni
—+—=0 2.1

(2.1) denklemi siireklilik denklemi olarak adlandirilmaktadir.

Momentum Denklemleri

X~ yOniinde
L3 * * 2 * 2 *
u*%+v*%=_ 1* ZLXD*—FV*(;@-‘-Z};J (2.2)
Yol
y~- yoniinde
* * #* 2 2
u* g* +v* g* —— 1* gyp* v*(gx‘:z gy‘:z ) (23)
P



Boyutsuzlastirma

denklemlerini boyutsuz hale getirmek i¢in asagida boyutsuz halde yer alan yardfmcrw "

Jentdemient kullaniniz [81

*

x A N
X = (&)
y= v (2.40)
L
u‘ 12 A N
u=— (£.40)
U
V* £ A I
v =— {£.44)
U
p=1 p (2.4¢)
Z oU?
> P

(2.4a)-(2.4¢) boyutsuz denklemlerini, (2.2) ve (2.3) denklemlerinde uygun

yerlere koymak suretiyle kullanirsak,

Tad T @)

ul ——+vU——=~-—p

U ou U ou 1 U26_p+v U?du U?du
L ox L oy p L ox

elde edilir.

(2.5) denkleminde uygun sadelestirmeleri yaparsak ve sonrasinda esitligin her iki

2

tarafini —5—2—ile carptigimizda —UL—- ifadelerinden kurtuluruz ve nihayetinde (2.6a)

denklemi elde edildikten sonra denklem (2.7) denklemine ulasilir.

2 2 [ 2 2 2
[U_ua_uﬂ_véz}: _UT%”%(%“L%H% (2.62)
X

(2.6b)

ou ou op v [(0u u
+ + 5 +-‘—2
o oy ox UL\Loe oy



akigkanlar dinamigi alaninda yer alan en 6nemli boyutsuz sayidir ve aklskanakls*

tipini (Laminer ve Tiirbiilansh akig) belirlemede en 6nemli belirleyici unsurlarin

baginda gelir.

(2.6¢) denklemini (2.6b) denkleminde yerine koyarsak,

ou 0O op 1(du ?&u

elde edilir.

(2.2) denklemi igin gerceklestirmis oldugumuz boyutsuzlastirma islemi
neticesinde (2.7) denklemini elde etmis olduk. Ayni1 islemlerden (2.3) denklemini de
gecirirsek, yani onu da boyutsuz hale getirirsek (2.8) denklemi elde edilir.

N

v 62vJ 2.8)
x dy oy R

Fars

Boyutsuzlagtirmanin ardindan yaptiklarimizi toparlarsak denklem takimi

asagidaki gibi olur.

Boyutsuz formda Navier-Stokes denklemleri:

ou Ov
—+—=0
ox oy
(oo 1 (Fu o
x oy ox R\ O
2 2
u.gx—v+v%=—%+-;—(-gx—f—+gy{-J 2.9)

Simdi ise, (2.9) denkleminde ifade edilen ve 3 denklemden olusan Navier-
Sokes denklemlerini birtakim matematiksel islemlerden gecirerek, basing
terimlerinden kurtarinz ve boylelikle denklem sayisi ikiye iner. Bu sayede, bir

denklemden kurtulmus olunur ve boylece ¢oziim elde etmek daha kolay bir hale



gelir. Oncelikle, (2.9) denkleminde yer alan son iki denklemi sirasiyla &% fwd

ile tiiretelim.

i 2 2
e L H @10
X
B 2 2
R I 9—‘21 62 2.11)
x| & & & R\

Elde ettigimiz ikinci denklemi, yani (2.11) denklemini (2.10) denkleminden
cikarttifimizda, basta var olan denklemlerin birinden kurtulmus oluruz. Ve 2
denklemden meydana gelen Navier-Stokes denklem takimi elde edilecektir. Bu
denklem takimi (2.12) denkleminde gosterilmistir.

ou Bu 62 avau 62 o*p 1 ou Ou
—+— (2.10a)
ayax axay 5y5y "o 3x5y R\o’y o
) 2 2 3 3
oudy, oy, vov, , oy __9p 110y, v (2.11a)
O0x0x 0x° Ox0y O0Oxd0y 0x0y R \0x 0x0y
2 2 2 3 3
ou a—u+ﬂ +u 74 +va Z:-— op +~1—— 62u +a l: (2.10b)
oy\ox Oy ox0y Oy 0x0y R \0x0y 0y
) 2 2 3 3
ov 6u+6v +u8121+vav =_6p+i 8131+ avz (2.11b)
x| ax Oy ox 0x0y 0x0y R \0x" 0Ox0y
(2.10b) denklemini (2.11b) denkleminden ¢ikarirsak ve g—£+—2——= 0 oldugundan
x Yy

dolay1 (2.12) denklemine ulasilr.

*u v *u v 1(8°u v J*u
u S|tV FE 'y T AT
O0x0y Ox 0y- 0x0y) R, \0y  0x° 0x°0y

v
- 2.12
axay2] ( )
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Navier-Stokes denklemlerinin son hali agagidaki gibi olur.

ou Ov
_+.____.-=
ox 0y

u v *u  9*v 1(°u v 0Ju
U “Za |tV 2 -7 T T A TRz
0x0y 0Ox oy® 0x0y) R,\0y’ 0x’ 0x0y

o’y
—_— 2.13
6x6y2] 13)

2.2. Akim fonksiyonu-Vortisiti (y-») formunda
Navier-Stokes denklem takimi

(v —w) formunda Navier-Stokes denklemlerini gostermemizin gerekgesi,
goriildiigi iizere 3 adet denklem bulunmakta, denklem sayisinin 3 olmasi haliyle
bundan sonraki asamalardaki isimizi olduk¢a zorlagtiran bir unsur olmaktadir. Bu
baglamda, (y — @) biciminde bir doniisiim yaparak hem var olan denklem sayisin
bir azaltmis yani denklem sayisini ikiye indirmis oluyoruz hem parametre sayisini
indirmis oluyoruz hem de denklem takimini daha kolay islem yapilabilir hale sokmus
oluyoruz.

Asagida yer alan yardimci doniigiim denklemlerinin yardimiyla

oy
U=——0 (2.14a)
o
oy
S 2.14b
V=T ( )
ou oOv
w=2-Z (2.14¢)

Navier-Stokes denklemleri, (¢ — @) formunda, agagidaki Akim Fonksiyonu () ve

Vortisiti denklemi (@ ) igeren denklem takimi ile ifade edilir.[8]
Akim Fonksiyonu denklemi:

v LoV _, (2.15)

axz ay2
Vortisiti denklemi:
R (6_9”5_@_8_'#5_@]_ do do

+ (2.16)

axZ aJ)Z



3. SONLU FARK YONTEMLERI

Bu sayisal temelli yontemler analitik ¢oziim bulmanmin zor oldugu rvcya"“ -

imkinsiz oldugu diferansiyel denklem ihtiva eden denklem takimlarim ‘géi\z’m'e
esnasinda sik¢a kullanilan sayisal yontemlerden biridir. Literatiirde yer alan sayisal
yontemler Sonlu fark yontemleri, sonlu eleman yontemleri vs. olarak adlandirilabilir.
Bu tez ¢aligmasinda, literatiirde yer alan sayisal yontem bigimlerinden sonlu fark
yontemleri iizerinde aynintih bigimde durulacaktir. Kisaca, bu yontem belli bir alam,
bolgeyi degisik yaklagimlar gergevesinde kiigiik pargalara boliip ve sonrasinda her bir
nokta icin ortaya c¢ikan denklemleri istenilen yonteme gore ¢6zmeye imkén

tanimaktadir.

Bu boliim kapsaminda, sonlu fark yontemlerinin temelini olusturan birtakim
yaklagimlardan, ileri fark, geri fark ve merkez fark yaklagimlarinin Taylor agilimi
denklemsel ifadesi iizerinden tiiretilisleri ortaya konulacaktir. Buna ilave olarak, bu

yaklagimlarinin avantaj ve dezavantajlan agisindan kiyaslamasi yapilacaktir.

3.1. Sonlu Fark Yontemi

Sonlu fark yontemleri basit¢e ifade etmek gerekirse Taylor tiirev agilimlarini temel
almaktadir. Taylor serisi herhangi bir noktadaki degeri ve tiirevlerinin degeri bilinen
bir fonksiyonun bagka bir noktadaki degerini ifade eder[9].

f(x+Ax)=f(x)+_A_xﬂ+Ax d’f

— A 3.1
1! dx 2! dx n! dx"

Taylor serisi agilimi tistte yer alan (3.1) denklemi ile ifade edilmistir.
Sonlu farklar temel olarak {i¢ yontem iizerine kurulmustur.
1. lleri-Fark Yaklagimi
2. Geri-Fark Yaklagimi
3. Merkez-Fark Yaklasimi
Bu ii¢ yaklasim yardim ile tiirev terimleri (df/dx, d*f/dx?, .....vb.) sonlu farklar ile
ifade edilmektedir. Bu tiiretme iglemi sirasinda ii¢ yontemde de ¢ikis noktas (3.1)

denklemi ile ifade edilmekte olan Taylor seri agilimidir.



3.1.1. ileri-Fark Yaklagimi

Sekil 3.1” de ileri-fark yonteminde kullanmilan noktalar gosterilmistir.
i i+1
———o
Ax

Sekil 3.1. Ileri-Fark Yontemi

Fonksiyonun (i+1)’daki degeri , Taylor a¢ilim kullanarak 4. terimden itibaren
kesilmis haliyle (3.2) denklemindeki gibi olur.

(3.2)

, N Acdf A dF A B
S =1+ o o s +(ax’)

af

Bu denklemi kullanmak suretiyle 'nin x’ e gore 1.dereceden tiirevi (E s

izf(i+1)—f(i)+£d2f+Ax2 df (3.3)
& Ax 12 a2 123 dv ‘

2
Kesme Hatasi: _A_x C {
2 dx

o

Yukaridaki denklemden anlagilacagi tizere % fonksiyonun (i+1) ve (i) deki

degerlerine baglilik gostermektedir, yani fonksiyonun o noktalardaki degerleri

2
biliniyorsa, —Z{- ’1 belli bir hata pay1 (—lA—; Ccllx{ ) ile hesaplamak miimkiin olmaktadir.

Ax’in derecesi burada 1, dogruluk derecesi olarak adlandirlmaktadir ve bu derece
degeri ne kadar biiyiik olursa, tiirev igin yazilmig olan sonlu fark ifadesi o derecede

dogruya yakin hesaplamalar yapmaya imkan tanir[8].

3.1.2 Geri-Fark Yaklasim

Sekil 3.2° de geri-fark yonteminde kullanilan noktalar gésterilmistir.
i-1 i
——o
Ax

Sekil 3.2. Geri-Fark Yoéntemi
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Fonksiyonun (i+1)’da ki degeri , Taylor aihmi kullanarak 4. terimde kesilmis .~ .

haliyle (3.4) denkelemi gibi olur.

Y

Axdf A df A dS
-1 +| Ax
F0=r 0Tt a e )
Bu denklemi kullanmak suretiyle fnin x” € gore 1.dereceden turev1( @ )
: _ 2 13
& _fO)-f(-1) Mdf a7 df 3.5)

dx Ax 12azx2 1.2.3 dx’

Yukaridaki denklemden anlagilacagi iizere g]i fonksiyonun (i+1) ve (i) deki

degerlerine baglilik gostermektedir, yani fonksiyonun o noktalardaki degerleri

2
biliniyorsa, —;% ’1 belli bir hata pay1 (% Ccllx{ ) ile hesaplamak miimkiin olmaktadir.

Ax’in derecesi burada 1, dogruluk derecesi olarak adlandirilmaktadir ve bu derece
degeri ne kadar biiyiik olursa, tiirev i¢in yazilmis olan sonlu fark ifadesi o derecede

dogruya yakin hesaplamalar yapmaya imkan tanur.

3.1.3. Merkez-Fark Yontemi

Sekil 3.3” de merkez-fark yonteminde kullamilan noktalar gosterilmistir.
i-1 i i+1

® T °
Ax Ax

Sekil 3.3. Merkez-Fark Yontemi

(1) noktasinda tiirev ifadesini (it) yazarken i, i+1 ve i-1 olmak tizere 3 noktadan
@

df

faydalanmakta oldugumuz bu yéntemde o ’i ilk iki yontemde kullamlan (3.1) ve

(3.2) denklemleri yardimiyla yazabiliriz. Burada, (3.1) denkleminden (3.2) denklemi
¢ikartilir ve neticesinde, (3.6) denklemi elde edilir.



Axdf Ax’ a’zf_|_Ax3 d3f+(Ax4)

)= T Ty o 125 &

Axd A f AC d
1-0)=f ()3T s 25T T L (o)
& _fG+D-fG-D, A df (3.6)
dx 2Ax 3 ax’ .

(3.6) denkleminin sag tarafinda yer alan ve bahsedilmesi gereken bir terim olan
Kesme Hatasi terimi (truncation error), yazilan tiirev ifadesinin ne derecede hassas

oldugunu gostermektedir.

&

— 3.7)

T, =

Ax? derecesi, burada, 2 dogruluk derecesi olarak adlandinlmaktadir ve bu derece
degeri ne kadar biiyiik olursa, tiirev i¢in yazilmis olan sonlu fark ifadesi o derecede
dogruya yakin hesaplamalar yapmaya imkan tanir. Goriildiigii iizere, merkez fark
yaklagimi ile yazilan tiirev terimleri ileri-fark ve geri fark yaklasimlan ile yazilan
ifadelere nazaran dogruluk derecesi daha yiksektir. Yani, daha dogru tiirev

hesaplamalar1 yapmaya imkan vermektedir.

(3.6) denklemini (3.7) denklemi ile diizenlersek, nihayetinde (3.8) denklemine
erisiriz.

g’[_=f(l'+1)—f(i"1)+r (3.3
dx 2Ax £ |

lleri-fark ve geri-fark yontemlerinde kullanilan (3.1) ve (3.2) denklemleri araciligryla
d’f,.
b’

’i de agagidaki gibi sonlu fark yontemleri ile elde etmek miimkiindiir.

d’f _fG+D-2f()+f(-1) A d'f (3.9)

dx’ Ax? 12 dx*




Kesme Hatasi,

5 sz d4f
FED a

(3.9) denklemini tekrar diizenlersek, (3.10) denklemi elde edilecektir.

d’f _fG+D-2f()+fG-D) (3.10)
i’ Ax? ‘ '

3.2 Capraz Tiirev ifadelerinin sonlu fark yontemleri

(2.dereceden) ile gosterilmesi

Bu tir tirev ifadeleri adindan anlagilacag: lizere her iki degiskeni de tiirev

ifadesi i¢inde barindirmaktadir. Bu tiir tiirev ifadeleri, standart 2. dereceden merkez-

of

’nin sonlu fark

fark yontemi yardimiyla tammlanmaktadir. Burada, sadece

yontemi ile nasil yazildigi adim adim gosterilecektir. Diger ¢apraz tiirevlerin 2.

dereceden sonlu fark esitlikleri de dogrudan belirtilmistir[8].

’f_o (zjz 2 (f—f)_ L a(ﬁ._m)_é‘(ﬁ,,.l)]

xdy ox\dy) ox\ 24y "2AyL ox ox

f - fi+l,j+l - f:“-—l,_/-r»l - f;+l,j—l + f:"—l.j——l (31 l)
i 4AxAy

foo= f/+1,_,-+1 - 2ﬁ.,/+1 + f;‘—l.j+l - ﬁ+1,,,--1 + 2fz.j—1 - fi—l,_,--x (3.12)
- 2Ax* Ay

fo= S, I 2fi+1.j + ff+1,j—1 = famt zfi—l._/ = Jiam (3.13)
"W 2AxAY?

f - j;+1, JH 2fi,j+1 +j;'—l,j+l - 2fi+l,/ + 4.f;/ - zfi—l, J + f;’+1, j-1 —2.}(;'.‘/—1 +fi—1,j—1 (314)
oy

A AY?



4. KAVITE AKISI PROBLEMI L

Hesaplamal1 akigkanlar dinamigi alaninda caligan bilim adamlarlmne{de ‘
etmis olduklar1 yontemlerin ve yaklasimlarin dogrulugunu test etmek 1<;1n enc;ok
basvurduklari problemlerden biri kavite akisi problemidir. Bu problemin bu amagla
cokea kullanilmasinin nedenlerine gelince, problemin iizerine kurulu oldugu fiziksel
ortam geometrisinin basit olmasi, bu probleme iliskin olarak kod yazmanin kolay
olmast ve son olarak bu problem iizerine ¢ok fazla galisma yapilmig olmast ve
literatiirde kiyaslama yapmak i¢in bu probleme iligkin giivenilir sonuclarin fazlaca
olmasi gibi sebepler sayilabilir. Biitiin bu olumlu yanlarinin yaninda kare kavitenin
bir olumsuz tarafida kare kavitenin geometrisinden kaynaklanan ve simira yakin
noktalarda, yani kGse noktalarinda ortaya g¢ikan tekillik (Singularity) durumudur.
Literatiirde bu tekillik olumsuzlugunu ortadan kaldirmaya yonelik olarak gelistirilmig
olan yontemlerden en Snemlisi ve giivenilir neticeler elde etmeyi saglayan en etkin

yontem Storthkuhl[10] yontemidir. Bu ydnteme iliskin detayli bilgi bu bolim

icerisinde yer bulacaktir.

4.1 Kare Kavite Akisi

Sekil 4.2 [11, 12] ve Sekil 4.1 basitge kavite akigim ve kavite iginde degisik
noktalarda akiskan (su) akigt davramglarimi, olusan girdaplann  (vortex)
gostermektedir. Basitge belirtmek gerekirse, kavite akisinda Reynolds sayisinin
buyiikliigiine gore kavitenin kogelerinde (ASA, AS ve US) girdaplar olugmaktadir.
Sekil 4.2’de ASA, AS ve US kisaltmalan sirastyla kavitenin alt sag, alt sol ve iist sol

koselerini igaret etmektedir.
O = >/ 0O
< yy T : <
' BAND
™~ 5 CEVRILIYOR
I N\ |
AKISKAN !

__________ N

Sekil 4.1. Kavite akis1 olay:



u=1 — v=0

% us1

>

=] Birinci Girdap £
L o
L]

i 3

AS1
AS2 ASA1 ASA2
As3 b ASA3
u=0 v=0

Sekil 4.2, Smir sartlan ve Kavite akisinda ortaya ¢ikan vortekslerin sematik
gosterimi[11, 12]

Kavite akigi probleminin dayandinldigi sistem su sekilde agiklanabilir:
oncelikle kavite akismmn gergeklestigi geometri boyutsuzlastirmadan dolay: [0, 1]
aralifindadir. Kare kavitenin {ist kenar1 bagli bulunan bandin ¢evrilmesi ile yatay
yonde ivmelendirilir. Bu sayede, o kenardaki yatay hiz 1, yani u=1 olarak
tanimlanmaktadir. Buna kargin, diisey hiz, v=0’dir. Ust kenar hareketli duvar
(Sliding wall) olarak tanimlanmaktadir. Diger taraftan, diger duvarlar hareketsizdir
ve bu duvarlar sabit duvarlar (Stationary walls) olarak adlandirilmaktadir. Sekil
4.2°de kavite simrlarindaki hiz bilesenleri (yatay ve diisey) boyutsuz olarak ifade
edilmistir.

4.2 Kare Kavite Simir Sartlan
Daha o6ncede belirtildigi gibi kare kavite akist problemi sahip oldugu

geometrinin basit olmast sebebiyle ¢oziim agmasinda kolayliklar saglamaktadir.



Fakat, kare kavitenin geometrisinin kare olmasindan dolay1 kosele a l}'\ésk&
etmesi bu noktalarin ele alimsim zor bir hale sokmaktadir. Slmrlavi'_; # Bl
(singularity) kaynaklanan istenmeyen bir durum goriilmektedir. Su dan}’ 3
ki, bahsi gegen kdse noktalarmin miimkiin oldugunca hassas olgiilerde hesapiahma51
sarttir. Sayet hesaplanamassa, bu durumda ortaya ¢ikan yanliglik sadece bulundugu
noktalarda bas g6stermez, i¢ noktalara da olumsuz etkilerini, hatali sonuglar elde

etme seklinde hissettirir.

Sinirda akim fonksiyonu degerlerini tayin ederken, u ve v bigiminde verilmis
olan iz degerlerini elimizde bulunan yardimc: doniisiim denklemleri yardimiyla

w — @ Dbigimine doniigtiiriirsek, simirdaki Akim fonksiyonu () degerleri tim

kenarlarda (duvar) sifir olarak gerceklesmektedir.
w=0 4.1)

Bu durum, Sekil 4.3’de sematik olarak gosterilmistir.

3
i/ J 4
Ly 5 2
I__ w=0 __I
4

Sekil 4.3. Kavite sinirlarinda Akim fonksiyonunun durumu

Smirlarda akim fonksiyonu davramisi yukandaki gibi olurken, vortisiti

davraniginda isler biraz daha karmasiktir.

Sinirda vortisiti davramigini incelersek; bu baglamda simrdaki vortisiti
degerlerini tayin ederken bagvurabilecegimiz degisik yollar mevcuttur. Sekil 4.3° de

yer alan 1, 2, 3 ve 4 olarak adlandirilan kenarlarda vortisiti degerlerini hesaplayalim.



's*‘m?lwv&k"m

f”f e

e ‘k‘ ﬂ%
Dedigimiz gibi, simirda vortisiti degerlerinin tayininde kullanmak uzere deglg,,lk } 14
yontemler mevcuttur. Bunlardan biri, Them (standart ikinci dereceden hayali n?f;k’fzﬁm

. 0\\‘
p

yontemidir. Diger bir yontemde, Stértkuhl adiyla anilan y6ntemdir. " o ;:3@‘*’,,

4.2.1. Thom Yontemi

Bu yontemin uygulamasi sirasinda, sinirda bilinen akim fonksiyonunun
diferansiyel degerlerinden faydalanilir.[13]
Mesela, 1 noktasinda ki vortisiti degerini bulurken,

2 2
0 l/2/+ 9 V; = @ ifadesinden ve o _ =0, o =0 bilgisinden faydalanabiliriz. Bu
ox oy oy ox
durumda,
%
=@ 42
Py (4.2)
olacaktir.
1
[ o
E (01

Sekil 4.4. Sir 1°de ki durum

Ikinci dereceden sonlu fark uygularsak, sinirda vortisiti degeri icin

a,
Ax?

bulunacakitir.

Burada,

H, hayali nokta

0, sinirdaki nokta

1, sinira komsu nokta’ y1

simgelemektedir.

(4.2) denkleminde yer alan hayali nokta isea—‘/i =0 diferansiyel ifadesini

ox

2.dereceden sonlu farklar ile yazarak bulunur.
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Vi=¥n _ g 44
2Ax o

W, W, =0 4.5)

v, =w, (4.6)

(4.6) denklemi hayali noktay1 ifade etmektedir.

Hayali noktay1 bulduktan sonra, hayali noktanin bulundugu (4.5) denklemini (4.3)

denkleminde uygun yere koyalim.

=2y, +
@, =_‘V_1___A%2L__l£}_ (4.7)
2, -2y
@, =__._1A_;2__°_ (4.8)

(4.1) denklemini (4.8) denklemin de yerine koyarsak, smir 1’de vortisiti degerini
hesaplamak i¢in kullanilacak olan (4.9) denklem elde edilir.[13]

2y,
= 49
Ax? (49)

@,

Diger sinirlar (2,3 ve 4) iginde aym islemleri uygularsak, 2,3 ve 4 nolu simirlarda
vortisiti degerleri asagidaki gibi olacaktir.

3 nolu smirda,

HO® 3
—6—@—
1 @
Sekil 4.5. Simr 3°de 0 noktasindaki durum
Bu sinirda,
oy _

——=0veu= v =1 oldugundan dolay1
ox oy

2
oV _, (4.10)



a1

olur ve agagida yer alan (4.11) denklemi elde edilir.

Yy —2l/fo +i, | (411)

., =
0 Ayz

(4.11) denkleminde yer alan hayali nokta, H” de ki vortisiti degerini bulmak igin

u= —Z——V—j- =1 akim fonksiyonu bilgisinden faydalanmilir.
y
Yu —¥1 (4.12)
2Ay
Wy =¥, +2Ay (4.13)

Sonraki asamada, hayali nokta i¢in (4.13) denkleminde yazmis oldugumuz esitligi
(4.11) denkleminde yerine koyarsak, simrdaki vortisiti degeri asagidaki gibi olur[13].

2
0, = ¥, +2V/0 + 2 (4.14)
Ay Ay

v, =0 oldugu i¢in,

2y, 2
Sl S (4.15)
Ay” Ay

0

2 nolu smirda,

Sekil 4.6. Smur 2°de 0 noktasindaki durum

0 e

5—!/—/- =0, o = 0 bilgilerinden faydalanilarak simr 2°de vortisiti degeri bulunur.
y x

o, = 2y,
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4 nolu simirda,

1@ 4
@ ——
He

Sekil 4.7. Sinmir 4°de 0 noktasinda ki durum

Z—W =0, 66—!// = 0 bilgilerinden faydalanilarak simir 2°de vortisiti degeri bulunur.
y x

2y
a)o=A ;
Yy
2y 2
a)osz;-i_Z;
3
'/ /4
2y € € 2y,
) Ax; 1 N L2 % A x2
I_ 1//=0 __|
4
2y
wO:Ay;

Sekil 4.8. Kavite sinirlaninda Akim fonksiyonunun ve Thom yéntemine gore

vortisitinin durumu

Sinirdaki vortisiti degerlerini  hesaplarken yukarida bagvurdugumuz Thom
yonteminin diginda daha bagka yontemlerde literatiirde yer almaktadir. Bunlardan
biri de, smirdaki vortisiti degerlerini hesaplarken 5 noktaya bagvurdugumuz ve

sinirdaki degerleri 4. dereceden hassasiyette bulmamiza imkan vermektedir.



4.2.2. Storthkuhl Yontemi

Kose noktalart vortisiti degerleri igin belirsizlik noktalandr. Gupta ve dig.,
bu durum igin kapali asimptotik bir ¢6zim tanimlamiglardir. Benzer | éékilde, o
Storthkuhl, kavitenin koselere yakin yerleri i¢in analitik asimptotik ¢oziimler ;);{éya
koydu ve sonlu eleman bilineer sekil fonksiyonlarimi kullanarak, kése noktalarinda
vortisiti degerleri igin var olan belirsizligi ortadan kaldirdi. Buna ilave olarak,
duvardaki noktalarda da var olan bu olumsuzluk boylelikle ortadan kaldirilmig oldu.
Bu yapmis oldugumuz ¢aligmada St6thkuhl ve dig. ele alind1 ve duvar noktalarinda

vortisiti degerlerini hesaplarken asagida yer alan ifadenin yardimina bagvuruldu[10].

L ] L J ® L] [ [
1 1 1 113 1 V
s—4 s+ =1]3% 2 s |lw=—— (4.16)
3AR? | 2 o B 2 h
111 g 1

Burada, V duvar hizi; bu deger sabit (stationary walls) duvarlar i¢in 0, hareketli

duvarlar i¢in 1 alir.

Kose noktalarinda vortisiti degerlerini hesaplarken ise asagidaki ifade kullanilir.

® ® ® L ] ® &
1 1 1 1 i
® —2 = ) — ® 1 -y () = e —— 417
9 2 | v+ 2 | : ( )
3AN? o L 1 9 o L 1 2h
2 2 4

Burada, V' ; st iki k6se noktast icin 1, alt iki kése noktasi igin ise 0 alinr.



5. YUKSEK DERECEDEN SIKI (YDS)
YAKLASIM SRR

Onceki bolimlerde yapilanlan 6zetlemek gerekirse, su ana kadar, ortaya
koydugumuz yéntemin daha iyi ve daha kolay anlagilabilmesi i¢in 6nem tagiyan
birtakim temel kavramlar ve sonlu farklar yontemi hakkinda bilgi verdik. Bu noktada
ise, hakkinda bilgi verdigimiz kavramlar ve denklemleri kullanmak suretiyle
gelistirdigimiz yaklagimin 2- Boyutlu, sikigtinlamaz Navier-Stokes denklemlerine
uygulanmasi ve son denklemlerin tiiretilmesi adim adim anlatilacaktir. Buna ilave
olarak, sadece gelistirdigimiz siki yaklasimin elde ettigi sonuglan test etmek igin
yine 4. dereceden hassasiyetli sonuclar verme Ozelligine sahip gelencksel tip bir
yaklagim olan 5 nokta yaklasim: da ortaya konulacaktir. Bu iki yonteme iligkin
olarak, yaklagimlara dayanarak gelistirilecek olan denklemsel ifadeler, daha onceki
boliimlerde detayh bir sekilde anlatilmaya calisilan Navier-Stokes denklemlerinden
yola cikilarak tiliretilmistir ve ayrica bu tiiretme isleminde test problemi olan kavite
akis1 problemine has birtakim karakteristik 6zellikler, bilhassa simirlardaki mevcut
durum ve problem geometrisi de (Kare kavite) isin igine katilmastir. Sinirlardaki
durum ele alinirken iki yontem &zellikle dikkate alinacaktir. Bunlar Thom yontemi
ve Sturthkuhl yontemidir.

5.1. YDS Yaklagimi Uygulamasi

Sonlu fark yonteminde, klasik 3 nokta ayrnigtirma islemi ikinci dereceden
dogrulukta sonuglar sunmaktadir ve bu tip yaklagim literatiirde daha genigge
kullanilmaktadir. Yitksek dereceden yaklagim gerektiginde, mesela dordiincii
dereceden, bu durumda bagvurulabilecek yaklagimlardan bir tanesi yiiksek dereceden

siki1 yaklagimdir.
o 00

i1, j-1 i,j-1 i+l j-1

L Lj  itlj

-1, 3+ i+ i+, 41

Sekil 1.1. 3x3 Siks Sablon



Bu yaklagimda, esas, Sekil 1.1° de mevcut 3x3 siki sablon yaplsma bagh

kalarak, (i, j) noktasma iligkin dordiincii dereceden hassasiyette bir 1fade yazmaktlr B

Bu baglamda, agagida yaklagimin model denklemine uygulamasi adlm adlm 5

anlatilmigtir.

Mevcut kavite akisi problemindeki fiziksel durumu matematiksel olarak
modelleyen ¢ikis noktamiz olan 2- Boyutlu, sikigtirllamaz Navier-Stokes denklem
takimim g6z Oniine alahm. Bu denklemin elde edililiini bundan dnceki bolimlerde
basitge gostermistik. Simdi ise, geligtirilen yiiksek dereceli siki yaklagmm Navier-

Stokes denklemleri tizerinde uygulayalim.

2-boyutlu sikigtirilamaz Navier-Stokes denklemleri boyutsuz formda yazilirsa
Akim fonksiyonu (%¥) ve vortisiti (@) formunda denklem asagidaki gibi olur.

gx‘{ Z'y‘”—w (5.1)
2 2

oy ow oyow) (0w 0o 52)

Oy O0x Oxdy RL, ox 0y

Burada, x ve y kartezyen kordinatlari, R ise reynolds sayisim

simgelemektedir.

Bu denklemleri ¢6zmek amaciyla, agagida tanimlanmis olan standart 3 nokta ikinci
dereceden 3(Ax2) merkez fark yaklasim denklemlierini kullanalim[14].

—‘zx—‘” =y, +9(Ax*) (5.3)
2
=y +9(a7) (54)

Burada, y, vey  asafida tammlanmaktadir.

- Vin =¥ (5.5)

LTy
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Eger (5.1 ve 5.2) denklemlerinde ikinci dereceden ayrigtirma (discrefiiafié);r)'.'fr*‘~ i
ifadelerini kullanirsak, sonrasinda asagidaki ikinci dereceden S(sz) dogrulukta

sonlu fark denklemlerini elde ederiz.

1 1 _ 58
‘R_- xx+fw}y —!//ya)x_!//xwy ( ’ )

(4 e

Akim fonksiyonu ve vortisiti denklemlerinin ¢6ziimii i¢in literatiirde degisik
birgok sayisal yontem bulunmaktadir. Bu yontemlerden herhangi birini kullanarak,
bu iki denklemi ¢6zersek, akim fonksiyonu (i) ve vortisiti (@) i¢in elde edilen

sayisal ¢oziim, ikinci dereceden dogrulukla Q(sz, AY? ) , (5.1 ve 5.2) denklemlerinin

tanimladigi akim fonksiyonu ve vortisiti denklemlerini karsilamaktadir. Yani, elde

edilen ¢oziim ikinci dereceden dogrulukta olacaktir[1].

Simdi ise, akim fonksiyonu ve vortisiti denklemleri i¢in 4. dereceden siki

formiilasyonu yazalim. Asagidaki aynistirmalar 4. dereceden 9 (Ax" ) dogruluktadar.

oy _ A’ Oy

Pl 53—+.9(Ax4) (5.9)

i Ax? 8*

ax"z’ =V axl/“/ +9(ax*) (5.10)
Sy 'y

ve terimleri hesaplanir ve uygun

4

Bu aynstirmalarda, bir sekilde v

yerlere yerlestirilirse, bu ayrnistirmalar 4. dereceden dogrulukta (¢ (Ax") ) olur. Sayet,

bu ayrigtirmalar akim fonksiyonu denklemi olan (5.1) denkleminde kullamlirsa,
asagidaki denklem elde edilir.



Ax? 64w__Ay2 541//
12 ax* 12 ot

Ve +V,, — +3(Ax4,Ay4)=a)

oty

4

Simdi,

4 T, “
ve ﬂ:- terimleri i¢in bir ifade elde etmek gerekmektedir. Bunun
%7

icin, (5.1) denklemi, yani akim fonksiyonu denklemi kullamlir. Akim fonksiyonu

denkleminin x’e goére 1. ve 2. derece tiirevleri alinirsa, agagidaki denklemler elde

edilir.

Py oo Dy

a0 ox ondy 612
4 2 4

Oy _Oo_ 0y (5.13)

ot o - Py 3y2

Benzer sekilde, akim fonksiyonu denkleminin y’e gore 1. ve 2. derece

tiirevleri alinirsa, asagidaki denklemler elde edilir.

3 3
oy %0 0w (5.14)
o’ oy oxoy

4 2 4
Ov _oo_ 0y (5.15)

6_}/4 - ayZ —6x26y2

(5.12, 5.13, 5.14 ve 5.15) denklemlerinde, Tablo 5.1°de tanimlanan standart
ikinci dereceden merkez-fark ayrigtirmalarimi kullanirsak, asagida yer alan ifadeler

ikinci dereceden dogrulukta olacaktir.

3

Oy
ax3

=0, -y, +3(Ax,A°) (5.16)

3

nyﬂ’rwmw(mzallyz) (5.17)




Tablo 5.1. Standart ikinci dereceden merkez-fark
(Discretizations), 9 ( A2, AY? )

P oot I
* 2Ax
f .ﬂ,_m - f;‘,j-—l
Y 2Ay
f fi+l,j - 2flj + ﬁ-l,j
XX sz
f f, T 2_f;,j + fi,j-l
»w Ay2
f fi+1,j+1 - fi-l, JH fi+1,_,'-1 + .ﬁ-—-l,j—l
Xy 4AxAy
f fm, T 2fi,j+1 + ff—l, JH fi+1, j-1 + 2fi.j—1 B fi—l,.i-l
xxy 2Ax*Ay
f fi+1,j+1 - 2];+Lj + fz+1, -1 ff—l._/+1 + 2ff—1,‘,~ - fl"—l‘j—-l
Xy 2AxAY
f fi+1,j+1 - 2f;’,_/+l + fi—x,j+1 - 2ff+1,j + 4fi, ;i 2ﬁ—1,_/ + fi+1._/—1 - 2ff,j—1 + fi-l,_/—l
xxyy sz A y2
o'y 2 A2
6x4 =wxx—‘//x,\)gr+'9(Ax 9Ay ) (5.18)
'y
5 =0, ~ Y, +9(AF, A7) (5.19)

Tanimlanan 2. dereceden dogruluktaki ifadeler yardimiyla, asagida yer alan
ifadeler 4. dereceden dogrulukta ifadeler haline gelir.

A o'y A Ax’ 4 A 242
TR IRET a;xx~—1-2-¢/m+3(Ax A’ Ax7) (5.20)

Benzer olarak asagidaki ifade de 4 dereceden dogrulukta bir yapiya biiriiniir.

A &'y A Ay? 5
1«‘; ay‘{{: 5 On IJ; W oy + 3 (A7 097, A0*) (5.21)

(5.20 ve 5.21) denklemleri (5.11) denkleminde yerine koyulursa asagidaki
denklem elde edilir.



N —'a)—sza) N Ax’® Ay
Ve ¥V 2 %" T\ 12 T Ve

(5.22) denkleminin ¢6ziimii aym zamanda (5.1) denkleminin, yam akartf®
fonksiyonu denkleminin 4. dereceden dogrulukta bir ¢6ziimii durumundadir. Bundan

dolay, (5.22) denklemi sayisal olarak ¢oziiliirse, 4. dereceye S(Ah“)kadar akim
fonksiyonu denklemi igin makul ¢6ziim elde edilir..

Bu sefer, vortisiti denklemi i¢in 4. dereceden bir yaklasim elde edilirse,
agagidaki ifadeler 4. dereceden dogruluga sahip olacaktir.

Z?:wn Al’j aa;" +8(Ax") (5.23)
%‘}:wyy "';4; g; (&) (5.24)
e e G
—‘/fywx_AgZ Z;v: X_Agz Z;a;"/ +9(Ax, A y”, ') (5.25)
%%ﬁl:(%—i‘z—z%}:+3(&4))[%—%%+ (Ay“)]
APy A 633 v, +9(Ax' A7y, Ay* ) (5.26)

=y.o
e e

(5.23, 5.24, 5.25 ve 5.26) denklemleri (5.2) denkleminde tammlanmis olan
vortisiti denkleminde yerine koyulursa, (5.27) denklemi elde edilir.
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A’ 8'o N d'o _

o_+0, — =
xx » 12 ax4 12 ay4
A BPo A Do
l//ya)x _l//xwy + 6 ay_v, Y, — 6 axg, l//y
2 A3 2 A3
A;‘ ;"3’ wx-Ag aay"j o, +9(Ax', A Ay, Ay*) (5.27)

(5.27) denkleminde ortaya ¢ikan akim fonksiyonunun 3. dereceden tiirevleri

igin (5.16 ve 5.17) denklemleri kullamilirsa, agagidaki ifadelere ulagilir.

2 A3 2 2
%Zy’f o, =——A—J6—/——a)xa)y —A%wxz//m +9(Axt, AP0, Ayt (5.28)
Ax? 63W Ax’? Ax’ 4 A 242 A4
-—6——'53—0%) =—'—-6- @, — 6 a)yl//x_‘,y+.9(Ax JAXTAYT, Ay ) (529)

Vortisitinin 3. ve 4. dereceden tiirev ifadelerini bulmak igin vortisiti
denkleminin x ve y’ye gore tiirevleri alinir. Vortisitinin x’ e gore 3. tiirevi (5.30)

denkleminde ifade edilmistir.

3 2 2
Ow awg_q+R oy 0w

- Py ow Oy Fo  do

3 7 e e 2 e B e - > (530)
ox xdy ox dy ox ox* oy ox Ox0y Oxdy

(5.30) denklemi standart ikinci dereceden merkez-fark ayrigtirmasi ile
agagidaki denklemsel bicim halini alir.

oo

3

=Ry ,0,+Ry,0, - Ry, 0,-Ry.0, -0, +9(A7,8°) (5.31)

Dolayisiyla, (5.27) denkleminde bulunan terim asagidaki gibi yazilabilir.

A Po Ax? Ax?
PRI L Rewyt/f.wwﬁTRewyl/fywxx

2 2 2

6 el//y‘//xx v 6 el//ylﬂx Xy 6

v,0,,+3(Ax' A7 0, YY) (5.32)
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Vortisitinin y* ye gore 3. dereceden tiirevi de (5.30) denklemine Benzer
sekilde (33) denklemi ile ifade edilir. e

@___R 62¢/6_a)+R 1% aza)_R 6291/2@_1? oy o o

¢ A2 ¢ e e 3 A2 (5.33)
’ & &  Cdy iy “axdydy C x y wy

(5.33) denklemi standart ikinci dereceden merkez-fark ayrigtirmast ile

asagidaki denklemsel goriiniime kavusur.
w R 2 2
— =Ry, 0, +Ry o —-Ry o -Ry o, -0, + 8( Ax”*, Ay ) (5.34)

Dolayisiyla, (5.27) denkleminde yer alan terim asagidaki gibi yazilabilir.

A B A Ay
= R o +—— 7]
6 ay} Wx 6 el//xllyyy x 6 cl//xl//y Xy
2 2 2
—A—g’—Rewxwwwy —%Ret//xy/xww ———Az—l//xwm, +8(Ax' AP N, YY) (5.35)

Vortisitinin x’e gore 4. dereceden tiirevi asagidaki gibi yazilir.

4 3 2 2 2 2 3
604)=Re 62(// a_w+Reawa?+Reawaa;+Reay/a?
ox Ox~0y Ox Ox0y Ox Oxdy Ox oy Ox

831//6_a)__+R Py o R Oy o g v do 0w

~R’ e - ¢ e -
"o’ oy Cox’ oxdy  Cox axdy  C Ox ox’dy oxoy’

(5.36)

Tekrardan standart ikinci dereceden merkez-fark tiirevleri kullanilir ve aym
zamanda akim fonksiyonu ve vortisitinin 3. dereceden tiirev ifadeleri (5.36)

denkleminde yerine konulursa, (5.37) denklemi elde edilir.



B T

oo
ox*

=R W@ 2R W o O,
Rwy, o +Rw w0, -Rwy. 0 -Rvwyo,-Ryo,
Ro0,+ Ry, 0, -2Ry, 0, - Ry 0, -0, +I(A 5°) (5.37)

Bu sebeple (5.27) denklemindeki terim agagidaki goriiniime kavusur.

sza"a)_szRl// a)+—éx—2-Rt,//w
12 ax4 12 e xpx 6 e xyWxx
2 2 2
—R? o+ o, ———R} @
12 e l//yl//xy x 12 12 e l)”yl//xx y
AxZ 2 AxZ
—-—-——R —Ry o +—R w0
12 1e V¥l Ty AV 0y T N0,
2 sz AxZ
—R -—R —Ry o
12 el//xw $% 6 ‘//xx xy 12 e‘//x XXy
2
—%% +8(ax', A0, ) (5.38)

Vortisitinin y’e gore 4. dereceden tlirevi ise asagidaki gibi yazilir.

4 2 2 2 2 3
8_a_)__R6¢//6a)+ e61/2/8w+R861{6w+Re81// 6602
o' o' ox  “oyt oxdy @ xdy Oy oxdy

dy oo, Oy do R Oy 62a)_R oy oo O'w (5.39)
oy’ oy Oy dxdy Coxdy &y Cox &y oxdy .

Tekrardan standart ikinci dereceden merkez-fark tiirevleri kullanilir ve ayni
zamanda akim fonksiyonu ve vortisitinin 3. dereceden tiirev ifadeleri (5.39)

denkleminde yerine konulursa, denklemin yeni hali (5.40) denklemi gibi olur[14].



o'w

ay4

= —Rewya)x - Ret//xxya)x

-Rwy,0,+Rwy o, +Rwyo +Ryo -0 +8 ( AX,AY? ) (5.40)
Dolayistyla (5.27) denklemindeki terim asagidaki hali alir.

N o N Ro N
12 o' 12 T

Ay2 Ay2 Ay2
SRy, 0, +=—Ry,0,, ~——Ry o,
6 L’l//yy xy 12 l—l//y 0y 12 l//YV
2
Y Ay? A
= Ry o, ——R> o~
6 Ll//xy » 12 l//Xl//'Vl X 12 l//xl//y Xy
Y o Sy Ay’
+7 Ko, + T Rywie, + TRy o,
Ayz 242 4
50 »+9(Ax', A Ay, Ay (5.41)

(5.28, 5.29, 5.32, 5.35, 5.38 ve 5.41) denklemleri (5.27) denkleminde yerine
koyulur ve (5.27) denklemi tekrardan diizenlenirse, asagidaki uzun denklem elde

edilecektir.

2 2 2
o+, —R, %cho +R, AxT%wa +R’ %—wyz//y o, +R, 2

12 l//\'l//x w

A N AT A
Ry,0.—-Ry.w,+R @ —R | —+— |y o
WOV [12 12 JW” (12 13 /e

Ax’ » &Y Ax?
R w0+ iy o +R?
e l//y‘”xy X ¢ 12 le//yy x ¢ 12

2
12 ) l/,xx RL ——_‘//xl//xywy

12




A A A A Ax? RN
Rl Dy~ R Doy~ R —V 0
e( 12 12 ]l//v o ”( 2 12 V<O 6 Y@y 3

Ay’ A AP A AP A
+Re —é——l/jwa)nr+Re (F 12 ‘//x‘//y Xy R’ AT T4 |9,

Ax’ Ayz 4 24,2 4
- + o +3Ax", Ax"Ay°, A 5.42
( =+ ) o +9( y, A" (5.42)

Bu uzun (5.42) denkleminin ¢6ziimii aynm1 zamanda 4. dereceden hassasiyette
(5.2) denklemi, yani vortisiti denklemininde ¢éziimiidiir. Yani, eger (5.42) denklemi
sayisal olarak ¢dziime kavusturulursa, 4. dereceye kadar hassasiyette (5.2) denklemi,

yani vortisiti denklemi i¢in tatmin edici neticeler elde edilir.

4. dereceden (5.22 ve 5.42) akim fonksiyonu ve vortisiti denklemlerinin son

hali asagidaki sekilde yazilir.

WotV,=0+A4 (5.43)
7:—(1+B)a)xx+}}—(1+C)a)W=(y/ +D)o,~(v,+E)o,+F (5.44)
Burada,

2 127" 12 12
Ax? Ax?
B=—-R =—yw_+R?
(4 6 l//xy 12 l//yWy
AY? A
C= R—-—-— +R>—
6 Vo 12 Y,




2 2 2 2 2
4 Ay Ax® Ay
A RIS A (2 A,
VDo ( 212 )W"WV » [12 12} O
2 2
LA A, (5.43)
R\12 12 )%

(5.43 ve 5.44) sonlu fark denklemleri, (5.1 ve 5.2) akim fonksiyonu ve
vortisiti denklemlerinin 4. dereceden 3(Ax4,Ax2Ay2,Ay4) hassasiyette tahminleridir.

Buna karsin, (5.43 ve 5.44) denklemlerinde bulunan A, B, C, D, E ve F degerleri 0
olarak kabul edilirse,

A=B=C=D=E=F=0 (5.46)

Bu durumda, (5.43 ve 5.44) sonlu fark denklemleri agagidaki basit goriiniimlii

forma girer.

Yety, =0 (5.47)
L +——1—a) =Yoo -Y.0 (5.48)
Re xx Re w Wy x l//x b4 °

(5.47 ve 5.48) denklemleri, (5.1 ve 5.2) akim fonksiyonu ve vortisiti
denklemlerinin ikinci dereceden 3( sz,AyZ) hassasiyette tahminleridir. Dordiincii

dereceden (5.43 ve 5.44) denklemlerinin son halinin yazilis gekli 2. derece ve
4.dordiincii  derece hassasiyetli tahminler arasinda gegise kolaylikla imkan
vermektedir. Bu baglamda, yapilmasi gerekli olan sadece A, B, C, D, E ve F
homojen degerlerini kullanmak veya bu degerleri, (5.45) denkleminde tanimlandig:
gibi hesapladiktan sonra kullanmaktir.



Simdi ise, (5.43, 5.44 ve 5.45) denklemleri tekrar yazilir ve bu denklemlerdem
sonlu fark ifadeleri kismi tiirev ifadeleri ile yer degistirirlirse, denklemler; sofﬂ '

goriiniimiinden agagidaki gibi kismi diferansiyel goriiniimiine kavusacaktlr. 5,

%Vzi ‘Zy"z’wm (5.49)
2 2

—(1 B)a———+——(1 C)ay (%+D)?£—(%—Z—+E)%§+F (5.50)

Burada,

AP N Do _( Ax? . Ayz] 'y

T e 1290 |12 12 /a0

2 2 2
=_Rem Bw+Re2Ax Oy Oy
6 oxoy 12 oy oy

2 ~2 2
C=ReAy 6W+R62Ay al//aV/
6 Oxdy 12 ox ox

2 2 3 2 2 2 2
D=Ax+Ay 6;// _ReAx 6://8W+ReAy oy Oy
Ox~dy 12 gy oxoy 12 ox oyoy

Ee At A Py R Ax? By Oy R A Oy Dy
1 02 12 oy oxox ¢ 12 ox oxdy

B A>c2+Ay2 dy do Ax2+Ay2 dy Fo A Fy do
12 o ooy \ 12 12 ) ox o0y 6 ox oxdy

+£\_)_;i62¢// o’w LR sz_‘_Ay2 oy oy O’ (A Ay’ )\dw dw
6 o axoy | 12 o oy oxdy | 12 ox oy

(5.51)

1 Ax2+Ay2 o'ow
R\ 12 12 Jox’ey’



(549 ve 5.50) denklemleri, (5.1 ve 5.2) akim fonksiyonu ive it it
denklemleri ile aynt formdadir. Dolayisiyla, (5.1 ve 5.2) akim fonksxyon\ll ve ﬂgo :
denklemleri i¢in mevcut herhangi bir sayisal yontem, (5.49 ve 5.50) derﬂglemls;r@
¢ozmek icin kolaylhikla uygulanabilir.[1], (5.49 ve 5.50) denklemlerini Dorduncu
Dereceden Navier-Stokes, DDNS (Fourth Order Navier-Stokes (FONS) equations)
denklemleri olarak adlandirdilar. Tablo 1°deki ikinci derece merkez-fark
ayrigtirmalart ve uniform Axve Aykullamldig:r takdirde, (5.49 ve 5.50)
denklemlerinin ¢6ziimleri akim fonksiyonu ve vortisiti denklemleri igin dordiinct
dereceden hassasiyette olmaktadir. DDNS ile N-S denklemleri arasindaki tek fark A,
B, C, D, E ve F katsayilaridir. DDNS denklemleri N-S denklemleri ile aym1 formda
oldugu ig¢in, ikinci derece hassasiyetle N-S denklemlerini ¢6zen literatiirde yer alan
herhangi bir kod, var olan koda sadece A, B, C, D, E ve F katsayilarimt katmak
suretiyle, kolaylikla doérdiincii dereceden hassasiyette ¢oziimler elde eden bir yapiya
kavusturulabilir.
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Diferansiyel denklem sistemlerin ¢oziimii sirasinda kullanilan en b’&’ﬁ:w

karsilik en pratik yontemlerden biri Gauss-Seidel Relaxation yontemidir. Yontemin
metodolojisinin basit olmasi kullanim ve probleme uygulama bakimindan kolayhk ve
kod yazma asamasinda rahatlik saglamaktadir.. Yontemin kolay olmasi yontem igin
yazilacak olan kod kisminmn kolay ele alinmasina izin vermektedir. Bu baglamda,
daha Onceki boliimlerde ayrintih olarak ifade ettifimiz sayisal yaklasimlarin mevcut
kavite akis problemine uygulama adimindan sonra elde edilen iterasyon
denklemlerinin sayisal olarak ¢6ziimii sirasinda etkili, uygun bir ydntemin igin i¢ine
katilmas1 gerekmektedir. Bu noktada, sayisal yontem olarak Gauss-Seidel
yumusatma yontemi kullanilmagtir.

6.1. Gauss-Seidel Yontemi

Bu yontemde baslangigta bir ¢6ziim kiimesi kabul edilir. Daha sonra her
noktada denklemler iterasyonla saglanmaya caligilarak kabul edilen ¢6ziim kiimesi
gergek ¢oziime yaklagtirtlir.

Bu yontemin kullammini, uygulanmasim bir 6rnekle gostermek gerekirse, bu
baglamda iki boyutlu 1s1 denklemini g6z Oniinde bulunduralim ve Gauss-Seidel
yontemini adim adim uygulayalim. Sekil 6.1 bolgenin iki cksende hiicrelere nasil
balundiigiini basitge gematik olarak gostermektedir.

j 3

2
L !
i

0 123

Sekil 6.1. Bolgeyi iki eksende hiicrelere bélme

d*T 4T

o T oy (6.1)




Burada, T, sicaklik terimini simgelemektedir.

T,,-2T ,+T, T, ,,-2T, , +T,

i-1, 5 i+, i,j-1 Lj+t A

(ax) (ay)y

aj-l

i-1,j i it+l,)

i,j+1

— o

Sekil 6.2. Gauss-Seidel yonteminde etkin olan noktalar

(6.2) denklemi Gauss-Seidel iterasyonu ile sicakliklarin bulunacag:
denklemdir. Bu denklemde ¢6ziimiin iraksamasimi engellemek igin Gauss-Seidel
yumusatma ile hesap edilen yeni degerlerin igerisinde eski degerin etkisinin de

bulunmasi saglanir.
TYENI _ WTHESAPLANAN + (1 _ W)TESKI' (6,3)

(6.3) denkleminde w yumusatma katsayisidir.
Her iki ekseni de esit sayida hiicreye boldiigtimiizii varsayarsak, yani (6.4)
denklemi devreye sokarsak ve (6.2) ve (6.3) denklemleri birlestirilerek Gauss-Seidel

yumusatma denklemi elde edilir.

(Ax)=(Ay)=nh (6.4)

T, .+T., +T ., +T .., .
YENI i-1, i+l i j- i, j+i ES
L =w( e }+(1—w v (6.5)

(6.5) denklemi Gauss-Seidel yumusatma denklemi olarak adlandirilmaktadir.
(6.5) denkleminde eger yumusatma katsayisiw, 0 ile 1 arasinda yer aliyorsa

bu durum ‘Under Relaxation’, 1’e esitse ‘Without Relaxation’, 1 ile 2 arasinda yer

aliyor ise ‘Over Relaxation’ olarak adlandirilmaktadir. Coziim agamasinda w igin
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1.4 degerinin kullamlmasi iyi sonuglar elde etme bakimindan olduk(;a etkili

olmaktadir ve bu degerin kullanilmasi tavsiye edilmektedir.

6.2. Gauss-Seidel Relaxation Yonteminin 4. deréceden

Siki Yaklasima Uygulanmasi

(5.49 ve 5.50) akim fonksiyonu ve vortisiti denklemlerini (DDNS) tekrardan

g6z Oniine alalim. Hatirlamak i¢in akim fonksiyonu ve vortisiti formundaki N-S

~denklemlerini asagida gosterelim.

o’y N oy

o =—0w+A4

2 2
—1-(1+B)§—”21+i(1+C)a§’= Wb 2@—(-‘3—"’—+E)§9+F
R o’ R, a | oy ax (ax oy

[

Burada,

A____Ax2 o N azw_(sz +Ay2] o'y

12 a7 12 00 |12 12 )ax’oy

2 a2 2
=__R6Ax 61//+R62Ax oy Oy
6 oxoy 12 oy oy

2 2 2
C=R8Ay 0W+R3Ay oy oy
6 oxdy 12 ox &

2 2 3 2 2 2 2
D=(Ax Ay)al// R Moy By &y oy By

+ -—
12 12 Jox’oy  ° 12 oy éxdy 12 ox dydy

P Ax2+Ay2 Py A By azyz+R Ay oy D'y
oy 12 dy oxdox 12 Ox Axdy

sz_i_Ay2 dy Pw sz_'_Ay2 dy P A Py Do
12 12 Joyexey” (12 12 Jox ox’dy 6 ox’ dxdy

(5.49)

(5.50)
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Ay By O’ LR (sz +Ay2)31// oy Sw _(sz _Ayz)aa)ga_)_

6 oy oxdy 12 12 Jox oy oxy (12 12 Jox oy
2 2 4
LA A ) Te (5.51)
R\ 12 12 )arsy

Oncelikle (5.1) denklemini goz Oniine alalim ve Gauss-Seidel yontemini
uygulamaya baslayalim. Bunun igin, Tablo 5.1°de yer alan standart 2. dereceden
merkez-fark aynistirmalarinin kullamlmasi, 4. dereceden hassasiyette sonuglar elde

etmemize imkan tamyacak sekilde yontemin uygulanmasina yetecektir.

Vi, — 2y, +y., + Wom =2, W,
Ax? A

(6.6)

=-,,+ A,.J

Ax=Ay=Ah oldugunu varsayarsak, bu durumda, w, ’ yi Ustteki denklemden

yazalim.

v, = %[(Wm,/ TV, YV TV o ) + Ahzw,.’ V¥ Ath,-.j ] 6.7)

Burada,

A4 =-
" 12

2
Ah wi+l,j - 20),',‘/ + wi—l,j + Coi,_/+1 - za)i,j + wi,_/~l
AW’

_ Ah2 l//i+l,j+l - 2‘//i,j+l +l//i—-1,j+l - 2l/,i+l,j + 41//i,j
6 AR*

+ _21//i—1,_/' + Wi =1 ~ 2‘;//1,]—1 + Vit ) (68)

AR



9.

1

=— (m, 20,,+0,_,, +0,

‘-4}._1. s ;4] 2a) 1o, ,-1)

3 l Wi T 2'///,j+1 T T 2y, i T 4V’i,_,'
6 AR

4 -2y ity Wi o~ 2'//:‘,./—1 YW J (6.9)

Ah2

Gauss-Seidel yontemini Akim fonksiyonu denklemine uyguladigimiz gibi
simdi Vortisiti denklemine uygulayalim. Yine, Tablo 5.1°de yer alan standart ikinci
dereceden merkez-fark ayngtirmalarma bagli kalarak bu uygulamay:

gerceklestirelim.

___(1+B) O O (‘3‘/’ D)a‘” (6"’+E)3“1+F (6.10)
' \ oy ox \ Ox oy

Ax = Ay = Ah oldugunu varsayarsak bu durumda, (5.50) denklemini diizenleyelim.

1 i+l, 20) +a)l‘1 1 f+1 260 ’+wi i—1
i 1 J J rF ., 1 + C if [ s e
R a+5,) ( Ah2 ] g 46 ( AW

¢ e

Vi =V +D,»’j D1y~ Wiy, | Vi Vi, +E,»‘j G 1~ O, +F;‘,/ (6.11)
2Ah 2Ah 2Ah 2Ah

(6.11) denkleminin her iki tarafim1 A4? ile carpalim.

——(1+B o, ~20,,+o._,,)+ ;‘}—(1+C,,_,)(a;,.,j+l 20,,+0,,,)=

e

7
Ah 2 a)i+l, P a)"_lxv
L‘E‘(l//i,.ﬁ-l Vi ) +4h Di"/ )*——125“—/

Ah O i~ D,
( > (W, - ~y,,, )+ ARE, J——’—zz-h—i—+Ah2F,.,_, (6.12)
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(6.12) denklemini agagida tammlandig: gibi diizenleyelim ve denkiemi tekrar -

yazalim.

DDi,j = (_—5—(1//1',_/41 _l//i,j—l)+ Ath,-,j) (6:13)
Ah

EE,, = (T(W’“’f —1//,_1",)+Ah2E,JJ (6.14)

1 1
—+B, )@, =20, +0,,, )+ 1+C, )@, . ~20, +0, )=

e

a..,.—a , . a, ... =0, .
DD, |2 bR bR WL ARPE 6.15
" ( 2Ah J ! ( 2Ah ) i ( )
Burada,
1
B, ;= -R, 2—4—((///'+l,j+l Vi Wi 4 +‘//1-—1,_/—1)
1
+Re2 Zg(l//i,jﬂ ~Yi )(Wl’,ﬁ-l - l//i,j—l) (6.16)

1
C,,=R, z“('//m, Vi Wit l//i-l.j—l)

+Re2 '41_8(‘//i+1,} - Wi-t,j )(l//i+l,j - ‘//i-l,j ) (6 1 7)

D = (_1__) Wirtyor =2 i ¥V =V ¥ 2V, 0 =V
Mo\12 Ah

1 Vi~V ;-
_[ : A - 1)(Wi+l,]+l Wi T VWi +V//—1,j—1)

96
1 Vi ~Via,
R, —2—4—[ /Ah j J(‘//i,ﬁl 2+ Y0 ) (6.18)



E= _1_ ‘//i+l,‘/’+1 - 2‘//i+l,j + WHI,]—! ~ l//i—l,./‘rl + 2l//f—1’f Y
12 Ah

| Vim Vi

—Re —2—4— Ah )(l//:wl,j - ZW"J + l//"‘U)
1 Wi, g Vi o
+R, _9_6 ——%EZ-_I;LJ(WM, i Vi Wi gt ‘//’—IJ’-‘) (6-19)

, _
F Ah (‘// i "W )( Dy i T20, Oy = O g 20— O, )
iJ 6

2Ah 2AH

- AR N Wisy =V | Drryn =200 F Oy g = By +20,,, = Oy
6 20h 24K

AR (Wi, =200, Wi, M Pyt =@y = Py + Oy
6 AR 4AN°

+ AR Vim ™ 2y i TV || Prryn Qi — Dy + Oy
6 AW 4NN

+R AR’ Vi ¥y [ Vi =¥ || @iy Dyt = Dinja Y By o
1 7 2Ah 2Ah 4AR?

2
1 ( Ah j ( B 01 =20, 1 + Oy 0~ 20, +A0,,

"R\ 6 AR

e

-2

—2(4),._1,_’. + o, it T Oy iy ) (6.20)

i+1, j-t

AR’

+
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Ah“E,/ 24 (W: J+l l//: /’l)( 1+1 J+ 2w:+l J +wl+1 J=1 wi—l,j+1 + 2wi—l,j _w:—l,/-l) .
Vi Vi \Dinjn — 20, gDy 10— Oyt 20) w‘—l,_/’—-l)
24 ,
1
_'22(‘//,41,,/ - 2‘//,',.; + Vi, )(a)m,ju - a)i—l,_/+1 - a)i+l,j—l + wi—l,j—l)
1
+Z“—(l//i,j+l 2‘/// N +lr//: J=1 )( r+l W+l a)'—l,j+l - wi+l,j—1 + a)i—l,j—l)
1
+R, (%)(WHIJ —'l//i—l,j)((//i,jﬂ 4 ,-1)( Oy o1 ~ Dic jst = Bigy oy T Oy, /—l)
(1
—RT(EJ( i+l j+1 20)1 Si+l + 0)—1 L+l 2a)i+l,j +4a)i,j
—zwi—l,j + wi+1,j~1 - 2(01',/‘4 + wi—l,j—l) (6-21)
o, , terimi igin (6.15) denklemini diizenleyelim.
2 2 DD, ,
_R?:(l + B:;) +RTL(1 + Ci,j) wi,j = _:(1 + B )" 2Ah a)i+l,j
! (1+B, )+DD” (1+C )+EE
R 20K ) 2ah )
I EE,, :
H 2 (1+C )= o, ~AFE, (6.22)

(6.22) denkleminde agagida tamimlanan ifadeler 1s13inda gereken diizenlemeleri

yapalim.

2 2
Gl,, = (};(1 +B )+ c,.,_,))



1 DD, .
G3,, =|—(1+B )+ "’]
. R 2

1 EE,
G4, =| —(1+C )+—=
R, 7 2Ah

e

Q
W
I

La+c,) E,
= —01+C )—-——F
"R “T 2Ah

Tiim bu islemlerden sonra, (i,j) noktasinda Gauss-Seidel yontemi
uygulanarak vortisiti degerlerini hesaplamak i¢gin elde edilen iterasyon denklemi
asagidaki gibi olur..

G2, ,0,,,+G3, 0, +G4, o, ,+GS5 o ~AR’F,,

. Lt Ly -1 (YA N

n Gl

i,j

(6.23)

(6.23) denklemini bSliimiin baginda bahsi gecen relaxation terimi, w kullanarak

diizenlersek,

G2, .o, ,+G3, 0., ,+G4 o . +G5 o  —AF,
o, =w i i+l g iJ =l Gll,,/ (Vs ij -l i +(1_W)wi,/ (624)

iy

(6,24) denklemi elde edilir.

Ozetlersek, DDNS denklemlerine Gauss-Seidel yéntemini uyguladigimizda,
herhangi bir (i,j) noktasinda akim fonksiyonu ve vortisiti degerlerini saptarken esas
alinacak iterasyon denklemleri, Akim fonksiyonu saptamalarinda (6.7) denklemi

bunun yaninda vortisiti hesaplamalarinda ise (6.24) denklemidir.



7. UYYGULAMA

Gelistirmis oldugumuz siki, 4. dereceden yaklasim, model probléhaj;gl*agr"
secilen kare kavite akis1 problemine, bu problemi matematiksel olarak ifadewe'a’évn
Kararl, sikistinnlamaz Navier-Stokes denklemlerini ele almak suretiyle uyguladik.
Sonrasinda elde edilen DDNS denklemlerine (A, B, C, D, E ve F katsayilarim
icermektedir.) boliim 6’da anlatilan Gauss-Seidel yontemini standart 2. dereceden
Merkez-Fark ayrigtirmalarina baglh kalarak uyguladik ve Akim fonksiyonu ve
Vortisiti i¢in nihai denklemleri elde ettik. Daha sonra, bu iterasyon denklemleri igin
uygun kodlann Visual Basic 6.0 bilgisayar programinda yazdik ve yazilan progran
Reynolds sayisimin (100, 1000, 2500, 5000, 10000) farkli degerlerini i¢eren
senaryolar igin ¢alistirdik ve elde edilen sonuglan bir .txt dosyasina yazdirdik. En
sonunda farkli Reynolds sayilari igin elde edilen datalar1 Tech Plot ¢izim programini
kullanmak suretiyle ¢izdirdik. Ve kavitenin bazi 6zel noktalarinda elde edilen
sonuglar1 literatiirdeki diger sonuglarla karsilagtirdik ve bu karsilagtirmay: tablo
olarak gosterdik.

Sekil 7.1°de Navier-Stokes denklemlerinin ¢6ziimii i¢in yazilan programin ara
yiizeyi goriilmektedir. Sekil 7.1°de goriilen sari renkli alanda yer alan parametreler
(Beta, iterasyon sayisi, Reynolds sayisi, vs.) kullanici tarafindan girilmek suretiyle
programa dahil edilirler. Sonrasinda, lacivert renkli alanda yer alan Hesapla
diigmesine basilarak, program segilen Reynolds sayisina iligkin senaryo igin
calisgtinlmig olur. Programda tanimlanms olan durdurma kiriteri ile belirtilen
hassasiyet (10'5) elde edilene kadar program caligmay: siirdiirecektir. Bu durdurma
kriteri saglandifi zaman program galigmayr sonlandiracak ve Akim fonksiyonu ve
vortisiti degerlerini .txt dosyasina yazacaktir. Programda kullandigimiz durdurma
kriterleri agagida mevcuttur.

., -vE, )Ile"S (7.1)

(@, -oE,,)<10” (72)



o
(7.1) ve (7.2) denklemlerinde belirtilen durdurma kriterleri progralif

% T R o &
strasinda kullanilmig olup iterasyonun hangi asamada sonlanacagim tay%g‘i‘ der oI

nitelige sahiptir.

Sekil 7.1. Visual Basic 6.0 bilgisayar programinda Navier-Stokes denklemleri

i¢in yazilan programin ara yiizii

Bu ¢alismada, kare geometriye sahip kavite, hem X hem de Y yOniinde 128

gride ayrilmigtir. Yani, gridlere ayirma agsamasinda homojen bir dagilim saglanmastir.

Bunun yaninda, sunu belirtmekte fayda var; Reynolds sayisimin biiyiik degerlerinde
program calisirken, Beta olarak adlandirilan Relaxation (yumusatma, hafifletme)
terimini iyl ayarlamak gerkmektedir. Aksi halde, yani, beta terimi programin
sorunsuz ¢aligmasina imkan taniyan bir degerle tanimlanmassa, programin igerisinde
yer alan birtakim terimler defer olarak ¢ok yiiksek rakamlara ulagabilmektedirler.
Boyle bir durum s6z konusu oldugunda, program “ Over Flow” uyarisi verip,
calismasini kesmektedir. Bu tiirde istenmeyen durumun ortadan kaldirilmas: icin
relaxation terimi, Beta’yt uygun seviyeye kadar diisiirmek gerekmektedir. Tablo
7.1°de farkli Reynolds sayilart ig¢in Gauss-Seidel yoOnteminde kullanilan Beta
degerleri belirtilmigtir.
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kiictilditkge, degerlerin  birbirlerine  yakinsamasi daha yavas bu;xm €

gergeklesmektedir yani, kiigiik adimlarla ilerleyerek yakinsama s6z konusu
olmaktadir.

Tablo 7.1. Farkli Reynolds sayilan i¢in Gauss-Seidel yonteminde kullanilan

Beta degerleri
Re Beta, w
100 1.2
1000 0.8
2500 0.65
5000 0.5
10000 0.25




7.1 Akis Diyagrami
GIRIS DATALARI

Beta Degeri
Grid Sayisi
Reynolds Sayisi
iterasyon Sayisi

}

Tiim Gridler i¢in v, o

baslangi¢c degerleri atanir.

Sekil 7.2. Program Akis Diyagrami
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7.2 Grafikler ve Tablolar

e

Sekil 7.3. Reynolds sayisi 100 i¢in Akim fonksiyonu kontur grafigi

e

Sekil 7.4. Reynolds sayist 100 igin Vortisiti davramigim gosteren kontur grafigi
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Sekil 7.6. Reynolds sayis1 1000 igin Vortisiti davranisini gosteren kontur grafigi



Sekil 7.8. Reynolds sayist 2500 i¢in Vortisiti davranigim gosteren kontur grafigi



Sekil 7.10. Reynolds sayis1 5000 i¢in Vortisiti davranisim gosteren kontur grafigi



Sekil 7.12. Reynolds sayis1 10000 igin Vortisiti davranigini gésteren kontur grafigi



Sekil 7.2°den sekil 7.9’a kadar olan grafikler, gelistirilen 4. dereceden‘Nav

sokes denklemleri i¢in yazilmis olan bilgisayar programinin g:ahstmlma& 11 ﬁcesmde
elde edilmis olup, farklt Reynolds sayilarinin ele alindigi senaryolar dahlhnde :
kavite alaminda (J0,1]x[0,1]) akim fonksiyonu ve wvortisiti davramslarlm

gostermektedirler.

Bu grafiklere iligkin olarak sunlar1 s6ylemek miimkiindiir. Reynolds sayisinin
kiiciik degerlerinde (1, 10) akim fonksiyonu grafiginde heniiz girdap (vortex)
olusmazken, Reynolds sayisimin 100’e esit oldugu durumda, kare kavitenin sag alt
kosesinde ilk girdap varligimi goéstermektedir. Grafiklerden kolaylikla gériilecedi
iizere, Reynolds sayis1 buiytidiikge, kavitenin diger kdselerinde de benzer girdaplar
ortaya cikmaktadir ve var olan girdaplar da etki alanimi i¢ kesimlere dogru

genisletme egilimi gostermektedirler.

Reyolds sayismin kiigiik degerlerinde kavitenin iist kdsesine yakin bir
bolgede bulunan ve ilk girdap (primary vortex) olarak adlandirilan girdap, Reynolds

sayist biiylidiikce merkeze dogru yaklagma eZilimi sergilemektedir. Bu apagik
durum, grafiklerden kolaylikla g6zlemlenmekte ve tespit elebilmektedir.

Bu ¢alismada, Reynolds sayist 10,000’e kadar olan durumlar igin kavite akisi
problemi ¢dziilmiigtiir ve ilgili grafikler (Akim fonksiyonu ve Vortisiti) gizilmigtir.
Fakat, Ertiirk, Gokeol {1] tarafindan literatiire sunulan ¢aligmada, Reynolds sayisi
20,000’ kadar olan durumlar igin kavite akigi problemi ¢oziilmiis olup, Reynolds
sayisinin yiikksek oldufu senaryolar icin akim fonksiyonu ve vortsiti davramislan
gosterilmigtir.

Simdi, Reynolds sayisimin degigik degerlerinin ele alindigr senaryolar igin
kavitenin bazi 6zel noktalarindaki durumu, literatirde yer alan diger caligmalarla
ozelliklede, {1] ile kiyaslayalim.

Asagida yer alan tablolar, kavitenin bazi 6zel noktalaninda (fik Girdap,
Primary vortex) elde ettifimiz sonuclarm [1] ve difer ¢caligmalarla ([12], [15]) ne
denli tutarhlik igerisinde oldugunu gostermektedir. Tablo’daki bilgiler imiginda su



elde edilen neticeler, [1] ve diger ¢aligmalarla tutarlihk gostermektedir.

b O

Tablo 7.2. Farkhh Reynolds sayilann igin ilk girdaptaki (Primary Vortex)
mmumum Akim fonksiyonu degerleri

Re (1] [12] TEZ [15]
Via @AX') | Yo (pAxY) | Ve PO |y (9 Ax)
100 - - -0.10333 | -0,103511
1000 | -0,118938 | -0,118939 | -0,11882 | -0,118806
2500 | -0,121472 | -0,121469 | -0,12115 -
5000 | -0,122216 | -0,122213 | -0,12226 -
10000 | -0,122306 | -0,122313 | -0,12211 -

Tablo 7.3. Farkhh Reynolds sayilan igin

minumum Vortisiti degerleri

ilk girdaptaki (Primary Vortex)

Re [1] 4 [12] = [15]
O P AX*) | Do (P AXY) | Poia PAX) | 5 L (0 Ax*)
100 - - 3.16435 3,168475
1000 -2.067760 -2.067579 -2.06657 2,06677
2500 -1,976132 -1,976096 -1,96639 -
5000 -1,940547 -1,940451 -1,93827 -
10000 -1,918187 -1,917919 -1,908919 -




noktalan

[1] [12] TEZ [15]
Re
X y X y X y X y
100 - - - - 0,6172 1 0,7244 { 0,61719 | 0,73438
1000 { 0,5300 | 0,5650 { 05300 | 0,5650 | 0,5300 | 0,5650 | 0,53125 | 0,5625
2500 10,5200 { 6,5433 | 0,5200 | 0,5433 | 0,5200 | 0,5433 - -
5000 | 0,5150 { 0,5350 | 0,5150 { 0,5350 | 0,5150 | 0,5350 - -
10000 | 0,5117 | 0,5300 { 0,5117 | 0,5300 | 0,5117 | 0,5300 - -




8. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu ¢aligma ile literatiire yiiksek dereceden (4. dereceden) siki bir fo?imﬂag%o?f"

sunmus oluyoruz.

Bu yaklasim 3X3 siki sablon igerisinde 4. dereceden hassasiyette sonuglar

elde etmeye imkan vermektedir.

Literatiirde yer alan diger siki formiilasyonlardan farki elde edilis bigiminden

kaynaklanmaktadir.

Bu yaklasim dogrultusunda gelistirilen 4. dereceden Navier-Stokes
denklemleri (DDNS), ihtiva ettigi katsayilar sayesinde kolaylikla 2. dereceden 4.
dereceye kadar hassas sonuglar elde etmeye imkan taniyan esnek denklemsel bir
goriiniime sahiptir. A, B, C, D, E ve F katsay1 degerleri 0 kabul edilirse, DDNS
denklemleri standart 2. dereceden Navier-Stokes denklemlerine doniisiir. Sonrasinda,
2. dereceden Merkez-Fark aynigtirmalani kullanilirsa 2. dereceden sonuclar elde
edilecektir. Bunun yaninda, DDNS denklemlerinin ihtiva ettigi katsay1 degerleri ve
diger tiim diferansiyel terimler 2. dereceden Merkez-Fark ayristirmalan ile yazilirsa,

en sonunda elde edilen ¢oziimler 4. dereceden hassasiyette olacaktir.

DDNS denklemleri literatiirde bulunan diger siki formiilasyonlarn aksine
sahip oldugu denklemsel form sayesinde biitiin ikinci dereceden iteratif sayisal

yontemlerin kendisine uygulanmasina imkan vermektedir.

Bu siki formiilasyon, aym hassasiyette sonuglar veren standart 5 nokta
formiilasyonunun aksine tekillik (singularity) probleminin neden oldugu bozucu
etkiden sikint1 gekmez. Aym zamanda, sinira bitisik noktalarda Akim fonksiyonu ve
vortisiti i¢in ayrica bir denklemsel bir ifadeye gerek duymamaktadir.

Bu tiir yaklasimlarda, son iterasyon denklemlerinde A, B, C, D, E ve F
katsayilan bulundugu igin kod yazma asamasinda daha fazla kod yazilmakta ve
bununla beraber islem sayisi ve CPU zamani da artmaktadir. Fakat, gelisen bilgisayar
teknolojisi (Islemciler ve RAM) ¢ok fazla hesaplamanin sz konusu oldugu bu tiirde

karmagik islemleri yapmaya izin vermektedir.




Sy,

Standart ikinci dereceden yaklagimlara nazaran programin arzu edilen

hassasiyette sonuga yakinsamasi i¢in gecen CPU zamani daha uzundur.

Elde edilen sonuglar, literatiirde ayn1 hassasiyette sonuglar elde etmeye lmkan

taniyan yaklagimlarin sonuglan ile uyum igerisindedir.
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EK-1
Program Kodu

Private Sub Form Load()
N=129

Beta=0.4

Iter = 200000

Rey = 1000

End Sub

Private Sub run_Click()

' Degigkenleri tanimlayalim.
Dim Phi(256, 256) As Double
Dim PhiE(256, 256) As Double
Dim W(256, 256) As Double
Dim WE(256, 256) As Double
Dim A(256, 256) As Double
Dim B(256, 256) As Double
Dim C(256, 256) As Double
Dim D(256, 256) As Double
Dim E(256, 256) As Double
Dim F(256, 256) As Double
Dim DD(256, 256) As Double
Dim EE(256, 256) As Double
Dim G1(256, 256) As Double
Dim G2(256, 256) As Double
Dim G3(256, 256) As Double
Dim G4(256, 256) As Double
Dim G5(256, 256) As Double

Dim t As Double
'Dim F7(256,256) As Double



'Dim F8(256,256) As Double
'Dim F9(256,256) As Double

N = CInt(N.Text)
Beta = CDbl(Beta.Text)
Iter = CDbl(Iter. Text)

Rey = CInt(Rey.Text)

dx=1/N

dosya = CStr(Rey.Text)
dosya = dosya + "out.txt"

Open dosya For Output As 1

'Describing Initial values

Fori=0To N

Forj=0ToN

Phi(i, j)=0

W@, j)=0

Next j

Next i

For s =1 To 100 ' Distaki Iterasyon bagsliyor.....
Fort=1To Iter 'Igteki iterasyon basliyor.....
Textl. Text=t

DoEvents

Fori=1ToN-1

Forj=1ToN-1

PhiE(i, j) = Phi(i, j)

WE(G, j) = W, j)

Next j

Next i



"Fori=1ToN-1
Forj=1ToN-1
'AGL ) =(_

A(W3E+1,j)-2*W@EH)+W3E-1,))+W@Ej+1)-2*W(4,j) - W3iE,j+ 1) /12 _
-(Phi(i+1,j+1)-2*Phi(i,j + 1)+ Phi(i- 1,j + 1) - 2 * Phi(i + 1, j) + 4 * Phi(i, j)

-2*Phi(i-1,j) +Phi(i+1,j-1)-2 *Phi(i,j- 1) +Phi(i- 1,j-1)) /(6 * dx * dx) _
)

Next j

"Next i

Fori=1ToN-1

Forj=1ToN-1

AG, ) =(_
(WGE+1L,j)-2*WGEj)+WGE-1,)+WELj+1)-2* W3, j)-WGE,j+1)) /12 _
-(Phii+1,j+1)-2 * Phi(i,j + 1) + Phi(i- 1,j + 1) - 2 * Phi(i + 1, j) + 4 * Phi(i, j)
-2 *Phi(i-1,j) +Phii+1,j-1)-2 *Phi(i,j- 1) +Phi(i- 1,j- 1)) /(6 * dx * dx) _
)

Phi(i, j) =Beta * ( _

(Phi(i + 1, j) + Phi( - 1,j)+Phj(i,'j +1)+Phi(i,j- 1) +dx * dx * W(i,j)-dx * dx *
A, j) _

)/ 4) + (1 - Beta) * Phi(j, j)

....................

Fori=1ToN-1
Forj=1ToN-1

B(i,j)=-Rey * (_
Phi(i + 1,j+ 1) - Phi(i- 1,j + 1) - Phi(i + 1,j - 1) + Phi(i- 1,j- 1) _
)/24 _



+ Rey * Rey * (Phi(j, j + 1) - Phi(, j - 1)) * (Phi(i,j + 1) - Phi(i, j - 1))?

C(i,j) =-Rey * (_

Phi(i+1,j+ 1) -Phi(i- 1,j+ 1) - Phii + 1,j- 1) + PhiGi- 1,j - 1) _
/24

+Rey * Rey * (Phi(i + 1, j) - Phi(i - 1, j)) * (Phi(i + 1, j) - Phi(i - 1, )) / 48

DG, j)=(_ |

Phi(i + 1,j + 1) -2 * Phi(i,j + 1) + Phi(i- 1,j + 1) - Phi(i + 1,j - 1) + 2 * Phi(i,j - 1)
-Phi(i-1,j-1) _

)/ (12 * dx) _

-Rey * (_

Phi(i, j + 1) - Phi(, j - 1)) * (Phi(i + 1,j+ 1) - Phi(i- 1,j + 1) - Phi(i + 1,j - 1) +
Phi(i-1,j-1) _

)/ (96 * dx) _

+Rey * (_

Phii + 1, j) - Phi(i - 1, })) * (Phi(i, j + 1) - 2 * Phi(, j) + Phi(i, j- 1) _

)/ (24 * dx)

EGj)=(_

Phi(i + 1,j+1)-2 * Phii + 1,j) + Phii+ 1,j- 1) - Phi(i - 1,j + 1) + 2 * Phi(i - 1, j)
-Phi(i-1,j-1) _

Y/ (12/dx) _

+Rey * (_

Phi(i + 1, ) - Phi(i - 1,j)) * (Phi(i + 1,j+ 1) - Phi(i - 1, j + 1) - Phi(i + 1, j - 1) +
Phi(i-1,j-1)

)/ (96 * dx) _

-Rey * (_

Phi(i, j + 1) - Phi(, j - 1)) * (Phi(i + 1, j) - 2 * Phi(i, j) + Phii - 1,j) _

)/ (24 * dx)

DD(, j) = dx * (Phi(i, j + 1) - Phi(i, j - 1)) /2 + dx * dx * DG, j)

EE(, j) = dx * (Phii + 1, j) - Phi(i - 1, §)) /2 + dx * dx * D(i, j)



GIG j)=(_
2*(1+B(@,j))/Rey +2 * (1 +C(,j)) /Rey _
)

G2(i, )= (_
(1 +B(i, j))/ Rey - DD(, j) / (2 * dx) _
)

G3G ) =(_
(1+B(,j))/Rey + DD(@,j) /(2 * dx) _
)

GAGL ) = (_
(1+C(,j))/Rey +EE(,j)/ (2 * dx) _
)

G5G,j) = (_
(1+C(@, j)) / Rey - EE(, j) / (2 * dx) _
)

Next j
Next i

' Vortisiti iterasyon denkleminde yer alan ve akim fonksiyonuna bagh birtakim
terimleri hesapladiktan sonra

' Kavitenin i¢ noktalarinda votisiti degerlerini hesaplamanin tam zamamdar.

Fori=1ToN-1
Forj=1ToN-1



FG, )= (_ A’
(Phi(i, j + 1) - Phi@i, j- 1)) * (W(i+ 1,j + 1) -2 * W(i + 1,j) + W(i + 1, < )~ @IS
Lj+1) T
+2* W(i-1,j)-Wi-1,j-1)
/24

- (Phi(i +1,j) - PhiGi- L) * (Wi +1,j+1)-2* W(i,j+ 1)+ W(@-1,j+1)- W@
+1Lj-1)_

+2* W(i,j-1)-W@i-1,j-1)_

/24

- (Phi(i + 1, ) - 2 * Phi(i, j) + Phi(i - 1, j)) * (WG + 1,j+ 1)-W(i-1,j+ 1) - Wi +
Lj-1_

+W@i-1,j+1)) _

/24

_(Phi(i+ 1,j) + Phi(i- 1, i) * (WA+ Lj+1)-W@i-1,j+1)-W@i+1,j-1)_
+W(GE-1,j+1)

/24

- (Phi(i, j + 1) - 2 * Phi(i, j) + Phi(i, j - 1)) * (WG + L,j+ 1)-W(i-1,j+1)- Wi +
L,j-1)_

+WGE-1,j+1)

/24

+Rey * (Phi(i + 1, j) - Phi(i - 1, j)) * (Phi(i, j + 1) - Phi(i, j - 1)) * _
(WA+1,j+1)-W@i-1,j+1)-WGi+1,j- )+ Wi-1,j-1) _

/96

S(WE+Lj+D-2* WG, j+1D)-Wi-1,j+1)

2FWGEH L)+ 4* WA -2* WE-1Lj)+W3E+1,j-1)-2* Wi, j-1)+W(d-
Li-1_

)/ (6 * Rey) _

)

W(,j)=Beta* (_

G2(i,j) * WG + 1,§) + G3G, i) * WG - 1, ) + G4, ) * WG, j + 1) + G531, j) * WG, j
- _

-dx * dx * F(i, j)) / G1G, j) + (1 - Beta) * W(i, j)



Next j
Next 1

Fori=1ToN-1

W(, 0) = -2 * Beta * Phi(i, 1) / (dx * dx) + (1 - Beta) * W(i, 0)

W(@G, N -1)=Beta * (-2 * Phi(i, N-1) -2 * dx) / (dx * dx) + (1 - Beta) * W(i, N- 1)
Next 1

Forj=1ToN-1

W(0, j) =-2 * Beta * Phi(1, j) / (dx * dx) + (1 - Beta) * W(0, j)
W(N-1,j)=-2* Beta* PhilN - 1,j)/ (dx * dx) + (1 - Beta) * WN - 1, j)
Next j

W(O,0)=(_

-(Phi(1, 1)) / (3 * dx * dx) _

-(0.5* W(1,0)

+0.5* W(0,1)+0.25* W(1,1))/9 _
)*9

W(N, 0)=(_

~(Phi(im, 1))/ 3 * dx * dx) _

-(0.5* WIN-1,0)

+0.5* W, 1) +025* WIN-1,1))/9 _
)*9

W, N)=(-0.5/dx _

- (Phi(N - 1,N-1))/ (3 * dx * dx) _
~(05*WN-1,N) _

+0.5* WIN,N-1)+025* WN-1,N-1))/9 _
)*9

W(0,N)=(-0.5/dx _
- (Phi(1,N-1))/ (3 *dx * dx) _
-(0.5* W(I,N) _



+0.5* WO,N-1)+025* W(I,N-1))/9
)*9

Fori=0ToN

Forj=0ToN

Print #1, 1 * dx, j * dx, A(4, j), Phi(i, }), W(, j)
Next j

Next i

‘errlfl =0

‘errlgl =0

'err2f1 =0
‘err2gl =0

'Fori=1ToN -1
'Forj=1ToN-1

'err1f2 = Abs(Phi(l, j) - PhiE(, j))
‘errlg2 = Abs(W(i, j) - WE(, j))

'If err1f2 > errifl Then
‘err1fl = err1f2
'End If

Tferr1g2 > errlgl Then
‘errlgl = errlg2
'End If

'Next j
'Next i



'If err1£2 <= 0.000001 And err1g2 <= 0.000001 Then
'GoTo 20
'"End If

Next t
Next s
20

Fiii =-100000000
Fori=1ToN-1
Forj=1ToN-1

If Phi(i, j) > Fiii Then
Fiii = Phi(i, j)
Maxi=1* dx

Maxj =j * dx

End If

Next j

Next i

Fiij = 100000000
Fori=1ToN-1
Forj=1ToN-1

If Phi(i, j) <Fiij Then
Fiij = Phi(, j)

Mini =i*dx

Minj =j * dx

End If

Next j

Next

Print , "Fiii", "Maxi", "Maxj"

Print , Fiii, Maxi, Maxj



Print , "Fiij", "Mini", "Minj"
Print , Fiij, Mini, Minj

"Next 1

Print #1, "X"’ HY", "Phi(X, Y)"’ "W(X’ Y)"

Fori=0ToN

Forj=0ToN

Print #1, i * dx, j * dx, Phi(, j), W(, j)
Next j

Next i

Close #1
End Sub




