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OZET

Bu tezde kapasite, polar kumeler, subbaik fonksiyonlarin devam
problemi ele alinngiolup, bunlardan yararlanarak Phragmen Lindeldfteépremler
ispatlanmgtir.



SUMMARY

In this thesis, capacity, polar sets and the caation problem of
subharmonic functions have been considered and app@lication new Phragmen-

Lindel6f type theorems have been proved.
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GIRIS

R™, m>2 boyutlu OKlit uzay olsun. Kapasitesi sifir oldh kiimesi aclk

DOR™in onda kapali olan alt kimesi iseD —E’'de yukaridan sinirh her
subharmonik fonksiyonum 'ye (tek) subharmonik devami vardir . Bir cok akada
uygulamasi olan bu sonu¢c M.Brelot tarafindan igpatistir. Hayman ve
Kennedy'in  “Subharmonic  function” isimli monografisle bu teorem
genellgtiriimis olup, E’nin D’de kapalilgl kosulu yerine ona yakin olan bir kal
kullaniimistir:  E’'nin sifir kapasiteli kompaktlarin sayilabilir béimine dabhil

oldugu varsayilmgtir.

P.M.Tamrazov tarafindan daha genEl'nin Uzerine kapalilik veya benzeri
kosullarin konulmadii hal incelenmgtir. Tezde subharmonik fonksiyonlardan daha
genel * Kuazi subharmonik” denilen fonksiyonlar ifimcin devam problemleri ele

alinms olup, Phragmen Lindelof tipi teoremlere uygulamagpiimstir.

Tezin esas kismi iki bolimden elyor. Birinci bélimde subharmonik
fonksiyon, potansiyel, kapasite ve polar kiime diaivramlar verilmgtir. ikinci
bolumde kuazi subharmonik fonksiyonlar icin devamobtemi incelenmi olup
Phragmen Lindelof tipi teoremler ispatlargtm

Sonuglarin ispatinda [1, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 13,151 | makaleleri ve [16, 17,
18, 19, 20, 26 ] kitaplari kullanilstir.



1. POTANSIYEL VE KAPASITE

1.1 Subharmonik Fonksiyonlar

R™, m boyutlu Oklit uzayi olsunE 0 R™ kiimesinde tanimlanmireel dgerli

f(x) fonksiyonu agagidaki kasullari s&liyorsa ona yukaridan yari sureklidir denir:
(i)—co<s f(X)<eo, xOE;
(i) Dald(—co, ) sayisl igin{x:xD E, f(X <a} kimesi aciktir.

- f(x) fonksiyonu yukaridan yari sirekli olgu taktirde f(x) asagidan yari

sureklidir denir. Yar surekli fonksiyonlarin bamemli 6zelliklerini siralayalim.

Onerme 1.1 : E#0 kompakt kiimesinde yukaridan yari sirekli oldri(x )
fonksiyonu E’ de maksimum dgerini alir, yanillx, CE 0Oyle ki

f(x,)=f(x) OxUOE.
Onerme 1.2 :Monoton azalan yukaridan yari streHlj(x fonksiyonlar dizisinin
limiti, Lifrl f,(x) = f(x) yukaridan yari sureklidir.
Onerme 1.3 : E kiimesinde yukaridan yari stirekli oldrfx fonksiyonu icinE’ de
tanimlanmg Oyle azalan sureklf  (x jonksiyonlari dizisi vardir ki,

Li[r;lo f.)=f(x) xOE.
Onerme 1.4 : u:E - (a,b) fonksiyonu yukaridan yari sureklif :(a,b) - R

fonksiyonu ise surekli ve azalan olsun. Bu taktirdi{au(x)] fonksiyonu E’'de

sureklidir.

Tanim 1.5 : Reel ekseninl aralginda tanimlanmgireel degerli f(x) fonksiyonu
asagidaki kasulu saliyorsa konvekstir denir :
Her x,x, 1, x, <X, noktalari ve
()= f(x), 1(x)=f(x,)
kosullarini sglayan herl (x )lineer fonksiyonu igin
[(X) = f(X) (X, <X<X,).

X, herhangi noktay pozitif sayl olmak tzere ;



D (%o, 1) ={x:|x = x| <1},

C(X,,1) :{x:|x— X,| < r},

S(X, 1) ={x:[x = x| = 1}
olsun.

Tanim 1.6 : Asagidaki kasullar sa&landg taktirde D O R™ kiimesinde tanimlanmi

u(x) fonksiyonu subharmoniktir denir:
(i) — o0 < u(X) < +oo Ux0D,
(i)u(x), D de yukaridan yari sureklidir,
(iii) Her x, D noktasi iginr istenilen kadar klcuk pozitif sayl olmak tzere

1

U(Xo) S ——— j u(x) do(x)

m S(X.1)

esitsizligi saglanir. Buradado(x ) ifadesi S(x,,r )Jin ylizey alanidir. Agiktir ki
u ve -u’nun ayni anda subharmonik olmasi icin gerek veery&tsul u’nun

harmonik olmasidir.
Subharmonik fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini siralayalim :

1. u,u,,.....,u, fonksiyonlari subharmonik vé,,t,,......t, negatif olmayan reel

sayllar ise

subharmoniktir.

2.U;,U,,.....,u, fonksiyonlariD 'de subharmonik iseler

u(x) =supu, (x),
v=1k

subharmoniktir.

3. Kompleks dgiskenli f(z) fonksiyonuD 0O C bdlgesinde analitik ise

u(z) =log f (2)

subharmoniktir.



Asagidaki Oonermede yer alan Jensegits&zliginden yararlanilarak ger

subharmonik fonksiyonlar siniflari tGretilebilir.

Onerme 1.7 :u,EOR™ kiumesinde tanimlanmreel degiskenli fonksiyon, ¢(u)
ise u(x)in E deki gorintisuni iceren bir intervalde konvekskiyon olsun. Bu

taktirde

H(E) ¢

w{ L u(x)du(x)} sﬁ J ucolautx.

Burada, ya E [0 R™dlcilebilir ve du Lebesque dlgtsidir, ya dg R™ deki
bir S hyperytuzeyi Gzerinde olgtlebilir kime w2 S’de ylzey alanidir;

u(x) fonksiyonu E 'de integrallenebilirdir veO < p(E) <oo .

4. u,D bdlgesinde subharmonik, konveks monoton azalmafah fonksiyonu ise
u’nun R goéruntistinde tanimlangnolsun veya u,D 'de harmonik veg(u )ise

R’de konveks olsun. Bu taktirddu(x)], D 'de subharmoniktir.
Ozel halde 4 densagidaki sonuglar cikar:

(i) u(x), D 'de subharmonik isel >0, k=1 ve u*(x) =maxu(x),0} olmak tizere

e™ ve [u+(x)]k fonksiyonlari da subharmoniktir.

(i) u, D’de harmonik vek =1 ise |u(x)|k D 'de subharmoniktir.
(iii) f,DOC bolgesinde regiiler,log*|f|= ma><(|og|f|,0) k=1, A>0 olmak
lizere (Iog*|1‘|)k ve |f|" fonksiyonlari subharmoniktir.

Subharmonik fonksiyonlarin en 6nemli 6zelliklerindebiri maximum

ilkesidir.

Teorem 1.8 : u(x),DOR™ boélgesinde subharmonik olsu 'nin her ¢ sinir
noktasi ves > Osayisl igin
u(x)<e UxONNnD (1.2)



olacaksekilde ¢’'nin bir N komsulugu bulunabiliyorsa,D de yau(x)<0 ya da
u(x) =0 dir. Eger D sinirsiz ve ¢= o ise (1.1)in N ={x:|><] > R} komsulugunda

sglandgini varsayacaz.

5. u(x) # - fonksiyonu R™in kapali r1s|x—x0|sr2 halkasinda subharmonik

olsun. Bu taktirde

1w = = [u(do

m S(Xo,1)

2-m»

ifadesi m=2 ise logr’'nin, m>2 ise r"™'nin r, <r<r, aralginda konveks
fonksiyonu olur. (O<r, <r,). Eger r, =0 ve u(x) C(X,,r,) de subharmonik ise,
I O,u) =u(x,) olmak uzere, I(r,u ) fonksiyonu [O,rz] aralginda sudrekli ve

azalmayandir.

6. 5’in kosullar! dahilinde
B(r,u) = sup u(x),

XOS(Xg,r)

2-m;

ifadesi m= 2 ise logr'nin, m>2 ise r=™'in [rl,rz] aralginda konveks
fonksiyonudur.(0<r, <r,).
Eger u fonksiyonu C(x,,r, ) de subharmonik ise,B(r,u )r’nin [O,rz] de

azalmayan fonksiyonudur.

X OR™ olsun. (Cgu zaman X in bolge veyaR™ de kompakt oldgunu
varsayacgiz). X de tanimlanmgi f(x) fonksiyonu icin {x:f(x)#O} kiimesinin
R™deki kapamgina f(x) in dayangl (support) denir. Aciktir ki dayanak(x)# O

kosulunu sglayan bitlin noktalardan ve onlarin limit noktaldan olymaktadir.

X’de surekli olup dayarga X de kompakt olan bitin fonksiyonlar

kiimesini C, =C,(x ) ile gOsterecgiz. X kompakt iseC,, X de surekli olan

fonksiyonlar kumesidir. X bir D bolgesi ise C; (D) ile, Dde sonsuz

diferansiyellenen dayagie D de kompakt olan fonksiyonlar kiimesini gostepece



f fonksiyonunun daya@ani suppf ile gosterecgiz.

Dayang D(O,r) de olan K;(x) Borel fonksiyonunu ele alalim.

HU(X), D(O,r) de Borel dlgisi,f(x )ise sinirl D OR™ boélgesinde tanimlanmi

fonksiyon olmak tzere
F(x) = [Ks(y) f(x+ ) duy)

olsun.

D bolgesi ved sayisi igin
D°(d) ={x: dist(x, R" - D) > J}

kabul edelim.

Asagidaki teoremi ileride kullanagaz.

Teorem 1.9 : (i) f,D’de subharmonik veK;(y)=> Gse F(x) fonksiyonuD°(J )
da s.h. dir. Ber f,D de harmonikisE(x Y°(Jd) harmoniktir.
(ii ) Eger du p boyutlu Lebesque 6lgisis ;(y)JCP ve f(x) D’de

integrallenebilir fonksiyon isé (x ,)D°(J) kiimesindeC?’ dendir.

1.2 Potansiyel ve Kapasite

x uzaydaki nokta ver >0 olmak lzere

Ko 09 =-4"
Ko(X) =log|X
EOR™ kompakt u, E de tanimlanngi6lcl, 4(E) = 1olsun.

Bu taktirde
V, (9 =K, (x= ) du(y)
E
ifadesinea -potansiyeli diyecgiz.
as<m-2 ise K,(x)in R™ de subharmonik oldiunu biliyoruz. Buradan
Teorem 1.8'e gore/,(x Yonksiyonu da R™de subharmoniktir.a =m- 2ise

V,(X), E'nin disinda harmoniktir. Bu durum ©Onemli olgu icin (Newton



potansiyeli ) bazerK  _,(x )erine K(x), V,_,(X) yerine V(x) yazac#&iz. Eger
a>m-2ise V,(x) E nin dsinda subharmoniktir.

Her durumdaK,(x )R™de yukaridan yari sireklidir ve bundan dolayi
Teorem 1.8'e goreV/,(x )Ye R™de yukaridan yari sureklidir. gagidaki teorem

aslindaV, (x )in bundan daha iyi 6zefie sahip oldgunu gosterir.

Teorem 1.10 : (Sureklilik ilkesi ) Eser x, UE ve
lim V, (x) =V, (X,)

xJE
ise
limV, (X) =V, (X,)-

XOR™

Bu teoremV, (x )in E ye kisitlamasinirx,’da surekli oldgu taktirde onun

kendisinin de X,’da surekli oldgunu gdstermektedir.

Ispat : V,(x), E'de tamimlanmy fonksiyon olarak x, noktasinda strekli
oldugundan dolayr V,(x,)=V, >-c. Oteki yandanV,(x ) yukaridan vyari
surekliydi, yani

@va(x)svo. (1.2)
Simdi

lim V,(x) 2V, (1.3)

X=X

esitsizligini ispatlayacgiz.
V, sonlu oldgundan dolayl{xo}’ln Olcusu pozitif dgildir. o >0 olsun.
E 'nin timleyeni D ve
D, =D n D(X,,0), E, =En C(x,0) (1.4)
olsun.

Eger X, E’'nin ayrik noktasi ise her durumdg, (x , %), da sureklidir,x, E’'nin i¢

noktasi ise onun biD(x,, 0 komsulugu E ye dahildir ve teoremin hukmu agiktir.



Simdi varsayalim kix, hem E’nin hem D 'nin limit noktasidir. x(1D, ve

X,, E,’nun x’e en yakin noktasi olsun, yani

I, —X<|x-d  DaOE,.

Bu taktirde
%, —d<|x-x|+|x-a<2qx-a  OalE,. (1.5)
Verilmis £ >0 sayisi i¢in,V, (X, )sonlu oldgundan dolayi, 0yleo secebiliriz ki

j— K, (x, —a)du(a) <& (1.6)

s&glansin.

[K,(x-2)du(a) (1.7)

ifadesinin x, noktasinda surekli olgw aciktir. Boylelikle V,(x, )} x'in X,

noktasinda strekli fonksiyonu olgiundan dolayi

[Ka (4 -a)du(a) =V, (x) = [K,(x-a)du) (1.8)

ifadesi x,'in E deki fonksiyonu olarak x, da sureklidir. Bdylelikle
|X1_X0|<:01<,0 ise

j— K, (x, —a)du(a) <j— K, (x, —a)du(a) + £ <2¢. (1.9)

Varsayalim ki [x = X,| < p, <%p1. Bu taktirde (1.5)’e gorex, — x| < p,dir.

a =0 ise (1.5)'den
-K,(x-a)s-K_,(x, —a)+log 2 @1

elde ederiz .

Demek kip yu u(E,) <& olacaksekilde secersek

j— K, (x-a)du(a) < j - K, (% —a) du(a) + u(E,)log2 <3e. (1.11)

P P

Eger a > Oise (1.5)'den
j— K_ (x-a)du(a) < 27 j— K, (x —a)du(a)<2"e. (1.12)
Eﬁ

E,



j K, (x-a)du(a) (1.13)

E-E,
ifadesinin x=x, da sureklilginden dolayl |x-x,|<p, dir ve demek ki

|x1 - x0| <2p, icin p,, yeteri kadar kiguk oldw taktirde

<e, (1.14)

JKo(x-a)du(@) - [K,(x ~a)du(a)

saslanir, cuinkd her iki integral (1.13) ifadesine l@kyor. Sonucta

V() =V, ()l | [{K, (x=a) =K, (x, - a)}du(a)

E-E,
(1.15)
+ j K, (x—a)du(a) + j K, (x, —a)du(a) <6 &
Ep Ep
elde ediyoruz.
V, (%), X, =X, noktasinda siirekli olgundan dolay (1.3) ganir.
Asagidaki Teoremden de yararlangca
Teorem 1.11 :Varsayalim ki Teorem 1.8’in kallari s&lanir ve
V,(X) =y, OxOE (1.16)
Bu taktirde
V, (X) = i, OxOR™ (1.17)
burada
a>0ise uy=2"u,, a=0ise uy =, —log2 (1.18)

Ispat: D, E nin timleyeni olsun. Herhangid D noktasi veE nin x’e en yakin

noktalarindan biri olarx; i ele alalim. Bu taktirdedall E igin

%, —-X<|x-a (1.19)

ve
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x, —a<2x-a (1.20)
(bak.(1.5)). Bundan dolayr >0 igin

K,(x-a)=22°K,(x, —a) (1.21)
ve
V,(X) =22V, (%) = i (1.22)
a=0 ise
Ko(x—a)=2K,(x, —a)—log 2 (1.23)
ve bundan dolayi
V,(x) 2V, (x,) —log ZJ' du=p, —log2= (1.24)
E
elde ediyoruz.
o (1) = [V, () du() = [[ K, (x=y) du(x) du(y) (1.25)
E

olsun.

K,(x-y) fonksiyonu E de yukaridan sinirli oldundan dolayr (1-25)

integrali mevcuttur.
V, =supl,, (1) (1.26)
U

ifadesineE 'nin denge dgeri diyecgiz. E’'nin ¢apid olsun. Bu taktirde

K, (x-y) <logd,

B (2.27)
K,(x-y)s-d™, a>0
salanir. 4(E) =1 oldugundan dolayi
V,<logd, V,<-d™™ a>0. (1.28)

C,(E)=e", a=0 isg
B (1.29)
C,(E)=(-V,) 7, a>0iss

sayisinaE kimesinina kapasitesi denir.
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Aciktir ki
0<C,(E)<w (1.30)
dir.
Eger C,(E) = Oise heru olgusu icinl , (1) =—c oldusunu goriyoruz.
(1.26) dekiV, supremumunun alingini, yaniV, nin E deki bir élgisinin eneriji
integrali old@gunu gostermek (bu oOlciye denge olcusi digegeicin dlguler

teorisinden gagidaki teoremden yararlanaga.

Teorem 1.12 :Herbiri E O R™ de tanimlanng 4, Olgller dizisi, A bir sabit olmak
uzere, u,(E)< A, On kosulunu s&lasin. Bu taktirde bu diziderE deki bir u
Olciistine zayif yakinsayan alt dizi segcilebilir, yayle bir M, alt dizisi vardir kiE
de strekli olan heg(x) fonksiyonu igin

[edu,, ~ [Adu, p - o )3

Onerme 1.13 : u, olgller dizisi F kompakt kimesindey Olcusune zayif

yakinsiyor vef (x )fonksiyonuF 'de yukaridan yari surekli ise
fim [ £ () dpt, (09 < [ £09 du(x). )
F F

Ispat : f(x) yukaridan yari siirekli olgmndan dolayr azalarak ona yakinsayan

f.,(X) surekli fonksiyonlar dizisi mevcuttur. Agiktir ki

jfm(x) du(x) - j f(X)du(x), m - oo (1.33)
F F

Verilmis £ >0 sayisl igin
f fo (%) dea(x) <j f(x)du(x) +¢. (1.34)
F F

saglanacak bicimdan bulunabilir.

Boylelikle
lim [ f d, <lim [ £, du, =], du<[fdu+e (1.35)
" F TR F F

Simdi esas teoremi ifade edelim.



12

Teorem 1.14 : EOR™ kompakt veV, (E) > - olsun. Bu taktirdeE de dyle u
birim 6lgtsi vardir ki,

|, (1) =V, (E). (1.36)
Onceki teoreme goreu, dizisinden bir 4 (E de tamimlanng) olglistine zayif
yakinsayan alt dizi secilebilir. Yeniden bu diziy, ile gosterelim. (1.31) de
olarak E de 1’e git olan fonksiyonu alirsak

U(E) =j f d/,1=Limj f du, =lim p (E) =1 (1.37)

elde edilir. Demek kiu birim élcudur.

Son OnermeyiEXE de tanimlanmgi K, (x—y) fonksiyonuna uygularsak

I, () > lim I, (u,)=V,(E) elde edilir. Aksi yondegsizlik V, nin tanimindadir ve

bdylelikle teorem ispatlanmtir.
Teorem’de varl ispatlanmy 4 O6lgustineE deki denge dalimi (6l¢usu )

demistik.
U, (y) = [ K, (x= y)du(x) (1.38)

ifadesine denge potansiyeli diygce
Simdi kompakt olmayan kiimeler i¢in kapasite taninvenelim:

Herhangi E kimesinin icerdii butin kompakt F kimelerinin C,(F )
kapasitelerinin supremumun& nin kapasitesi (i¢) diye@z. E'yi iceren acik
kiimelerin kapasitelerinin infimumund 'nin dis kapasitesi C_(F) diyecesiz.
Aciktir ki, E,0E, ise C,(E,)<C,(E, ) Herhangi sinirl E kimesi icin
C,(E)<CJ(E) elde edilir. C,(E)=C_,(E) olduu taktirde E kapasiteye gore
Olculebilirdir denir.

Aciktir ki E; O E, ise

C'«(E)<Cl(E,). (1.39)
Tanimdan ankaliyorki G acik kiimesi igin

C,(G)=C,(G), (1.40)
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saglanir. Yani acik kimeler kapasiteye gore olgulediti

Teorem 1.15 :E kompakt veG, sinirli agik kiimelerG i [ G, n=12...ve

ﬂGn = E kosullarini sglasinlar. Bu taktirde

n=1

C,(G,) - C,(E), n - o. (1.41)

Boylelikle kompakt kumeler kapasiteye gore Olcilletirler. Bu
sonuclardan Borel kiimelerin kapasiteye gore Olgiiletddugunu elde ederiz. Son
teoremdeki 6zelfie kapasitenin yukaridan yar surelijildiyecesiz.

Denge potansiyelinigienmek icin gagidaki iki teoremden yararlanaga.

Teorem 1.16 :E kompakt kimefE de tanimlanngi v pozitif 6lglisi0<Vv(E) <o

ve

1(v) = [ K, (x= y) dv(x) dv(y) > ~o, (1.42)

kosullarini  s&lasin (yani  cap,(E)> Gealanir). Bu taktirde E;, E’nin
cap, (E;) =0 kosulunu sglayan alt kuimesi veya boyle kumelerin sayilabilir
bilesimi ise v(E,) =0 dir.
Ispat : E 'nin ¢capid olsun bu taktirde

K,(x-y)<0, a>0

K,(x-y)<log"d, a=0. (1.43)
d, =log” d alirsak

K(x-y)=K,(x-y)-d, <0, Ox,yOE. (1.44)
E,, E nin kompakt alt kimesi ise

[KOx=y) dv() dv(y) > —eo, (1.45)

den

JK (=) dv(x) dv(y) 2 [ K(x = y) dv(x) dv(y) > = (1.46)
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elde edilir. Demek ki,

[ Ko (x=y) av(x) dv(y) > ~co. (1.47)

Eger v(E,) >0 ise bu sonuncudacap(E,) >0 elde edilir ki, bu da c¢elkidir.

Eger E, =|JF,, cap(F,)=0 ise, [On igin v(F,)=0 ve 6lginin

n=1

toplamsallgindanv(E,) =0 sonucu elde edilir.

E kimesi veF, kompaktlaricap,(F,)= Q EDUFn kosulunu sglarsa

n=1
E'ye a- polar kime denir (Buradacap; (E) =0 ¢ikarilabilir). Eger bir 6zellik a

- polar kiime dynda sglanirsa o kuazi her yerde veya ( nearly every whereya

khh.(nea.)sglanir diyecgiz.

E kompakt kiimesinde tanimlangnw pozitif 6lgistine bakalim.
EY={x:1{D(x,,r)}>0 0O}
olsun. E"” ya u olcisiinun tayicisi diyecgiz. Aciktir ki E” kapalidir, veE 'nin

kompaktlgindan dolayr ayni zamanda kompakttir.

Teorem 1.17 : E pozitif kapasiteli kompaktu onun denge OlgUsE" ise 4 niin
tastyici olsun. Bu taktirdeE” 0 E kopmakti igin

cap, (E°) = cap, (E) (1.48)
esitli gi saglanir.

Aciktir ki E,=E-E"” kimesi igin u(E,)= 0. Gergekten Ox, OE,
merkezli 6yle bir D kiiresi vardir ki E" ile kesimiyor ve u(D)= 0. Buradan
merkezinin koordinatlari ve yarigcap! rasyonel otiyle D, kuresi bulunabilir ki
X, OD, OD, u(D,)=0. Boyle kureler sayilabilir sayidadir ve onlab, gibi

numaralarsak

H(Ep)<), u(D)=0 (1.49)

sonucunu cikariyoruz.
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4, E" da birim élgudur ve
V,(EY)2 IE&EH Ky (X=y) du(x) du(y) = jExE Ky (X=y)du(x) du(y) =V, (E).  (1.50)
saglanir. Demek ki,

cap, (E") = cap, (E). (1.51)

Aksi yonde sitsizlik E” O E iliskisinden cikiyor.

Asagidaki teorem Frostman veya denge potansiyeliniretegoremi ismiyle

unladdr.

Teorem 1.18 : EQOR™ kompakt, ,cap,(E) > Q u(x) , E’nin denge potansiyeli,

4 denge OlcusiE" ise ' niin tasiyicisi ve

L (1) = [[L K, (x= y) du(x) da(y) =V >~ (1.52)
olsun. Bu taktir de

U9 = [ Ko (=) du(y) 2V xDE (153)
ve

u(x) <V, E'de k.h.y. (1.54)
Boyleki 6zel durum da

u(x) =V, E"da  khy. (1.55)
Buna ek olarak

V'=2°V, a>0 V'=V-log2 a=0, (1.56)
olmak tzere

u(x)=V', R™'de, (1.57)

sglaniyor.

Ispat : A, :{xDE:u(x)zv +1} olsun. u(x ) yukaridan yar surekli olgmundan
n

dolay!r A, ler kompakttirlar. Demek kicap,(A,)= 00Un oldusunu gostermek

yeterlidir. (1.54) in sdanmadgi noktalar kimesiniA ile isaretlersek agiktir ki,
A=A, .
n=1

Varsayalim ki teoremin hikmu yagtir ve 6yle E; O E kompakti vardir ki

u(x) 2V +2¢, xUE,, (1.58)
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ve cap, (E,)> Osazlaniyor. Mesela uygum icin E, = A ve £=(3m)™" alabiliriz.
Teorem 1.17 gore u ayni zamandd& in da denge ol¢iisii olacak ve

jEuu(x) du=V. (1.59)
Buradanu(a,) <V + ¢ olacaksekilde a, JE" noktasi vardira,, E,’in disindadir,
ve u(x) yukaridan yari surekli oldw icin a,’in uygun bir D(a,,r )

komsulugunda

ux) <V +¢ (1.60)
saglanacaktir.r 'yi dyle kiguk secelim kiD(a,,r )den E,’e kadar uzaklik pozitif
olsun. a, OE" kosulundan

{D(a,,r)}=m>0 (1.61)
elde ediyoruz.

cap, (E;) >0 kosulundanE,’ de dyle pozitif g 6lgisu vardir ki

1,(0) =], . Ko (x=y)do(x) do(y) > —, o(E;) =m>0 (1.62)
salanir. E'de
o, E,'de
g, =3-u4 , D(a,r)de
0 , kalan yerlerde

gibi tanimlanmg o, Olgusuinu ele alalim. Bu taktirde hgrO<n < igin E’de

tanimlanmy pozitif y, =y +no, olgisi
jE du, =1 (1.63)

kosulunu s&lar. Aciktir ki yeteri kadar kucik ler igin
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o(1)=1,() —1, (1) =HE K, (x=y) deg (X) deg (y) -jEXE K, (x~y) du(x) du(y)
=27] Ko (x=Y) du(x) doy(y) +17° [ K, (x= ) do,(x)da(y)

=27[_u(y)doy(y) +1*1 ()
22/7{(\/ +25)m-(V +£)m+%l]|a(0'1)} (1.64)

= 29(em+>n1,(0,) >0

Bu sonugl , (# )nun maksimalfii ile gelsiyor. Demek ki cap,(A,)= Q

(On ve buradan (1.54) ispatlandiimdi (1.55)'i ispatlayalim. Aksini dgiinelim.
Varsayalim kix, = x(JE" noktasi i¢in

u(x) <V - . (1.65)

u(x)'in subharmonikiginden ayni gtsizlik x,’in bir D(X,,r) komsulugu

icinde sglanacakir. Oteki yandar, 0 E" kosulundan

#D(a,,r)}=m, >0. (1.66)

yazilabilir.
E, :{XD E”:u(x) >V}
olsun. (1.54) ve (Teorem 1.16) dafE,) =0 sonucunu ¢ikariyoruz.

E, =E" n D(x,,r) ve E, E”Intimleyeni olsun.

Bu taktirde

\% =jE u(x) du =J-Eju(x) du =Z4: ju(x) du

i=2E,

(1.67)
= Ju()du+ [u(x)dusmy(V - &) + Q- m)V =V - mge

sgglanir. Bu ise cejikidir ve E” da u(x) =V sesitsizliginin sglandgini gériyoruz.
(1.54) ‘de g6z 6nine alinirsa

u(x) =V khh. E'de. (1.68)

4, EY da tanimlanggndan dolayr Teorem 1.11'e gore (1.53) den (1.50e e
ediliyor.
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1.3. Polar Kiimeler ve Uygulamalari

Bu kisimda dnce potansiyelir o oldugu noktalar kiimesi ve polar kime

kavramlarinin ilgkisini ele alacaiz.

Teorem 1.19 :E kompakt kimesinde tanimlargme pozitif 6lgisindn

v(¥) = [ K, (x=y)dv(y) (1.69)

v(x) potansiyeliE, O R™ kompakt kiimesinde- « ise cap, (E,) = Odir.
Ispat : Aksini, yani cap,(E,) > Ooldugunu varsayalim.E,’in denge potansiyeli
u(x) , denge olgusiz ve ’nun tasiyicisi E;” olsun. Bu taktirde Teorem 1.18 gore

u(x) = jKa(x—y) du(y)=V'>-o R™de (1.70)

sgglanir. K, (x = y) nin yukaridan sinirh@ ve Fubini Teoremine gére

Jo VO dua(x) =[ du(x)f, K, (x= y) adw(y) = [_u(y) av(y). (1.71)

Bu sonuncu ifadede sol tarafeo dir, sg taraf ise en azindarv-'dir ve
bundan dolay: sinirhidir. Bu ¢eghi teoremi ispatlyor.
Sonuc olarak EOR™ kompakt kimesinin kogalugunda tanimlanngi

subharmoniku(x), u(x) # Ofonksiyonu E kimesinin her noktasinda(x) = —c ise
cap,,_,(E) =0 dir. Oyle F kompakt kiimesini ele alalim ki onun bir kguugunda
u(x) sh.ve EOINtF olsun.Bu taktirde Riesz teoremine gore (Riesz

Representation Theoremnt F 'de
U(x) = [ Ko (X = y) di(y) +h(x), (1.72)
F
saslanir. Oylekih(x), int F’de harmoniktir ve demek KE 'de sinirlidir.

[Koa(x=y)du(y) ==, xOE. (1.73)

elde edilir. Buradan dnceki teoreme gocap,,_,(E) = sofucuna variyoruz.

Bu teoremin tersi de goudur.
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Teorem 1.20 :EOR™ cap,,_,(E) =0 kosulunu s&layan kompakt veya daha genel
(m-2) —polar kime olsun. Bu taktirdB™de s.h. olan dylau(x Jonksiyonu vardir
ki, veriimis x,OR™-E noktasinda sonlu olup, E'de - dur

(u(x) =—00 OXxOE ). Eger m>2 ise R™'de u(x) <0 alabiliriz. Ezer E kompakt
ise u(x) E disinda sinirhdir.
Polar kiumeler subharmonik fonksiyonlarin incelenimés onemli role

sahiptirler. Orngin, asagidaki teorem boyle kiimelerin “géz ardi edilebilgiod’
gostermektedir.

Teorem 1.21 :u,D 0O R™ bélgesinde s.h. ve yukaridan sinirli fonksiyén,, D 'nin
sinirl, EOF polar kiime ve

limu(x) <M OcOF -E (1.74)
X-> ¢

X0D
olsun. Eer D sinirsiz ise, ancak m=2 halinde[ 1 E varsayilabilir.
Bu taktirde :F = E ise u(x) sabittir, aksi halde ya
u(x) <M OxOD (1.75)
ya da
D’de u(x)=M.

Bu teoremdeki (1.74) den gorulglii gibi sinir kgulu batin sinirda dg@ bir
E kimesi dginda sglanir ve bu kiime polardir. Phragmen Lindel6f ilkdsnilen
teoremlerde bu tipik haldir. Aslinda(x 'ipn yukaridan sinirli oldgu varsayimi
yerine E’'nin komsulugunda u fonksiyonunun “cok hizli” artmagini varsaymak
yeterlidir.
Ispat : Once D nin sinirh veyam> 2 oldugunu varsayalim. Teorem 1.20 ye gore

D 'de negatif olmayan dyle s.hw(x fpnksiyonu vardir ki,E de w(x) =—co dir.
Herhangix, D alalim. w(x,) > —c varsayabiliriz.£ > Oyeteri kadar kliguk
sayl olmak Uzere
u, (X) =u(x) + £w(x) (1.76)
fonksiyonuna bakalim. Aciktir ki

limu,(x)sM  OxOF. (1.77)
X ¢

xaOD
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Gergekten¢ O E ise bu (1.74) den vev(x) <0 dan ¢ikiyor.¢JE ise u(x)
in D’de sinirliligindan dolayi
lim u, (X) = —c0 (1.78)
X=¢

X0D
ili skisi salanir.
Boylelikle u, (x) s.h. fonksiyonuna maksimum prensibini uygularsak

u.(x) <M xdD (2.79)
sonucunu ¢ikaririz ve buradan

u.(x,) <M, (1.80)
demek ki,

u(X,) <M —ew(x,). (1.81)
W(X,) sonlu ves keyfi oldusundan dolayi

u(x,) <M

elde ederizSimdi maksimum prensibine gore ya,
ux)<M yada D’'de u(x)=M (2)8
sonucunu elde ediyoruz.

Simdi m=2 ve D’nin sinirsiz oldgu hale bakalim.E polar old@gundan
dolayi lineer 6lcusu sifirdir. Demek 8(0,r) n E =0 kosulunu s&layan r 'ler reel

eksende her yerde §ondur. Bodyle r —lere normaldir diyeggéz. D’nin

sinirsizlgindan dolayidr >r, icin S(O,r) n D #0. Her r normal dgeri icin

B(r)= sup u(x) (1.83)

XD, X =r
olsun. Once yeteri kadar blyik normaler igin B(r) <M oldugunu varsayalim.
X, 0D noktast icin dyler segelim kir >|x,| ve B(r)<M olsun.D n D(O,r Ynin
X,'I iceren alt bolgesiD, olsun. Simdi teoremin ispatlanrgi kismini D, ’ye
uygularsaku(x,) <M sonucunu elde ederiz. Demek ki bu halde (1.75)asa.
Simdi varsayalim kir >r, normal sayisi i¢in B(r)>m dir. Aciktir ki Oyle

xOD, [{=r noktasi vardir ku(x) =B(r) xOE, ¢unkii SO,r) n E=0 .
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Bu x, F’in baska noktasi da olamaz. Clnku bu durumda (1.7@pea. Demek ki

xOD. Buradanu’nun D’de ki yukaridan yar sureklginden u(x)>B(r) ve

dolayisiyla u(x) = B(r ) elde ederiz.

Simdi B(r)’nin yeteri kadar buyukr’ler icin azalmadiini goésterelim.
Dogrudan ger B(r) >M ise D n D(O,r ) nin batln alt bdlgeleri icin ispatlagdmiz
kismi g6z 6nine alirsak (1.75) den

u(x) < B(r) OxOD n D(O,r) (1.84)
elde ediyoruz. Ozel haldp<r ise B(p) < B(r ) aliriz. Simdi varsayalim kiB(0 )
sabittir. Bu halde 6ylex,, |x,|=r, vardir ki, u(x)=B(r,) =B ve herr <r, igin

B(r)=B. Bu taktirde D n D(O,r Jnin Xx'i iceren D, bilesenininde u(x) =B
oldugu elde ediliyor.Simdi r’yi sonsuzlga yaklgtirirsak D, - D ve demek ki
D’de u(x) =B aliyoruz. Bu haldai(x )abittir.Simdi B(r) sabit dgil ise

B(r) - B, r— o (1.85)

ve herr icin B(r) < B alirnz.

u.(x)=u(x)-¢ Iog(HJ, (1.86)
r
olsun. (r <|><]<R)m D’'nin her alt bdlgesi icin teoremin ispatlanmkismini

uygulayalim. BoyleD, boélgesiicinD,’da
R
u,(x) < ma{B(r), B(R) - glog(—)j
r

< ma{B(r), B- flog(TR)j (1.87)
=B(r)
aliyoruz. Boyleki burada verilmic icin R yeteri kadar blyuk secilgtir. x noktasi
degismediinden ¢'u istedigimiz kadar kiiclik veR>|X secersek,[X>r icin
u(x) < B(r) ve dolayisiylaB(R) < B(R), R>r aliyoruz ki, buradan da&B(r ’'nin
sabit oldgu cikiyor. Bu ise varsayimla c¢glyor. Demek kiu(x )Jin sabit olmadgi

halde (1.75) sdanir.
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Eger E=F ise (1.74) keulu hicbir noktada konulmuyor. Demek I i
istedigimiz kadar kiiguk alabiliriz. Ozel halde, 0D igin M <u(x,) segebiliriz.

Bu halde (1.75) sganmaz. Demek kiu(x) sabittir. Aksi taktirde (1.74)
F’in en azindan bir noktas! i¢in anir ve buradanu(x) = B = sabit g6zoniine

alinirsaB < M buluruz.

Polar kimelerin bir uygulamasina daha bakalim: $B. fonksiyonlarin
devami hakkinda olacaktir.

Teorem 1.22 :(Brelot) EOR™ polar, G acik kimeu(x )fonksiyonu yukaridan
sinirh olup G- E’'nin her noktasinda subharmonigh tanimindaki (i) — (iii )
Ozelliklerini sa&lasin. Bu taktirdeu(x )fonksiyonunun G ye tek subharmonik
devami mevcuttur. ger u(x) ve -u(x) fonksiyonlarinin herbiri yukaridaki

Ozellikleri sglarsau(x yin G'’ye harmonik devami vardir.

Ispat : E polar oldgundan (m-1)-o6lcisi sifirdir. Bundan dolayr spherik

ortalamalar u’nun E’deki degerlerine duyarsizdir. Yani yukaridaki hipotezlerin

anlami vardir. Once teoremin 1. kismini ispatlagalix, JE n G icin
u(X,) = lim u(x) (1.88)
iISGXEE

olsun. E polar old@gu icin i¢c noktaya sahip ¢ddir. Demek ki (1.88) tanimi

manalidir. Aciktir kiu(x ) fonksiyonuG 'de yukaridan yari strekliditG 'nin sinirli
oldugunu varsayabiliriz. Bu halde, JG — E noktasi verildiinde G ’'de negatif ve
W(X) =—c0 XUENG ve w(X,)>-o kosullarini sglayan subharmonik fonksiyon

bulabiliriz. Bu Teorem 1.20 ye gére mumkunddr.
Gosterelim kiOC(y,R) O G kiresi, D(y,R) de harmonik veC(y,R )de
surekliu fonksiyonu
u(x) £ v(x) OxOS(y, R) (1.89)
kosulunu s&liyorsa,
u(x) < v(x) OxOD(y,R) (2.90)
esitsizligini de s&lar. x, 1 D(y,R) — E olsun.
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h, (X) =u(x) + £W(x) — v(x) (1.92)

fonksiyonu D(y,R) de subharmoniktir, ¢cinkUE’'den olmayan noktalarda
u(x), w(x) ve —v(x) fonksiyonlari subharmonildin tanimindaki kegullari salarlar
ve E’nin noktalarinda h,(x ) fonksiyonu -~ ’a yaklagiyor. S(y,R) nin her
noktasinda

h,(X) =u(x) —v(x) <0 (2.92)
ve bundan dolayi

h,(x)<0 OxOD(y, R). (2.93)
Bu sonuncuda = x, O E igin £ — 0 kosulunda limite gegersek

u(x,) < V(X,)
elde ederiz. (1.88) den ve(x ih sdrekliliginden dolayl bu gtsizlik E’nin her
noktasinda sganir. Demek kiu(x ) subharmoniktir. Devam tektir, ¢iinki devam

olunmu u(x) fonksiyonu subharmoniktir ve bundan dolag G igin

u(x,) = ',!E‘% u(x) dx, (1.94)

1
dmpm jD(xw)

buradad,,, R™ deki birim kurenin hacmidir.

Bu formil subharmonik fonksiyonlarin tanimindaniggt. E’nin m 6l¢usi
sifir olduzundan dolay! bu formilde onun noktalari géz éntnereayabilir. Simdi
(1.94) formuld ileu(x) E’nin noktalarinda da tanimlangtir ve demek ki devam
tektir.

Simdi varsayalim ki hemu(x ,)hem de—u(x )yukaridaki kgullari sa&liyor.
Yukaridakine goreu(x ) (1.94) formull ile tanimlayabiliriz ve sonucta® 'de s.h.
olacaktir. Ayniseyleri —u(x) icinde styleyebiliriz. Demek ku(x) ve -u(x 'n
her ikisi G’de subharmoniktir ve bundan dolay(x , ¥ ’de harmoniktir. Devam

tektir, cinkd (1.94) sganmalidir.

Bu teoremdekiE 'nin polar olmasi kgulu gereklidir. Gergektenger E’nin

(m-2) —kapasitesi pozitif ise onun denge potansiyeli
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Vi (0 = [ K (X = y) dis(y) (1.95)
icin u(x) =-V,_,(x) fonksiyonu E’'nin disinda harmonik olup her kurede sinirhdir
ve Frostman teoremine gore bu fonksiyeasedan da sinirlidir. Agiktir ki

c=0 m>2 c=-c0, m=2 (1.96)
ise

ux)>c R"™, u(X) -c X - oo. (2.97)

Boylelikle u(x)’'in E’'ye s.h. devami mevcut gidir. Aksi taktirde
u(x) R™ de s.h. ve bundan dolay! yukaridan yari slreldcaktir. Dolayisiyla
M >c supremumuna sahip olacaktir. (1.97)ya gotgx fgnksiyonu bir
X, JR™noktasinda maksimum alacak ve maksimum prensibibee gR™de

u(x) =M olacaktir. Bu c¢egkidir u(x) harmonik devama sahip olamaz.
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2. SUBHARMONIK DEVAM

2.1. Subharmonik Devam

Onceki bolumdeE kumesi sifir kapasiteli kompaktlarin sayilabilitleimine
dahil oldyu taktirde s.h. devamin miamkuglil incelenmgtir. Bu bélimde daha

genel kimeler de s.h. devama bakilacaktir. Ancakedii haline bakagaz.

Logaritmik kapasitesi sifir olan tim EOC kumeler simifimM il

gosterecgiz.

Asagidaki kasullan sglayan B 0 C kumeleri sinifini L ilegaretleyecgiz:

Her ¢OC noktasi verildiinde S,(¢) :{z:|z— ¢l= ,0} cemberinin B
kimesi ile arakesit'ini lineer 6l¢usi¢ (1B ise yeteri kadar kictlo’lar icin, 1B
ise yeteri kadar buyulo’lar icin 27 'dur. D Oc acik ve E sifir kapasiteli kiime
ise D — E Ot oldugu hemen goézukuyor.

Bt kiumesinde tanimlanmi u reel fonksiyonu sagidaki kasullari
sgliyorsa ona kuazi subharmonik diygce:

$H,. u(@)<e  O¢OB,

H,. u, B'de yukaridan yari streklidir.

SH,. Eger ¢UB n C ise yeteri kadar kuguk butip > iQin,

1 2 :
u(¢) s == [u(s + pe®)de,
21T
eger o[1B ve ¢UC ise yeteri kadar buyuk butiip > i@in

2
U(es) = [u(c + pe) de.
21T 3,

B ve u Uzerindeki keullardan bakilan integrallerin mevcut ofginu goriyoruz.
Eger B acik ise onda kuazi s.h. olan fonksiyon subharkiwniD OcC acik

kime ve EOC olsun.
D - E de tanimlanngi u fonksiyonu, D 'de kompakt olan herK kimesi

icin K — E’de yukaridan sinirli iseD) 'ye gore yukaridan yerel sinirl diyeige.
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DOC verildiginde gagidaki kasullari salayan E [ C kiumeler sisteminRH (D)
ile isaretleyecgiz.

1.D-E0OL

2. D’ye gore yukaridan yerel sinirlD — E’de kuazi subharmonik her

fonksiyonunD ’ye s.h. devami vardir.

Teorem 2.1 :ECC, capE=0; DO C acik kimeu, D’ye gore yukaridan yerel
sinirh, D —E de kuazi s.h. fonksiyon olsun. Bu taktirdénun D'ye tek s.h.

devami vardir ve bu devangagidaki kasullari s&liyor.

F,u(s,) :Clirp u(¢) U¢, UEN D,

¢OD-E

. — i 1 2 ig
Fz.u(co)—lﬂ![rg)%!u(c0+pe )dé  O¢,0EnDnC,
F,: Eger z=woJE N D ise,

2
u(w):gtrgm%TJ'u(c+pei9)d9 O¢OC.
0

Bu teorem birinci bélimdeki Teorem 1.22’in genelbiakr.

Asagidaki  kosullari salayan E [ C kimeler sistemi RSH °%(D ) ile
isaretleyecgiz.:

1.D-EOL

2. D - E de yukaridan sinirlD — E’de kuazi s.h her fonksiyonub 'ye s.h.

devami mevcuttur.

Her ¢OD noktasinin birD, 0 D komsulugunda RSH°(D,) dahil olan
E O C kimeler sisteminRSH ; ile isaretleyecgiz.
Aciktir ki RSH (D) 0 RSH(D) 0 RSH (D) .

Bu siniflardan herhangi birinin elemaninin alt ké&mele ayni sinifin

elemanidir. Teorem 2.1'i g6z onune alirsghgadaki sonucu elde ederiz.

Sonug 2.2 :Her D OC agik kiimesi igin M 00 RSH (D) O RSH (D) 0 RSH °(D)

ili skisi sglanir.
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Yukaridaki karetlemeleri kullanirsak Brelot'un sonucunu [ 741544]
asagidaki gibi ifade edebiliriz:

D acik kime,E 0 D kimesi D’de kapall ve polar isee [1 RSH(D) dir.

Polar kiimeler sinifi ile sifir kapasiteli kimelenifinin ¢akstigi hakkindaki Cartan
teoremini [7, S.62] gbz 6nune alirs@k acik kiimesinin onda kapali sifir kapasiteli

alt kimesininRSH (D )ye dahil oldgunu gortiyoruz. Boylelikle yukaridaki sonug

Brelot'un sonucundan hem genel hem de kuvvetlid@oremin ispati icin 6nce

asagidaki bnermeye bakalim.

Onerme 2.3 :U OC aglk kime,E OU sifir logaritmik kapasiteli boolmayanG;

tipli kiime olsun. Bu taktirdeU 'da dazilmis dyle A 6lgust vardir kiV~*(x )
logaritmik potansiyeli
1)V (x)=+0  OxOE, (2.1)
2)V*(x) <+  OxOC-E (2.2)

kosullarini sgliyor.

Sonug 2.4 :Onermenin kgullari dahilinde,d , U 'nun capi ise
V”(x)>|og% OxOU,

ek olarakd <1 iseU 'da V*(x) > 0 dr.

Onerme 2.3'Un ispati :Onced < 1varsayalim. Oyle azalaG, U acik kiimeler

dizisi secelimki

E=(]G,, capG, < I (2.3)
n=1
sglansin.F, =C -G, d,(x) x noktasindanF’e kadar uzaklik ve
foo={x2™<d, (<2} (2.4)

olsun. f =~ kumeleri kapahdir veU DU fon=G,0E. Eger f # 0 ise G,

kiimesi yarigapi 2™ olan daireyi igeriyor ve bundan dolagapG, =2 olur.
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Buradan ve (2.3) dem>2n aliyoruz. Boyleliklem<2n ise f =@. Her n icin

oyle m(n)(=2n) vardir ki n>m(n) oldusunda f_ # @ Iliskisi sglanir. Ancak

m=m(n) haline bakagaz. E, =En f  olsunve 0yleG A OE,  secelimKki

CapGn,m <4—m' Gn,m a 1:n,m—l a fn,m O 1:n,m+1

(2.5)

s&lansin.G, .’ in denge Ol¢uslniy, , ile gosterelimG_ U oldusundan dolayi

A= Zyn’m OlcustU 'da dagsilmistir. d <1 oldugundan hem ve m=m(n )cin

n,m=m(n)
o<V (x)<1  OxOU

E, . OG,, iliskisihdenOXxOE, , i¢in V""" (x) = 1.

n,m

Bunu (2.6) de gozoniune alirsak heicin

> Vvir(x)2z1 OxOE,

m=m(n)

elde ediyoruz ve bundan dolayi

> Vie(x)=+e  OxOE.

n,m=n(m)

Demek ki (2.1) sganir.

(2.6)

2.7)

(2.8)

Simdi xOE alalim. Oyle n(x ) bulabiliriz ki her n>n(x) icin xOF, olsun ve

m+2

bundan dolayixO | J f,,.

k=m-2

m+2

Eger xO |Jf,« ve yOGnm bu taktirde

k=m-2
[x=yz2m?

ve bundan dolayi

V7 (x) = j Iogiyn,m(dy)sAnvm(Gn,m)Iogzm”’

& XY
m+2
<4™M|og2™3 <2™™ OxO (J fo-

k=m-2

Buradan

DOV (s D > 2™ <+ OXOE.

n>n(x) m=m(n) n>n(x) m=2n

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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m+2

Her n< n(x) icin en fazla dyle betanem vardir ki x[ U f.« dir. Bundan dolay!
k=m-2

DOV D YV Y VI(X)

n<n(x) m=m(n) n<n(x) mzm(Zn) mzm(Zn)

x0 Ufn,k x0 Ufn,k (212)
<> (5+ ZZ"“”] < +00,
nsn(x) m=m(n)
Demek ki
0< YV (x) <+oo OxOE (2.13)

n,m=m(n)

boylece d <1 halinde dnerme ispatlandi. Genel hali lineer ganiiyardimiyla bu

hale indirgeyebiliriz.
Teorem 2.1 ispati :C;aplé den buyik olmayan vt 0D,EnU 20 kasullarini

sagzlayan keyfiUu dairesini ele alalim. Oyle agi®  kimeleri secebiliriz ki
EOG,0G,,,, n=12,.....
ve

lim capG, =0

n- o

olsun.

G, =G, nU kumeleri benzer o6zellikleri gmdigindan dolayl G, OU

On varsayimi geneli bozmaz. ﬂGn =E, olsun. Aciktir ki, E; kapasitesi sifir

n=1

olan G; tipi kimedir veE U E, JU . Bundan dolayD —E, 0 t, D-EU L ve

1 2 ”
— |u(¢, + p€e”)dE (2.14)
277J; °

integralinin varlg! ve de&eri u(¢)’in, E kumesinde algh degerlerden bamsizdir.
Oteki yandan bu integral(¢ fonksiyonununS, (¢,) — E kiimesinde yukaridan yari

surekliliginden dolayr mevcuttur.
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E kumesinin hi¢bir noktasi dahili nokta olmgohdan dolayi F, formala

u(¢)’i D n E’nin butiin noktalarinda tanimliyor. Onerme ve orsamucuna gore

U da dalmis 6yle A 6lglisii mevcuttur kKV* potansiyeliE, de +o, E, disinda

her yerde sonlu v&) da pozitiftir.

Simdi 6nermeyi kullanarak onceki bolimden Teorem2li®atina benzer
bicimde devam edegiz. Kapang! U 'da olan D(¢,,r ) dairesini ele alalim. ger v
fonksiyonu B(CO,r) de surekli, D(¢,,r )de harmonik veS(x,,r )de u(¢)<v(¢)
ise, ayni gitsizlik B(CO,r) de’de sglanir. Bunu gostermek icig >0alalim ve

h. (¢) =u(¢) —eu” (¢) — v(¢) (2.15)

fonksiyonuna bakalim.

h.(¢) fonksiyonu D(¢,,p) da +o’a esit olmayan degerler aliyor,

yukaridan yari sureklidifJ¢OD(¢,, o hoktasi ve yeteri kadar klcgk> 18r igin
1 2 ”
h.(¢)s— [, (c+pe’)do (2.16)
21T 1,

esitsizligi saglaniyor. Clinkii 6nermeye gokg] D(¢,, 0) n E ise h, (¢) = -, bteki
yandan ¢0OD(¢,,0)—E ise ortalama stsizlizi u,v,—u’ fonksiyonlarinin
Ozelliklerinden ¢ikiyor. Demek K, (¢ JonksiyonuD(¢,, o )da s.h. tir.
S(¢,, p) Uzerinde
h,(¢)<u(¢) -v(¢)<0 (2.17)
ve bundan dolayiD(¢,,po )da h(¢)<0 ve ¢OD(¢,,p)—E igin £'u sifira

yaklastirirsak
u@)-v(¢)<0
elde edilir.

F,’e gore bu gitsizlik D(¢,, p) n E’de de sglanir. Simdi S(¢,, p) dau(¢)
ya yaklgan monoton azalam, fonksiyonlar dizisini ele alalimu,(¢ jonksiyonu
icin D(¢,, p) da Dirichlet probleminin ¢cozumuni, (¢ i)e gosterelim. Bu taktirde
yukaridakine goreu(¢,) <v,(¢, Placaktir.

n’i sonsuzlga yaklatirirsak
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1 2 ”
u(cO)SETJ;u(cO +7€%)do (2.18)

elde edilir.

S(¢,, p)'In keyfiliginden devam olunmuu(¢) fonksiyonununU 'da s.h.

oldugunu, U 'nun keyfiliginden ise bu fonksiyonurD 'de s.h. oldgu sonucuna
variyoruz.

Simdi tekligi ispatlayalim.w(¢ ) D’de s.h. olupD - E de u(¢) ile ¢gaksan
baska bir fonksiyon olsun. Bu taktirde heg, D n C noktasi igin ortalama

esitsizlige gore,

. 1 2 ) . 1 2 )
w(c,) <lim— | w(¢, +7€')dfd =lim— | w(c, + re'?)dé, 2.19
(6o) <lim j (<o )do =lim - j (< ) (2.19)

-0

w(¢) 'nin yukaridan yari surekliinden dolayi ise
w(c,) = Wisz(c +76%)d@ :ﬁizjﬂu(c +7€%)d@ (2.20)
o P 02773 " '

salanir. Dolayisiyla

. 1 2 :
W(Go) =lim— [u(, +7e)d6. (2.21)

0
Demek ki devam fonksiyonuE n dD’de de D -E deki deerleri ile

belirlenir. Boylece devam tektir.

2.2. Phragmen Lindel6f Teoreminin Bir Genellemesi

D kimesinin C'de kapangini D ile isaretleyecgiz. Acik DOC
kiimesinde tanimlanmreel dgerli u fonksiyonu icin

lim u() z=[D

U; = gﬁownc Iog|(|

0 z=00[D,

olsun.

Teorem 2.5 : DOC agik kime, DZC,ELORSH(C ) kumesi F, tipli ve

0D O E OC - D olsun. VeD'de s.h.,D "nin her sinirh pargasinda ustten sinirli ve
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limv(¢)<0 OzOdD - E
-2

¢op
olsun. Bu taktirdeD "nin her bglantil bileseni icin ya

v(¢)<0 U¢OD,, (2.22)
ya da

z=[JoD, ve vg D(O,oo].
Bu sonuncu haldeger vg <+ ise D baslantilidir ve heralJC noktasi i¢in D

kiimesi

Inf v(¢) » 0 (] » +o) (2.23)

olacaksekilde C, :{c:|c—aj = rl.}, I, — o (j - o) gemberleri iceriyor.

Bu teorem onceki bélimdeki Phragmen Lindelof teorelen daha kuvvetli

ve geneldir. Teoremin ispati i¢in yardimci 6nermelétiyacimiz vardir.

Onerme 2.6 : SOC,S#C aclk kime, EORSH(C),dSOEOC-S olsun.

v, S’de s.h. onun her sinirli parcasinda Ustten swerl
limv(¢)<0  0zO(@S)-E
D

esitsizligi sagglansin. Bu taktirde

V(<) OcOS
u(¢) =<0 O¢cOC-S
limv(¢) Oc¢cOos
z-¢

z0S

fonksiyonuC’de s.h. dir.

Ispat : u fonksiyonu C’de negatif dgil, S’de pozitiftir, (0S)-E'yi iceren
C-(SO(En0S)) kumesinde sifira sétir. Bu fonksiyon C —(0S)de s.h. ve
C-(En0dS) kuazi s.h. tir. Cunkl, ddS) — E’nin her noktasinda sifirasie olan
yerel minimuma sahiptir ve sdreklidir. Dolayisiyla fonksiyonu C - (E n 0S)
kimesinde k.s.h. tir v&C'ye gore yerel sinirhdir.E n 0SORSH(C )oldugundan
dolayr Teorem 2.1'e gbre bitid'de s.h. tir.

Onerme 2.7 :DOC,D#0 acik kime,EQORSH (D )olsun. Bu taktirdeE 'nin i¢
logaritmik kapasitesi sifirdir @er E kapasiteye gore dl¢ilebilir is& 1M ).
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Ispat : Aksini disiinelim. Bu taktirde pozitif kapasitelK JE n D kompakti
mevcuttur.K 'nin denge potansiyeE’de Ustten sinirli¢ sonsuza yakkarken — oo

yaklasiyor, C’de sonlu ve s.h. tirC — K 'da ise harmoniktir. Bu potansiydD 'de

s.h. olamaz. Cunku aksi taktirde, ©'de harmonik olurdu ki bu da cekidir.
DolayisiylaK ORSH®(D ) aliyoruz ki buda EORSH?(D ) ile ¢elski olusturur.
Onerme 2.8 : EOC kimesi F_ tipi, aldC herhangi bir nokta

g

EORSH(C—{a}), ¢:¢ —|¢c—a kompleks diiziemden reel eksene tasvir,

(E), =¢(E) olsun. Bu taktirdg E), [IM dir.

Ispat : E kimesi E, 'ler kompakt olmak lzeree :U E; biciminde yazilabiliyor.
j=1

Onerme 2.7'denkE; M sonucunu elde ediyoruz. Hef; kompakti ve onuny
tasviri olan (E;),’a kapasitenin buzulme tasviri (Contraction Mappirgjtinda

azalmamasi hakkindaki teoremi [17, S.212] uygulkaf&g , [IM aliyoruz.
Teorem 2.5'inispati : Varsayalim ki (2.22) sganmiyor.
s={¢c0D:v(¢c)>0}
olsun. S'nin herhangi balantili S, bilesenini alalim. D, ile D'nin, S’i igceren

bilesenini gosterelim. Bu taktirde

Bs (v(),2=0  0z0(dS)-E (2.24)
saslanir.
(9] ¢S,
u(¢) =40 O¢OC-S, 2.25)
lim () Oc0os,
Z00S,

olsun. Onerme 2.6'dan goruyoruz ki(¢) fonksiyonu C’'de s.h. tir. S.h.
fonksiyonlar icin maksimum prensibindez = [0S, aliyoruz. Subharmonik
fonksiyonlar icin konvekslik teoremlerini kullanatis, u;D(O,+oo], iliskisini
gosterebiliriz (Bu [14, S.245] da gosteriltii). Buradan ve (2.25)'deng, D(O,+oo]

aliyoruz. Ber v, <+eo ise u’nun mertebesi sifirdir. Bundan dolayi
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u(e) =3 B, (¢ ) (2.26)

ifadesini sg@layan butin¢JC noktalar kimesiE,, yeteri kadar daniktir. [bak.
11-15]

(E,). ={r>0:5(a,r) n E, 0}
isaretleyerek gosterebilirizki, har igin (r,+w) - (E,), OM [bak. 11-15]. Buradan
onerme 2.8'de gorayoruz ki, 6ylg;, 0<7, <7, <...<7;<... T; - ®(] > )
dizisi mevcuttur ki, r; U(E), U (E;), . Bu halde S(a,r;)n (EUE,)=0 ve
S(a,r;) uzerindeu(¢) >0 oldugundan dolay1S(a,r;) O D,. Bu sonug¢ (2.25)'den

gozukuyor.vy > Okosulundan (2.23)'i elde ederiz.
D, ve D’nin baglantihligi ise u’nun tanimindan maksimum ilkesinden

hemen cikiyor. [14, S.246 ].

Teorem 2.5 biraz daha genafligebiliriz. Oyle ki, teoremdeki u
fonksiyonununE 'nin bir sayilabilir alt kiimesinin noktalari kaqmlugunda sinirlilik
yerine, onlarin “hizli artmamasi” kolunu sg&lamasi yeterli olacaktir.

Bu yonde bir sonuc alalim. Kolaylik icin sonucu bZzealde verecgz
(bélgenin sinirhig varsayiminda).

Once aagidaki yardimci 6nermeyi ifade edelim.

Onerme 29 : DOC acgik kime TOQ sonlu veya sayilabilir kiime;
QUD,QUM, Q#0 G, tipli kime olsun. Bu taktirdesagidaki kasullar sglayan

v Borel 6lctsi mevcuttur :
1. supyw D,
2. ObOT noktasindav(b) > 0O,

3. u’(x) potansiyeli — o dezerini ancakQ kimesinin noktalarinda aliyor.

Onermenin ispati [17, S.223-225]'dekine benzeradampiliyor.

Teorem 2.10 : D OC sinirh kiime, T sonlu veya sayilabilir kimez 0 RSH(C )
kiimesi F, tipli, TOE,oDOEOC-D olsun. v, D’de s.h., herbOT noktasi

komsulugunda  bir oQIog|x—b”), X — b buyukligit ile yukaridan sinirh, her

bOD -T noktasi kongulugunda bir sabitle sinirli ve
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limv(¢)<0 0zOAD-E
-2

¢op
olsun. Bu taktirde
u¢)<0 O¢OD.
Ispat : Onermeye goreD 'de negatif olmayan dylev(x Pubharmonik fonksiyonu
vardir ki,
a) E’'de w(¢) = -
b) ObOT noktasi kongulugunda
w(¢)~log¢ —b)
kosullari s&laniyor.
20D alalim vew(¢) > —co varsayalim.
u(Q)=u(@)+ew(q) £>0
fonksiyonuna daha dnce kullagdniz yontemleri ve Teorem 2.5’yi uygularsak
u.(¢)<0 O¢OD.

Simdi £ - 0 kosulunda limite gecersek gerekeni elde ederiz.
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3. SONUC

Tezde kuazi subharmonik fonksiyonlar icin devambpemi ele alinmy olup
Phragmen Lindelof tipi teoremler ispatlargtm
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