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OZET

X, X5,...X, aym yogunluk f (x) fonksiyonundan gelen rasgele degiskenler

n

olsun. Bu ¢aligmada ‘delta dizileri’ yardimiyla tamimlanmig
A l n
f;t(x) = _’;Z&m(Xl)
i=1

tahmin edicilerinin yogunluk fonksiyonundan ortalama kare sapmasimn sifira

yakinsama hiz1 ele alinmistir. Daha dnce yapilan ¢alismalarda G.Walter ve J.Blum

[1] yogunluk fonksiyonunun H* (0<A<1) smifindan olan halini incelemistir.
Tezde bu galigmalar daha genel: yogunluk fonksiyonlarnin siireklilik modiilii

tipi majorantlarla belirlenen siniflardan oldugu hale taginmustir. Ayrica, 4 =1

mertebeden Lipschitz siifi H' igin bile elde edilen sonug yenidir:

A re
ELf, ()= f(O)F = O(n *(Inn)*)

Bu tez {i¢ boliimden olugmaktadir. Birinci boéliimde ihtiyag duyulan tamimlar
verilmigtir. Ikinci boliimde delta dizilerinin 6zellikleri ve yakinsama hizlan
incelenmigtir. Ugiincii boliimde ise majorantlar kullamlarak yeni sonuglar elde

edilmigtir.



SUMMARY o

Let X|.X,,..X beindependent identically distributed random variables with

n

common probability density function f (x). In this thesis we consider the estimators
- [
-/n (_X) = _;Z‘Sm ("(1)
L]

mean square rates converges to zero, which denoted by the delta sequences. In the
former works G.Walter and J.Blum [1] studied density function which was in the
H* (0<A<I) class. In this thesis ,we take common probability density functions to
majorants type of continuity module class. Furthermore the result is new for

Lipschitz class /' with A=1% degree.

2
ELf, ()= F(O)F = O(n *(Inn)*)
In chapter one. appropriate definitions are given. In chapter two, properties of
delta sequences and mean square rates are investigated. In chapter three, we obtain

new results with using majorants type of continuity module.
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1 GIRIs

Bu tezde, dagihiun bilimueyen bagunsiz aym dagilundan gelen rastgele X, Xz, ..., X5
degigkenleri igin yogunluk fonksiyonu f’in herbir noktadaki degerini tahmin etme
metodlarimdan hiri olan delta dizileri ile tahmin yontemini ve yakmsama oran-
larim inceledik.

Yogunhik fonksiyonnmuz f’in her bir noktadaki degerini talunin etme prob-
lemi ilgine ve bircok degisik yontemin meveut oldugu bir problemdir. Ornegin;
Rosenblatt (1956G), Parzen (1962), Schuster (1969), Singh (1974) ve Susarla-
Kumar (1975) taralindan ¢aligiling olan Kernel metodlary, Schwartz (1967), Kro-
nmal ve Tarter (1968) ve Walter(1976) tarafindan ¢alsilnug olan orthogonal
seri metodlary, Van Ryzin (1973) ve Walhba (1971),(1975) tarafindan caligiimisg
olan Interpolasyon metodu ve Blum-Susarla (1976), Farrell (1972) ve Wahba
(1975) tarafindan ¢alistliug olan Karakteristik fonksiyon yaklagimi metodunu
ornek olarak verebiliriz. Delta dizileriyle talunin metodu yukarida bahsedilimig
bircok metodu genellegtirecek bir metoddur.,

G.Walter ve 1.Blumn [1] 1979 yihnda yaynnlanan makalesinde agagidaki ilging
teoremi ispatlanuglardm.

(1) f(r). » = 0da Lipschitz kogullarnu A. mertebeden (0 < A < 1) saglayan
siurht bir yogunluk fonksiyonu ve {d,,} Fejer tipi bir delta dizisi olsun.

X1, Xy, ... X, baginsiz ve f(ir) dagilnn fonksiyonundan gelen rastgele degigken-

ler olmak iizere

E(f () — O = O(n~"+5%r)

oldugunu gostermiglerdir. Biz bu tezde siireklilik modiilii tipi majorantlari
kullanarak (1) teoremini genellestirdik ve
w :siireklilik modiilii tipi majorantlar Z :Zygmund operatorii olmak {izere

E[fo(z) - fO)] = O[2%(w,n~m%1) + n-2551]

e

sonucunu elde ettik ve majorantinmzi



w(t) = t bi¢iminde segerek (1) teoremindeki 0 < A < 1 kisttlamasini ortadan

kaldirarak,
A
o=1ign B[f,() - fO) = O} (nn)?)
gibi daha belirgin bir oran elde ettik.

1.1 Temel Tammlar
Oncelikle konu ile ilgili temel tammlamalar: verelim.

Tanim 1 Olasihik Uzayp:
Q bir kiime, I 2 'nin alt kiimelerinden olugmus bir o — cebri ve P Kolmogorov
aksiyomlarns saglamak dzere , F dzerinde tansml olasihik dlgiisinden olusan

(Q, F, P) dcliistiine olasilik uzayr denir.

Tanim 2 Q’nin alt kimelerinden olugmus F agadidaki kosullar sagliyor ise bir
a — cebir dir denir,

l)@eF

2) Ejer A€ Fise A€ F

3) Eger {A,},>1 . Flin elemanlarndan olusmus bir dizi ise

U A, € F dir

Tanwm 3 X : ) — RU {+oo} fonksiyonu YA € R i¢in {w : X(w) < A} € F
kosulunu saglarsa ona (2, F, P) olasilik uzaymda rastgele deisken veya (2, F', P)
tlizerinde F-dl¢iilebilir fonksiyon denir.

Zayf Tirevler:

Sonsuz kere diferansiyellenebilir, kornpakt supporta sohip ¢ : U — R fonksiy-
onlary uzayiny C°(u) ile gdstereceffiz. p € Co°(u) ise ona test fonksiyonu denir.

u € CHu) ve ¢ € C®(u) ise kismi integrasyon formiiline gére

/uqﬁmidz = —/u$i¢da; (t=1,2,..n) (a)

U U
elde ederiz. Cinkii Ou smart dizere integral sifir oluyor. Daha genel olarak
ejer k € ZT a = (al,az,...,an) mertebesi la| =a1 + ozé + ot om = k olan

multiindeks ve u € C*(u) ise



/uDagbda: = (~1)*“‘/D°‘u¢dw (b) |
U U S
Bu esitlik D¢ = L1 .2 ¢ ifadesine (a) formiilinig |a| kere uygulayarak

02101 dx::n

elde edilir.

Tanum 4 w, v € L] (1) ve o multiindeks olnak iizere

/ wD"gdr = (—1)1! / Vdr (c)

U U
egitligi her o € C2°(u) test fonksiyonu igin saglanmaz. v fonksiyonuna u nun
a—zayif kasmi tivevi denir ve D™u = v yazilr.
Sobolev Uzayr

K negatif olmayan bir tamsayp 1 < p < oo olsun.

Tanum 5 Her o, o] < & madtiindeksi igin LP(U) 'ya dahil olan D™u zaf tirev-
lerine sahip biitiin lokal integrallencbiliv u : U — R fonksiyonlar uzayima WHP(U)

ie isarctleyip ona Sabolev uzay diyeceiiz.

Tamm 6 X rastlanti degiskeni siirekli olsun ve bir [a, b} arabiginda deferler alsin.
So () fonksiyonu asagdaki kogullar saghyorsa ona olasilik yojgunluk fonksiy-
onu denir.(pdf)
1) fe(r) Z 0
b

9 [ 1 e =1

Tamum 7 Sirekli bir X rastlante dejiskeninin olasiik yogunluk fonksiyonu f(z)
olsun ve g(x)’de X'in tek degerli bir fonksiyonu olsun. g(x)’in beklenen dejeri

Elg(X)] = f 9(@)f(2)dz

— 00
biciminde tanwmlanar.

gla) = (& — a)" bigiminde scgilirse



o0

Elg(z)] = E[(z — a)] = / (x — a)" f(z)dx

-0
ifadesi, X rastlanty defigkeninin o tizerinden hesaplanan r.ci momenti olarak
isimlendirilir.

Ozel olarak r=2 aldifimazda

oG
El(r—a)?] = /(.’L‘ — a)* f(x)dr
—00
ifadesine X 'in varyansy denir ve Var(X) bigiminde gasterilir.

Var(X) = EF[X?] - (E[X]? veya Var(X) = E[X — E(X)]? bigimlerinde de

gosterilebilir.

Tamim 8 Her nokiada fin tahmini dejerine egit olan fonksiyona f'in tahmin

A
edicisi (estimator)denir ve f ile gosterilir.
Tanum 9 X rastlants dediskeni igin

A

E(f‘n(r)) - f(L)
tfudesine X'in bias( sapma) bileseni denir.
Tanmm 10 {a,} ve {b,} dizileri i¢cin

a . -
1<K n>a(K)
by,

iliskisi saglanacak bicimde K > 0 n(K) € N sayplar bulunabiliyorsa

an = O(b,) yazlir. Ozel halde a,, = O(1)' in anlamz pozitif K ve yeteri kadar
biiyiik n ler igin |a,| < K dir. Yani a, starhdur. Acikter ki,

1) O(m)+0(m)=0(m)

2) O(m).0O(m)=0(m?)

3) m>n ise O(m)+0(n)=0(m)

Tanim 11 f(x)’in talnin edicisi olan f,(x) ile ortalama kare sapmasina hata

kare ortalamast (mean square error) denir ve



El}.(2) — F@) = Var(Fo(e)) + bias*(F,(x))

olarak ifade edilir.



2 GENEL DELTA DiZisi TAHMIN EDICILERI

vf

Bu boliimde delta dizilerinin iizerine delta fonksiyonuna yakmsamasi kogulunu
koyacagiz. DBu kogulun genelliginden dolayt ¢ikaracagnmz sonuglar da ¢ok za-
yif olacaktir. Sonrasmda cesitli kisitlamalar altinda daha kuvvetli sonuglar elde

edilecektir.

Tanum 12 R-reel eksen, J C R agk bir aralik olsun. J x J'de tansmlanmag
olgiilebilir, smarle d,, (. 1) fonksiyonlart, asagqudaki kogulu saglarlarsa {6,,(x, 1)} 'ya
J tizerinde deltu dizisi denir.

Vr € J veVyg € C. suppp C J igin
PPy

li?'n,m_%oo/](5,,,(:r,t)¢)(t)dt = ¢(x) (1)

Aym dagihindan gelen yogunluklan f(2) olan bagunsiz { X, } rastgele degigken-

lerini cle alalimi. fMin tahmin edicisind d,, (. ) dizisi yardumyla

A 1 n o
fn.m(‘l) = ;;kz:;(sm («1’» )(k) (2)

biciminde yazabiliriz.

Delta dizisi 6,,(2. 1) i¢in baz 6rnekler verelim..
Ornek 1 Kernel Tuhmin Edici

[0,m~!] araligmun karakteristik fonksiyonu y,,-:1ve 2,t € R olmak tzere
Om(z,t) = mx,,-1(x — t) olsun. (Bkz Parzen[2])

Bunun bir delta dizisi oldugunu gosterelim.

1 z—telo, X
Xm“l(x—"t): § [ m
0 z—-t¢[0,1]

den

/6nl(m,t)(1t = /m,\/mq (x —t)dt = m/ Xm-1(& —t)dt =m [ dt =1,
J JJ J



ve

/ i (2 — D)D) dE — (2)
= / M1 (2 — E)p(L)dt — /mxm_l(:c — t)p(x)dt
/m\,,, = (1) — pla))dt = / m(p(t) — ox))dt < Ce

0.4
elde cdilir.
Ornek 2 Histogram Tohmin Edici
Delta dizimizi d,,(2.t) = mil\fj(x)xj(t) x,t € (0,1) olacak sekilde
iz

secelim.
racls ; il 4
Burada v ; ile [2-=.:)

arahgin karakicristik fonksiyonu gosterilimigtir.

G (. ) nin delta dizisi oldugunu gosterelim. Oncelikle

/ O (1)l
g

m m

,/,1 I;‘);\j(.l,’)\j(f)(ﬁ = m/JjZ:;\'j(.r)yj(t)dt

= m / x;(t)dt = m / dt=1

[Jj’..‘i_] [L:l i}
m ‘m m 'm

il

Dolayisiyla



/} Sz )P()dt — G(z)
- / Sunl, 1) (6(2) — b(a))alt

= /Imij(a:)xj(t)(d)(t) — ¢(x))dt
- mm(e em /Z\; \J t)dt

= (e

Ornek 3 Yogunluk Tipine gire Tahmin Etme

Ortalamalar sifir, varyanslart sonlu ve aym simrh yogunluk fonksiyonlarina
sahip olan bapgunusiz {Y,,} rastgele degiskenlerini ele alahm. g,,(y) Ornek(sample)
ortalamammn vogunluk fonksiyonu olsun yani, Y’m yogunluk fonksiyonu g,,(y) ile

gosterilsin,

I .
—";ijz:}i“‘gm(y)

Simdi delta dizimizi

O (. t) = g, (x — 1) gibi tanunlayabiliriz. Ciinkii,

/ g~ )6()dE — $(z) = / gm0 — 1) (8)dE — / (@) gon(z — )t
- / g — £)((t) — Bl2))dt

Chetgher / gl — 1)((E) — ()t
|z—t|>8
4 / g — £)((t) — $(z))dt
Jz—t| <8
o(t)~ ¢(x)<

/ (6(6) ~ @)dt + [ gl — )t

AN

ce



Ornek 4 Fourier Déniigiimi Tahmin Ediciler

Bu tabmin edici Blum ve Susarla [3] tarafindan ters Fourier donilg ¥i

iceren delta karakteristik fonksiyonundan olusturulmustur.

Sm(ect) =L [e*ds (r,t € R) olsun.

—m

m ) im(z—t) d
| 1 ; —=fa(m— A7
/ Sl t)dt = — / / oD ggdp T L / et dt
J 3 2 /. 2 Jy i(z — 1)
—1 —im{x—t)

1 / D e ] Fsinz dv = 1

— - adt = — L =
2 J iz —1) 2m t

0

ve,

S, (1) dt — ¢(x)

S

Iz, ) (o(t) — P(x))dt

I
T

o

< ¢ /(5,,,(.1', t)dt =¢
gy
oldugundan dolayy {0,,(x, )} bir delta dizisidir.

Ornek 5 Orthogonal Serilerle Tahmin Etme

L?(a. b) de tannnlanmg kompakt operatoriin 6z fonksiyonlarmm olugturdugu

tam ortonormal

U, (x): (a,b) = R
sistemini cle alalun.
Om(z,t) = Y W;(z)¥,,(t) z,t € (a,b) olsun. Bu bir delta dizisidir.(Bkz [4]
j=1

8:500)
Ozel halde bu fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlar: icermektedir. Leg-

Trigonometrik fonksiyonlar halinde Dirichilet kernel’r elde ederiz.
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Ornek 6 Interpolasyon Tahmin Edici

{6} delta fonksiyona yakinsayan bir fonksiyonlar dizisi olsun. ve to,‘th Y

noktalar1 (a,b)’de farkh,belirgin noktalar olsun.

Soyle bir
L(t) = (t — to)(t — t1)...(t — t,,) tammlayahm.
m
Dy (e l) = G%ﬁ'ff,?(l);)(syrx(l — t5) z,t € (a,b) scgecegimiz ¢ lere

uygun olarak bir delta dizisi olacaktir.Ornegin Jacobi polinomunun sifirlar1 buna

uygundur.
Ornek 7 Landaunun dizileri bazly tahmin edici

Bu polinomsal yvaklaginlar saglayan ancak ortogonal polinomlardan ve ara
deger kestiriminden(interpolation) farklilik gsteren bir tahmin edicidir ve su gek-

ilde tanmmlan.
(L= (t—z)*)"
1

/ (1 — £2)mdt

=1

(. t) = te(-1,1)

2.1 Global Ozelliklere Dayali Kare Ortalama Oranlar:

Talhuin edicimizin kare ortalama yakmsama oranlarim inceleyebilmek igin delta
dizilerinin yakinsama oranlarm kullanacagiz. Tanun 12’ deki yakinsama tipi
uygun antitiirevlerin L” yakinsamasi ile karakterize edilebilir. (Bkz 6rnegin [5])

Oran kavramiu tanunlayabilmek igin bu tip yakmsama tiplerini kullanacagz.
Tamum 13 J=(a,b) dizerinde tanumlanms {0 (x,t)} dizisi

(i)ze€J igin, dnlz,.) € L*(a,b)

(i) z € J icin, uniform bir gekilde ||6,,(z, .)||2 = O(m),

kosullarim saglasin.

s pozitif bir tamsay: olmak tizere 67 (z,)'i ilk (s — 1) teriminin a noktasin-

daki tiirevi.Q olacak gekilde s. mertebeden, é,,(x,t). nin t’ye gore antitiirevleri
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olarak tammlayalim. %—i)%—!—l fonksiyonunu @) (= 67 (x — 1)) ile igaretleye-
lim. Varsayahm ki s sayis1 igin yleg > 1ve0 < < s+ % ~1 sayilar1 mevcuttur
ki ,

(iii) v € J icin 6 9(x,.) — 609(.) € L(a,b),

(iv) & € J ye gore diizglin olarak ll«sﬁ; I x,.) — 6&"5)(.)“ = O(m™?),

(v) k=1.2,....s icin 2 € J ye gore diizgiin olarak ’

50 (2, b) — L0 (b)l — O(m™")

kogullar saglamr.

Bu takdirde {d,,} dizisi , (s.q¢) ile m™? orammna sahiptir denir.

Teorem 1 s > | ve yojuniuk fonksiyonu f € W',gs)(J ) olsun. {6m}, (s,q) ile m™?
oramna schip bir delta dizisi
1
e (. 11) ;’1 =1 egitliging saglasm. m = [n~ 117798 (2) esitligiyle verilen

A A
f i [ o ile isaretleyelim. Bu takdirde J'de z’e gére diizgiin olarak

Elfu(2) - f(@) = O(n~7im) 3)

ispat. Oncelikle hatasunn karesinin ortalamasi (MSE)’yi varyans ve bias

terimlerine ayristivalim.

Elfo(z) — f@)P = Elfu(z) - E(fula)) + B(fu(a)) — f(@)?
= EB(f() - E(a@)? + (E(fa(@) — f(@))?
12E[(fu(@) — E(fu(@))(E(falz)) — f(2))]

Yukaridaki egitlikte 3.terimin sifir oldugunu gosterelim.
A
E(fa(x)) — f(2)) = (,125 (@, Xk)) — f(z) = [, 6m(z,2).f(t)dt — f(z)

olur ki; alinan integral t'ye bagh olmaz. Yani E ( fn(x)) f (a:)) sablt olacaktlr

dolaymyla bu terimi digari glkax tlrmk ifademiz

AE(flx) — f () E(fula) = B(fa(a)) = 0

e emeteao s
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MSE = Elfu(2) - f@)? = Var(fu(@)) + (E(fa(3)) — f(@))? olacak sekilde

diizenlenir.

Varyans kisin,

n

IS 1
Var(f.(r)) = Vur(;z&n( Xi) = —Vm (0 (z, Xi)

k=1

= l[]f((SQ ('L' f))] - [E((Snt(;l:vt)]z

= 21 aeoswi ([ suw0rwm
J
bias kismi ise

) = SR = {E[iZf&,(w.X&)—f(-r)Hf
k=1
= [E(Om(x, Xe) = F(2))]?
- [/’(i,,,(ar.i)f(f)df ~ [(@))?

olacak sckilde

E[f,:,,,(.r) — [ = 1[/55, r. ) f(t)dt — (/ Om(ir. ) f(£)dt)?]
/6,,,(1 Hf(t)dt — f(x))? (4)

LfP(z) = fP(a)] = f”“l(i'?)div
oldugundan

1l sonlu olur ve [, 82 (,)f ()dt < |l 18m(a, M "= P O(m)
Benzer gekilde

feL®J)ynLYJ) igin || f]l2 < oo oldugundan

(f; 8m(2, ) F(£)d)? < (1 £ll3 |6z, )i = O(m) olur.

Bias terimini tahmin etmek i¢in s kez kismi integral aliriz ve Holder esitsi-

< pf 1) |F @) da < plIFIE - IF1,

zligini kullanarak agagidakini elde ederiz.
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= /J [Oun(z, 1) — 6(z — t)] f(t)dtl (5)

ﬁ Sl ()t = ()
< | [18n w0 = 0 ~ Dl O] + On?)
J

3(w,) = 850 1M, +0tm™)

<

Bu iki talunin edici birlegtirildiginde

E| f,i,,,,(:z:)——f (1)]2 = O(2)+0(m~?) elde edilir. Buradam = [11,"1?1%] secilirse
istenilen sonug clde edilimig olur. =

Tanun 13°de bahsedilmis oram hesaplamak her zaman ¢ok kolay olmaz. Do-
minize edilinig kernellari( ozellikle Parzen tipi) kullamursak bu oram hesaplamak
kolaylagir ve ayrica hosaplamlan oran icin bu kernellar delta dizisidirler.
Tanum 14 K(r). L>(R) “da negatif olmayan ve asagidaki kosullart saglayan bir
Jonksiyon olsun.

(a) / K =1

(b) q=1 icin / |s| K (s)ds < o0 wveya ¢>1igin /(108+ |s]) |s]? K¥(s)ds < oo

O halde 6,,,}(.;'.f) — K (m{e — 1)) ile belirlenen delta dizisi (1,q) ile ma
oramma sahiptiv.

Bunlar. Tannn 13'deki (i), (i) ve (iii) kogullarim saglayan delta dizisileridir.

(Bkz [1] , Onerme 1)
Tamm 15 Egjer x,t € R igin , {6} delta dizisi,

(a) dm(z,t) 20

00
() / Sz )t = 1

(c) 6m(z,t) < CmK(m(t — x))
kosullarins saglyorsa o K kernel™ tarafindan dominize edilmigtir denir.

Buradaki K nan  Tanun 14’deki (a) ve (b) kogullarina sagladify varsaylr.
SONUC 1 {4,,} R’de bir ¢ > 1 i¢in tanun 14’deki kogullari saglayan Kernel
ile dominize edilmis bir delta dizisi olsun. Bu takdirde {6,,} dizisi (1,q) icin ™

oranina sahiptir.



2.2 -Lokal Yakinsama Oranlari

Boliim 2.1°de vogunluk fonksiyonlar1 Sobolev uzaymndan alinmig olup, diizgiin
yakmsama elde edilmistir, yani sonuglar globaldir. Genel bir delta dizisi sumflari
icin noktasal sonuclar elde edilebilir. Bu davramsglar1 Fejer Kernel gibi olan Fejer
tipi delta dizileridir. Tek degiskenli fonksiyonlardan olusturulmug diziler ele alip

sifir noktasindaki yakimsakligi inceleyecegiz.

Tammm 16 R de 7 (141271 kernel s ile dominize edilen delta dizisi Fejer tipidir

1 -
denir. Sonug¢ 1'c gire biyle diziler (1,q) ile m™ 1 oramna sahiptir. (¢ > 1)

Teorem 2 f(x) r=0"da X. mertebeden (0 < A < 1) Lipschitz kogullarn saflayan
swarly bir yoguniuk fonksiyonu, {8,,} Fejer tipi bir delta dizisi olsun. f(x) dagilim

fonksiyonundan gelen bagimsiz Xy, X, ...rastgele degiskenlert i¢in
A 1 n
—_ e
fmn - :'; § :6711()‘2)

i=1

A
tahimin cdicisini in = T oldugunda f,ile gosterelim. Bu takdirde
Ef, ~ fO) = O(n~"*5im)

Ispat. Bkz [1] Teorem 2 &

DBz bir sonvaki biliimde bu teoremi genellegtirecedfiz.



3 SUREKLILIK MODULU TiPi MAJ ORAN T-
LAR VE LOKAL YAKINSAMA ORANLARI

Bu béliunde siireklilik modiilii tipi majorantlar kullanarak Teorem 2 farkh kisit-
lamalar altinda genellestirerek yeni sonuglar elde edilmigtir. A = 1 mertebesi ile

Lipschitz simfi icin bile bulunan sonug yenidir.

Tamm 17 w: [0, 1] — [0,1] fonksiyonu asafrdaki kosullarr sagliyor ise ona
stireklilik modiilii tipi majorant denir.

(a) w(0) =0
(b) w monoton artan

(c) w(0 + d2) < w(dr) +w(dy) Y 41,0, € [0,1]

Acikca goriilebiliv ki:

w(26) < 2w(d) (6)

(")
¢iinkii, w(20) = w(d + ) < w(d) + «w(d) = 2w(d)

w(no) = wl(n — 1) + 6} (_%) wi(n — 1)d] “F.LU((S)
< (n— Dw(d) + w(d) = nw(d) (7)

Vit > 1 i¢in
w(td) < w(([t] + 1)0) < ([t] + Dw(8) < (¢ + Nw(d) < 2tw(9)
Agagidaki esitsizlikler Teorem 3’iin ispatinda kullamlacaktir.

2 T 0

W(td) < 2w(d)  VE>1,6>0 (8)
, : I YN X 8
egel (51 S (52 18€ w(éz) = (4)(6—161) S 3;‘&)(61) S 23"(&1(61) =
1
w(dz) _ ,w(dy) ©)



. .16

®) o
t=L ise w(o) > du) (10)
) 2
(6) (<o)
o(8) = ._f.s_ 5= w0) /d 2 2/“’?)(&:, (1)
m’ . ¢
0

Tanim 18 w maojorant ise

[ 1
Z(w.8) = / <) g 16 / wia) g, (12)
. T x
0 s
operatirine Zygmund operatdri denir.
Ornek 8 w(t) = 1" l<a<lwe<d<]l ise
Z(w,d) = 06" (13)
Gerceliden,

]

Z(w,0) = /‘*‘(; dx +<5/ —5d /ta ‘dt+<5/t““2dt

0
5—+——5—~(1—5a~1)gc5°‘ (14)

« a—1

i

Cinkii, 0 < a <1 ve 0 < § < 1 oldugundan,

6% ) o 0% 0% 6%
- . < L T <"
a+a~1 a—-1"a a-1 (a—l)"66

Teorem 3 f(z) yogunluk fonksiyonu sinsrle olup

[f(z) = f(O)| < cw(|z|) ve |z| <1 kogulunu saflasin. {0m} Fejer tipi delta



A A A n v '\
dizilers olmak dzere, m = [pVO+2]  foo= f o fom = %Z(Sn‘,:()(i) ve
=1

X1, Xo, ..bagumsiz rastgele deffiskenlerin yojfunluk fonksiyonu f(z) olsun.

Bu durumda

E[ fuola) = FO) = O[22(w.n"%5) + 021 (15)

iligkisi saglamu.

Ispat. Hatanmn haresinin ortalamas: (MSE) 'yi su gekilde yozabiliriz.

AN 4)

E[ fola) = [I0)) =

/ 82 f(x) — {/5,,,.f(:v)}2 .

n

[ / Sl () — FO)P (16)

burada m = {n"(”""“)]

Tanun 16 dan dolayr ||0, . = O(m) ve /(5,,,f < |fll. oldugundan (16)'nwn

ilk terimi Cm/n ile smarlanmaster. Clinki;

. 1 1 )
)nz AN / < C' o= 5 <
dnled) S T+ (m{t—ux))? — =

Cim & (|0, = O(mn)

1 Q)

m

IA

< 1l [1£1loo

/6,"(/61::1)

< | [omslsa

[ [ont@

/6fnf(3') - {/(smf(a’)}z
— < C% olur.

ve sonugta



(liinkii,

/ 52, f () —: / 5o f(2))? S ;1;/53,,;'(@ ) %/&nm)&m

Omf sonlu)
1 m
< Lol fons@ T <O

n

Simdi (16) i ikinci terimini degerlendirelim.

/ S f () — f(0)d = / S () — / [0 = / sulf () — F(0))de

olduguna dikkat edilirse,

T 1 o
[outst) - nm:{£+[+£+4+lmmwm~ﬂwm

yazabiliriz. Terimleri teker teker degerlendirelim
1k olarak

o0

/m (/&) ~ F(0))da

/ml @)+ SO

. )
[82n (o ‘/.;";
m/|f( Y| dar + /(m;—”“m |7(0)] d=

{=mur o
< / )| dx + /Cmﬂﬂz NI

_mwm+c/;%

=0@ﬂ90w@»

iliskisi saglaner. Ikinci olarak m > 1 icin




‘ r‘%%im@*h
) B,

oL
Do L
i 1 L

/I w1 f(2) = FO)]dz < Cm %()_Oz_ﬁf

L
¥

3=

1
|/ (z) — £(0)] w(lzl) ;.
(mx)? T S m/

m

cgitsizligi saglanar. Son olarak ortadaki integrali deferlendirelim.

i
m

/ |8 ()] 1 F(2) = F(O)] dx < C/ I‘f:“((]}‘l‘)“)“d”’

m

[= 3P

3
B4

< 2(7711,/w(|;1;|)d;17

0 ! 0

esitsizlign saglamr. Geri kalan integraller benzer diigiincede degerlendirilebilir.

Neticede

] [ous 50

< Ol )+/ @i, m]f%;ﬁdm]

1
w 1
(1
/ da:+ —l—/w(lzl)d:v]
mJ) =z
0 1

olur. Sonug olarak




s e RN

N
4 E3hm

m = [nl/(l-!-ZA)] ise

Blfy - FO)F < Cln~T¥= 4 22w, n"175)]



Teorem (3)’den elde edilen sonuglar

1) w(t) =1 olsun. (15) de w(d) = 6 kabul edip (13)’ii goz oniine alirsak

A 2 (13)

E[[. — [(O)? = ()(n"l—%%ﬁ) oldugu goriliir.

2) A= Lmertebeden Lipschitz snuft yani, w(t) =t i¢in
& 1

Z(w,t) = /§di + 8 [ Hdt =6+ 0|Ind| < CH{nd|
ki s

A _1
Elfo— FIO) < C(n 3 +(8 [Ind])?) =2 o +n~3(Inn4)? < noi(nn)?

A

Elf. — f(O)]? = O(n~3(In n)?) sonucu elde edilir.



4 SONUC

i

poE

X1, Xo, ..., Xy aym yogunluk f(a) fonksiyonundan gelen rasgele degiskelﬂ?if“f;hﬁak

tizere 'delta dizileri” yardimyla tanumlanrms

A 1 —
o= 8m(X0)

2=1

tahmin edicilerin yogunluk fonksiyonundan ortalama kare sapmasmm sifira
yakisama izt hakimda. G.Walter ve J.Blumn [1] "un sonuglart genellegtirihuigtir:

w : Sttreklilik modiilii tipi majorant, Z(w,.) Zygmund operatirii olmak iizere

A
El J.(r) = fO)) = ()[Zz(w..n"i’%fl) + n“i%:_l].

w(8) = d. yani A = 1. mertebeden Lipschitz snufi 1 i¢in bile elde edilen sonug

Elfy — [O)]2 = O(n~ 3 (Inn)?).

yenidir.
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