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ÖZET 

TEZ BAŞLIĞI: DÜZLEMSEL AKUSTİK DALGALARIN İÇ DUVARINDA 

                            SONLU BİR BOŞLUĞA SAHİP SONSUZ DAİRESEL BİR 

                            BİR BORUDAN YANSIMASI VE İLETİMİ 

YAZAR ADI: HÜLYA ÖZTÜRK 

     Bu çalışmada, düzlemsel akustik dalgaların iç duvarında sonlu bir boşluğa sahip 

sonsuz dairesel bir borudan kırınımı incelenmiştir. İlk olarak düzlemsel akustik 

dalgaların sağladıkları Helmholtz denklemine doğrudan Fourier dönüşümü 

uygulanması yoluyla, problem bir Wiener- Hopf denkleminin çözümüne indirgenmiş 

daha sonra söz konusu denklem ikinci tipten Fredholm integral denklemleri 

aracılığıyla çözülmüştür. Analizin sonunda ise, koaksiyal silindirik dalga 

kılavuzunun genişliğinin ve iç duvardaki sonlu boşluğun uzunluğunun kırınım 

olayına etkisini ortaya çıkaran nümerik sonuçlar sunulmuştur.  
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SUMMARY 

THESIS TITLE: REFLECTION AND TRANSMISSION OF PLANE  

                              ACOUSTIC WAVES IN AN INFINITE ANNULAR  

                              DUCT WITH A FINITE GAP ON THE INNER WALL 

THESIS AUTHOR: HÜLYA ÖZTÜRK 

     In this work, the diffraction of acoustic waves by an infinitely long annular duct 

having a finite gap on the inner wall is investigated rigorously. The related boundary-

value problem is formulated into a modified Wiener- Hopf equation which is then 

reduced to a pair of simultaneous Fredholm integral equations of the second kind. At 

the end of the analysis, numerical results illustrating the effects of the width of the 

coaxial cylindrical waveguide and the gap length on the diffraction phenomenon are 

presented.      
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1 G·IR·IŞ

Yaşad¬¼g¬m¬z ortamda her geçen gün büyük bir ivmeyle araç say¬s¬n¬n artmas¬

ve insanlar aç¬s¬ndan hava ulaş¬m¬n¬n vazgeçilmez bir hale gelmesi ile hava taş¬-

mac¬l¬¼g¬n¬n yo¼gunlaşmas¬beraberinde ciddi bir çevresel sorun haline gelen gürültü

kirlili¼ginide getirmi̧stir. Bu nedenle insanlar¬n maruz kald¬klar¬bu gürültü soru-

nunun giderilebilmesi için çeşitli çal¬̧smalar yapmak ihtiyac¬ duyulmuştur. Bu

çal¬̧smalar¬n temelini koaksiyal dalga k¬lavuzlar¬nda düzlemsel akustik dalgalar¬n

yay¬l¬m¬ve iletimi oluşturmaktad¬r. Koaksiyal borulardan d¬̧sar¬ya iletilen gürültüyü

azaltmak için kullan¬lan yöntemlerden biri " da¼g¬t¬c¬(disipatif) " ve " reaktif "

olarak iki grupta s¬n¬�and¬r¬lan susturucular kullanmakt¬r. Disipatif susturucu-

lar, ses dalgas¬n¬n ilerledi¼gi borunun iç k¬sm¬n¬ ses yutucu malzeme ile kapla-

yarak oluşturulan mekanizmalard¬r. Ses dalgalar¬ yutucu malzemeye çarpt¬k-

lar¬nda sahip olduklar¬akustik enerji ¬s¬enerjisine dönüşür böylece d¬̧sar¬ya iletilen

akustik alan¬n azalt¬lmas¬sa¼glanm¬̧s olur. Reaktif susturucular ise yutucu içer-

meyen bir veya birden fazla elemandan oluşurlar. Birden fazla say¬da eleman

bulundu¼gunda bu elemanlar paralel veya seri ba¼glanabilir. Bu tip susturucu-

lar¬n temel i̧slevi ses dalgas¬n¬n ilerledi¼gi boru içerisinde ani yüzey de¼gi̧siklik-

leri ile kaŗs¬laşmas¬n¬ sa¼glayarak belirli bir uyumsuzluk ortam¬ oluşturmakt¬r.

Oluşturulan bu kavite rezonans mekanizmas¬(susturucu kutu) sayesinde araba

eksoz sistemindeki ses dalgalar¬n¬n bir k¬sm¬n¬n kayna¼ga do¼gru geri yans¬d¬¼g¬ve

iletilen dalgan¬n enerjisinde önemli ölçüde azalmalar oldu¼gu görülmüştür[1]: En

yayg¬n kullan¬lan reaktif susturucu elemanlar¬ ani geni̧sleme odalar¬(expansion

chamber) ve delikli(perfore) borulard¬r. Ani geni̧sleme odalar¬ (e:g: [4] � [9])
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da kapsaml¬olarak analiz edilmi̧stir. Yap¬lan çal¬̧smalar esnas¬nda kullan¬lacak

susturucu çeşidinin yan¬s¬ra say¬s¬n¬nda dikkate al¬nmas¬gereken ikinci bir un-

sur oldu¼gu fark edilmi̧stir. Buradan yola ç¬karak tek çeşit susturucunun kul-

lan¬ld¬¼g¬bir sistem integral dönüşümü yard¬m¬ile çözülerek borunun d¬̧s¬na iletilen

alan¬n azalt¬lmas¬nda ne kadar etkili bir sonuç al¬nd¬¼g¬incelenmi̧stir. Birden fa-

zla çeşitte susturucunun kullan¬ld¬¼g¬sistemlerin analizi ise transfer matris yak-

laş¬m¬kullan¬larak yap¬lm¬̧st¬r[2]: Susturucular ile ilgili olarak gerekli bilgiler [3]

te detayl¬olarak ele al¬nm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada, sonsuz uzun dairesel bir borunun

iç duvar¬ndaki sonlu boşlu¼gun sesin yay¬l¬m¬na etkisi incelenecektir. Düzlemsel

akustik dalgalar¬n sa¼glad¬klar¬Helmholtz denklemine do¼grudan Fourier dönüşümü

uygulanarak problem bir Wiener-Hopf denkleminin çözümüne indirgenecektir.

Söz konusu denklemin ikinci tipten Fredholm integral denklemleri arac¬l¬¼g¬ ile

çözümü sonsuz bilinmeyenli,sonsuz boyutlu bir cebirsel lineer denklem sisteminin

çözümüne gerektirecektir. Bu denklem sistemi nümerik olarak çözülerek yans¬ma

ve iletim katsay¬lar¬hesaplanacakt¬r. Son olarakta dalga k¬lavuzunun geni̧sli¼ginin

ve iç duvardaki boşlu¼gun uzunlu¼gunun k¬r¬n¬m olay¬na etkisi nümerik sonuçlarla

aç¬¼ga ç¬kar¬lacakt¬r.
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2 PROBLEM·IN FORMÜLASYONU

Zamana ba¼gl¬l¬¼g¬ e�iwt şeklinde olan harmonik düzlemsel ses dalgas¬n¬n Şekil 2.1

de gösterilmi̧s olan iç duvar¬nda sonlu bir boşlu¼ga sahip koaksiyal silindirik dalga

k¬lavuzundan yay¬l¬m¬n¬göz önüne alal¬m. Burada içteki ve d¬̧staki silindirin d¬̧s

yüzeylerinin rijid oldu¼gu varsay¬lacakt¬r.

Şekil 2.1 Problemin Geometrisi

Probleme ili̧skin toplam alan¬de¼gi̧sik bölgelerde

uT (�; z) =

(
u2 (�; z) ; � < a; z 2 (0; l)

ui (�; z) + u1 (�; z) ; a < � < b; z 2 (�1;1)
(2.1)

şeklinde tan¬mlamak uygun olacakt¬r. Yukar¬daki tan¬mda u1 (�; z) ve u2 (�; z)

geçerli bölgelerde saç¬lan alan¬belirtmektedir. ui ise gelen dalga olup

ui (�; z) = eikz (2.1a)

ile verilmi̧stir. Ayr¬ca u1 ve u2 alanlar¬n¬n belirlenmesinde gerekli olacak s¬n¬r ve

süreklilik koşullar¬n¬problemin geometrisinden faydalanarak aşa¼g¬daki gibi ifade

edebiliriz:
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@

@�
u1 (b; z) = 0 , z 2 (�1;1) (2.2a)

@

@�
u1 (a; z) = 0 , z 2 (�1; 0) [ (l;1) (2.2b)

@

@z
u2 (�; 0) = 0 , � 2 (0; a) (2.2c)

@

@z
u2 (�; l) = 0 , � 2 (0; a) (2.2d)

@

@�
u1 (a; z) =

@

@�
u2 (a; z) , z 2 (0; l) (2.2e)

ve

u1 (a; z) + u
i (a; z) = u2 (a; z) , z 2 (0; l) (2.2f)

2.1 Wiener-Hopf Denkleminin Elde Edili̧si

Ses dalgalar¬Helmholtz denklemini sa¼glad¬¼g¬ndan boru içindeki toplam alan için

4uT + k2uT = 0 (2.3)

yaz¬l¬r. Bu denklem silindirik koordinatlarda

�
1

�

@

@�

�
�
@

@�

�
+
1

�2
@

@�2
+
@2

@z2
+ k2

�
uT (�; z) = 0 (2.4)

olarak ifade edilir. Gelen dalgan¬n ve problemin geometrisinin simetrik olmas¬n-

dan ötürü akustik alan her yerde � den ba¼g¬ms¬z olur, yani

�
1

�

@

@�

�
�
@

@�

�
+
@2

@z2
+ k2

�
uT (�; z) = 0 (2.5)

·Ilk olarak a < � < b, �1 < z <1 bölgesinde inceleme yaparsak ui Helmhotz

denklemini sa¼glad¬¼g¬ndan u1 (�; z) saç¬lan alan¬
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�
1

�

@

@�

�
�
@

@�

�
+
@2

@z2
+ k2

�
u1 (�; z) = 0 (2.5a)

Helmholtz denklemini sa¼glar. (2.5a) ile gösterilmi̧s bulunan denklemin z de¼gi̧ske-

nine göre Fourier dönüşümü al¬n¬rsa,

+1Z
�1

1

�

@

@�

�
�
@u1
@�

�
ei�zdz +

+1Z
�1

@2u1
@z2

ei�zdz +

+1Z
�1

k2u1e
i�zdz = 0 (2.6)

yaz¬l¬r. Burada

� (�; �) =

+1Z
�1

u1e
i�zdz (2.7)

olmak üzere (2.6) denklemi

u1 (�; z) = O
�
e�ikz

�
; z ! �1; (2.8)

radyasyon koşullar¬da dikkate al¬narak

�
1

�

d

d�

�
�
d

d�

�
+K2 (�)

�
� (�; �) = 0 (2.9)

yaz¬l¬r. Yukar¬daki denklemde

K(�) =
p
k2 � �2 (2.9a)

olup, karekök fonksiyonu Şekil 2.2 deki gibi kesilmi̧s kompleks ��düzleminde

K(0) = k olacak şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r.
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(2.9) denkleminin çözümü,

� (�; �) = �A (�) Jo (K�)
KJ1 (Kb)

�B (�) Yo (K�)
KY1 (Kb)

(2.10)

şeklinde elde edilir. Burada A (�) ve B (�) bilinmeyen spektral katsay¬lar, Jo ve

J1 s¬ras¬yla s¬f¬r¬nc¬ve birinci mertebeden birinci tip Bessel fonksiyonlar¬, Yo ve

Y1 ise s¬ras¬yla s¬f¬r¬nc¬ve birinci mertebeden ikinci tip Bessel fonksiyonlar¬d¬r.

(2.7) ile tan¬ml¬olan � (�; �) y¬

� (�; �) = �� (�; �) + �1 (�; �) + e
i�l�+ (�; �) (2.11)

şeklinde de yazmak mümkündür. Burada

�� (�; �) = �
�1Z
0

u1 (�; z) e
i�zdz (2.11a)



7

ve

�1 (�; �) =

lZ
0

u1 (�; z) e
i�zdz: (2.11b)

ile tan¬ml¬d¬rlar. (2.8) radyasyon koşullar¬dikkate al¬n¬rsa söylenebilir ki, �+ (�; �)

Im� > Im (�k) ile tan¬ml¬ üst yar¬ düzlemde ve �� (�; �) Im� < Im (k) ile

tan¬ml¬alt yar¬düzlemde �� n{n analitik fonksiyonlar¬iken , �1 (�; �) �� n{n

bir tam fonksiyonudur. Bu durumda � (�; �) fonksiyonu yanl¬zca bu iki bölgenin

kesi̧simi olan şeritte regüler olur.

(2.2a) s¬n¬r koşulunun Fourier dönüşümü

�0 (b; �) = 0 (2.12)

olaca¼g¬ndan

B (�) = �A (�) (2.13)

bulunur. Burada (0), � de¼gi̧skenine göre al¬nan türevi göstermektedir. Di¼ger

taraftan s¬n¬r koşulu (2.2b) nin Fourier dönüşümü

�0� (a; �) + e
i�l�0+ (a; �) = 0 (2.14)

olaca¼g¬ndan (2.10), (2.11) ve (2.13) yard¬m¬yla,

A (�) = �01 (a; �)
J1 (Kb)Y1 (Kb)

[J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)]
(2.15)

bulunur. (2.13) ifadesi de dikkate al¬narak (2.15) in (2.10) da yerine konmas¬yla
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�� (�; �)+�1 (�; �)+e
i�l�+ (�; �) =

�01 (a; �)

K(�)

[Yo (K�) J1 (Kb)� Jo (K�)Y1 (Kb)]
[J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)]

(2.16)

elde edilir.

·Ikinci olarak � < a, 0 < z < l bölgesinde inceleme yaparsak u2 (�; z) saç¬lan

alan¬bu bölgede

�
1

�

@

@�

�
�
@

@�

�
+
@2

@z2
+ k2

�
u2 (�; z) = 0 (2.17)

Helmholtz denklemini sa¼glar. (2.17) nin her iki yan¬ei�z ile çarp¬l¬p 0 < z < l

aras¬nda integre edilecek olursa,

lZ
0

1

�

@

@�

�
�
@u2
@�

�
ei�zdz +

lZ
0

@2u2
@z2

ei�zdz +

lZ
0

k2u2e
i�zdz = 0 (2.18)

yaz¬l¬r. (2.2c) ve (2.2d) s¬n¬r koşullar¬n¬n da dikkate al¬nmas¬yla,

�
1

�

@

@�

�
�
@

@�

�
+K2 (�)

�
	1 (�; �) = i�

�
ei�lf (�)� g (�)

�
(2.19)

elde edilir. Burada

	1 (�; �) =

lZ
0

u2 (�; z) e
i�zdz (2.20)

ve

f (�) = u2 (�; l) , g (�) = u2 (�; 0) ; (2.21)

göstermektedir. Burada sa¼g-yanl¬bir diferansiyel denklem söz konusudur. Bu

denklem Green fonksiyonu yard¬m¬ile çözülmek istenirse,(2.19) diferansiyel denk-

leminin � = 0 da s¬n¬rl¬bir özel çözümüne ili̧skin Green fonksiyonu
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�
1

�

@

@�

�
�
@

@�

�
+K2 (�)

�
G (�; t; �) = 1

t
� (�� t) , �; t 2 (0; a) (2.22)

denklemini

G (t+ 0; t; �)� G (t� 0; t; �) = 0 (2.23)

@

@�
G (t+ 0; t; �)� @

@�
G (t� 0; t; �) = 1

t
(2.24)

@

@�
G (a; t; �) = 0: (2.25)

koşullar¬alt¬nda sa¼glar. (2.22) nin yukar¬da verilen koşullar ile birlikte çözümü

Q (�; t; �) = �

2

(
Jo (K�) [J1 (Ka)Yo (Kt)� Jo (Kt)Y1 (Ka)] ; 0 � � � t
Jo (Kt) [J1 (Ka)Yo (K�)� Jo (K�)Y1 (Ka)] ; t � � � a

:

(2.26)

olmak üzere

G (�; t; �) = 1

J1 (Ka)
Q (�; t; �) (2.27)

d¬r. Bu fonksiyon yard¬m¬ile (2.19) denkleminin çözümü

	1 (�; �) =
1

J1 (Ka)
fC (�) Jo (K�)

+ i�

aZ
0

�
ei�lf (t)� g (t)

�
Q (t; �; �) tdtg (2.28)

elde edilir. Burada C (�) belirlenmesi gereken spektral bir katsay¬, f (t) ve g (t)

ise (2.21) ile verilmi̧s fonksiyonlard¬r. C (�) katsay¬s¬n¬ belirlemek için (2.2e)
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süreklilik koşulunda 0 < z < l aral¬¼g¬nda Fourier dönüşümü al¬p, (2.11) ve (2.20)

eşitliklerinide göz önünde bulundurursak

�01 (a; �) = 	
0
1 (a; �) (2.29)

elde edilir. Bu eşitlikten

C (�) = ��
0
1 (a; �)

K(�)
(2.30)

bulunur. O halde (2.30) u (2.28) de yerine yazarsak

	1 (�; �) =
1

KJ1 (Ka)
f�Jo (K�) �01 (a; �)

+ i�K

aZ
0

�
ei�lf (t)� g (t)

�
Q (t; �; �) tdtg (2.31)

olur. Yukar¬daki denklemde eşitli¼gin sol taraf¬� � n{n bir tam fonksiyonudur.

Dolay¬s¬ile sa¼g taraf¬nda regüler olmas¬gerekir. Ancak, KJ1 (Ka) fonksiyonunun

alt ve üst yar¬��düzlemindeki

�o = k and �m =
p
k2 �K2

m , m = 1; 2; ::: (2.32a)

olmak üzere

KmJ1 (Kma) = 0 , m = 0; 1; 2; ::: (2.32b)

ile verilen � = ��m s¬f¬rlar¬ sa¼g taraf¬n basit kutuplar¬n¬n mevcut oldu¼gunu

gösterir. Bunu engellemek için � = ��m noktalar¬ndaki rezidüleri s¬f¬r yapmak

gerekir yani,
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�Jo (Km�) �
0
1 (a;��m)� i�mKm

aZ
0

�
e�i�mlf (t)� g (t)

�
Q (t; �;��m) tdt = 0

(2.33)

olmal¬d¬r. Buradan

�01 (a;��m) = �
�

2
Y1(Kma)i�mKm

aZ
0

�
e�i�mlf (t)� g (t)

�
Jo (Kmt) tdt m = 1; 2; :::

(2.33a)

ve

�01 (a;�k) = �
ik

a

aZ
0

�
e�iklf (t)� g (t)

�
tdt (2.33b)

elde edilir. Yukar¬daki denklemde görünen f(t) ve g(t) fonksiyonlar¬Dini koşu-

lunu sa¼glad¬klar¬için

f(t) =
1X
m=0

fmJo (Kmt) (2.34a)

g(t) =

1X
m=0

gmJo (Kmt) (2.34b)

olarak tam ortagonal fonksiyonlar kümesi cinsinden seriye aç¬labilirler[Sneddon,1972]

Burada

"
fo

go

#
=
2

a2

aZ
0

"
f (t)

g (t)

#
tdt (2.35a)

ve
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"
fm

gm

#
=

2

a2J2o (Kma)

aZ
0

"
f (t)

g (t)

#
Jo (Kmt) tdt , m = 1; 2; ::: (2.35b)

dir. f(t) ve g(t) nin bu seri aç¬l¬mlar¬n¬(2.33a) ve (2.33b) de yerine yazarsak

�01 (a;��m) = ��
2
Y1(Kma)i�mKm

a2J2o (Kma)

2

�
e�i�mlfm � gm

�
= �a

2
Jo (Kma) i�m

�
e�i�mlfm � gm

�
, m = 1; 2; ::: (2.36)

ve

�01 (a;�k) = �
ika

2

�
e�iklf0 � g0

�
(2.37)

olarak belirlenmi̧s olur. Son olarak da (2.2f) süreklilik koşulunun sonlu 0 < z < l

ara-l¬¼g¬nda Fourier dönüşümünü dikkate al¬rsak

�1 (a; �) = 	1 (a; �) +
1� ei(k+�)l
i(k + �)

(2.38)

eşitli¼gi yaz¬l¬r. (2.16) ve (2.31) denklemlerinde � = a yaz¬l¬p (2.38) eşitli¼gide

dikkate al¬n¬rsa

� 2
a

�01 (a; �) J1 (Kb)

�K2J1 (Ka) [J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)]
+�� (a; �)+ e

i�l�+ (a; �)

=
�1 + ei(k+�)l
i(k + �)

� i�

KaJ1 (Ka)

aZ
0

�
ei�lf (t)� g (t)

�
Jo (Kt) tdt (2.39)

elde edilir. Burada da bulunan f(t) ve g (t) ifadelerinin seri aç¬l¬mlar¬n¬yerine

yaz¬p
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aZ
0

Jo (w1�) Jo (w2�) �d� =
a

w21 � w22
[w1Jo (w2a) J1 (w1a)�w2Jo (w1a) J1 (w2a)] ,w1; w2 = sbt

Lommel integralinin de¼gerini de göz önünde bulundurursak

M (�) =
J1 (Ka)

J1 (Kb)
[J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)] (2.40)

yaz¬l¬r ve (2.34a, b), (2.39) da dikkate al¬n¬rsa Im(�k) < Im(�) < Im(k) band¬nda

geçerli olan aşa¼g¬daki Modi�ye Wiener-Hopf denklemi(MWHE) elde edilir:

�� (a; �) + e
i�l�+ (a; �)�

2

�a

�01 (a; �)

(k2 � �2)M (�)

=

�
ei(�+k)l � 1

�
i (�+ k)

�
i�
�
ei�lfo � go

�
(k2 � �2)

+ i�
1X
m=1

�
ei�lfm � gm

�
(�2 � �2m)

Jo (Kma) (2.41)

2.2 Wiener-Hopf Denkleminin Çözümü

[11] deki benzer prosedürleri uygulayarak (2.41) deki MWHE ni ikinci tipten

Fredholm integrallerine indirgemeye çal¬̧sal¬m. ·Ilk olarak i̧simizi kolaylaşt¬rmas¬

aç¬s¬ndan

U (�) = �+ (a; �)�
eikl

i (k + �)
+

i�

(k2 � �2)fo � i�
1X
m=1

fmJo (Kma)

(�2 � �2m)
; (2.42a)

L (�) = �� (a; �) +
1

i (k + �)
� i�

(k2 � �2)go + i�
1X
m=1

gmJo (Kma)

(�2 � �2m)
(2.42b)
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yazal¬m. Şimdi (2.41) denkleminin her iki taraf¬n¬

iM�(�)(k � �)
r
�a

2

ile çarparsak

iM�(�)(k��)
r
�a

2
�� (a; �)+iM�(�)(k��)

r
�a

2
ei�lU(�)�

r
2

�a

i�01 (a; �)

(k + �)M+ (�)

= �
r
�a

2

M�(�)(k � �)
(�+ k)

�
r
�a

2
�
M�(�)go
(k + �)

+ (k � �)
r
�a

2
�M�(�)

1X
m=1

gm
(�2 � �2m)

Jo (Kma) (2.43)

bulunur. Burada M�(�) = M+(��) ve M+(�); M (�) fonksiyonunun Wiener-

Hopf faktorizasyonu sonuncunda meydana gelmi̧s olan s¬ras¬yla kompleks ��d�uzle�

min in üst (Im(�) < Im(k)) ve alt ( Im(�k) < Im(�)) yar¬lar¬nda regüler ve

s¬f¬rlar¬olmayan fonksiyonlard¬r.(Bkz. Ek 1). Yukar¬daki denklemde eşitli¼gin sol

taraf¬ndaki ikinci terim ile sa¼g taraf¬ndaki terimlerin dekompozisyonlar¬ yap¬l-

mal¬d¬r. ·Ilk olarak

f(�) = iM�(�)(k � �)
r
�a

2
ei�lU(�) (2.44)

ifadesinin dekompozisyonunu ele al¬rsak

f+(�) =
1

2�i

Z
L+

i
p

�a
2
ei� lM� (�) (k � �)U (�)

(� � �) d� (2.45a)

f�(�) = �
1

2�i

Z
L�

i
p

�a
2
ei� lM� (�) (k � �)U (�)

(� � �) d� (2.45b)
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elde edilir. Benzer şekilde

�
r
�a

2

M�(�)(k � �)
(�+ k)

(2.46)

fonksiyonunun dekompozisyonunu yaparsak � = �k basit kutup noktas¬ için

rezidüyü dikkate alarak

f+(�) = �
r
�a

2

M+(k)2k

(�+ k)
(2.47a)

f�(�) = �
r
�a

2

1

(�+ k)
[M�(�)(k � �)�M+(k)2k] (2.47b)

bulunur.

�
r
�a

2
�
M�(�)go
(k + �)

(2.48)

fonksiyonunun tekil noktas¬da � = �k d¬r. O halde

f+(�) =

r
�a

2

kM+(k)g0
(k + �)

(2.49a)

f�(�) =

r
�a

2

g0
(k + �)

[��M�(�)� kM+(k)] (2.49b)

olur. Son olarakta

(k � �)
r
�a

2
�M�(�)

1X
m=1

gm
(�2 � �2m)

Jo (Kma) (2.50)

fonksiyonunun � = ��m tekil noktalar¬için dekompozisyonu
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f+(�) =

r
�a

2

1X
m=1

M+(�m)�m(k + �m)

(�+ �m)2�m
Jo (Kma) gm (2.51a)

f�(�) =

r
�a

2

1X
m=1

gmJo (Kma)

(�+ �m)
[
�M�(�)(k � �)
(�� �m)

� (k + �m)M+(�m)�m
2�m

] (2.51b)

bulunur. Buldu¼gumuz bu ifadeleri (2.43) te yerine yaz¬p Liouville teoremini uygu-

larsak aşa¼g¬daki birinci integral denklem elde edilir:

M� (�) (k � �)L (�) =
1

2�i

Z
L�

ei� lM� (�) (k � �)U (�)
(� � �) d�

� 2ikM+ (k)

(k + �)
+ ik

M+ (k)

(k + �)
go

+
i

2

1X
m=1

gmJo (Kma)

(�+ �m)
M+ (�m) (k + �m) (2.52)

·Ikinci integral denklemi elde etmek için bu sefer (2.41) denklemini

iM+(�)(k + �)

r
�a

2
e�i�l (2.53)

ile çarparsak

i

r
�a

2
M+(�)(k+�)L(�)e

�i�l�
r
2

�a

i�01 (a; �) e
�i�l

(k � �)M� (�)
+i

r
�a

2
�+ (a; �)M+(�)(k+�)

=

r
�a

2
M+(�)e

ikl�
r
�a

2
�
M+(�)fo
(�� k) �(k+�)

r
�a

2
�M+(�)

1X
m=1

fm
(�2 � �2m)

Jo (Kma)

(2.54)

denklemini elde ederiz. Yukar¬daki i̧slemlere benzer olarak (2.54) denkleminin

sol taraf¬ndaki ilk terim ve sa¼g taraftaki son iki terimin dekompozisyonlar¬yap¬l-

mal¬d¬r.
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i

r
�a

2
M+(�)(k + �)L(�)e

�i�l (2.55)

fonksiyonunun dekompozisyonu

f+(�) =
1

2�i

Z
L+

i
p

�a
2
e�i� lM+ (�) (k + �)L (�)

(� � �) d� (2.55a)

f�(�) = �
1

2�i

Z
L�

i
p

�a
2
e�i� lM+ (�) (k + �)L (�)

(� � �) d� (2.55b)

integralleridir.

�
r
�a

2
�
M+(�)fo
(�� k) (2.56)

fonksiyonunun ise � = k noktas¬nda basit kutbunu dikkate alarak dekompozis-

yonu yaparsak

f+(�) =

r
�a

2

f0
(�� k) [kM+ (k)� �M+ (�)] (2.57a)

f�(�) = �
r
�a

2

kf0M+ (k)

(�� k) (2.57b)

bulunur. Son olarak

�(k + �)
r
�a

2
�M+(�)

1X
m=1

fm
(�2 � �2m)

Jo (Kma) (2.58)

fonksiyonunun � = ��m tekil noktalar¬ndaki rezidülerinden
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f+(�) = �
r
�a

2

1X
m=1

Jo (Kma) fm
�� �m

[
�M+ (�) (k + �)

�+ �m
� M+ (�m) (k + �m)

2
]

(2.59a)

f�(�) = �
r
�a

2

1X
m=1

Jo (Kma) fmM+ (�m) (k + �m)

2(�� �m)
(2.59b)

şeklinde bulunur. Yine buldu¼gumuz bu ifadeleri (2.54) te yerine yazarak Liouville

teoremini uygularsak aşa¼g¬daki ikinci integral denklem elde edilir:

M+ (�) (k + �)U (�) = �
1

2�i

Z
L+

e�i� lM+ (�) (k + �)L (�)

(� � �) d�

+ ik
M+ (k)

(k � �)fo �
i

2

1X
m=1

fmJo (Kma)

(�� �m)
M+ (�m) (k + �m) (2.60)

(2.52) ve (2.60) denklemlerindeki

I1 (�) =
1

2�i

Z
L�

ei� lM� (�) (k � �)U (�)
(� � �) d� (2.61)

ve

I2 (�) = �
1

2�i

Z
L+

e�i� lM+ (�) (k + �)L (�)

(� � �) d� (2.62)

integrallerini (2.42a) ve (2.42b) denklemlerini hesaba katarak hesaplayal¬m. I1 (�)

integralinde ei� l; l > 0 terimi dikkate al¬narak Jordan Lemmas¬n¬uygulamak için

L� e¼grisi uygun şekilde üstten kapat¬l¬p integral aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir:
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I1 (�) =
1

2�i

Z
L�

ei� lM (�) (k � �)U (�)
M+ (�) (� � �)

d�

=
1

2�i

Z
L�

J1 (Ka)

J1 (Kb)

[J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)] (k � �)U (�) ei� l
M+ (�) (� � �)

d�

(2.63)

Yukar¬daki denklemde integrantta bulunan J1 (Kb) fonksiyonunun Im(�) > Im(�k)

yar¬düzleminde

�m =

q
k2 � �2m , m = 1; 2; ::: (2.64a)

olmak üzere

J1 (�mb) = 0 , m = 1; 2; ::: (2.64b)

ile verilen � = �m noktalar¬nda basit s¬f¬rlar¬ mevcuttur. Rezidü teoremini

uygulayarak bu basit kutuplar¬n rezidü katk¬s¬n¬hesaplarsak

Dn =
�n (k � �n) J21 (�na)Y1 (�nb)

�nM+ (�n) Jo (�nb)
ei�nl: (2.65a)

olmak üzere

I1 (�) =
1

b

1X
n=1

U (�n)

(�� �n)
Dn (2.65b)

bulunur. I2 (�) integralinde ise e�i� l; l > 0 terimi dikkate al¬narak Jordan Lem-

mas¬n¬uygulayabilmek için L+ e¼grisi uygun şekilde alttan kapat¬l¬p integral aşa¼g¬-

daki şekilde yaz¬l¬rsa;
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I2 (�) =
1

2�i

Z
L+

M (�) (k + �)L (�) e�i� l

M� (�) (� � �)
d�

=
1

2�i

Z
L+

J1 (Ka)

J1 (Kb)

[J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)] (k + �)L (�) e�i� l
M� (�) (� � �)

d�

(2.66)

bu sefer integranttaki J1 (Kb) fonksiyonunun Im(�) < Im(k) yar¬ düzleminde

� = ��m noktalar¬nda basit s¬f¬rlar¬mevcuttur. Benzer şekilde Rezidü teoremini

uygulayarak bu basit kutuplar¬n rezidü katk¬s¬n¬hesaplarsak

I2 (�) =
1

b

1X
n=1

L (��n)
(�+ �n)

Dn (2.67)

elde edilir. Şimdi buldu¼gumuz bu integral de¼gerlerini (2.52) ve (2.60) denklem-

lerinde yerlerine yazarsak

M� (�) (k � �)L (�) =
1

b

1X
n=1

U (�n)

(�� �n)
Dn � 2ik

M+ (k)

(k + �)

+ ik
M+ (k)

(k + �)
go +

i

2

1X
m=1

gmJo (Kma)

(�+ �m)
M+ (�m) (k + �m) (2.68)

ve

M+ (�) (k + �)U (�) =
1

b

1X
n=1

L (��n)
(�+ �n)

Dn + ik
M+ (k)

(k � �)fo

� i

2

1X
m=1

fmJo (Kma)

(�� �m)
M+ (�m) (k + �m) (2.69)

bulunmuş olur. Elde etti¼gimiz (2.68) ve (2.69) denklemlerinden L (�) ve U (�) y¬

çekip (2.41) de yerine yazarsak MWHE nin çözümü
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�01 (a; �) = +
�a

2b
(k + �)M+ (�)

1X
n=1

U (�n)

(�� �n)
Dn

+
�a

2b
(k � �)M� (�) e

i�l

1X
n=1

L (��n)
(�+ �n)

Dn

� i�ka
2
M+ (k)

�
M+ (�) (2� go)�M� (�) e

i�lfo
�

+
i�a

4
(k + �)M+ (�)

1X
m=1

gmJo (Kma)

(�+ �m)
M+ (�m) (k + �m)

� i�a
4
(k � �)M� (�) e

i�l

1X
m=1

fmJo (Kma)

(�� �m)
M+ (�m) (k + �m) (2.70)

olur.

2.3 Aç¬l¬m Katsay¬lar¬n¬n Belirlenmesi

�01 (a; �) fonksiyonununda fo; go; fm; gm; U (�n) ve L (��n) bilinmeyen sabitleri

bulunur. fm ve gm bilinmeyen sabitlerini bulmak için (2.70) denkleminde s¬ras¬yla

� = ��r yazarsak ve buldu¼gumuz bu ifadeleri (2.36) da dikkate al¬rsak

fr =
2i

a�rJo (Kra)
[
�a

2b
(k + �r)M+ (�r)

1X
n=1

L (��n)
(��r + �n)

Dn

+
i�ka

2
M+ (k)M+ (�r) f0+

i�a

4
(k + �r)M+ (�r)

1X
m=1

fmJo (Kma)

(�r + �m)
M+ (�m) (k + �m)]

(2.71)

ve
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gr =
2iM+ (�r)

a�rJo (Kra)
[
�a

2b
(k + �r)

1X
n=1

U (�n)

(�r � �n)
Dn

� i�ka
2
M+ (k) (2� g0) +

i�a

4
(k + �r)

1X
m=1

gmJo (Kma)

(�r + �m)
M+ (�m) (k + �m)]

(2.72)

elde edilir. Benzer şekilde fo ve go sabitlerini bulmak için bu sefer (2.70) de

� = �k yaz¬larak (2.37) de yerine yaz¬l¬rsa

f0[�
1

2
�
�M2

+ (k)

2
] + g0

a2

2b2
eikl

= �(b
2 � a2)
b2

eikl +M+ (k)
�

ib

1X
n=1

L (��n)
(�k + �n)

Dn

+M+ (k)
�

2

1X
m=1

fmJo (Kma)

(k + �m)
M+ (�m) (k + �m) (2.73)

g0[�
1

2
�
�M2

+ (k)

2
] + f0

a2

2b2
eikl

=M+ (k)
�

2
[�2M+ (k)+

2

ib

1X
n=1

U (�n)

(k � �n)
Dn+

1X
m=1

gmJo (Kma)

(k + �m)
M+ (�m) (k + �m)]

(2.74)

bulunur. U (�n) ve L (��n) bilinmeyenleri için ise (2.68) de � = ��r ve (2.69)

denkleminde de � = �r yazarsak

L (��r) = [�
1

bM+ (�r) (k + �r)

1X
n=1

U (�n)

(�r + �n)
Dn �

2ikM+ (k)

(k � �r)M+ (�r) (k + �r)

+
ikM+ (k) g0

(k2 � �2)M+ (�r)
+
i

2

1X
m=1

gmJo (Kma)M+ (�m) (k + �m)

(��r + �m)M+ (�r) (k + �r)
] (2.75)
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ve

U (�r) = [
1

bM+ (�r) (k + �r)

1X
n=1

L (��n)
(�r + �n)

Dn

+
ikM+ (k) f0

(k � �r)M+ (�r) (k + �r)
� i

2

1X
m=1

fmJo (Kma)M+ (�m) (k + �m)

(�r � �m)M+ (�r) (k + �r)
]

(2.76)

bulunmuş olur.
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3 SAÇILAN ALANIN ANAL·IZ·I

a < � < b, z > l bölgesindeki iletilen alan¬bulmak için (2.11) ve (2.11a) eşitlik-

lerini göz önüne al¬rsak �+ (�; �) n¬n ters Fourier dönüşümünü almak gerekir.

u1 (�; z) =
1

2�

Z
L

�01 (a; �)
K [J1 (Kb)Yo (K�)� Jo (K�)Y1 (Kb)]
K2 [J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)]

e�i�zd�

� 1

2�

Z
L

�� (�; �) e
�i�zd�� 1

2�

Z
L

�1 (�; �) e
�i�zd� (3.1)

Burada L, Im(�k) < Im(�) < Im(k) şeridi boyunca reel � eksenine paralel olan

bir do¼grudur. e�i�z teriminden dolay¬Jordan lemmas¬n¬uygulayabilmek için L

e¼grisini aşa¼g¬dan kapatmak uygun olacakt¬r. Bu durumda �� (�; �) ve �1 (�; �)

fonksiyonlar¬kapat¬lan bu bölgede regüler olacaklar¬için Rezidü teoremi uyar¬nca

integralleri s¬f¬r olacakt¬r. ·Integrand¬n alt yar¬düzlemdeki kutuplar¬yaln¬zca K2

fonksiyonundan dolay¬� = �k noktas¬ve


m =
p
k2 � �2m; m = 1; 2; ::: (3.2a)

olmak üzere

J1 (�ma)Y1 (�mb)� J1 (�mb)Y1 (�ma) = 0; m = 1; 2; ::: (3.2b)

ile verilen � = �
m noktalar¬d¬r. Bunlar¬n rezidü katk¬s¬ndan

u1 (�; z) = �
ia

k (b2 � a2)�
0
1 (a;�k) eikz� i

1

�m
m

1X
m=1

�01 (a;�
m)�mV (�; �m)ei
mz
aH(�m)� bB(�m)

(3.3)
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elde edilir. Burada V (�; �m); H(�m) ve B(�m) ile

V (�; �m) = J1 (�mb)Yo (�m�)� Jo (�m�)Y1 (�mb)

H(�m) = Jo (�ma)Y1 (�mb)� J1 (�mb)Yo (�ma)

B(�m) = Jo (�mb)Y1 (�ma)� J1 (�ma)Yo (�mb) (3.3a)

yaz¬lm¬̧st¬r.. Sonuç olarak iletim katsay¬s¬

T = � ia

k (b2 � a2)�
0
1 (a;�k) (3.4)

bulunur. Yans¬yan alan¬bulmak için ise a < � < b, z < 0 bölgesi için �� (�; �)

n¬n ters Fourier dönüşümünü almal¬y¬z, yani

u1 (�; z) =
1

2�

Z
L

�01 (a; �)
K [J1 (Kb)Yo (K�)� Jo (K�)Y1 (Kb)]
K2 [J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)]

e�i�zd�:

� 1

2�

Z
L

�� (�; �) e
�i�zd�:� 1

2�

Z
L

ei�l�+ (�; �) e
�i�zd�: (3.5)

Yukar¬dakine benzer bir mant¬kla L e¼grisinin uygun olarak üstten kapat¬lmas¬

ile integrand¬n üst yar¬ düzlemde kutuplar¬K2 fonksiyonunun basit s¬f¬r¬ olan

� = k noktas¬ ve [J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)] fonksiyonunun � = 
m

noktalar¬ndaki basit s¬f¬rlar¬olacakt¬r. Bu durumda Rezidü teoremini kullan¬rsak

u1 (�; z) = �
ia

k (b2 � a2)�
0
1 (a; k) e

ikz+ i
1

�m
m

1X
m=1

�01 (a; 
m)�mV (�;��m)e�i
mz
aH(a; b;��m)� bB(a; b;��m)

(3.6)

şeklindedir buna göre yans¬ma katsay¬s¬
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R = � ia

k (b2 � a2)�
0
1 (a; k) : (3.7)

olur.
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4 SAYISAL SONUÇLAR

Bu bölümde, ele ald¬¼g¬m¬z geometride içteki ve d¬̧staki dairesel kesitli silindirik

borular¬n yar¬çaplar¬n¬n ve iç duvardaki sonlu boşlu¼gun uzunlu¼gunun temel mod

için yans¬yan ve iletilen alan üzerindeki etkilerini gösteren baz¬say¬sal sonuçlar

sunulmuştur. Bunun için öncelikle bisection yöntemi kullan¬larak (2.31b), (2.64b)

ve (3.2b) denklemleri ile verilmi̧s olan �m; �m ve 
m köklerinin say¬sal de¼gerleri

hesaplanm¬̧st¬r. Daha sonra bu kökler kullan¬larak, problemin çözümünde or-

taya ç¬kan sonsuz boyutlu lineer denklem sistemi Şekil.3�te yap¬lan yak¬nsakl¬k

araşt¬rmas¬yard¬m¬ile belirli bir say¬da kesilerek Gauss-Elimination yöntemi ile

çözülmüş ve bilinmeyen katsay¬lar hesaplanm¬̧st¬r. Son olarakta, bu katsay¬lardan

faydalan¬larak yans¬ma ve iletim katsay¬lar¬bulunmuştur.

Şekil 4.1, yans¬ma ve iletim katsay¬lar¬n¬n genliklerinin kesim say¬s¬N�ye göre

de¼gi̧simini göstermektedir. Aç¬kt¬r ki N > 27 oldu¼gunda yans¬ma ve iletim kat-

say¬lar¬n¬n genliklerinde çok az de¼gi̧sim görülmektedir. Bu durum göz önünde

bulundurularak katsay¬lar¬n bulunmas¬için oluşturulan sistemde ve bundan son-

raki gra�klerde N = 30 al¬nm¬̧st¬r.

Şekil 4.2 ve Şekil 4.3�te temel mod için yans¬ma katsay¬s¬n¬n genli¼ginin farkl¬

ka ve kb de¼gerleri için kl�ye ba¼gl¬ olarak de¼gi̧simi incelenmi̧stir. Gra�klerden

görüldü¼gü gibi kl artt¬kça yans¬ma katsay¬s¬n¬n genli¼gi sal¬n¬m yapmaktad¬r. Baz¬

özel de¼gerler için ise (örne¼gin; kl = 4; ka = 1; kb = 2:5 için j R j' 0:0064

ve kl = 7:1; ka = 1; kb = 2:5 için j R j' 0:0065) yans¬yan alan¬n oldukça az

oldu¼gu görülmektedir. Bu durum motorun az güç tüketerek çal¬̧smas¬anlam¬na

geldi¼ginden bu de¼gerler mühendisler için önemlidir.



28

Şekil 4.4 ve Şekil 4.5�te ise temel mod için iletim katsay¬s¬n¬n genli¼ginin farkl¬

ka ve kb de¼gerleri için kl�ye ba¼gl¬olarak de¼gi̧simi incelenmi̧stir. Di¼ger gra�klere

benzer olarak yine kl de¼geri artt¬kça iletim katsay¬s¬n¬n genli¼gi sal¬n¬m yapmak-

tad¬r. Ayr¬ca kl = 6:3; ka = 1; kb = 2:5 için j T jw 0:2237 ve kl = 12:6; ka =

1; kb = 2:5 için j T jw 0:2237 oldu¼gu dikkate al¬nmas¬gereken noktalard¬r.

Son olarak, yans¬ma ve iletim katsay¬lar¬n¬n genli¼ginin k(b-a) ya göre de¼gi̧simi

incelenmi̧stir. Gra�klerden görülüyor ki, silindirik borunun kesiti artt¬kça her iki

katsay¬n¬n genli¼gide azalmaktad¬r. Bunun sebebi ise kesitin artmas¬ile temel mod-

dan farkl¬olarak di¼ger modlar¬nda yay¬lmaya başlamas¬ve temel mod taraf¬ndan

taş¬nan enerjinin bir k¬sm¬n¬n di¼ger modlar taraf¬ndan taş¬nmaya başlamas¬d¬r.
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5 SONUÇLARVEGELECE¼GEYÖNEL·IKDE¼GER-

LEND·IRMELER

Bu çal¬̧smada, koaksiyal borularda geni̧sleme odas¬veya yutucu malzemeler

kullanmak yerine içteki boruda bulunacak bir boşlu¼gun sesin yay¬l¬m¬na etkisi

incelenmi̧s ve baz¬ nümerik sonuçlar ortaya konmuştur. Söz konusu problem

do¼grudan Fourier dönüşümü uygulanarak Modi�ye Wiener-Hopf denklemine in-

dirgenmi̧s olup daha sonra bu denklem ikinci tipten Fredholm integral denklemleri

arac¬l¬¼g¬ile çözülmüştür. Temel mod için hem yans¬ma hem de iletim katsay¬lar¬

sonsuz say¬da bilinmeyen katsay¬lar bak¬m¬ndan aç¬k olarak ifade edilmi̧stir. Son

olarakta 4. Bölümde elde edilen gra�klerle gürültüyü azaltmak için kullan¬labil-

cek baz¬özel a, b ve l de¼gerleri verilmi̧stir.

Bu çal¬̧smada yap¬lan analizden yola ç¬k¬larak, silindirik borunun iç k¬sm¬n¬n

ak¬̧skanl¬ olmas¬ ve sonlu boşlukta delikli bir tüpün bulunmas¬ veya borunun

duvarlar¬n¬n farkl¬tipte akustik malzemelerle kapl¬olmas¬na ili̧skin incelemeler

yapmak mümkündür. Ak¬̧skan içeren geometride problem oldukça kompleks bir

hal alacakt¬r ve dikkatlice analiz edilmesi gerekecektir.Duvarlar¬n farkl¬akustik

malzemelerle kapl¬olmas¬durumu ise sadece çekirdek fonksiyonunun faktorizas-

yon k¬sm¬nda bir güçlük yaratacakt¬r.
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EK 1. W·IENER-HOPF FAKTOR·IZASYONU

Bu k¬s¬mda, bölüm 2�de söz edilen

M (�) =
J1 (Ka)

J1 (Kb)
[J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)] (E1.1)

fonksiyonunun faktorizasyonu incelenecektir. ·Ilk olarak
J1 (Ka)

J1 (Kb)
fonksiyonunun,

ard¬ndan [J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)] fonksiyonunun faktorizasyonu yap¬larak

M(�) n¬n çarpanlar¬olan M+(�) ve M�(�) belirlenebilir.

Örnek : M(�) = J1 (Ka) = J1 (Kb) fonksiyonunun faktorizasyonu

M(�) fonksiyonu dallanma tekilli¼gine sahip de¼gildir. Yaln¬zca s¬f¬rlar¬ve ku-

tuplar¬mevcuttur. Bu durumda,

J1

�
a
p
k2 � �2m

�
= 0 (E1.2)

ve

J1

�
b

q
k2 � �2m

�
= 0 (E1.3)

olmak üzere

M+(�) =

s
J1 (ka)

J1 (kab)
exp fP (�)g

1Y
m=1

(1 + �
�m
) e

�
#m

(1 + �
�m
) e

�
�m

(E1.4)

olarak bulunur. Burada P(�) sonsuz çarp¬m¬n asimptotik davran¬̧s¬n¬yok edecek

şekilde seçilecektir. Bilindi¼gi gibi Bessel fonksiyonlar¬büyük argümanlar için

Jn (z) s
r
2

�z
cos(z � n�

2
� �
4
) j z j! 1 (E1.5)
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gibi davran¬r. O halde bu fonksiyonun büyük s¬f¬rlar¬da

zm s m� +
n�

2
+
�

4
m!1 (E1.6)

davran¬̧s¬na sahip bulunacakt¬r. Demek ki

�m s
r
k2 � (m�

a
+
�

4a
)2 = m

i�

a
+
i�

4a
. m!1 (E1.7)

ve

�m s
r
k2 � (m�

b
+
�

4b
)2 = m

i�

b
+
i�

4b
. m!1 (E1.8)

olur. Bu ifadeler sayesinde �m = im�=a ve �m = im�=b biçiminde belirlenir.

Ayn¬zamanda sonsuz çarp¬mlar¬n asimptotik davran¬̧s¬

1Y
m=1

�
1 +

�

ma+ b

�
e��=ma =

�( b
a
+ 1)p
2�

(
�

a
)�

1
2 (
�

a
)�

b
a e

�
a
(1�C�log(�

a
)) (E1.9)

formülü yard¬m¬yla �m = im�=a+ i�=4a oldu¼gu da gözönünde bulundurularak

1Y
m=1

(1 +
�

�m
) e

i�a
m� =

�(5
4
)p
2�
(
a�

i�
)�

3
4 e�i

a�
�
(1�C�log(a�

�
)+i�

2
) (E1.10)

elde edilir. Benzer şekilde

1Y
m=1

(1 +
�

�m
) e

i�b
m� =

�(5
4
)p
2�
(
b�

i�
)�

3
4 e�i

b�
�
(1�C�log( b�

�
)+i�

2
) (E1.11)

olur. Bu durumda

1Y
m=1

(1 + �
�m
) e

i�a
m�

(1 + �
�m
) e

i�b
m�

= (
b

a
)
3
4 e

i�
�
[(b�a)(1�C+i�

2
+log ��log�)+a log a�b log b] (E1.12)
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bulunur. Sonuç olarak

M+(�) =

s
J1 (ka)

J1 (kb)
e�

i�
�
[(b�a)(1�C+i�

2
+log ��log�)+a log a�b log b]

1Y
m=1

(1 + �
�m
) e

i�a
m�

(1 + �
�m
) e

i�b
m�

(E1.13)

elde edilmi̧s olur.

Örnek : J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka) fonksiyonunun faktorizas-

yonu

M(�) fonksiyonu dallanma tekilli¼gine sahip de¼gildir. Yaln¬zca s¬f¬rlar¬mev-

cuttur.Bu durumda,

J1 (�ma)Y1 (�mb)� J1 (�mb)Y1 (�ma) = 0 (E1.14)

ve


m =
p
k2 � �2m (E1.15)

olmak üzere

M+(�) =
p
J1 (ka)Y1 (kb)� J1 (kb)Y1 (ka) exp fP (�)g

1Y
m=1

(1 +
�


m
) e

�
Km

(E1.16)

yaz¬l¬r. Burada P(�) sonsuz çarp¬m¬n asimptotik davran¬̧s¬n¬yok edecek şekilde

seçilecektir. Bilindi¼gi gibi Bessel ve Neumann fonksiyonlar¬büyük argümanlar

için s¬ras¬yla
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Jn (z) s
r
2

�z
cos(z � n�

2
� �
4
) j z j! 1 (E1.17)

ve

Yn (z) s
r
2

�z
sin(z � n�

2
� �
4
) j z j! 1 (E1.18)

gibi davran¬r. O halde bu fonksiyonun büyük s¬f¬rlar¬da

cos(Ka�n�
2
��
4
) sin(Kb�n�

2
��
4
)�cos(Kb�n�

2
��
4
) sin(Ka�n�

2
��
4
) = sinK(b�a)

(E1.19)

oldu¼gundan


m =

r
k2 � ( m�

b� a)
2 = m

i�

(b� a) (E1.20)

davran¬̧s¬na sahip bulunur. Demek ki, Km =
im�
(b�a) biçimindedir. Ayn¬zamanda

sonsuz çarp¬mlar¬n asimptotik davran¬̧s¬

1Y
m=1

(1 +
�

ma+ b
) e�

�
ma =

�( b
a
+ 1)p
2�

(
�

a
)�

1
2 (
�

a
)�

b
2 e

�
a
(1�C�log(�

a
)) (E1.21)

formülü yard¬m¬ile 
m =
im�
(b�a) oldu¼gu da gözönünde bulundurularak

1Y
m=1

(1 +
�


m
) e

i�(b�a)
m� =

s
i

2�(b� a)e
�i�(b�a)

�
(1�C�log�+log ��log(b�a)+i�

2
) (E1.22)

elde edilir. Sonuç olarak
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M+(�) =
p
J1 (ka)Y1 (kb)� J1 (kb)Y1 (ka)ei

�(b�a)
�

(1�C+log �
�(b�a)+i

�
2
)
1Y
m=1

(1+
�


m
)e

i�(b�a)
m�

(E1.23)

elde edilmi̧s olur

Örnek : M (�) =
J1 (Ka)

J1 (Kb)
[J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka)] fonksiyonunun

faktorizasyonu

M(�) fonksiyonu

M(�) =M1(�)M2(�) (E1.24)

biçiminde düzenlenir,

M1(�) =
J1 (Ka)

J1 (Kb)
(E1.25)

ve

M2(�) = J1 (Ka)Y1 (Kb)� J1 (Kb)Y1 (Ka) (E1.26)

biçiminde tan¬mlan¬r ve önceki iki bölümde elde edilen sonuçlar birleştirilirse

M+
1 (�) =

s
J1 (ka)

J1 (kb)
e�

i�
�
[(b�a)(1�C+i�

2
+log ��log�)+a log a�b log b]

1Y
m=1

(1 + �
�m
) e

i�a
m�

(1 + �
�m
) e

i�b
m�

(E1.27)

ve
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M+
2 (�) =

p
J1 (ka)Y1 (kb)� J1 (kb)Y1 (ka)ei

�(b�a)
�

(1�C+log �
�(b�a)+i

�
2
)
1Y
m=1

(1+
�


m
)e

i�(b�a)
m�

(E1.28)

olmak üzere,

e�
i�
�
[(b�a)(1�C+i�

2
+log �

�
)+log a

a

bb
]ei

�(b�a)
�

(1�C+log �
�(b�a)+i

�
2
) = e

i�
�
[log bb

aa(b�a)(b�a)
]

(E1.29)

ili̧skisi yard¬m¬yla

M+(�) =

s
J1 (ka)

J1 (kb)
J1 (ka)Y1 (kb)� J1 (kb)Y1 (ka)e

i�
�
[log bb

aa(b�a)(b�a)
]
1Y
m=1

(1 + �
�m
)(1 + �


m
)

(1 + �
�m
)

(E1.30)

elde edilir.
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