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TEZ KONUSU:

OZET

Hiperbolik-Parabolik Diferansiyel Ve Fark Denklem-

leri igin Lokal Olmayan Sinir Deger Problemleri

YAZAR ADLI:

Yildirrm OZDEMIR

Bu ¢aligmada Hilbert uzayinda verilen fark denklemlerinin self-adjoint pozitif tanimli

A operatorli ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemi

(

ele alimmigtar.

kestirimleri elde edilmigtir.

TuO 4 Au(t) = (1), 0< <1,
T+ Au(t) = g(t), —1<t<0,
N
u(=1) = > aju (”7) + 20 B (N) + e,

Operator yaklagimi uygulanarak bu problemin ¢oziimiiniin kararhlik

Bu problemin yaklagik ¢oziimleri i¢in fark gemalarinin

kararliligi gosterilmigtir. Uygulamalarda bu sonug, hiperbolik-parabolik denklemlerin

fark semalarinin ¢oziimii i¢in kararlilik kestirimlerinin elde edilmesini saglamigtir. Bu

fark semalarimin ¢oziimii i¢in yapilan teorik sonuclarin dogrulugu, sayisal denemelerle

de desteklenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik-Parabolik Fark Denklemi, Fark Semalar1, Kararhilik
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SUMMARY

TITLE: Nonlocal Boundary Value Problem for Hyperbolic-Parabolic

Differential and Difference Equations

AUTHOR: Yildirrm OZDEMIR

In this work the multipoint nonlocal boundary value problem

(LU 4 Au(t) = F(b), 0<t <1,

dt?
Wb 4 Au(t) = g(t), —1<t<0,
N L
u(—1) = 0t (1) + Zlﬁﬂﬂ (A7) + o,
J= J=

\ j=1 j=1
for the differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite
operator A is considered. Applying the operator approach, the stability estimates
for the solution of this problem are obtained. The stability of difference schemes for
approximately solving this problem are presented. In applications, this abstract results
permit to obtain the stability estimates for the solution of the difference schemes for
hyperbolic-parabolic equations. The theoretical statements for the solution of this

difference schemes are supported by the results of numerical experiments.

Keywords: Hyperbolic-Parabolic Difference Equation, Difference Schemes, Sta-
bility
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1 GIRIS

Akigkanlar mekanigindeki bir ¢ok problemde, 1s1 akisi, fiizyon siireci, matematiksel
biyoloji ve diger pek cok fiziksel alanlarda karsimiza hiperbolik-parabolik tipteki dife-
ransiyel denklemler gikmaktadir. Bu tip denklemlerle fiziksel olaylarin modelleri ifade
edilebilir. Bu tipteki denklemler i¢in sinir deger probleminin ¢oziim metotlar: iizerine
kapsamli olarak bir ¢ok aragtirma yapilmigtir. (bkz. [Korzyuk, V. I. ve Lemeshevsky,
S. V., 2001], [Vallet, G., 2003 |, [Glazatov, S. N., 1998], [Karatoprakliev, G. D., 1989,
[Karatopraklieva, M. G., 1991], [Gerish, A., Kotschote, M. ve Zacher, R., 2004], [Sala-
hatdinov, M. S., 1974], [Drujaev, T. D., 1979], [Bazarov, D. ve Soltanov, H., 1995,
[Vragov, V. N., 1983], [Nakhushev, A. M., 1995], [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A.,
2005], [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2004]).

Bu ¢alismada, H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tanimli A operatorli

(

dt2 +Au() f(t>70§t§17
A0y Ault () g(t), —1<t<0,

< Zaj (u]>+§1ﬁju'w>+so, (LD)

Jj=

\ j:l

¢ok noktali lokal olmayan sinir deger problemi ele alinmigtir. Bilindigi gibi, hiperbolik-
parabolik denklemler i¢in cesitli lokal olmayan simir deger problemleri (1.1) lokal ol-
mayan sinir deger problemine doniigtiiriilebilir. (bkz. [Salahatdinov, M.S., 1974], [Dju-
raev, T. D., 1978], [Bazarov, D. ve Soltanov, H., 1995], [Krein, S. G., 1966]).

Asagidaki sartlar saglayan u(t) fonksiyonu (1.1) problemin ¢oziimiidiir:

i. wu(t) fonksiyonu (0, 1] arahginda ikinci tiirevi siirekli olan ve [—1, 1] araliginda
tiirevi siirekli olan bir fonksiyondur. Araligin sinir noktalarindaki tiirevler, uygun tek

tarafli tiirevler olarak anlagilir.

ii. wu(t) fonksiyonu, A operatoriiniin tanim kiimesinin elemanidir ve Au(t) fonksi-

yonu [—1, 1] arahginda siireklidir.

iii. u(t) fonksiyonu, (1.1) denklemini ve bu denklemin lokal olmayan sinir kogulunu

saglar.

Eger f(¢), [0, 1] araliginda ve g (¢) , [—1, 0] araliginda tiirevleri siirekli olan iki fonksi-
yon ise, [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2001] makalesinde (1.1) probleminin kararhlik



kestirimleri ispatlanmigtir.

Teorem 1.1. Eger ¢ € D(A) ve f(t) fonksiyonu, [0, 1] araliginda, g (t) fonksiyonu
[—1,0] arahginda tiirevleri siirekli ve a; =0, j = 2,---,N; 3, =0, j =1,---, L ise, bu

durumda (1.1) probleminin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim igin asagidaki

<
s u(0)] < M Dol

+_11n§%>§<0||9(t)||H+012%X1HA_l/zf(t)HH :
max_||AY?u(t)||,, < M[[||A7%¢|,,

—-1<t<1

0
+||9(0>||H+/||9’(t)|lHdt+ max || ()]l |

0<t<1
du(t) d*u(t)

max max
—1<t<0 || dt ||y o<t dt® ||,

+ max [|Au(t)|; < M [||A¢]l, + [[A29(0)]],

—1<t<

—1<¢<0

1/ O) + max ||g’(t)HH+/||f’(t)HHdt
0

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi f(t), g(t) ve ¢’den bagimsizdir.

Bu ¢alismanin ardindan, a; = 0, j = 2,--- N ve . =0, j = 1,- - -, L oldugu

j
durumlarda, (1.1) probleminin sayisal ¢6ziimlerini bulmaya yonelik metotlar kapsamh
olarak aragtirilmigtir. (bkz. [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2000], [Ashyralyev,
A. ve Yurtsever, A., 2001], [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2005], [Ashyralyev, A.
ve Yurtsever, A., 2006], [Ashyralyev, A. ve Muradov, I., 1995], [Ashyralyev, A. ve
Muradov, 1., 1996], [Ashyralyev, A. ve Muradov, 1., 1998], [Ashyralyev, A. ve Orazov,

M. B., 1999], [Ashyralyev, A. ve Orazov, M. B., 1999], [Ashyralyev, A., 1999]).

Ornegin; [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2000] ve [Ashyralyev, A. ve Yurtsever,
A., 2001] makalelerinde, (1.1) probleminin yaklagtk ¢oziimiinii bulmak icin A2 o-
peratorii tarafindan olusturulan birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar
kurulmusgtur. Bu fark semalarinin ¢oztimleri i¢in kararlilik kestirimleri elde edilmigtir.
Uygulamalarda, hiperbolik-parabolik denklemler i¢in karma tipli sinir deger problem-
lerinin fark semalarinin ¢oztimlerinin kararliligi gosterilmistir. Ancak, bu fark denklem-
lerinin pratikte kullanilmas icin, ilk once A'/? operatoriiniin olusturulmas: gerekmek-

tedir. Fakat, bu iglem bilgisayar icin oldukca gii¢tiir. Bu ylizden, iyi teorik sonuclar



elde edilmesine ragmen, bu problemin sayisal ¢oziimlerini bulmak zordur ve degeri
beklenildigi gibi degildir.

Daha sonralari, [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2005] ve [Ashyralyev, A. ve
Yurtsever, A., 2006] makalelerinde, (1.1) probleminin yaklagik ¢dziimiinii bulmak igin
tamsay1 kuvvetli A operatorii tarafindan olugturulan birinci ve ikinci basamaktan
dogruluklu fark gemalar1 kurulmugtur. Bu fark semalarinin ¢oziimleri igin kararhilik
kestirimleri elde edilmistir. Ilgili fark semalarmin dogrulugu sayisal denemelerle de

desteklenmigtir.

Son olarak, baz 6zel durumlar igin benzer sonuglar, daha erken yillarda [Ashyralyev,
A. ve Muradov, 1., 1995], [Ashyralyev, A. ve Muradov, 1., 1996], [Ashyralyev, A. ve
Muradov, 1., 1998], [Ashyralyev, A. ve Orazov, M. B., 1999], [Ashyralyev, A. ve Orazov,
M. B., 1999], [Ashyralyev, A., 1999] ¢aligmalarinda karsimiza ¢ikmaktadir.

Yapilan bu ¢aligmalardan bagka, [Ashyralyev, A. ve Ozdemir, Y., 2005] makalesinde,
a =0,i=2,---Nvep, =0,i=2--- L oldugu durumlarda da, f(¢) fonksiy-
onunun [0, 1] arahginda ve g (¢) fonksiyonunun [—1,0] araliginda tiirevlerinin siirekli
olmasindan daha giiglii bir kogul ile, (1.1) probleminin ¢6ziimiiniin kararlilik kestirim-

leri elde edilmigtir.

Teorem 1.2. Eger p € D(A),g(0) € D(AY?),4'(0) € H, f(0) € D(AY?), f'(0) €
H ve f(t), [0,1] arahginda, g (t), [—1,0] araliginda ikinci tiirevleri siirekli olan iki
fonksiyon ve a; = 0, j = 2,---,N; B; =0, j = 2,---, L ise, (1.1) probleminin tek

¢Ooziimi vardir ve bu ¢oziim i¢in agagidaki

max Ju(®)lly < M [MH T max |49,

—1<t<1 —1<t<0

1472000, + A5 + s 427 O]

0<t<1

du

dt

1/2 /2
s |G s Ao, < a4,

+ 9Ol + max llg' ()]l 5 +[1/(0)]z + max Hf’(t)!lgl :

—1<t<0 0<t<1

d*u

dt?

du

dt

max
0<t<1

x|l e [ Au(®)],

<M [uAsoHH [ A2g)|],, + 1 Ol + max 9"l

—1<t<0

AV EO + 15O + g 1O

0<t<1



kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi f(t), g(t) ve ¢’den bagimsizdir.

Bu gahgmanin ardindan, a; =0, j =2,---, N ve §; =0, j = 2,---, L oldugu durum-
larda, (1.1) probleminin sayisal ¢dziimlerini bulmaya yonelik metotlar kapsamli olarak
aragtirlmigtir. (bkz. [Ozdemir, Y., 2005], [Ashyaralyev, A. ve Ozdemir, Y., 2005]).
Yani, (1.1) probleminin yaklagik ¢6ziimiinii bulmak igin birinci ve ikinci basamaktan
dogruluklu fark semalar1 kurulmustur. Bu fark semalarinin ¢éziimii i¢in kararlilik kes-
tirimleri elde edilmistir. Uygulamalarda, hiperbolik-parabolik denklemler icin karma
tipli sinir deger problemlerinin fark semalarinin ¢oziimlerinin kararliligi ispatlamistir.
Bu fark semalarinin ¢6ziimi icin elde edilen teorik sonuclarin dogrulugu, sayisal dene-

melerle de desteklenmigtir.

Bu tezdeki amag, f(t), [0,1] arahginda ve g (¢), [—1,0] aralginda ikinci tiirevleri
N L

stirekli olan iki fonksiyon ve ) |o;|, > ‘ﬁj‘ < 1,0 < p;,Aj < 1 oldugu zaman, gok
=1 =1

noktali (1.1) probleminin ¢6ziimiiniin kararlihgini aragtirmaktir.

Oncelikle, tezin icerdigi konu baghklarindan kisaca bahsedelim. Bu calisma alti

boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim giris kismidir.

Ikinci boliim iki kisimdan olugmaktadir. Birinci kisimda; H Hilbert uzayinda, hiper-
bolik-parabolik denklemler i¢in ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger probleminin
kararliligi hakkindaki temel teorem ispat edilmistir. Ikinci kisimda ise; birinci
kisimda elde edilen soyut sonug¢ kullanilarak, uygulamalarda hiperbolik-parabolik

denklemler i¢in fark semalarinin ¢oziimiintin kararlilik kestirimi elde edilmistir.

Uciincii béliim iki kisimdan olusmaktadir. Ilk kisimda; H Hilbert uzaymda self-
adjoint pozitif tammmli A operatorlii, hiperbolik-parabolik denklemler icin lokal
olmayan siir deger problemlerinin yaklagik ¢oziimlerini elde etmek amaciyla,
kararli bi-rinci basamaktan dogruluklu fark semasi kurulmustur. Ayrica, bu fark
semalarimin ¢oziimleri icin kararlilik kestirimleri ispat edilmistir. Ikinci kisimda

ise uygulamalar verilmistir.

Dordiincii boliim ii¢ kisimdan olusmaktadir. H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif
tanimli A operatorlii, hiperbolik-parabolik denklemler i¢in lokal olmayan siir

deger problemlerinin yaklagik coziimlerini elde etmek amaciyla, kararh ikinci



basamaktan dogruluklu fark semalar1 kurulmus, ilgili fark semalarinin ¢éztimleri

icin kararlilik kestirimleri kanitlanmig ve uygulamalar: verilmigtir.

Besinci boliim sayisal sonuglar kismidir. Birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu
fark semalari ile ¢aligilmig ve uygun matlab programlari yazilarak ikinci basamak-
tan dogruluklu fark gemalarinin, birinci basamaktan dogruluklu fark semlarina
oranla daha dogru oldugu goriilmiigtiir. Ayrica bu boliim, tiim sekiller ve tablo-

lar1 da igermektedir.

Altinci boliim sonuglardir.

Ayrica tezin sonunda kaynaklar ve ekler kisimlar1 da verilmistir.



2 HIPERBOLIK-PARABOLIK DIFERANSIYEL
DENKLEM ICIN COK NOKTALI LOKAL OL-
MAYAN SINIR DEGER PROBLEMI

2.1 Temel Teorem

H Hilbert uzayinda, A self-adjoint pozitif tanimh operator ve A > 01, 6 > 6o > 0’dir.
Bu galigma boyunca, giiglii siirekli kosiniis operator-fonksiyonu ¢(t), (t > 0)

A1/2 i1 Al/2
6n‘,A +e itA
e ="

formiilii ile tammmlanir. Bu durumda,

sinus operatér—fonksiyonu S (t)’nin tamimindan
A1/2 i1 Al/2
eztA e itA

2

s(t) = A~Y?
formiilii ortaya ¢ikar. Kosiniis operator-fonksiyonlar teorisi i¢in [Fattorini, H. O., 1985]
ve [Piskarev, S. ve Shaw, Y., 1997] kaynaklarina bagvurulmustur.
Oncelikle ileride ihtiyac duyacagimz yardimer teoremleri verelim.

Yardimci Teorem 2.1. Asagidaki

el e < LA sO)|]_py < 1, (2.1)
|Ave™ |, <tT7e T t>0,0<y<1,6>0 (2.2)
kestirimler saglanir.
Yardimci Teorem 2.2. Oncelikle
L
I— Z% — As ()] e+ B [s(A) + e (V)] Ae?
j=1

operatoriiniin tersi vardir ve

L

( ZO‘J — As (NJ)] A+Zﬁj s ()‘j) ‘1’0()‘3')} Ae_A>

j=1



agagidaki
|| < M (2.3)

kestirim saglanir. Burada, M katsayisi ay, 3, pu; ve Aj’den bagimsizdir.

Ispat. Burada, (2.3) kestiriminin ispati

L

H ZO@ AS(MJ)] A+Zﬁj[5(>\j)+c()\j)]Ae—A

J=1

<1 (2.4)

H—H
esitsizligine dayanmaktadir. ¢ (u) ve s (p) fonksiyonlarinin tanimlar: ve A operatoriiniin
self-adjoint pozitif tanimh olmasi 6zellikleri kullanilarak

L

|| ZO@ As(ﬂg)] A+Zﬁj[5()‘j)+c()\j)]Ae*A

J=1

H—H

sup
5<p<oo

'MZ

os (/) — /psin (V)]

+Zﬁ VBsin (Vo) + peos (oA e

kestirimi elde edilir. Buradan,

cos (vpu;) = v/psin (Vo) = v/p + Leos (Vpu; = pyo)
Vpsin (y/pA;) + peos (v/oX;) = v/py/p+ Leos (/oA = Ajo)

oldugu i¢in

L
|| Zoz] — As (,u])] A—l—Z@j [s (Aj) +c(N))] Ae4
J=1 H—H
< 6<su<p [Z|a]] |cos (v/pr,) — v/psin (V)|
p<oo | ST
3718 I/Bsin (yAA) + peos ()
j=1
< sup [Z|oq|\/p+ +Z\6 N R
p<oo | T
< sup ptl(l+ple”
0<dp<d<p<oo
kestirimi alimir. Son olarak, sup vp+1 (1 + \/ﬁ) e ? < 1 olmasi1 nedeniyle,
0<dp<d<p<oo

(2.4) kestirimi elde edilir ve boylelikle Yardimer Teorem 2.2 ispatlanmig olur.



Simdi, (1.1) probleminin ¢6éziimii i¢in gerekli formiiller elde edilecektir.

gibi,
u’ () + Au(t) = f (1), 0<t <1,
U(O) = Uo, u’ (0) = UB,

{ W)+ Aut) = g (t),—1 <t <0,
u(—1)=u_y

baglangi¢ deger problemlerinin

u<t>—c<t>u<o>+s<t>u’<o>+/Ots<t—y>f<y>dy, 0<t<1

ve
t

u(t) = e Ay, +/ e WA () dy, —1<t<0

-1

Bilindigi

(2.5)

(2.7)

(2.8)

formiillerini saglayan tek ¢oziimleri vardir. Buradaki (2.7), (2.8) formiilleri ve (1.1)

denklemi kullanilarak,

ul)=le() - As @ {e o+ [ 90 d
)+ / S y) dy
0
formiili elde edilir. Daha sonra
N L
u(—-1) = Z a;u (Nj) + Z Biu' (A) +
j=1 j=1

Aj
+c<Aj>g<o>+/0 c<Aj—y>f<y>dy}+so

operator denklemi saglanir. Bilindigi gibi,

L

I— Zaj — As ()] e A—l—Zﬁj [s (\j) +c()\;)] Ae™

j=1

(2.9)



operatoriuniin

L

T = ([ — Zaj [c (,uj) — As (,ujﬂ e A+ Zﬁj [s (Aj) +c(N))] A€A>

j=1

tersi var oldugundan, (2.10) operatér denkleminin ¢éziimii igin

u_lzT

Dol ()~ As (1)) [ o)y

+s (1) 9 (0) + /OM s (i —v) f(y)dy}

+Zﬁj{[—As () —AC(%’)]/ g (y) dy

-1

Aj
+c<Aj>g<o>+/0 c(Aj—y>f<y>dy}+4

(2.11)

formiilii elde edilir. Boylece, (1.1) lokal olmayan sinir deger probleminin ¢éziimii igin,

(2.8), (2.9) ve (2.11) formiilleri belirlenmis olur.

Teorem 2.1. Eger ¢ € D(A), g(0) € D(AY?), ¢(0) € H, f(0) € D(AY?), f'(0) €

H ve f(t), [0,1] arahginda, ¢ (t), [—1,0] arahginda ikinci tiirevleri siirekli olan iki

fonksiyon ise, bu durumda (1.1) probleminin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim igin

asagidaki
max ()]l < M [nsouH T omax A7 200,

—1<t<1 —1<t<0

A0+ 47210+ s 427 )L

0<t<1

du

dt

+ X HAl/zu(t)HH <M [||A1/2¢||H

max
—1<t<1 "

—1<t<0 0<t<1

+ 9Oz + max llg' ()]l 5 + [1/(0)z + max Hf'(t)!lg} :

2

dt* ||,

du

dt

max max + max |[Au(t)|
~1<t<0 g 0<t<l —1<i<1

<M [I|A90||H+ [AY2g(O)]| + 19 Ol + max [lg" ()]l

—1<t<0

+[[AVZFO)], + £ Ol + max | £ ()]

0<t<1

(2.12)

(2.13)

(2.14)

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi f(t), g(t) ve ¢’den bagimsizdir.
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Ispat. Ilk olarak, (2.12) kestirimi elde edilecektir. Bunun icin (2.11) formiilii ve

kismi integrasyon kullanilarak,

U_1 =

T éaj {c () [A7 (g (0) —e g (-1) (2.15)
—/_i 4’ (y )dy)} + As (1) (eAg(—l) +/_i e’ (y) dy)
+ A7 {f (1;) — ¢ (1) f(0) = /Ouj ¢ —y) f' (v) dy} }

+iﬂj {_AS \) <g (0) — e Ag(—1) — /0 g (y) dy>

-1

0

+Ac ())) (e_Ag (-1 +/

-1

e’ (y )dy)

+As (A;) f(0) + /OAj s(\—y) f (v) dy} + 90}

formiilii elde edilir. Buradan, (2.3), (2.1) ve (2.2) kestirimleri yardimuyla,

ol < 01 el + 47240,

+ ||A_1/2g(0) + HA_I/Qf(O) + max ||A” 12 ¢

”H 0<t<1 H ] (2.16)

I

kestirimi bulunur. Daha sonra, (2.8), (2.9) formiilleri ve kismi integrasyon kullanilarak,

w(t) = e DAy 4 A1 (g(t) —e g (-1) (2.17)
—/t e’ (y) dy, —1<t<0)
u(t) =[c(t)— As(t)] {e " uy (2.18)

0

a7 (50 -y - [

-1

g ()dy) b+s (090

rat [0 e 10 - [ et s Gan 0 <e<1]

formiilleri elde edilir. Son olarak, (2.1) ve (2.2) kestirimleri kullamlarak,

||lu(t )HH<M{Hu 1l + max ||A” 124/

—1<t<0 ||H + HA_1/29(0)HH] ,—1 <1 <0,

+HA 1/2f

(@)l < M [max A2 Ol

0<t<1 HH



11

tlually + max A4, + |47 9O, 0 <t <1

kestirimleri alimir. Boylece, (2.16) kestirimi ve son iki kestirim yardimiyla (2.12) kes-

tirimi ispatlanmig olur.

Ikinci olarak, (2.13) kestirimi elde edilecektir. Bunun icin éncelikle, (2.15) formiiliine

AY? wygulanarak ve (2.3), (2.1), (2.2) kestirimleri kullamlarak,

A, < [V, + max 1O,
+9(0)1y + 1£(0) 1 + mmas ||f'<t>||H] (2.19)

kestirimi elde edilir. Sonra da (2.17), (2.18) formiillerine A'/? uygulanarak ve (2.1),
(2.2) kestirimleri kullanilarak,

| A2 )], < M {!\A”u—lHH + max g/l + ||g<o>||H] ~1<t<0,

|2 @), < M {max POl + 170

0<t<1

A0+ s 1901+ 10| 0 <t <1

kestirimleri alinir. Béylece, (2.19) kestirimi ve son iki kestirim yardimiyla (2.13) kes-

tirimi ispatlanmig olur.

Uciincii olarak, (2.14) kestirimi elde edilecektir. Bunun icin, (2.15) formiilii ve kismi

integrasyon kullanilarak,

0

A [g' © - (-0- [

-1

e’g" (y) dy} )

As (1) (e—Ag(_l) oAt [g' (0) — e g (=1) — /0 e?q" (y) dyD

-1

A7 1) = ) FO = [s60) O = [ 56y -0) 7)) |}

378, {=4s () (9.(0) — e 49 (—1) -

J=1

A g O =ty e -

-1

0

e’q" (y) dy} >
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0

re ) (g () + A7 g ©) - (1) - [

y e*g" () dy} )
FASOW 0 = A7 [ 00 = e £ 0 - [ e ) an|} 4]

formiilii elde edilir. Buradan, (2.3), (2.1) ve (2.2) kestirimleri yardimuyla,

—1<t<0

| Au ]y < M [HASOHH + mas [l (1) + 19/l
+[[4129(0) [ + (|42 F ) + 117/ O) + pusws 11772 >||H] (2.20)

kestirimi alinir. Daha sonra, (2.17), (2.18) formiilleri ve kismi integrasyon kullanilarak,
w(t) =e D4y | 4 A- ( (t) —e g (~1)

—A7! [g’ (t)—e g (=1) = [ e¥g"( dyD —1<t<0,
(0) -

9

focn feroa)

s (69 (0)+ A (6) — e (t) £ (0
—[s<t>f'<o>+/ s<t—y>f”<y>dy},oggl

0

formiilleri elde edilir. Son iki formiile A uygulanarak ve (2.1), (2.2) kestirimleri kul-
lanilarak,

—1<t<0

JAu(®)],; < M [uAu At max O]
A2, + 19 O)]5] — 1<t <0,

HAU()HH<M[maX LF" @)l + [|AY2 O + 1170l

0<t<1

lAuly+ mas 9Ol + A0, + 19 ©0)]| 0t <1

kestirimleri alimir. Boylece, (2.20) ve son iki kestirim yardimiyla (2.14) kestirimi ispat-

lamig olur. Dolayisiyla Teorem 2.1°in ispat1 tamamlanmigtir.
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2.2 Uygulamalar

Ik olarak, bir boyutlu hiperbolik-parabolik denklem icin lokal olmayan simr deger
problemi

)
vy — (a(2)vg). +0v = f(t,2),0<t <1, 0<z <1,

v — (a(z)vg)r +0v =g(t,z), -1 <t <0, 0<x <1,

v(—=1,z) = % ajv (py, ) + i Bive(Aj, ) +¢(x),0 <o <1,
=1 =1 (2.21)

N L
Zl|aj|721’5j‘ <L0<p, A <1,
j= =

v(t,0) = v(t,1),v,(t,0) = v, (¢, 1), -1 <t < 1,
v(

\ 0+,2) = v(0—,2),v(04+,2) = v,(0—,2),0 <z < 1

ele alimmigtir. Eger a(z) > a > 0 (x € (0,1)); ¢(z) (x €[0,1]); f(t,z) (¢t € [0,1],
x € [0,1)); g(t,z) (t € [-1,0],z € [0,1]) fonksiyonlar: tanim kiimelerinde yeterince
piiriizsiiz (smooth) ve § = sabit > 0 ise, bu durumda (2.21) probleminin ¢éziimii
vardir ve tektir. Bunun igin, (2.21) problemi, H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif

tanmimli A operatorlii, (1.1) lokal olmayan simir deger problemine déntistiiriilebilir.

Teorem 2.2. Lokal olmayan sinir deger (2.21) probleminin ¢6ztiimii i¢in asagidaki

max ||vs(t, ')||L2[0,1} =M [Hf(oa ')||L2[0,1] + max || f¢(t, ‘)||L2[0,1}

“1<t<1 0<t<1

190, Y o + mas et Vo + H%HLQ[O,”] ,

—1<t<0

max ||v,(t, ‘)||L2[o71} =M [Hf(oa ‘)||L2[0,1] + max || f,(¢, ‘)||L2[o,1}

—1<t<1 0<t<1

+ [l9(0, ')||L2[0,1} + _IPS%}S((] e (2, ')||L2[0,1} + ||¢x|lL2[0,1]:| )

X vz (t, ')||L2[0,1] + RPN [[ve (2, ')“LQ[O,l] + 322X Vs (2, -)||L2[0,1]

<M H(pa:HLz[O,l} + 1£(0, ‘)HLQ[O,U + |1 £:(0, ‘)”Lz[o,l} + max || fu(t, ‘)”Lz[o,l}

0<t<1

+19(0, ')HL2[0,1] + [19:(0, ')||L2[o,1] + —rlnﬁ}éo 1 gse (¢, ')||L2[0,1]:|

kararhlik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi f (¢, z), g(t, x) ve ¢(z)’den bagimsizdir.

Teorem 2.2'nin ispati, soyut Teorem 2.1 ve (2.21) problemini tarafindan olugturulan

uzay operatorinin simetri ozelliklerine dayanmaktadir.
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Ikinci olarak, n-boyutlu R Oklid uzaymnda, Q = (0 <z < 1,1 <k <n) bir agk
kiime ve S bu kiimenin smir1 olsun éyle ki Q = Q U S°dir. [0, 1] x Q kiimesinde, cok

boyutlu hiperbolik-parabolik denklem i¢in karma sinir deger problemi

4 n

Ut — Z (GT(I>UIBT>33T = f(t,:c),O Sts 17

r=1
x=(r1,...,7,) € Q,

n

vy — > (ap(2)vg, ), =g(t,z), -1 <t <0,

r=1
x:(acl,..., n) € 8,

L J—
( ) Za] (/Jljax)+26'/0t()‘j7x)+()0(x)7x€ Q?
% ], z\ﬁ\<1 0<py A <1,

]:

(t,z) =0,z €S, -1 <t <1,
v(0+,2) = v(0—, 2),v:(0+,2) = v,(0—,2), 7 € Q

(2.22)

@

\
ele alnmigtir.  Q kiimesinde tammlanan tiim integrallenebilen fonksiyonlar, Lo(€2)

Hilbert uzay: olarak tanimlanir. Bu uzayda norm

sy =4 [+ [ 1f@Pdn, s

zeQ

1/2

formiilii ile almir. Eger a,(z) > a > 0, ¢(z) (z € Q) ve f(t,z) (t € (0,1),2 € Q);g(t, )
(t € (—1,0),z € Q) fonksiyonlar1 tanim kiimelerinde yeterince piiriizsiiz ise, bu du-
rumda (2.22) probleminin ¢éziimii vardir ve tektir. Bunun igin, (2.22) problemi, H
Hilbert uzaymda self-adjoint pozitif tanimh A operatorlii, (1.1) lokal olmayan simir

deger problemine doniistiiriilebilir.

Teorem 2.3. Lokal olmayan sinir deger (2.22) probleminin ¢6ziimii i¢in agagidaki

max ZH% Mo =M {Hf( M o@ + max [ it )l @

—1<t<1 0<t<1
Lo(9) ] )

max Zl\vxr Wiy <M {Hf( M ,@ + max [ it )l L@

—1<t<1 0<t<1
Ly(Q ] )

_rlrggZva Wir,@ + rlnggollvt( Nr,@ +g2§<xl||vtt( N ra@)

+119(0, Iy + max Nge(t, )@ +ZH%

1<t<0

+119(0, |y + max gt )@ +ZH%

1<t<0
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<MD e,

r=1

|o@ + 1O @y + 1200, )y @ + max 1 fee(ts )| @)

1900y + 19600, oy + max lgee(t, )1, @)

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi f (¢, x), g(t, ) ve ¢(x) den bagimsizdir.

Teorem 2.3. {in ispati, soyut Teorem 2.1, (2.22) problemini tarafindan olugturulan
uzay operatoriiniin simetri 6zelliklerine ve agagidaki Lo () uzayinda eliptik diferansiyel

probleminin ¢oziimii i¢in koersiv kestirimi alinan teoreme dayanmaktadir.

Teorem 2.4. Eliptik diferansiyel probleminin
A*u(z) = w(x),z € Q, (2.23)

u(x) =0,z €8

¢ozumi i¢in agagidaki
> Mol < MIIwllLae)-
r=1

koersiv kestirimi saglanir [Sobolevskii, P. E., 1975].
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3 BIRINCI BASAMAKTAN DOGRULUKLU
FARK SEMASI

3.1 Fark Semasi

Bu ¢alisma boyunca, iglemlerde kolayhk saglamasi i¢in min p;, min A; > 27 olarak

alinacaktir. Bu boliimde, (1.1) sinir deger problemi ile bu probleme kargilik gelen

;

T2 (Upr = 2up, + up—1) + Augir = fi, fi = f (tra1)

tre1 = (E+1)7,1 <k <N,

T (g —wpr) + Aug = gry gr = 9(t), te = kT, =N < k <0, (3.1)
7 (uy — uo) = —Auyg + 90,

\

birinci basamaktan dogruluklu fark semasi incelenmistir.

Bilindigi gibi, H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tanimli A diferansiyel ope-
ratorlii lokal olmayan smir deger probleminin bir degiskenli diskritizasyon (discretiza-
tion) fark semalarini aragtirmak demek, Hj, Hilbert uzaylarinda h’ye (0 < h < hg) gore
diizgiin self-adjoint pozitif tanimhi A, fark operatorlii ok degiskenli diskritizasyon fark
semalarini aragtirmak demektir. Dolayisiyla bu ¢aligmada sadece bir degigskenli diskri-

tizasyon fark semalar1 incelenmektedir.
Oncelikle ileride ihtiyac duyacagimz yardimer teoremleri verelim.

Yardimci Teorem 3.1. Agagidaki

| R (£7AY?) < 1,|[rAYV2R (£74'?) <1, (3.2)

Iy < lr—n

| R < M (1+06m)", ||AR" <M (kr) " E>1 (3.3)

kestirimler saglanir. Burada, M katsayisi1 7’dan bagimsizdir ve
R(£7AY?) = (I+irAYV*)"  R=R(rA) = (I+7A)"
dir.
Yardimci Teorem 3.2. Oncelikle

N
I— [Z Q; {{% [R[uj/f]—l (TAl/z) + Rlug/r-1 (_TA1/2)]

j=1
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_|_iA1/2 [R[.U‘j/T]_l (TAl/Q) + Rlki/rl-1 (_TAl/Q)}}
2

LAV (14 72 A) [R5 (<7 AV2) — R (rAV2)) } RY

_Zﬁ 71 ({{ R[’\ /711 ( A1/2) + R/l (—TAI/Q)]

—i—;Al/Q [R[/\j/‘r]fl (TAl/Q) + Rgl/rl-1 (_TAl/Z)}}
i

1 o s
—2—2,,41/2 (I +72A) [R¥/T (=7 AY2) — R/ (TAW)}}
1 i/ T|— i/ T|—
_ {{5 [R[/\J/ -2 (TA1/2) + RPi/TI=2 (—TAI/Q)}
L a2 /-2 (g2 /=2 (412 Loy 2
+—AY?[R (TAY?) + R (=rAP)] § + A (T +774)

21
% [R[,\j/r]fl (—TAl/Q) _ pl/rl-1 (TAl/Q)] }) RN]

operatoriniin tersi vardir ve

( i {{ R[MJ/T (TA1/2)+R[M/T]—1 (—TAl/z)]

L L [RIna/m=1 (7 A1/2) 4 Rins/m=1 (—p AV/2)] }
2

~ AV (I 4 72) [R7) (e AV2) — I (A1) } RN

+ Zﬁ ! ({{ [RPAN/T71 (7 AVZ) 4 R/ (—7 A1)
o A2 [RSIT (1 A12) 4 Bl (_TAW)}}
AV (14 2 A) [R) (<7 AY2) — B/ (7 4Y2)] }
_ { {% (RN (7 AV/2) 4 RP/T=2 (L7 A1/2)]
Ll (R a2y g (g } 4= AV2 (1 4 72)

2
% [R[,\j/ﬂq (—TA1/2) _ R/t (TA1/2)]}) RN)’l

agagidaki
Tl < M (3.4)

kestirimi saglar. Burada, M katsayisi1 7’dan bagimsizdir.



ispat. Ik olarak,

N
>y {{ 5 LRI (ra22) 4 i1 ()

(s

7j=1
+L AVZ [RIni=1 (1 AV2) 4 RIns/TI=1 (g A1/2)] }

=g A (14 72 A) (RIS (e A1) — Rl ()]

) Zﬁ ({{ (R (rAM2) o ROITE (—ra2))
+2—Z,A1/2 [RP/TIZY (7 AM?) 4 R/ (—TAl/Q)]}
g AV2 (14 72A) [BV/7) (—7 AV2) — R (7 AV2)] }
_ {{% (RN (7 AV/2) 4 R/T-2 (7 A1/2)]
+212_A1/2 [RA/TI=2 (7 AVZ) 4 RA/TIZ2 (—7 A1) }

gp AV (14 72) (R0 (i) — g ey )|
=" 0y ([e (ly/7I7) = As (/)]

—Zﬁ (A /71m) + e (Ag/7]7)] )6“)

formiilii dogrudur. Buradan,

N
[Z o { {% (RIS (rAV?) 4 RIS/ (L A1/2)]
j=1

g [RIs/=1 (£ AY2) 4 RIns/TI=1 (— AY/2)] }
2i
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_ L (142 a) [RISIT (<7 A1) — Rk (TM)}}

L

— Zﬁﬂ_l ({{% {R[,\j/T]—1 (TAI/Q) 4+ g/t (—TAI/Q)]

j=1
+%A1/2 [R[/\j/T]—l (TAl/Q) + RWi/TI-1 (—TAl/Q)}}
1

—%AW (I +7%A) [RM/™ (=7 AY2) — RN/ (7 AV2)] }
(4

_ { {% [RIN/T2 (£ A12) | RN/ (7 AY/2)]

+2liA1/2 [R[/\j/T]—Q (TAl/z) 4+ R/7I=2 (—TAl/Q)}}

+%A1/2 ([ 4 T2A> [R[Aj/T]*l (_TAl/Z) - R[)\j/ﬂfl (TA1/2)] })‘| RN
[

=" e (/1) = As (/7))

L

= 2 Bils (/) + e (D /I Aye

=1

< Mt
H—H
kestirimi kullanilarak, (3.4) kestirimi elde edilir. Bu kestirimin ispat1 (3.2), (3.3) ke-

stirimlerine ve

ve Ozdemir, Y., 2005] makalesinde verilmigtir. Boylelikle, Yardimec1 Teorem 3.2'nin

L

([ - Zo‘j([c (1) = As ()] = D B [s (A) + ¢ (\))] A)€A>

j=1

<M (35)

H—H

kestirimine dayanmaktadir. Buradaki (3.5) kestiriminin ispati ise [Ashyralyev, A.

ispat1 tamamlanmaig olur.

Teorem 3.1. Eger p € D(A), go € D(AY?) ve f; € D(AY?) ise, bu durumda (3.1)

fark semasinin ¢oziimii i¢in asagidaki

s el < M [l + A7V AL, + A7 200, (36)

e U e P KO

max | AV 2ul|, < M [[|AY20| 11 fill + llgoll (3.7)

—N<Kk<N

+2§Ikn§az3{—1 (e = fio) T_lHH T —(NI?%}S{/’@SO | (9k — gr—1) T_lHH} ;
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Joax 772 (s —2up, + wp—1) ||, + _pmex | Aug|| (3.8)
+max N e < M 1Al + (1474,

+ H(f2 - /) 7_1”1{ + ZSglﬁaJ\}f{ﬂ H(fk+1 —2fi + fr-1) T_zHH + ||A1/290HH

—1 -2
+1[(g0 = g-1) T ||H+_(N£r11§§>§€§_1H(gk+1 =20+ 1) 72|
kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi 7, fr, 1 < k < N,gx, —N < k <0

ve p’den bagimsizdir.

Ispat. Herseyden once, (3.1) fark semasmm ¢oziimii icin gerekli formiiller elde

edilecektir. Bilindigi gibi,

772 (W1 — 2up 4 Up—1) + Atgyr = foo fro = [ (teg)

(3.9)
thrl = <k+1)7—7 1 S k< N7u0 257 T_l (ul _UO) :wu
7 (up — upr) + Aug = g, e = g(ts), (3.10)
ty =k, —N < k <0, u_y biliniyor
baglangic deger fark problemlerinin tek ¢oziimii vardir ve agagidaki formiiller
Uy = € + Twa
1
up = {5 [RF (1 AY?) + RF1 (=7 AM?)] (3.11)
1
+2_7;A1/2 [Rk:—l (TAl/Q) 1R (_TA1/2)} }5
1
o A2 (14 72 A) [RE (—rAY) - B (rAY?)]
i
el
+) 5 AT R (—r A — RS (rAY)] f 2 S RSN,
i
s=1
k
up =R Mu_y 47 Y R, —(N-1)<E<0 (3.12)

s=—N+1
saglanir. Buradaki (3.11), (3.12) denklemleri ve

7 (ur — ug) = —Aug + go, uo =&t (ur — ug) = v,

formiilleri kullanilarak,

0
gzuozRNu,N—l—T Z R*”lgs,

s=—N-+1
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0
Y=71""(u —ug) = —A|RNu_n+7 Z R go| + g0
=—N+1
formiilleri elde edilir. Bu durumda,
0
up = (I —7A) |RNu_y + 7 Z R g | 4 g0, (3.13)
s=—N+1
1

"o {{2 (R (rAY?) + R (=7 A2)] (3.14)

_}_QiZ‘Al/Q [Rk—l (TA1/2) 4+ Rk (—TAI/Q)]}

—%Alﬂ ([+72A) [Rk (—TAl/Q) _ Rk (TAl/z)]}

0
RNu_n+71 Z R_s“gs]

——N+1

X

g ATVAT 4 T A) [RE (7 AY?) — B (r )] gy

k—1
£ S ATE[RYS (<rAV?) - B (rAVR)] f, 2 < RS N
=1

dir. Buradan,

Ul /7] — P\ /T]-1
u- N—Z%“[uj/f+zﬁ +

kosulu kullanilarak,
o= (S {3 e ) e o)

L L [RIna/m=1 (7 AV2) 4 Rins/m=1 (—p AV/2)] }
2

_% AY2 (1 172 A) [RIS/7) (—7 AV2) — RIS/ (AV?)] }

0
X T E R™5tg,
s=—N+1

o ATV (14 2 A) [RI/) (—r AV2) = RUSI7) (1 41/2)] gy

£S ATV (R (A — R ()] fj

+Zﬁ -1 <{{ [RP/TI=1 (7412) ¢ R/TIL (—p AV/2)]
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_|_ A1/2 [R[A /71— (TA1/2) 4 g/t ( TA1/2)}}

_% AVZ (T 4 724) [RN/7) (—7 AV2) — RN/ (7.412)] }

0
XT Z R™5t1g,

=—N+1

g AT (4 P2A) [ () — R (A g
2

[Aj/7]-1
+ Z 1/2 R[)\ /T]—s ( TAl/Z) _ R[/\j/r}fs (TAI/Z)] fs

‘{{5WW“”<A”%+R“” (=7 A'?)]

+%Al/2 [R[/\j/’r]—z (TA1/2) + RW/T1-2 (_TA1/2)} }

+%A1/2 (I +72A) [RP/7=1 (—rAY2) — g/7I=1 (TAl/Q)}}

0
X T Z RferlgS_i_gp

=—N+1

1 . -
_ZA 12 ([ 4 72 A) [RM/T1 (=7 AV/2) — RN/ (TAl/g)} “

[Aj/7]-2
_ JZ 2%-/1—1/2 [RPG/TIZ1=s (—r AM2) — RIG/TIZAs (7 A12)] fs))
s=1

operator denklemi elde edilir. Boylece, (3.1) fark gemasinin ¢oziimii igin, (3.12), (3.13),

(3.14) ve (3.15) formiilleri kurulmug olur.

Simdi, (3.6), (3.7) ve (3.8) kestirimlerinin ispatlar1 verilecektir. Ilk olarak, |lu_y/||,

i¢in kestirim elde edilecektir. Bunun igin, Abel formiilii ve (3.15) formiilii kullanilarak,

u_y =T, (iaj H{ [RI/T71 (£ AVZ) + RI/TI7T (7 A1) (3.16)

j=1

+2liA1/2 [R[uj/f]ﬂ (’/‘Al/Q) + R/ (_TAl/g)}}

‘%A” (147 A) [RI/T (—r AYR) — RIS (7 A1/2)1}

0

—RVg N1+ Z Rt [Gs—1 — gs]

=—N+2

x A1

FAT fyy s = g (R (< aV2) 4 R )
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+ 3 % [RIs/T1=5 (=7 AV?) + RUa/m=s (1 AV [,y — fs]”

+§:ﬁj7‘1 ({{ [RW/TI=L (7 AM2) 4 RN/TI-L (—7 AY2)]

j=1

+%Al/2 [R[/\j/‘l‘]*l (TA1/2> 4+ R/TI-1 (_TAl/Z)}}
(4

_2% AV2 (1 4 72 A) [RM/7 (—r AV2) — RN/ (£ A12)] }
0

_RNngJrl + Z Ris+l [gsfl - gs]
=—N+2

*AIPWMA—%UWW*%—wWﬂ+RWM1@AWﬂﬁ

x A1

/)=

+ Z R[)\ /7T]—s 7_141/2> +R[z\ /7] 5( A1/2)] [fs—l _ fs]]

_ { {% [RINV/T2 (£ A12) - RN/ (7 AY/2)]

+2lz_141/2 [R[Aj/rH (TAl/z) 4+ R/7I=2 (—TA1/2)}}

+2iiA1/2 (I + 72A> [R[)\ 3/7)— ( AI/Z) R[)\j/T]—l (TA1/2)}}

0
x A1 —RNg_N+1 + Z Rt [95—1 - gs] +p

=—N+2

A7 o 5 (R (<r A1) 4 RO (A

[Ni/]= 2

i Z R[”\ /T]—-1—s ( 7_Al/2) + RPi/7I-1=s (TA1/2)} [fs—l - fs]:| ))

formiilii elde edilir. Buradan, (3.16) formiilii ve (3.2), (3.3) kestirimleri yardimu ile,

2<k<N-1

[ N||H<M|:||S0||H+HA AL, 4+ max [[ATV2(fe = fee)) T,

A0l + max, (147 (95 = gi1) T—luH} (3.17)

kestirimi alinir.

Tkinci olarak, |lug|,; icin kestirim elde edilecektir. Bunun i¢in énce —N < k < 0

araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel formiilii ve (3.12) formiilii kullanilarak,

Ur = RNJrkU,N (318)
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k

+AT ge = RN g v+ > R g — g
s=—N-+2

formiilii elde edilir. Buradan, (3.18) formiilii ve (3.3) kestirimi yardimiyla,

il < sl +2 (|4 2o+ max A7 (g —gen) ', (319)

kestirimi alimir. Simdi ise 1 < k < N araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel

formiilii ve (3.13), (3.14) formiilleri kullamlarak,

uy = (I —7A) [RNu_y + A" [go — RN g_n11 (3.20)
0
+ Y R gea =gl || + 70,
s=—N+2
up = {{% [RF1 (7AY?) + RM! (—7AY?)] (3.21)

—I—%AI/Q [Rk—l (TA1/2) 4 RE1 (—TA1/2)}}

—%Alﬂ ([+72A) [Rk (—’/‘Al/2) _ Rk (TAl/z)]}

0
x |[RNu_n + A7 | =RVg_ny1 + Z R gy — gs]]]
s=—N+2
+A! {fk—l o % [Rk—l (_TA1/2) 4 Rk (TAl/Q)} #
k1
+> 3 [RF=* (=7 AY2) + RF=* (1 AY?)] [four — fs]] 2<k<N

formiilleri elde edilir. Buradan, (3.20), (3.21) formiilleri ve (3.2), (3.3) kestirimleri

yardimiyla,

el < M [HU—NHH + {1472 g0l + e {]ATH (g = gk—l)T_lHH] o (322)

Huk’HH <M [HUNHH + HA_l/2f1HH + 2%53\/ HA_1/2 (fi — fkfl)T_lHH

Al A G- e ] 2 kSN e

kestirimleri alinir. Sonug olarak, (3.17), (3.19), (3.22) ve (3.23) kestirimleri birlegtirilerek
ve tiggen esitsizligi kullamlarak, (3.6) kestirimi elde edilir. Burada (3.7) kestiriminin
ispat1, (3.16), (3.18) formiillerine ve (3.8), (3.4), (3.2), (3.3) kestirimlerine bagh kalmak
sartiyla, (3.6) kestiriminin ispatinda oldugu gibi aym yolla elde edilir.
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Uglincii olarak, ||Au_n/||; icin kestirim elde edilecektir. Bunun icin, Abel formiili
ve (3.15) formiili kullanilarak,

N
AU—N = TT (Z o [{{% [R[p‘j/T]_l (TAl/Q) + R[uj/'r]—l (—TA1/2>:|

7=1
Jr%Al/z [R[:“j/‘l']*l (TAl/Q) + R/ (_TAl/g)}}

— R AV (1 ) (B0 (e A1) - RO (ra)] )

X [_RNQ—N—H + (TA)fl [(9—1 —90) — RV (9-n41 — 9-n12)

—N+2

{f[HJ/T == [R[u]/r] 1 ( 7_141/2) 4 Rlu/m1-1 (TAl/Qﬂ 3
(/71— 1

+ Z Rl /Tl=s TA1/2) + Rlwi/tl=s (TA1/2)] [fo1 — fs]:|

+Zﬁ 7_71 <{{ R[/\ /7]— ( A1/2) + R[Aj/f]fl (—TAl/Z)}

+ZA1/2 [R/=1 (741/2) 4 R/ (_TAl/g)}}

_%Alm (I —1—7'2A) [R[)\j/T] (—TAl/Q) — R/ ( A1/2)}}

X [=RYg-ny1 + (TA) " [(9-1 — g0) — RV

(9—N+1 — 9—nN+2)

+ Z (gse1 — 295 + gs— )”

—N+2
+ |:f[)\j/7']1 — % [R[)\ 3/Tl— ( A1/2) RM/TI-1 (TAl/z)} f
[Aj/71-1 1
£ 3g [R (A 4 R A s —

- {{% [R[AJ/T]_Q (TA1/2) + RPi/TI=2 (—TAl/Q)}
+%A1/2 [R[Aj/T]—Q (TAl/Q) + R[)\]-/T]—Q (—TAI/Q)}}
+%A1/2 (I+7°4) [R[)\j/‘r}*l (—TA1/2) — g/t (TAW)]}

X [~RY¥g ny1 + (TA) " [(g1 — go) — RV

(9—N+1 — 9—nN+2)
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+ Z gerl 298 + gsfl) + AQP

—N+2

- {fu e = 5 RV (<r A1) 4 RO (A1)

2

[A;/7]- 2
+ Z [)\ /T]—1—s (_TAI/Z) + R[Aj/r]—l—s (TAl/z)} [fs—l _ fs]

formiilii elde edilir. Buradan, (3.16) formili ve (3.2), (3.3) kestirimleri yardimiyla,

[Aunlly < M (Al + 420, + |- ], G20

+2§1’kn§a137<_2 H(fk’-i—l - 2fk + fk—l) T_QHH + HAl/ngHH

(90— g-) 77|, + _(Nfrllfggg_l | (gr+1 — 206 + gr1) 72|,

kestirimi alinir.

Son olarak, ||Auy||; i¢in kestirim elde edilecektir. Bunun i¢in énce —N+1 <k <0

araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel formiili ve (3.12) formiilii kullamlarak,

Aug = RN Au_y + [ge — RV gy + (T A) 7 (951 — o)

k-1
— RN (gong — gong2) + Z R (go1 — 295 + 931)]]
——N+2

formiilii elde edilir. Buradan, (3.18) formiilii ve (3.3) kesitirimi yardimiyla,
| Al < M [[Aunlly + |77 (9-1 — 90)|| ; + 11490l (3.25)

—2
s -2 s 5—
+7(NEI21?§}2§71HT (9541 9s T 9 1>HH:|
kestirimi alimir. Simdi ise 1 < k < N araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel

formiilii ve (3.13), (3.14) formiilleri kullanilarak,

Au1 = RNAU_N + [go - RNg_N+1 + (TA)il [(9—1 - go) (326)
-1
—RYH (gon1 — gonp2) + Z * (gs+1 — 295 +gsl)”
—N+2

—TA (RNAu_N — RNg_N+1 + (7'14)71 [(9-1 — g90)

-1
—RYM(gonpi—gonie) ) R (9o — 200 + 95_1)] >
=—N+2



27

Auy, = {{% [RF1(rAY?) + REY (-7 AY?)] (3.27)

—|—%A1/2 [kal (TAl/Q) 4+ RF1 (_TAl/Qﬂ}

_%AUQ ([+72A) [Rk (_TA1/2) _ Rk (TA1/2)}}

X [RNA%LN — RNg_ni1 + (TA)fl [(9-1 — 90)
-1

—RM (g N1 — gons2) + Z R (gst1 — 295 + gs—1)
s=—N+2

—% [REY (=7 AY2) + R (rAV2)] fy 4 (irAV2) {

+ fr—1

1

: [_Rk—z (—TA1/2)

N

—2

+Rk72 (TAl/Z)} [fl . f2] + [_kasfl (_TAl/Q)

N | —

@
||
N

R (T A [fonr = 2fi 4 fo]} 2SR SN

formiilleri elde edilir. Buradan, son iki formiil ve (3.2), (3.3) kestirimleri yardimiyla,

1Audllyr < M [I|Au-nll + | A2 g0]y + (|77 (9-1 = 90)]I (3.28)

a7 g — 200+ 9] HH] :

lAuslly < M [Ausylly + A2, + 10— )7, (3:29)

Y s |(Ferr = 2fc + foe) 72| + 1A 200, + 1| (9-1 — 90) 77|,

+ 7(NEI21)8J§}§€§71 HT_2 (gs-i—l — 295 + gs—l)HH:| ;2 < E<N

kestirimi alinir. Sonug olarak, (3.24), (3.25), (3.28) ve (3.29) kestirimleri birlestirilerek
ve tiggen esitsizligi kullanilarak, (3.8) kestirimi elde edilir. Boylece, Teorem 3.1’in ispat1

tamamlanmig olur.

3.2 Uygulamalar

Ik olarak, bir boyutlu hiperbolik-parabolik denklem i¢in, (2.21) lokal olmayan simir
deger problemi ele alinacaktir. Burada (2.21) probleminin diskritizasyonu iki adimda

incelenir. Birinci adimda once,

0,1, ={z: 2, =nh,0<n < K, Kh=1}
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ag uzay1 tanimlanir. Sonra [0, 1], arahginda tanimlanan ¢"(x) ag fonksiyonlari,

Loy, = Lo ([0, 1]5) Hilbert uzay: olarak tanimlanir. Bu uzayda norm

K1 1/2
], - (z |sah<m>fh)
n=1

formiilii ile ifade edilir. Daha sonra da, (2.21) problemi tarafindan olusturulan A

diferansiyel operatorii yerine

K—-1
At (z) = { ~(a(@)p,)om + "} (3.30)
formiiliiyle tanimlanan A7 fark operatorii alinir. Burada, A7 fark operatorii

0 = o ol 0 = K KL

kosullar saglayan o"(x) = {p"}§ ag fonksiyonlar uzaymda tammlanmistir. Bilindigi

gibi, Loy Hilbert uzayimda Aj self-adjoint pozitif tanimh operatordiir. O halde, A fark

operatoriiniin yardimiyla (2.21) lokal olmayan simir deger problemi

(P00 | Aroh(y,2) = fAy,x), 0<y <1, x€ 0,1,

vl (t,x

%—'—Ahv (y7flf):fh(y,l‘)7—1 S?JSO, YIS [Oa 1]h7
N L

Uh(_Lx) = Zlajvh (,uj,x) + ZlﬁjU?(Aj’$) + @h(x>’x € [07 1]h7
J= J=

(04, 2) = v"(0—, x), dvh(do;“x) = d”h(;y_’x),w € [0,1],

(3.31)

\
adi diferansiyel denklem sistemine déniistiiriiliir. Ikinci adimda ise, (3.31) problemi

i¢in (3.1) fark semas1 kullanilarak,

( uh x)—2u u
k+1( )—2 i( )Jr k— 1 +Ahuk+1 flf:l(x)’ xr € [07 1]h7

@) ={frsn2) S = (k+ D)7, 1<k<N-1, Nt =1,
M @)y pzyh = gh(a), @ € [0, 1n,

T

- 3.39
g (=) = {o(yp ) g = hr, —N +1 <k <0, (3:32)
h al h Lo by @=up @) h
ul (x) = Zlaju[#j/ﬂ(x) + Zlﬁj - + ¢"(x), = €[0,1],
Jj= Jj=

ul(z)—ul (z T
| A2 = —Afu(2) + gh (@), gb (@) = ¢"(0.2), @ € [0.1),
fark semasi elde edilir.
Teorem 3.2. Eger 7 ve h yeterince kiigiik sayilar ise, bu durumda (3.32) fark
semasinin ¢oziimii i¢in agagidaki

A h . h h
max Hu || max HT Uy, — Uy H + max H U H
~N<k<n TR Lon T _N+1<k<N (k= ) Lon  _N<k<N ( ’“)x Lon
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< 00 (120, + e = 2 7
L2h:|7

1<k<N-1
k -1 h h
* —]{II%E}C);N H <u§>x Lop, * —NIE%}%SO HT (Uk B Uk_l) HLQh

< (Il + 7 (= £,

e e 2 (=20 )l + el 77 (05 = o)
L2h}

kararlilik kestirimleri saglamir. Burada, M, katsayisi 7, h, f2,1 < k < N, gh,

h h 1 h
+ max || — g, 1) T H + H -
HL2h —N+1<k<0 (gk Ik 1) Lan Yz

+ g

2 (. h h . h
max HT (ukJrl — 2uy, + qu) HL%

T max HTﬁ2 (gl}cl—i-l — 290 + gllz-l) HL2h + H (S%)

—N+1<k<-1 T

— N <k <0ve ¢"(z)den bagimsizdr.

Teorem 3.2'nin ispati, soyut Teorem 3.1 ve (3.30) formiilii ile tanimlanan AY fark

operatoriiniin simetri ozelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, ¢cok boyutlu hiperbolik-parabolik denklem icin (2.22) karma smir deger
problemi ele alinacaktir. Burada da (2.22) probleminin diskritizasyonu iki adimda

incelenir. Birinci adimda once,
Qh == {.Z' =Tm = (hlmh T hnmn)ym = (mb t '7mn)7

OgmrSNT,hTNT:L,r:1,~-,n},Qh:§hﬂQ,Sh:§hﬂS

ag uzay1 tammlanir. Sonra €2, kiimesinde tammlanan ¢"(z) = {p (hymy, - - -, hymy)}
ag fonksiyonlari, Lo, = Lg(ﬁh) Banach uzay1 olarak tanimlanir. Bu uzayda norm

1/2

|’90hHL2(ﬁh) = Z |90h(33)‘2 hy--hy

zem
formiiliiyle ifade edilir. Daha sonra da, (2.22) problemi tarafindan olugturulan A dife-

ransiyel operatorii yerine
A“"”u’; =— E (aT x u’i) 3.33
4 ( ) Tr,Jr ( )

Ty
r=1

formiiliiyle tanimlanan Aj fark operatorii alinir. Burada, Aj fark operatorii Vo € S),

degerleri i¢in u"(x) = 0 kosullarim saglayan u”(z) ag fonksiyonlar1 uzayinda tanimlanmis-
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Aj,

adi
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Bilindigi gibi, LQ(Qh) uzayinda A7 self-adjoint pozitif tanimh operatordiir. O halde,

fark operatoriiniin yardimiyla (2.22) lokal olmayan sinir deger problemi

d“tz L Apot(y,2) = f(y,x), 0<y <1, 2 €y,
dvd;/x)—i_Ah/U (yax):fh(y7x)7_1§y§0, :Ueﬁh,
N L _
oM(=1,2) = Oéjvh (Hj,:v) + > ijf()\j,:c) + o(x), z € Qu,
Jj=1 j=1

dv (0+4,z dv"(0—,x N
V" (04, 2) = v"(0—, 2), (d; ) = (dy Lz e,

(3.34)

\

diferansiyel denklem sistemine doniistiiriiliir. Tkinci adimda ise, (3.34) problemi

icin (3.1) fark semas1 kullanilarak,

\

uk+1(x) 2uk(x)+uk 1 (
72

+Ah“k+1 fli@),x € Qu,

fra@) = " W, ) gk = (k+ 1)1, 1<E<N—1, Nt =12 €,
M+Ahuk—gk( ),z € Qp,

gr(x) = g" (g, on) Y = kT, —N+1 <k<-lae,

N r -1() ~
UEN(@:Z%’U@./T]( )4‘25 ) [A/]l + " (), z € Uy,

Jj=1

(3.35)

uhx 7’U,h‘ ~
U Azl (o >+go<x>,go<x>=g (0,2),2 €

fark semas: elde edilir.

Teorem 3.3. Eger 7 ve |h| yeterince kiigiik sayilar ise, bu durumda (3.35) fark

semasinin ¢oziimii i¢in agagidaki

_ﬂ%N%Mﬁ:ﬁ@gW*%—%JM%_Mmé]\wm

m

Lap,

! 1= fem) 7|
M, l||f1 L%"‘QST]?S%_I (fk fkfl)T Lon

+H90HL2}L +—NTP§%@§OH( gk? 1 _1||L2h +ZH ZTr,Jr

~2 (, h
max HT (ukJrl — 2ul + qu) HL%

1<k<N-1
+ max ZH + omax 7 (b -],
—N<k<N Tr@rogr ||y, —N+1<k<0 2h
<M E |77 ( Sl
1 fl Ty + f2 fl) Lop,

*g%KJF(M«”ﬁ+ﬁJW%
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2 H (90) .,
r=1

ol - e

mrfﬂr:jr

—N+1<k<-1

L2h]

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M; katsayis1 7, h, f',1 < k < N, g},

+ max ||7'_2 (91 — 205 + Gi—1) ||L2h T Z H (")
r=1

— N < k <0 ve p"(x)’den bagimsizdir.

Teorem 3.3'iin ispati, soyut Teorem 3.1, (3.33) formiilii ile tanimlanan A} fark
operatoriiniin simetri ozelliklerine ve asagidaki Loy, uzayindaki eliptik fark probleminin

¢Oziimi icin koersiv kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktadir.

Teorem 3.4. Eliptik fark probleminin
Aful(z) = wh(z), 2 € Qp, (3.36)

u'(z) = 0,2 € S,

¢Ozumi icin

< M||w"
< MY,

n
h
; H (u )x_ra:r,jr

koersiv kestirimi saglanir [Sobolevskii, P. E., 1975].
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4 IKINCI BASAMAKTAN DOGRULUKLU
FARK SEMALARI

4.1 Fark Semas1 1

Bu kisimda, (1.1) lokal olmayan siir deger probleminin yaklagik ¢oztimlerini bulmak
icin
(
T2 (g1 — 2up + up—1) + Aug + §A2uk+1 = [ Ju = f(tr),

th=kr, 1<k < N, 7Y +72A)(uy — up) = Z1,
Zy = 3(f(0) — Auo) + (9(0) — Auo),
T N up — up—1) + AL+ ZA)up = (I + ZA) g, (4.1)
ge =9tk — 3), te=kr, =(N—-1) <k <0,

N Ulyy - —Ulyy - —

ey = 32 0 (uy e (g — [ )

+Zﬁ <M+<)\ — [A]r + )(f%—flu[g]wﬂp

ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi kurulmustur.
Oncelikle ileride ihtiyac duyacagimiz, yardimei teoremleri verelim.

Yardimci Teorem 4.1. Asagidaki

|R(£TAY?)||,,_, < L ||TAYVR(ETAY)||,, <1, (4.2)

| AR(£7 AV, < 1, (k7)7 | A°R* <MkEk>1,0<p<1 (4.3)

HH»—»H

kestirimler saglanirlar. Burada,

-1

2 -1 2
R (+7A'?) = (f it AY? — %A) ve R = (I LA+ %A2>

dir.

Yardimci Teorem 4.2. Oncelikle,

I- ia ( ( i _ [%]» {% {ij/ﬂl (rA1/2) (I_ 1'7,4211/2)

J=1

'A1/2
+ R/t (—r AL2) (1+”2 )}RN
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_% A1/2 ( I+ 74;42) [Rlks/7) (=7 AV2) — Rt/ (£ AY?)]
2 1 T N
< (I1+724) " A(Z+1) RV})
S Hj 'U“J Lo -2 1/2 iTAl?
—Zaj(—— ) §RJ (tAY2) (1 - 5
+R[yj/T]—2 (_TAl/Q) ([+ iTAl/Q)} RN
2
LYY TEAPN (ol /1 (o a1/2Y _ plis/rlt (o 41/2
A (z+ A0 (R (<rat2) - R (A1)
2 —1 T N L 1 >\J T
x (I +717A) A<§+1>R +Zﬁj; I— Aj—[7]r+§ A
j=1
1 g iT A2 iT A2
= | plEl-t 1/2 _ 1/2
oo (175 et cna (1025 ) |
1 ~1/2 TiA? [ 1/2 [24] 1/2
—-A (I+4 [R(A)R(A)]
L
9 \—1 T N 1
x (I+72A) A<§+1>R }—]Zlﬁj;
> {% |:R[>\T]}2 (TA1/2) (I— 2'7'/211/2> _|_R[>\7]}72 (—TA1/2) <I+ 2'7'/211/2>:| RN

_iA—l/z I+ TA?
21

. ) [R[%—l (—TAY?) ~ R (TAW)]

x (I+724)" A 6 + 1) RN

operatoriiniin tersi vardir ve

N ' . 1/2
e (1S (- i e -5

J=1
+ R (7 AV (T + G /2)]
BRI Rl /7 12) _ plus/rl (2412
A (147 )[ (~rA1%) - Rl (1)
2 4\~ 1 T N
< (I+724) A (S +1) RY})
o (M S i (g1 i A
—Z%‘(7—[7]>{5{R’” (74 >(f— 2 )
j=1

'A1/2
+ R/ (- TAW)( +ZT2 )}RN
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4 A2
_%A_l/Q (I+ Tf ) |:R[.U‘J/7' ( TA1/2) R[HJ/T (TA1/2)]

><(1+72A)*1A( +1)RN} Zﬁ ( <'—[%]T+2)A)

1 j 1/2 i _A1/2
X {5 [R[i}_l (TAl/Q) ([ — 271;1 ) + R[%}_l (—TAl/Q) ([ + 271;1 )} RN

_%A—lﬂ <I+ 7-4:12) |:R[¥] (—TA1/2) o R[%] (TA1/2)]

ey A (T N _ 1
X (I+724)" A (5 +1) B} ;ﬁjT
iTAY? Aj iT A2
{2 {R[ (TAW)( 5 ) + RIF172 (—74Y%) (I+ ; )}RN

_% A1/ ( I+ _T4f2) [PJ%H (—rAY2) — RIFI (TAW)]

x (I+724)7" A (% + 1) RN}>_1
agsagidaki
1Tl s < M (4.4)
kestirimi saglar. Burada, M katsayisi1 7’dan bagimsizdir.

ispat. Ik olarak,

T, — (_] — iaj ([e ([n;/7)7) — As ([1;/7]7)]

~ T (I - ﬁ: aj ([ ([n;/7I7) = As ([p;/7]7)]

—iﬁj [s ([N /7]7) + ¢ ([N /7]7)] )6,4)1
| N T
oy 1 )] (1)

x [RIFs/7 (=7 AV2) — R/ (r AV2)] (1 4 724) " A (% + 1)}



N .
By Mg L e Al/?
+§FN?‘ED%P%”2“W”@‘”2)

T AY/? 1 T4 A2
Rlw/m=2 (12 (1L 1 LAY S VEN i S
- (=AY (I + 5 5 +

X [RISITTT (= AV2) — R (A V)] (14 724) T A (D4 1) )

St (ot e ()

. L AL/2 1 442
[2]-1 (_ AV (1 iTA LAY ESVoN
+R (—7AY?) ( +— 5 +—

X [R[% (—rAY?) — RIF] (ral®)] (1+72a)" A (S +1)}

= L[ iTA1/2>

ot o

j=1

. A1)2 1 42
22 (__a1/2) (] iTA e, T
+R (—TAY?) ( +— 5 +—

T

x [R[%—l (—TA1/2) R[ (TAl/Q)i| (I+ TQA)_lA (5 i 1)} } RN

—Z% ¢ (Jp;/7I7) = As (Jp;/77)] =

Zﬁ (g /717) + e (A /7]7)] )6_1

formiilii dogrudur. O halde,

(S0 e cwn(-47)

T A2 1 T4 A2
/=1 (_q12) (1 1 A2
+R (-7 )( +— 5 +—

x [RI3/7) (=7 AY2) — Rins/7) (7 AY2)] (I +724) " A (g + 1)}

iTA1/2)

N
TR i
o (1) ) (- 4
1

T AL? 1 T A2
lj/m=2 (o q1/2) (1 4+ A2
+R (-7 )( +— 5 +—

x [RUi/TL (7 AV2) = Ris/m=t (7 A12))]

L
x (I+724)" A ( +1)+Zﬁ] (1+ X)) A)RN

Jj=1
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< Mr, (4.5)

(Z% (l1;/7)7) — As ([u;/7)7) ZﬁA) )

H—H

[il aj (I = nA) + ilﬁj% (I - ()‘j - [%]T - %) A)

[ I it A2
X {5 {RM L(rAY?) (I— 5 )
21 g1/ AN 1 e (L TA
+R (—7AY?) (I +— 5 A I+—;
Aj Aj - T
X [R[ a2 (—TAl/z) — RI5] (TAl/Z):| (I+7°4) 'A (5 + 1)}
A it A2 A
Zﬁ [ ) (1= 5 ) e ey

iTAY? 1 T4 A? Aj
C e (1 TN TR (g
><<I+ : >] ~A <I+ : >[R (—rAl/2)

—RE (A (14 724) A (S 1) Y

<Mt (4.6)

H—H

(Zaa Zﬁ (A /7]m) + e (Ay/7)7)] )6_‘4]

kestirimleri kullanilarak (4.4) kestirimi elde edilir. Buradaki (4.5) ve (4.6) kestirim-

lerinin ispatlari, (4.2), (4.3) kestirimlerine dayanmaktadir. Boylece, Yardime:r Teorem

4.2’nin ispat1 tamamlanmaig olur.

Teorem 4.1. Eger p € D(A), go € D(AY?) ve fy € D(AY?) ise, bu durumda (4.1)

fark semasinin ¢oziimii i¢in asagidaki

Cmax iy < M [llgll + A7 ol + 147290 | (4.7)
A1/2 A-1/2
+11;I}€82§V (fis = fre-1) H+_Jr\1;1<a]§<§0 - (g9r — gr—1) H])
e[ A2 | < A2l 4 L foll + oll (48)

o Jpax | (fe = frm) 77H|, + (R k<o (96 — gr—1) T_lHH:| )

(= |
1§I%a]%<71HT (U1 —2up +up1)||,; + _ppax | Augl| (4.9)
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+—(Nr£ll%}§(k§0 ”Tﬁl (u’“_u’“*)HH <M [HA‘PHH + HA1/2fOHH

G 7 s s =25+ o) 72+ 140,

+ H(go —g-1) T_IHH + _(Nfrf)%gg_l H(9k+1 — 205 + gr-1) T_2||

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsay1 7, fr,0 < k < N, g, —N < k < 0 ve

p’den bagimsizdir.
ispat. Herseyden once, (4.1) fark semasinin ¢oziimi igin formiil elde edilecektir.
Bilindigi gibi,

772 (W1 — 2up, 4 up—1) + Aug + 5 Auk+1 Jos fo = f (te),

(4.10)
k:/{?T, 1§]€<N,U0:£, T (ul—UO):dJ,
1 (uk — ukfl) + A([ + ZA)uk = ([ + %A)gk, (4 11)
g =9tk — ), tx = k7,— (N — 1) <k <0, u_y bilniyor '
baglangic deger fark problemlerinin tek ¢oziimleri vardir ve agsagidaki formiiller
=&+ 1Y, (4.12)

i % [Rk L (TAY?) ( W;W) + RN (—rAY?) (j+ ”1;11/2)}6 (4.13)
+2%A‘1/2 (1 + 74;42> [RF (—7AY2) — R* (rAY?)] ¥
+k§ Z ATV [RRS (—rAV?) - RE(rAVR)] £ 2 < k<N,
22
wp = RN*hy_y 47 i <I + ZA) R=slg (N-1)<k<0 (4.14)
2

=—N+1
saglanir. Buradaki (4.12), (4.13), (4.14) denklemleri ve

(=) = (1+724) 7 (= (5 +1) Auo + Z£(0) + 00)
up = &7 (w — ug) = ¢,

formiilleri kullanilarak,

€=up=RVu_n+7 Z (I+ A)R—S+1

—N+1
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Y=7""(u1 —up) = (I +7’2A)71 {—A <g + 1)

RNu_n +7 Z (]—1— A) —stlgg

s=—N+1

+ 50+ 90}

formiilleri elde edilir. Dolayisiyla,
Uy = <[ —TA < + I) (I + 7'214)71) [RNu_y

2

+ (I + TQA)fl {%f(()) + ng} , (4.15)

1 . A1/2 ; A1/2
up = 5 |:Rk1 (TA1/2) ([ _ T ; ) + Rk*l (—TA1/2) ([ + i 5 )1 (416)

0 4 A2
N T —s+1 L1 T A
RVu_y+7 ) (I+2A)R gs| + ;A (I+ 0 )

s=—N+1

+7 20: <I + %A) R™*g,

X [RE (=rA2) = BF (rAV)] (1 +724) " {=A (5 +1)

0
T —s
Rhuy+7 Y (1+54) Ry,
—N+1

+ S F(0) + go}

-1
+Z %A—UZ [Rk—s (—TAl/Q) _ Rk-s (TAl/Q)] f2<k<N
s=1

olur. Buradan,

- Py N Uluy/) — Ul /r)-1
wiw = 305 (s + (1 = (2
j=1

T

P/ — [A /7= AT
+Zﬁ ( -+ <Aj - [ - 5) (fing 1 = Auw/ﬂ)) to

kogulu kullamlarak,

N

Zaj (1 + (% - [%])) {% [R[“j/ﬂ‘l (TAY?) (I - ”131/2) (4.17)

U_-ny = T’T‘

J=1

. 1/2 0
4+ Rlus/mI=1 (_TAl/Q) <_] + 27‘%21 >} T Z (I + %A) R™%g,

s=—N-+1

1 ’7‘4A2 .
+;A—1/2 (I+ . ) [R[uj/r} (—TAI/Q) _ Rlus/7] (TAI/Q)} (]+72A)
)

0

PG S () a s S0 sl

=—N+1



[p;/7]-1
T A-V2 [Rli/m=s (- AL/2) _ plu;/Ti=s (- A1/2
- ; ;AR (—7AY?) — R (rA )}fs}

N

S (e i (-4

j=1

0

AL/2
+RIm/T72 (_r AL2) (1 + ”‘;1 ﬂ Y (I + %A) R*g,

s=—N-+1

7_4142

) [RIn/=1 (—r A/2) — RI/mi= (£ A1/2)]
1

a1y
2

0
e A G 5 (5 o)

=—N+1

[pj/7]=2

BT AT R (A R () fs}

L 1 /\j T
j=1
iTAl/z)

1 T|—
X {5 [RW L(rAY?) (I— ;
+ R/ (rA12) (1+ W; )} Ty (1+ %A) Ry,

=—N+1

1 T4 A? A A
AT ( : ) (RO (<rav2) = R¥) (rav2)]
0
o1 ) A (T T —s+1 T
x (I +7°A) { A<2+1)7__§N+1(I+2A)R gs—|—2f(0)+go}

[Aj/7]—
+ Z 2Z 1/2 )\ j/T]—s ( TA1/2) o R[)\j/T]—s (TAI/Q)} fs}

_ 1] prima (o quyoy (5 TAY?
S0, R ) (1=
0

- A1/2
+ R/ (—7 A1) (1 + ”‘;1 )} T > (1+54) R,

s=—N+1

1 ~1/2 T'A? [\, /r]—1 1/2 [\, /7]—1 1/2
+2—2A I+T [RJ (—TA )—RJ (TA )]

0
X ([—|-7'2A)_1 {—A (% + 1) T Z (I+ %A) R5g, + gf(()) +g0}

=—N+1

39
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(/]2
+ > %A—uz [R/TI71=s (7 AVZ) — RN/TI=L=s (2 AV2)]

s=1

+Zﬁ ( "71 2) BT

operator denklemi elde edilir. Béylece, (4.1) fark gemasimin ¢oztimii igin (4.14), (4.15),

(4.16) ve (4.17) kurulmus olur.

Simdi, (4.7), (4.8) ve (4.9) kestirimlerinin ispatlari verilecektir. Tlk olarak, |lu_y/|

i¢in kestirim elde edilecektir. Bunun i¢in, Abel formiilii ve (4.17) formiilii kullanilarak,

P R IH LR DI

j=1
'A1/2

[j /711 (o A1/2 ‘T
e (14557

<90 —R Vg N+ Z Rt (gso1 — gs))

—N+2

+2%A1/2 ([+ 74 > [R[uj/ﬂ (—TA1/2) _ Rluy/7] (TAl/Z)} (I+72A)_1

0
X {— (% + 1) (90 ~R™Mg yi1+ Z R (gemr — gs)) + %f(()) + go}

=—N+2

1 T AV
1547 (1= 57 ) {for = B9 (r A7) o (o= £0)
/7)1
+ Z Rlwi/Tl=s (—TAI/Q) [fou1 — fi]
s=2

. A1/2 -1
#5347 (14757 (i = B2 A o= (o )

[Mj/T]—l

+ Y R (7AVR) [foy - £l
s=2
N )
N (P Y LY [ gy (o TTAY?
ZQ](T [T]>{2 {RM <TA ) ! 2
(/7] 1/2 irA'?
+R 2 (—7AY?) ( + 5

0
x A <90 — R Ng Ny + Z R~ (gs—1 — gs)>

=—N+2
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,7_4A2

iAoy
2

0
X {— (% + 1> (90 — R Ng_ny1+ Z R (gsq — gs)) + gf(o) + go}

=—N+2

) RIS/ (e AV) - RIS/ (AV2)] (1 4 724)

| AN
w57 (1= 55 ) {fyrgea = B (7)o = (= 1)
[ /7] =2
+ Z Rlwi/TI=1=s (—TAl/Q) [fo1 — fs]}
s=2
| A2
A7 (14555 {Ja = B (A9 o= (o= 1)

[uj/7]—2
+ Z R[#j/‘r]_l_s (TAl/z) [fsfl - fs]

s=2

+§;ﬁj§ (I— (Aj— [%mg) A)

T A iT A2
/rl=1 (a2 (1 1 D/ (A2 (]
{R (7’ ) ( 5 +R ( T ) + 5

0
x AT (90 ~RNgna+ Y R (gea - 9s)>

s=—N+2

N | —

g

1 74 A2 B
+%A—1/2 <] + T) [R[Aj/ﬂ (—TAI/Q) . R[,\j/r] (TA1/2)] (I—|— TQA)

0
X {— (% + 1> (90 — R Ng_ni1+ Z R (go1 — gs)) + gf(o) + 90}

=—N+2

- a1y2n -1
%A_l (I - Z7/21 ) {fonymm1 = BY (=7 AY2) [fo = (fo = fo)]
[Aji/r]-1
+ Z Ri/l=s (—TAW) [foo1 — ]
s=2
a1y2n -1
%Al <I " W21 ) {fongmm1 = RO (R AY2) [fo = (fo = f1)]

Aj/T]-1

+ Z R[/\ /7]=s Al/z) [fs—l - fs]}

Z@%{—{ RW/TI=2 (7.41/2) ([_mle/z>

j=1
~A1/2
=2 (12 (14
+R (-7 )< +—
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0
<A™ <90 ~RNgna+ Y, R (g - gs)>

=—N+2

7_4 AQ

L (ry
2i

0
X {— (% + 1) (gg - RiNngH + S Z Rt (gs—1 — 95)) + %f(()) + 90}

=—N+2

) [R[,\j/f]fl (_TAl/Z) _ R/m-1 (TAI/Q)] ([ + 7_2A>—1

1 _ it A2
ys (1 SR ) {Fin 2 — RYITE (<2 AY2) [y = (fo — )]
\;j/T]—2
+ Z R[)\ /T]—1—s TA1/2) [fs—l . fs]
1 T A2\ !
+§A71 (I + ) {fin, 12 = RN/ (T AY2Y [fo = (fo — f)]
[A;/7]-2
T3 R (A [ -
s=2

+Zﬁ ( — 7] %) Jogm+e

formiilii elde edilir. Buradan, (4.14), (4.16), (4.18) formiilleri ve (4.2), (4.3) kestirimleri

yardimiyla,

lu-nlly <M [||¢||H+}|A—1/2foHH+ max |[A72 (fi — fi-0) 77,

1<k<N

+ A7 0]y + max AT (ge = gen) 7 (4.19)

kestirimi alinir.

Tkinici olarak, |lug||, icin kestirim elde edilecektir. Bunun igin énce —N < k < 0

araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel formiilii ve (4.14) formiilii kullanilarak,

wp = RN Fy_

k

+A T g — R g v+ Y BT g — gl (4.20)
s=—N-+2

formiilii elde edilir. Buradan, (4.20) formilii ve (4.3) kestirimi yardimuyla,

lull < llunlly +2[[A7 g0l + maxe [[A72 (g = gen) 7', (420)
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kestirimi bulunur. Simdi ise 1 < k£ < N araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel

formiilii ve (4.15), (4.16) formiilleri kullanilarak,

w=(1-7A(S+1) (1+724)") (4.22)

0
x |RNu_y + A" {90 - RNQ—N+1 + Z R~ (gs—1 — gs)}]

s=—N-+2

+(I+724)7" {T;f(o) +Tgo}

U =

. 1/2 - 1/2
{Rk1 (TAI/Z) ([ _ '”'1;1 ) 4 Rkl (—TA1/2) ([ + ”—1;1 )} (4.23)

DO | —

0
x |RNu_y+ A {90 — RNg_ni1 + Z R (goy — Qs)}]

s=—N-+2

7_4142

+%A1/2 <I + ) [RF (—7AY?) — RF (1A?)]

x (I —|—T2A)_1 {—A 6 + 1)

0
X [RNu_y + A7 {90 — RNy np+ Y, R (gea— gs)}]

s=—N+2

2

irAV2\ !
; )

+=f(0) + go} + %A—l ([ —
k—1

X [fk;—l — RM! (—TAI/Q) fi+ Z RF=s (—TAI/Z) [fom1 — fs]]
s=2

1 ir A2\ 7!
—ATY (T

2

k—1
‘ [f CRE(rAV2) i+ SRS (rAVR) [fy - fs]]
s=2

formiilleri elde edilir. Buradan, (4.22), (4.23) formilleri ve (4.2), (4.3) kestirimleri

yardimiyla,

Juilly <M {HU—NHH + ||A_1/290HH + _max HA_1/2 (9% — gr—1) T_lHH] . (4.24)

el < M [Hu—NHH AT folly + e |47 (= fu) 7l

Al A - e [ kSN )
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kestirimleri alimir. Sonug olarak, (4.19), (4.21), (4.24), (4.25) kestirimleri birlestirilerek
ve tiggen esitsizligi kullamlarak, (4.7) kestirimi elde edilir. Burada (4.8) kestiriminin
ispati, (4.18), (4.20) formiillerine ve (4.2), (4.3) kestirimlerine baglh kalmak sartiyla,
(4.7) kestiriminin ispatinda oldugu gibi ayni yolla elde edilir.

Uciincii olarak, ||Au_y|, i¢in kestirim elde edilecektir. Bunun igin, Abel formiilii

ve (4.17) formiili kullanilarak,
R T
a; (1+ (= =[] {—[R“N— TA (I— ) (4.26)
s T T 2 2
_A1/2
4 Rlus/T-1 (_TA1/2) <[ n it AY )}
2

2 42\ !
XAil <g0 - RiNngJrl + <7'A + u 9 )

U_N = T.,-

X {(9—1 —g0) — RN (9-ni1 — g-n42)

+ Z gs+1 293 + gsfl> })]

—N+2
7_4142

a1y
2

x (I+72A)1{_A (%H) S ((TA+T2;42)—1

X {(971 —90) — RV (9-nt1 — 9-N+2)

+ i R~ (gs+1—295+gs—1)}>]

=—N+2

) [R[uj/T] (—TAl/Q) — Rlwi/7] ( Al/Q)}

+210)+ a0}

T A2\
‘%AIQ_ 2 ) s = B (r ) [+ (= o)

4172\ L ir AV T [;/7]—2 1/2
+ (—ZTA ) I— 9 |:f[uj/fr]—2 - f[uj/T]—l — R% (_TA )

X [=(fo—=2f1+ f2) = (f1 = fo)]

[wj/7]

4 Z Rlw/7I-1=s TAl/z) [fsr1 —2fs + foui]

; A1/2 -
+%A_1 (I = 2 ) {f[l“j/T]—l = RWITE (rAY2) [fo + (fi = fo)]

. 1/2 -1
+ (iTAlﬂ)_l ([ + ZTé ) [f[uj/T]—2 - f[#j/T] - R[M]/T (TA1/2)




[ /7]

+ Z R/t (TA1/2> [for1 — 2fs + foui]

s=2

X [=(fo—2fi+ f2) = (fi = fo)]

|

S (2 - ) {§ [ e (1)

o A1/2
4 Rlus/r-2 (_TA1/2) <[ n it AY )}
2

2 A2 -1
x A7 (90 —R Vg N+ (rA 4z 5 )

x {(9-1 — g0) — R (g-n41 — 9-n+2)

+

a1y
2

i R~ (gs-‘rl - 295 + gs—l)})]

s=—N-+2

TT 2) [RI/MY (=7 AY2) — RIS/TIEE (7 AM2)]

x (I+724)7" {_A (Z+1)a <(TA+ 72;12)_1

X {(9-1—90) = RN (g-ns1 — 9-n+2)

-1
+ Z Ris (gs+1 - 2gs + %1)})]
s=—N-+2
.
+2F0) + 90 )
iTAY?

1
AT =
+2 < 2

+ (—irAY2) (1 -

[pj/7]=1

+ D R (A [fop = 2+ o]
5=2

1
i
+5 <+

+ (irAY?) (I +

it AY?

> {f[uj/T]_Q — Rl/m1-1 (_TA1/2) ot (F o)
e i /T 1/2
1T 5 ) |:f[ltj/7']73 - f[u]_/T]iz — Rlwi/7]=3 (—TA / )

X [=(fo—=2f1+ f2) — (f1 = fo)]

)_ Ui = B/ (A2 o+ (Fi = fo)

ir A2\
— — Rluj/1=3 1/2
2 ) Tprios = fprgoa = R (241

X [=(fo—2fi+ fo) = (fr — fo)]

45
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[Mj/ﬂ_l
+ Z R[“j/ﬂ_2_s (TAI/Q) [fs—l—l —2fs+ fsl]] }

5=2
L
1 )\j T
1 e it AL/?
X {5 {RW 7 (7 AV (1— 5 )
; 1/2 2 12\ —1
+ R/ (_r A1) (1 + ”‘;1 )} A~ ((m + TQA )

X {(9-1=90) = RV (g-n11 — g-n42)

+ i R™* (gs+1 - 293 + gsl)})]

s=—N-+2

1 T A2
_,_ZA%/? ([ + T) [RP\]'/T] (—TAI/Q) — R/ (TA1/2)]

x (I +724)7" {—A <%+1> = <<7A+ 72542)_1

X {(9—1 —go) — RN (9-Nt+1 — 9-N+2)

+ i R_S (gs—H - 295 + gs—l) })]

s=—N+2

+550) + 00}

iTAY/? -
+-AT (I— 5 ) {fongmm1 = RS (=7 AY2) [fo + (fi = fo)]

ir A2\ 7! .
2 ) [fixs/m—2 = fing 1 = RO9/T2 (=7 AV2)

X [=(fo—=2f1+ f2) = (f1 = fo)]

[A/7]
+ Z RP‘J'/T]_l_S (—TAI/Q) [fs—f—l - 2fs + fsl]] }
s=2

+ (—irAV2) (1 -

1 1 ’iTAl/Q - A /r]-1 1/2
+§A I+ — {fir,/r1-1 — R (TAY2) [fo + (fr = fo)]

it A2\ 7! .
2 ) [fng -2 = finy 1 — R/T72 (7 A7)

x[=(fo—=2fi+ fo) = (fr = fo)]

[Aj/7]
3 RN (A1) [ - 2, + fsl]] }

+ (irAY?) (I +

s=2
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SR S ) iT AL/
S g [ e (12 T

A1/2 2 423 —1
+RMT2 (—rAY?) (I—f—”j;l )} A1 ((TA+T£4 )

x {(9-1 — g0) — R (g-n41 — 9-n+2)

+ i R™% (gst1 — 295 + %—1)})]

=—N+2

JrlA—l/Q I+ TiA? [R[,\j/f]q (_TAl/Q) _ R/ (TA1/2)]
21 4

x (I+724)7" {_A (Z+1)a ((TA+ 72;12)_1

X {(971 —90) — RV (9-nt1 — 9-n+2)

+ i Ris (gs+1 - 293 + gsl)})]

=—N+2

+210)+ a0}

172\ !
At (1= Y i R () G

-1 irAV2\ 7
+ (—irA'?) (H > ) [finsmis = fi o = B2 (<7 AY2)

X [=(fo—2fi+ f2) = (f — fo)]

(Aj/7]-1

. Z Rl /r-2-s TA1/2) [fs+12fs+f31]]}

1 1 'L.TA1/2 - \;/7]-1 1/2
AT 1+ {firy/r—2 — R (TAY2) [fo+ (fr = fo)]

iTAY2N\ T
5 ) [finsm1-5 = Fi 2 = B2 (2 AV2)

x[=(fo—2f1+ f2) = (i = fo)]
+Zﬂ (V=4 3) fi +

j/7]-1
formiilii elde edilir. Buradan, (4.26) formiilii ve (4.2), (4.3) kestirimleri yardimiyla,

+ (irAV) (I +

+ Z RD\J‘/T]—Q—S (TAl/Z) [fs—i—l N 2fs + fs—l]
s=2

lAu_nllyy < M [l Al + [AYfollp + (= fo) 77|



48

2 Nhss = 20 Fi) 2y 5 14

+ H(QO —g-1) T_lHH + _(Nfrll)égg_l H(gk—H — 20K + gr—1) 7'_2HH] (4.27)

kesitirimi alinir.

Son olarak, ||Auy|| i¢in kestirim elde edilecektir. Bunun igin énce —N+1 <k <0

araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel formiilii ve (4.14) formiilii kullanilarak,

2 A2 -1
Au, = RN R Au_y + gL — RNH“g_NH + (TA + T 5 )

X {<9k—1 — gr) — RMN (9-N41 — 9—n+2)

+ Z_: kas [gerl - 2gs + gsfl] }] (428)

s=—N-+2

formiilii elde edilir. Buradan, (4.28) formilii ve (4.3) kestirimi yardimuyla,

| Auglly < M [|Au_ylly + HT_I (9-1— QO)HH + HA1/290HH

b = 2 gl (4.2

kestirimi alimir. Simdi ise 1 < k < N araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel

formiilii ve (4.15), (4.16) formiilleri kullamlarak,

Auy = {I—TA <g +I> ((I—FTQA)A}

X

N N T2A2\ 7
RYAu_N+ (go— R g-ny1+ | TA+ 5
x {(9-1 = g0) = RY " (9-n4+1 — 9-n+2)

+ i R_S [gs-‘rl - 2gs + gs—l]})]

s=—N+42

+A(I+ 72,4)—1 (gf(o) + Tgo) (4.30)

1 i AL/2 i AL/2
Aug = 3 [R’f—l (rA'?) <1 -z 5 ) + RF1 (=7 AV?) (1 + 2 5 )}

X

2 A2 -1
RN Au_y + (Qo — RYg_ N+ (TA + 1 5 )
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x {(9-1 — g0) — RY" (g-n41— 9-n+2)

+ i: R™%[gs+1 — 295 + 93—1]}>]

s=—N+2

1 T4 A2
— ATV
+ 21 ( + 4 )

$ (R (=rA?) = BF (rAV)] (1 +724) " {=A (5 +1)

X

N N r2AN 7
RYAu_N+ (go— R g-ny1+ | TA+ 5
X {(971 —90) — RV (9-nt1 — 9-n12)

+ i R™%[gs+1 — 295 + 93—1]}>]

s=—N+2
+210)+ a0}

. 1/2 -1
27/21 ) {fk;—l _ Rk (—TA1/2) f

. 1/2 -1
zn;l ) [fooo — foor — R¥2 (—7AY2)

X [=(fo—=2f1+ f2) = (f1 = fo)]

-1
) {fior = R (rAV?) fi

B . 1/2 -1
+ (Z'TAI/Q) 1 <] i Z7_/21 ) [fk_Q o fk—l . Rk—2 (TAI/Q)

X [=(fo—2fi+ f2) = (fi = fo)]

1
AT =
" (

+ (—iTAY2) (I -

k—1
+ Z Rkilis (_TAl/Q) [ferl - 2fs + fsfl]

iTAY?

1
—AY (T
(1

k-1

+ Z Rkilis (TAI/Z) [fs+1 - 2fs + fsfl]

5=2
formiilleri elde edililir. Buradan, (4.30), (4.31) formiilleri ve (4.2), (4.3) kestirimleri

},2§k§N (4.31)

kullanilarak ise

1Aullr < M [IlAu-nllz + | A2 g0][y + (|77 (9-1 = 90)]I

+ —(N£I1l)a§}§gg—1 HT_l [gs-H - 295 + gs—l] HH ) (432)

1Aully < M [ Auylly + |42 foll, + 1A = fo) 77
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+2§I,?§a]§{2u(fk+1—2fk+fk D72, + 1A 200l + 191 — 90) 77|,

= 1772 (gs1 — 295 + gs—1)|| | 2 <k <N (4.33)

kestirimleri alimir. Sonug olarak, (4.27), (4.29), (4.32), (4.33) kestirimleri birlestirilerek
ve tiggen egitsizligi kullanilarak, (4.9) kestirimi elde edilir. Boylece, Teorem 4.1’in ispat1

tamamlanmig olur.

Simdi, Teorem 4.1’in uygulamalar1 verilecektir. Ilk olarak, bir boyutlu hiperbolik-
parabolik denklem igin, (2.21) lokal olmayan sinir deger problemi ele alinmigtir. (2.21)
probleminin diskritizasyonu iki adimda incelenir. Birinci adimda, A7 fark operatoriiniin
yardimiyla, (2.21) smir deger problemi, (3.31) adi diferansiyel denklem sistemine déniis-
titriiliir. Tkinci adimda ise, (3.31) problemi i¢in (4.1) fark semasi kullamilarak,

( “Z+1(x)*2“k( )+up_y

)+ Apult () + 7 (A9 ulpyy (2) = [ (@),
fe(x) = {f (g, wa) 31 12 € (0,1,
yp = k7,1 <k <N -1, Nt =171 + 724%)(ul(z) — ul(x)) = ZMx),
Zy(z) = 5(fo (z) — Ajug(@)) + (g6 (x) — Afug(2)),
fo(x) = {£(0,2,) 117 g6 () = {9(0,2) 31,
@AW | g (] 4 FADuL (0) = (7+ $47)gk (@) € 0. 1) (4.34)

T

91]3 (z) = {g(yk - §7xn) L Yk = kT, —(N 1) <k

IA
o

fark semasi elde edilir.

Teorem 4.2. Eger 7 ve h yeterince kiigiik sayilar ise, bu durumda (4.34) fark

semasinin ¢oziimii i¢in agagidaki

h

-1 h h
max Hu || max HT Uy, — Uy H + max H U H
_N<k<n ITF Lon T _N+1<k<N (k= i) Lan © _N<k<N ( k)f Lo

h h gh ) -1
1511z, +, max [[(f = fem) 77,

2<k<N—1
)
Laop

h

b, + max (gt = g) 7, + [

—N+1<k<0 T

—2( h h h
max HT U —2up + up_ H
L ( k+1 k k 1) Lon
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Laop * —NI-E?S}(}CSO HT_l (UZ N uz_l) HLzh

+_mas ()
<M [Hf&HL% +r T (A = ),
+_max |77 (il - 2f8 + fi 1)||L2h+H93mHL2h+ |7 (g5 — o 1)HL2h

2<k<N-1
h
T/ xll Loy

e _ymme 77 o =20k + 0l ), + [ (2)

kararlilik kestirimleri saglamir. Burada, M, katsayisi 7, h, f,1 < k < N, gk,
— N <k <0 ve p"(z)’'den bagimsizdir.

Teorem 4.2'nin ispati, soyut Teorem 4.1 ve (3.30) formiilii ile tanimlanan A7 fark

operatoriiniin simetri ozelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, cok boyutlu hiperbolik-parabolik denklem icin karma simr deger prob-
lemi (2.22) ele alinmigtir. (2.22) probleminin diskritizasyonu iki adimda incelenebilir.
Birinci adimda, Af fark operatoriiniin yardimiyla, (2.22) smir deger problemi, (3.34)
adi diferansiyel denklem sistemine déniistiiriiliir. Ikinci adimda ise, (3.34) problemi

icin (4.1) fark semas1 kullamlarak,

@RS | Art (@) + 7 (APl (@) = S (),
f (@) = frly, 7)o € O,
ye =k7, 1 <k <N, 77 (I 4+ 72A37) (u} (z) — ul (z)) = Z} () 2 € Q,
Z7 (z) = 5 (f(’f(if) - A}ILUS) + (98( ) — Ahuo)
Jo(@) = {00, 2) 1 gl () = {9(0,z) 31
7! (UZ (z) — qul (2)) + AL (I + 5AD) uf () = (I + 3AD) gf (2) ,x € Qp,  (4.3)
"gp = 5,x), g =k, (N =1) <k <0,z €y,
N 37,y Yoy )12 @)
(o) = Lo (uw B
@ (@) T
+;@(J @y (3, - )y 3)

X (f[@j]( ) — AhuE& ]( ))) +g0h,x€§NZh

\

fark semas: elde edilir.
Teorem 4.3. Eger 7 ve |h| yeterince kiiglik sayilar ise, bu durumda (4.35) fark

semasinin ¢oziimii i¢in agagidaki

max HUZHL% + max HT_l (uz — uz_l) HL% + max Z H (uZ)Irvjr
r=1

—N<k<N —N+1<k<N —N<k<N Lo,
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0 188 + o = D 7

Hllobll, + gm0k~ o) 1||L2h+ZH

nax HTﬁ (UZ+1 — 2up + kal)

1<k<N-1 HLQh

Lo, * —NT%%CSO HT_l (u”;b n ull;b—l) ||L2h

> o).,

+2<1;cn<aj\}/{_1 HT_ (fk+1 —2fi + f’?_l) HL?h

e,

n
+ max E H(u2)7 )
—N<k<N 1 LTrZr,]Jr
r=

< My R A ] P

R O V] [P

+ymac (|77 (g — 208+ 05 [y, + 2 |

TrZr,Jr

L2h]

kararlilik kestirimleri saglamir. Burada, M, katsayisi 7, h, fi.1 <k < N, g,
— N <k <0 ve p"(z)'den bagimsizdir.

Teorem 4.3'iin ispati, soyut Teorem 4.1, (3.33) formiili ile tammlanan A} fark

operatoriiniin simetri 6zelliklerine ve Teorem 3.4’e dayanmaktadir.

4.2 Fark Semas1 2

Bu kisimda, (1.1) lokal olmayan sinir deger probleminin yaklagik ¢oziimlerini bulmak

icin
T (kg = 2up +upo1) + g Aug + A + uer) = fi S = ft),
tk:/{?T, 1§k<Na
(1 22) (74 72) 77" =) = 5 (o0 = Au)) = fo = Au,
I (=) + AU+ 5A)ur = (I + 5A)g. (4.36)

g =9ty —3), th=kr, =(N —-1) <k <0,
N Uy o] = Uy Jr]—
5~ (s + (1 — [217) Pt

Jj=1

N =
L U\ /T u[)\ /T j T

+ 35 (M (0 = (27 +3) (fiagsn — Aup, ) ) + 0
‘7:

U_—

\

ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi kurulmustur.
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Oncelikle ileride ihtiyag¢ duyacagimiz yardimci teoremleri verelim

Yardimci Teorem 4.3. Asagidaki

724\ 7!
< —_— <
1Dl < 1, HDHHHH 1, (I+ y ) 1 (4.37)
H—H
(kT)? |AR¥|, <M, k>1,0<3<1 (4.38)

kestirimler saglanirlar. Burada,
_AL1/2 A1/2\ 1
D:(I_ZTA )([+ZTA ) |
2 2
~ _A1/2 Aq1/2N\ 1L
-1+ iTA I iTA
2 2
2 -1
T 42

Yardimci Teorem 4.4. Oncelikle,

ve

R

dir.

1= {2l 4 B} Y

J=1

A2 24\ 7 5

ra wi/7) _ plus/I N
+; <I+ 4) {D D }( AR
TAY?

Hli/r] — plus/r] L gy H
g o= ol R - [2]7)
. . -1 . -1
iAY? { (I B ZTAl/Q) Plesrr]-1 _ (I N ZTAI/Q) D[uj/T]l}
2 2 2
A1/2 AL2N
42 { (I 4 A ) ples/r=1 (1 _ird ) DWT]l}
2 2 2
2
(1 + —A) (—A) RN + TA RN }
4 2
: 1
_ Z 5, Al/ 21 AN o
2
irAY2\ T
— ([ + > DWi/TI=1 L pN
2
+1 { ([ N z'TAl/Q) D1 (I B iTAl/Q) D[Aj/f}—l}
2 2 2

X




X [(HTQTA)l (—A)RN+%RN] + (Aj— {%} H%)

+

N[ —

21

+4z’

operatoriniin tersi vardir ve

- <I o {4 bl Bl e

+TAl/? [{f)[“ﬂ'

Z’AI/Q
2

X

43

{(I— it A2
2

o
s
N——
|

—

% {_ {D[Am X [)[Aj/ﬂ} (—A) RN

4

-1/2 2 -1
A (I N E) { D0 pir} () RY

1/2
TAY {Dw/r] B Dw/ﬂ} RN}}

Dl — D[“J’/T]} (—A)RY
bty (- [4]9

)1 ples/rl-1 — ([ + iTél/z) h D[“j/T]‘l}

_A1/2 AL/2N\
+% { ([_|_ ZTI; ) D[Mj/T]—l + (I - 27—1;1 ) D[uj/T]—l}

X

J

24\ A
(1 + T—) (—A) RN + ZZRY

< g JiA [, A
— 2 2

. 1 2 _1
+W2‘/ ) f)wm—l}RN

4 2

}

—1
) ph/ri-1

—1/2 2 -1
+A2./ (1 + %) {DW‘/T] - D[WT]} (—A)RY
2
1/2 -1
LAY {Dw/ﬂ _ D[Aj/rl} RN}})
4i

o4
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agagidaki kesitirimi

1Tl gy < M (4.39)
saglar. Burada, M katsayis1 7’dan bagimsizdir.

ispat. Ilk olarak,

T, - (I = e (e (/1) — s (710

=1

T, (1 — i a; ([e([u;/7IT) = As ([ /7]7)]

_ Zﬁj [s ([A\j/T]T) + c([N;/T]T)] A> e—A)

j=1

[ e

+Z (P = oy i) o (- 2] )
i {(, Y i (1 A Dw-l}
+% { (I - ”131/2) ple/m=1 4 (I - m211/2) [)[uj/T]—l}

(1 - Tﬁ) h (—A) RN + TA RN }
1 2
_JZL;@‘ {iAQW {(I B 2'7211/2)—1 D
() )
%{(Fr ”1‘211/2) D/t ([_ ”gm) [)[Aj/ﬂ—l}
(1 + T%) h (—A) RN + %RN + (Aj - {ﬂ T+ g)

y { { D 4 pPorY (~a) RY

X

X

+

X

N | —



—1/2 2 -1
+u<l+—7 A) {[)[ 3171 _ py -/1} RN
J 4

‘Z“ As (Jay /717
_Zﬁ c (/)7 A) ]

formiilii dogrudur. Buradan,

<ZJ_V: Q; ([C ([Nj/T]T) — As ([Nj/T]T)] _

26
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-1/2 24\ "L
+ 5 ([ + TT) {DP\J'/T] _ D[/\j/T]} (—A)

A2 L
_|_T ' {D[/\j/T]_DP‘j/T]}}}) el < Mr, (4.40)
49 H
o L L Dl Bl
. - /Jj/T ~ﬂj/7—
;%{Q{D + Dl

A2 724\ 7! A1

T4 wi/7) _ ple/r L
+= (1+4) {D /Iy (—a)
TAY?

M /T T L
[ -] -9
P AL1/2 . 1/2 -1 R ) 12 1
iA {(I— iTA ) Plus/r]-1 _ ([+ZTA ) D[uj/r]—l}
2 2 9
(1 Y e (1 Y gl
2A -1 A
(I + TT) (—A) + % }
L ) ' .
iAL? iTAl/?
j I - pi/Tl-1
o5 ()
. -1
B (I n ZTAI/Q) D[/\j/f]—l}
2
-I—% { (I n iTj;ll/z) D1 (I B 2'7/211/2) D[Aj/ﬂ—l}
TQA -1 TA )\j -
[ 5] B
X {%{D[A]/T}+D[A3/T]}(_A)

-1/2 24\ "L,
+ 5 ([ + TT) {DP\J'/T] _ D[/\j/T]} (—A)

TAY? (.
/T /7] -A _ pN
+—{D D }}}(e RY)| <M (4.41)

kestirimleri kullanilarak, (4.39) kestirimi elde edilir. Buradaki (4.40) ve (4.41) kesti-

X

X

J

rimlerinin ispatlari, (4.37) ve (4.38) kestirimlerine dayanmaktadir. Boylece, Yardimei
Teorem 4.4’in ispat1 tamamlanmig olur.
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Teorem 4.4. Eger ¢ € D(A), go € D(AY?) ve fy € D(A'Y?) ise, bu durumda,

(4.36) fark semasimin ¢oziimii i¢in agagidaki

e Nl < M[llelly + A7 Foll + A7 0]l (4.42)

g A7 G o) 7l g A7 =)

_NEEN 1472, < M [ A2, + [ foll g + g0l (4.43)

o hnax |(fe = feor) 77| + _ N k<o (9 = gr-1) 7—_1HH:| )

72 o
cnax |77 (s = 2u H )|+ max LA, (4.44)
+ max |4 <M)
1<k<N 2

H

mas T ), < M (1Al + (|42 5o,

+ 1= fo) 77|, + e | (frsr = 2fc + femr) 72|, + ||A1/290HH

+{l(g0 = g-0) 7| ;s + Y o | (gr+1 — 205 + gr1) 72|,

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi 7, fr,0 < k < N, gx,—N <k <0

ve p’den bagimsizdir.

ispat. (5ncelikle, (4.36) fark gemasinin ¢6ziimii i¢in formiil elde edilecektir. Bilindigi

gibi,

772 (Upgr — 2up + up—1) + %Auk + %114 (U1 + up—1) = fi, fx = [ (tx)
ty=Fkr, 1<k <N,NT =1, (4.45)

T2A T
([—i— T) 771 (uy — ug) — B (g0 — Aug) = w,ug = p,

7 (u — up—1) + A (I + gA) Up = (] + gA) Gk,
g =9 (tk — %) gy =kr,— (N —1) <k <0, u_y biliniyor
baslangic deger fark problemlerinin tek ¢oziimii vardir ve asagidaki

24\ T2 A 72
Uy = ([+T) |:<I—T>U—Tw—|—§go:|, (447)

(4.46)
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A71/2

1
e = 3 (D’“ + Dk> 1+ (D — Dk> (w + %fo + %m) (4.48)
k—1
. ;Afl/Z |:Dkfs . Dkfs] fS’ 2< k< N,
]
=1

k
wp = RN u_y+7 Y (1 + %A) R=stlg —(N—1)<k<0  (4.49)

——N+1
formiiller saglanir. Buradaki (4.47), (4.48), (4.49) denklemleri ve

) 2
(I+%) 7 (U1 — up) —%(QO—AUO) = <I+TA> (fo = Aug) ,uo = p

formiilleri kullanilarak,

p=uy=RNu_n+71 Z (I—l—gz‘l)R_ngsa

—N+1

([ + %) (fo —A {RNu_N +r ZO: (I + gA> R‘S“gs}>

s=—N+1

formiilleri elde edilir. Dolayisiyla,

(o5 [

A—1/2 5 2 A
+=; (Dk—Dk><(I+T)
0
x(fO—A{RNu_N+7' Z (I—I—%A>R_S+lgs}>

=—N+1

0
+ng + %A {RNu_N + Ts Z (1 - %A) R‘s“gs}

=—N+1

k—1

- %4*1/2 [D’H - D’H} fo 2<k<N (4.51)
1
s=1



dir. Buradan,

N
e Ul /7) — Ul /7)-1
ZO‘J Uppay /) + | My — [T] -

Jj=1

U T Aj
_+§:5 ( /7] [A/11_+(Aj_[ I+ )(fp/ﬂ AW&%ﬂ)‘*¢

Ai
T
kosulu kullanllarak,

0

Z%{ [ Dlwi/7] _i_D[uj/r]} Z <[—i—%A> R+g,

s=—N+1

+A;;/2 {D[“j/T] — D[“j/T]}

T2A s T
([+—Z> (m—/h > <I+§A>Rﬂ“%>

s=—N+1

T 24 < T A\ st
+ohot > <I+5 )R Js

2
=—N+1

[y /7] -1

L g b (- 4

s=1

S A1/2 oa1/2N L 4172\ ~1L
ZAQ { (I _ ZT"; ) D[;uj/‘l']*l . (I + ZTj;l ) D[/ij/T]l}
0 T
o —s+1
xr Y <I+2A>R gs
s=—N+1

: 1/2 . 1/2 B
+% { (I_|_ ZT‘/; ) D[Nj/‘r]—l 4 (I _ 27—13 ) D[Mj/T]—l}

T2 A 0 T .
(L+fz> (m—thE;H(I+§A)R “%>
T2 A
<[+ 4) f[“j/T]_l
[u]/T

A i:(r+lQRsﬂ

9 ) 5 s
n Z ZTA1/2 _ID[Hj/T]flfs

2

=—N+1
ir A2\ T
oy

412 N
P/
+§:ﬁ{ {( ; )

X

60

(4.52)



; 1/2 1/2
LA imA / phsr— (4 / D/l
2 2 2
T2A s T 41

s=—N-+1
24 T 4l T2A
S (e ga)Eeta e (s +T) firgrr

s=—N+1

i/l=

“(v-[2]+3)

0

1 ~
X (fP\j/T] -4 {5 [D[/\j/ﬂ + D[’\j/ﬂ] T Z (I + %) R+,

=—N+1

—1/2
LAY {Dw/ﬂ _ D[M/T]}
22’
T2A 0 T 41
s=—N+1
A ¢ T +1
T2 I —A) Ry,
+2fot+ 5 Z (1+3 g
=—N+1
[A;/7]-1
-y 21@ A-L/2 [ D/rI=s o [)[Aj/ﬂ—s] 1l Yo
s=1

. —1
X Z [( ZTA ) D[/\j/T]*lfs 4 <I _ 7/7‘1;11/2> D[)\j/T]IS] fs
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operator denklemi elde edilir. Boylece, (4.36) fark gemasimin ¢éziimii i¢in, (4.49), (4.50),

(4.51) ve (4.52) formiilleri kurulmug olur.

Simdi, (4.7), (4.8) ve (4.9) kestirimlerinin ispatlari verilecektir. Tlk olarak, |lu_y/||,

i¢in kestirim elde edilecektir. Bunun i¢in, Abel formiilii ve (4.52) formiilii kullanilarak,

N

>y {3~ {plord 1 pler}

J=1

U_nN = TT

0
g —RYg N1+ Y, R g — gs}]

=—N+2
T2 A
)
()

+A2i/2 {D[uJ/T] DWT]}

(4.53)
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X (fo—

+f0

0
go— RYg-ni1 + Z R™ {go-1 — QS}D

—N+2

g0~ RNg_war + Z R+ g, 1—95}”

—N+2

1 iTAY/?
AL (T =
rgA (1-75)

,LLJ/T] 1

X |:f[”j/'r] plrl- it

5=2
1A_1 I+ it AL/?
2 2

[n/7]-1
X{f[u;/r]b[ﬂj/T]lflﬂL >, Dl {fslfs}]

D MJ/T {fsfl - fs}]

5=2
_[H
(= [2]7)
. . -1 . -1
ZAQI/2 {([ - 27'/211/2) ]_N)[Nj/T]*l — ([ + 27—1;11/2) D[%‘/T]l}

0

go—RNgnip+ D> R g1 — g}

=—N+2

: 1/2 : 1/2 B
+% (I_|_ ZTI; ) D[Mj/T]—l + (I . ZTI; ) D[uj/T]—l}

2
(I-I—TA (fo—

+7’
2

X

x A1

0
go—RVg_npi+ D> RT{go - gs}])

s=—N-+2

=—N+2

0
9= RV v+ Y R g - gs}”
24 -1
+7 (] + TT> f[uj/r]fl
HiATV? { (D - D) Fluysr] -2+ <D[WT] _ plws/l- ) £
[13/7] -2

+ Z [D[“j/T] s _ plus/rl=s ]{fs 1fs}}

s=2

L . . -1
iAY? iTAY? R
+Zﬁj{ : {(1_ : ) P/

=1
. 1/2N\ —1
- (I + m;l : ) D[Aj/r]—l}
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x A1

0
go—RYg N1+ Y, R g — gs}]
— N2

i AL/2 _A1/2
_f_l { (]+ ﬂ) pRa/m=1 (] _ irAY ) D[Aj/T]—l}
2 2 2

2A 0
(I + T) (fo — 90— RVt Y, R {gea - 95}])

s=—N-+2

0
T —5
5 |90~ RNg N1+ Z R= g1 - gs}”
s=—N+2
724
+r <f + T) finym—1
+Z~A—1/2{<f) _ D) Finyrz + <Dw/ﬂ—1 _ [)[Aj/T]—1> 3
/72 \ _
p/ri=s _ plx/rl- ] s N |2 T
=3 | (=3 g+ (M= |2 7+3
1 ~
x (f[/\j/f} —A {§A_1 {DWT] + DWT]}
0
go— RNg_ns1 + Z R {ge — gs}]
=—N+2
—1/2
LAY { Dsrm) — pposn) <I+E>
21 4
0
X (fo — 90— RNg_np1 + Z R g1 — %}])
=—N+2
T T 0
tofot 5|90 - RVg v+ Y, R {goa - gs}”
s=—N-+2

1 g /7]
b3 A7 (15 ) [ = DI Y DI g - 1)
5=2

1 it A2 N

i/l=

+ Z D)\/T fs 1_fs} +§0

formiilii elde edilir. Buradan, (4.49), (4.51), (4.53) formiilleri ve (4.37), (4.38) kesti-

rimleri yardimiyla,

sl < |l + A7 2al + s |47 (= fie) 7
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+[] A7 20|, + max A2 (g — gk 77| (4.54)

kestirimi alinir.

Tkinci olarak, |lug|, icin kestirim elde edilecektir. Bunun i¢in énce —N < k < 0

araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel formiilii ve (4.49) formiilii kullanilarak,

up = RN—i—ku_N

k

+AT ge = RV gy + > R g — gl (4.55)
s=—N-+2

formiilii elde edilir. Buradan, (4.55) formiiliiniin ve (4.38) kestiriminin yardimiyla,

lullyy < uwll +2 (|47 g0l + max AT (g —gua) 7 (456)

kestirimi bulunur. Simdi ise, 1 < k < N araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel

formulii ve(4.50), (4.51) formiilleri kullanilarak,

w=(1=7A(S+1) (1+724)")

0
x |[RNu_y + A7 {90 - RNQ—NH + Z R~ (gs—1 — gs)}]

s=—N+2

+ (I + 7'214)71 {%Qf (0) + Tgo} , (4.57)

1 3
ue =5 (DF+ DF) {RVu_y

+A!

0
g —RYg N+ Y, R g — gs}] }

s=—N-+2

1

2 -1
AT ([)’f - D’f) (1 + ﬂ) (fo— A{RNu_n+

4
}) + §f0

0
go—RVg_na+ Y R {goi - gs}] H

s=—N+2

0
go— R na+ D>, R {go1— g}

s=—N+2

+A71

+gA {RNU_N +A!

.y k-1
% = ([— ”g‘ ) [fk_l — Dy +§;DH {fo-r = fs}]
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12 k—1
—1—%/1_1 (I—FZTA ) [fk | — Dk 'fi +2Dk {fee l_fs}] (4.58)

formiilleri elde edilir. Buradan, (4.57), (4.58) formiilleri ve(4.37), (4.38) kestirimlerinin

yardimiyla,

—N<k<0

Jully <M |:||U—N||H+ A" 2go||,, + max ||A™Y? (g — gk—l)T_l“H]’ (4.59)

wmeMwam+w4mﬁm+ggyM”zﬁ—nﬂ M

A ol + e AT o= g7 *mylskSN (4.60)

kestirimleri alimir. Sonug olarak, (4.54), (4.57), (4.59), (4.60) kestirimleri birlestirilerek
ve liggen egitsizligi kullanilarak, (4.42) kestirimi elde edilir. Burada (4.43) kestiriminin
ispat1, (4.53), (4.55) formiillerine ve (4.37), (4.38) kestirimlerine bagh kalmak sartiyla,
(4.42) kestiriminin ispatinda oldugu gibi ayni yolla elde edilir.

.. ; A1/2 -
Uctincii olarak, HA <I + 7 5 > u_pn|| icin kestirim elde edilecektir. Bunun

H
i¢in, Abel formulii ve (4.52) formiili kullanilarak,

N

S {% {D[“J‘/T] +DWT]} (4.61)

=1

2 A2 -1
—RYg np + (TA+T2 )
X {(9—1 — go) — RN (9—N+1 — g-N+2)

+ Z gs+1 295 + gs—l]}]

AU_N = TT

—N-+2
+1{DMH_DMH} L oTAY
21 4
7_2142 -
x | AV fo — |AY2gy — AYPRNg N + <TA Ty )

x {(9-1— go) = RN (9-n4+1 — 9-n=+2)

—1
+ Z R™* [gs+1 - 293 + gsl]} >

s=—N+2
2A2 -
A1/2 A1/2RNg7N+1+ <TA—|—T2 )

A1/2f +
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x {(9-1 — g0) — RY" (g-n41— 9-n+2)

|

1 i AL/2 o LA
+hi— [AW (I Xz . ) D14 Al (I +Z : ) D’”] A2y
1
2

+ (iTA1/2)_1 [f[uj/T]_Q - f[uj/r]—l + D[Mj/T]_2 (fl - fO)

/7] -2

-+ Z D[ﬂj/T]ilis {fs—f—l - 2fs + fs—l}

s=1

+ > R [ge1 —2g.+ 93—1]}

43 A ™ [Ty o2 = fpy o+ D12 (= o)
[1s/7] -2
b DR ok |+ (- [2])

s=1

S A1/2 oa1/2N L 4172\ ~1L
ZAQ {(I—”’;l ) D[uj/T]l_(HWQ1 ) D[“J'/T]l}

2 42 -1
go— RVg_ N1+ (TA + z 5 >

X

X

x {(9-1 — g90) = RN " (g-n+1 — g-n+2)

-1
+ Z R™*[gsy1 — 295 + 951]}

s=—N+2

. 1/2 ) 1/2 ~
+% {A1/2 (I+ ”g ) ples/ml=1 o g1/ (I - ”/21 ) D[”J'/T]l}

2 -1
(7)o

X {(971 —g90) — RV (9-nt1 — 9-n12)

+ i: R™® [gs+1 - 293 + gsl]}])

s=—N+42

2 42\ 1
AV2gy — AYPRN gy + (m + 1 5 )

T | 4172 1/2 pN T2A?\ 7
+§ AV gy — AV RY g N+ (TAH+ 5

x {(9-1 = g0) — RN (9-n4+1 — 9-n=+2)

—1 2 -1
T°A
- Z R [gerl — 29, + gsl]} +7 ([ + T) f[uj/T]—l

s=—N-+2
+iA_1/2{<D _ D) f[uj/T]—z X (D[uj/r]—l B D[u]-/f]—1> f




— (itAV?)" (I+ :
3 f[/‘j/T]*2> + DI (1 - )

(/7] -3

iTA1/2>

+ S D o 4 f)

s=1

(-75) o (o
-

+ Z DH;/T

s=1

L
iAY?
+Z@{
j=1

e

A1/290 . A1/2

s = Ty ) + DI (= o)

- S fs+1 2fs+fsfl}

. ~1
{ ( ZTAI/Q) Di/T-1
2
ir A2\ 7
) p/r-1
2

2 A2 -1
RNg_NH—%(TA%—TQ )

x {(9-1 = g0) = RN (9-n4+1 — 9-n+2)

-1

=—N+2

I iT AY/?
+2A { (I + 5
2A\
X <] + T) A1/2f0 —

+ Z R [gs-‘rl - 295 + gs—l] }]

- 1/2
DWM1+([_”é/>bWM1}

2A2
A”%m——A”?RNngH—#<TA%—T

X {(9—1 —go) — RN (9-N4+1 — 9-N+2)

-FZ

—N+2

2A2
+% A1/2go — A1/2RNg_N+1 —+ (TA + T )

gs+1 - 295 + gs— 1]}])

2

X {(9—1 — go) — RN (9—nN+1 — g-nN+2)

+ Z gs+1 - 295

—N+2

+gs 1]}

72A
+T(I+jf) fm-1

+{< >fAm2+(DWM4_§WM4>ﬁ

27_141/2 ~ N
o { (I + ) [ Jos =3 = finymi=2) + D72 (f = fo)

g
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[Ai/7]-3

+ Z D[)\j/T]_l_s {fs—I—I - 2fs + fs—l}

s=1

‘A1/2
# (15 ) [P Vs = ) + D22 1)
[Aj/7]-3

+ Z DP‘]/] 1 {f5+1—2f3+fsfl} +()\]_ |:?]:|T+_

s=1
1 )
y <fpj/r] _ {§A1/2 {psrm)+ i)

X

2 A2 -1
Al/QgO — Al/QRNgiN+1 —|— (TA —|— T 2 )

X {(9—1 —go) — RN (9-Nt+1 — 9-N+2)

-1
+ Z R [gst1 — 295 + gs—1] }]

s=—N-+2
24\ !
I I
()

2 42\ !
Agy — AVPRN gy + <7‘A + 7 5 )

L1 {[)[Aj/ﬂ _ D[Aj/ﬂ}
2i

X (A1/2f0 —

X {(971 — go) — RN (9-N4+1 — 9-N42)

—1
+ Z Ris [gs+1 - 2gs + 931]} >

s=—N+2
2 A2 -1
AV2gy — AYPRN gy + <TA + 7 5 )

T T
ZAY/2 Z
N f0+2

x {(g-1— go0) — RN (g-ni1 — 9-nN+2)

+ i R™%[gs41 — 295 + gs—1] }”

s=—N-+2

1 iTAY? e
+5 (f— 5 ) [fingm) = DA

1. -1 e
5 (1T AY2) " [foy 2 = finyrima + D72 (F = fo)
[Aj/7]-2
+ Y DL —of 4 fo o}
s=1
1 it AY? .
+5 (f +— ) [f[xj/ﬂ — DP/7] 1f1}
1, ~1 iy
+§ (”AI/Q) [f[/\j/ﬂ% = foma DR/ (f1 = fo) }) }
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/]2
+ > DW= 2f + fua} + Ay

s=1

formiilii elde edilir. Buradan, (4.53) formiilintin ve (4.37), (4.38) kestirimlerinin yardimiyla,
A (I + il 5 ) U_N

+2§II?§aJ$f(_2 H(fk+1 — 2k + fr-1) T_QHH + HAI/QQOHH

< M [||A¢ll; + HAWfoHH +| (= fo) M,

H

+ H(go —g-1) TﬁlHH + _(foll)as’ig_l H(gk+1 — 20K + Gr—1) TzHH} (4.62)

kestirimi alinir.

Son olarak, ||Auy||; i¢in kestirim elde edilecektir. Bunun igin énce —N+1 <%k <0

araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel formulii ve (4.49) formiilii kullanilarak,

- AL/2 - AL/2N\ T
Auy, = RN+* <1+ ”2 > <1+ ”2 ) Au_y

+

2 42 -1
g — RV gy + <7'A + 2 5 )

X {(gkfl — gk) — RHN (9-N41 — 9—nN+2)

+ i Rk_s [gs+1 - 295 + gsfl] }] (463)

s=—N-+2

formiilii elde edilir. Buradan, (4.63) formiiliiniin ve (4.38) kestiriminin yardimiyla,

. A1/2 —1
A ([ —+ 7 ) U_N

| Augll < M :

H

7 g1 = 90l + A 0]l

* ,(Nfglfggfl H772 (k+1 — 291 + 9k1)||H} (4.64)

kestirimi alimir. Simdi ise 1 < k < N araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel

formulii ve(4.50), (4.51) formiilleri kullanilarak,

A A 1 0
vt AL <RNU_N+T > (142a) R_sﬂgs)
s=—N+1

+% (1 —7A (% + 1) (I+ TQA)_1>
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X

i AL/2 i AL/2\ 7t
R A (1+”2 ) (1+”2 ) e

2 42\ !
+{90—RN9N+1+ (TA+72 >

x {(g-1— g0) — RN (g-ni1 — g-nN+2)

+ _Z R™% [gs+1 — 295 + go—1] } }]

s=—N+2

2
+A ([ + 7—2,4)*1 {%fo + Tgo} , (4.65)

-1
R AN it AY? it AY?
uk—ﬁ(D +D){R (I+ : 1+ .

2 A2 -1
QO—RNQ—N+1+ (TA+72 )

+A7!

X {(9—1 —go) — RN (9-Nt+1 — 9-N+2)

+ i R [gs41 — 295 + gs—1] }] }

s=—N-+2

1 . 72A\ !
+2_ZA 1/2 (Dk — Dk> <[ + T) (fo — {RNAqu‘i‘

+

2 A2 -1
QO—RNQ—N+1+ (TA-I—TQ )

x {(9-1 — g0) — R (g-n41 — g-n12)

.
}) +§fo
i AL/2 - AL/2\ 7t
+%{RN <1+”2 )(1+”2 ) Au_y

2 A2 -1
A2, — A1/2RNg_N+1 + (TA + T 5 >

—1
+ Z R [gs-‘rl - 295 + gs—l]}

s=—N-+2

+

X {(9-1—90) = RN (g-ns1 — 9-n+2)

+ _Z R~ [gs—i-l - 2gs + 93—1] }] }]

s=—N-+2
. 1/2 _ : 1/2
+%A1 (1 - ”g > [ fro1— DM (imAV?) (1 - ”21 )

k—2
D (fr—2 — fr—1) + Dk (fi — fo) + Z DF~s {fsr1 —2fs + fs—1}”
s=1
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i AL/ - _ ; /
+%A1 (I + ”’;1 2) [fkl — DMLfy — (i AY?) (1 + W; 2)
X [D (2 = fr—1) + D71 (fr = fo) + ZDk_S {for1 —2fs + fs—l}” (4.66)
s=1

formiilleri elde edilir. Buradan, (4.65), (4.66) formiillerinin ve (4.37), (4.38) kestirim-

lerinin yardimiyla,

. / —1
“A(u1+u0> <M A(I+ZTA1 2) “
2 " 2
H
+ 14290 ]| + {177 (g1 = 90)l
+ —(Nfrll)ag}%cﬁ—l HT_Q [gs+l - 293 =+ gsfl] HH‘| ) (467)
. / -1
() s

2 " 2

H
A foll g + 10 = So) 7

T hnax | (Ferr = 2fe + fom1) 72| + 1A% 00] |, + || (91 — 90) 77|

o max |77 (gs1 — 295 + gs_l)HH} 2<k<N (4.68)

kestirimleri alinir. Sonug olarak, (4.62), (4.64), (4.67), (4.68) kestirimleri birlestirilerek
ve liggen esitsizligi kullamlarak, (4.44) kestirimi elde edilir. Boylece, Teorem 4.4’iin

ispat1 tamamlanmaig olur.

Simdi, Teorem 4.47iin uygulamalar1 verilecektir. Ik olarak, bir boyutlu hiperbolik-
parabolik denklem i¢in, (2.21) lokal olmayan simir deger problemi ele alinmigtir. Bu-
rada (2.21) probleminin diskritizasyonu iki adimda incelenir. Birinci adimda, A¥ fark
operatoriiniin yardimiyla, (2.21) simir deger problemi, (3.31) adi diferansiyel denklem

sistemine doniistiiriiliir. Tkinci adimda ise, (3.31) problemi igin (4.36) fark semas:



kullanilarak

( UZ+1(I)72uk( )+uk 1
2

@) = {f ez )} e e [0y =kr 1<k<N-1Nr=1
(r+5a5) [(1+345) 77 (uh (2) = uf (@)
—5 (96 () = Afug (2))] = 27 (x),
Z1 (x) = f (x) — Afug (2),
fo(x )—{f(O )} g6 (@) = {g(0,2,) 1,
ML) | pe(] 4 AT (2) = (I + SAD)GE (2), = € [0, 1],
g (@) = {glye — Joaa) )

ye = k1, =(N —1) <k <0,
- ; ul L (x)—ul L (2)
[kj/7] [s/7]
UEN (l’) - Zzlaj (uﬁLJ/T] (iL‘) + (:u] - [%]T) - K 1 )
J:

L uly @)=l (@) .
+3 5, [ PITE  (3 — [Rr + 5)
j=1

T

(18, @) - Aty @) 464 @), o € 0.1

T

fark semasi elde edilir.

Teorem 4.5. Eger 7 ve h yeterince kiigiik sayilar ise, bu durumda (4.69) fark

semasinin ¢oziimii i¢in agagidaki

g Ml + e 1 (e, g (1)

S R [V e P

)
Lop,

"

xT

by, +max [k =gt 7, + |

2 ( h h h
max HT U —2uy + up_
s ( k1 k k 1)

(),

Iz,

(u’f) + (u'f*1>
+ max Tl r _Ja

Loy 1<k<N 2

4+ max
—N+1<k<0

Lap
—1 /(. h h
+ max HT Uy — Up ||
—N+1<k<0 ( k k 1) Lon

< My (| fll + 17 G = A,
+ max HT*

p a7 (il =26+ i)y, + lgoell,, 17 (90 = 62,

* e 77 e =20k + 0l ), + [ ()

z x Lgh:|

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M; katsaysi 7, h, f2,1 <k < N, gt
— N <k <0 ve ©"(z)’den bagimsizdir.

= + AR () + A7 (ujiyy () +ui_y (2) = fi (@),

72

(4.69)



73

Teorem 4.5’in ispati, soyut Teorem 4.4 ve (3.30) formiilii ile tanimlanan A7 fark

operatoriiniin simetri ozelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, cok boyutlu hiperbolik-parabolik denklem igin, (2.22) karma sinr
deger problemi ele alimmigtir. Burada da (2.22) probleminin diskritizasyonu iki adimda
incelenir. Birinci adimda, A7 operatoriiniin yardimiyla, (2.22) smir deger problemi,
(3.34) adi diferansiyel denklem sistemine donitistiiriiliir. Ikinci adimda ise, (3.34) prob-

lemi i¢in (4.36) fark semas1 kullanilarak

() (z)—2ul (z)+ul! T
bt kz e Ahuk (z) + iAh (UZH (z) + Uz—l (-T))

= fl(x), fl(z) = fMyr.2), 2 € Qe = k7, 1<k <N,
(I + %A”E> [(I - ﬁfﬁ) 7 (uf (z) — uf (2))
—5 (g (2) — Ajuly (2))] = 20 (2) , 2 €
Zt () = f (2) — Ajuf (), @ € Oy,
fo(x) = {f(0,2) 11" g (2) = {g(0, )31
7 (u (@) —wiy () + AR (I + 5A7) ug () (4.70)
= (I+34%) gk (z), v € Q,
(2) = g"(ye — 3, 2), ype = k7, —=(N —1) <k <0,z € Q,

h

; w T(x) U 1-1(®@)

( ) Za]( ,u/T]< )+(Nj_ [’:__7]7—) [pj /7] Tu/ )
x)—upty g (@) _ .
+Zﬁ {lk/ T[AJ/“ +(/\j_[/\7j]7'—§>

(f[h]]( ) A%LUEL)\]]<$)>:| +90h7x€§h
. -

h
9 \T
uh

fark semasi elde edilir.

Teorem 4.6. Eger 7 ve |h| yeterince kiiglik sayilar ise, bu durumda (4.70) fark

semasinin ¢oziimii i¢in agagidaki

Cmax ], 4 max T (g =),

+ ggﬁ}g]vzl H (uk), .

SR [V e P

Laop

labll, + a6k —gly) 1||L2h+ZH

)
Laop,

1§rl?§alsf(—1 HT_Q <UZ+1 o QUZ + U’Z—1> ”Lgh + _Nrffggoz; H (uz)ac?xmjr
—

Lap
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(u]];) va‘.rrajr + (UIIk‘lil) 3377"1'7“7.7.1”

2

4+ max
1<k<N

r=1

Lap

+max 7 (g — i),

>,

4+ max HT (fk+1_2f1?+f1?—l)HL2h

2<k<N-1

e,

<M,

A =R,

R U V] [P

L2h]

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M; katsayis1 7, h, fk , 1<k <N, g,

I 2 o)+ 3
— N <k <0 ve ©"(z)’den bagimsizdir.

Teorem 4.6'min ispati, soyut Teorem 4.4, (3.33) formiilii ile tanimlanan A7 fark

operatoriiniin simetri 6zelliklerine ve Teorem 3.4’e dayanmaktadir.

4.3 Fark Semas: 3

Bu kisimda, (1.1) lokal olmayan sinir deger probleminin yaklagik ¢oziimlerini bulmak
igin, r-iyilestirilmig Crank-Nicholson tarafindan olusturulan

( T2 (ups1 — 2up + 1) + 3 Aug + TA(Uup1 + un-1) = fi i = f(te),

ty =kr, 1<k <N,

(—7 + T%) ((I + TQTA> 7 (ur —uo) — 5 (90 — Auo)) = fo — Auy,

T M u — upy) + Aug =gy, —N+1<k< =N+,

T wp — wkor) + D (up +we1) = g, —N+r+1<k<0, (4.71)
g =9ty —3), th=kr, =N +1< k<0,
u_y = ]é a; (u[uj/r] + (1 — [2]7) —u[“jmf:[wm_ﬁ
+§3 (MR s (N = BT 4 5) (fig o) — Aupy ) ) + ¢
L -
ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi kurulmustur.
Oncelikle, ileride ihtiya¢ duyacagimiz yardimeci teoremleri verelim.
Yardimci Teorem 4.5. Asagidaki
1Dl < 1, HDHHHH 1, ([+ TiTA)l <1, (4.72)
H—H




B, < M (14 67) 7" ||ARF < M(kr) k> 1,

HH—)H

<M (kr)"",r>2,|B* <1,||c* <1,k>1

|AB R i < L NC s <

HH—»H

kestirimler saglanirlar. Burada,

i A1/2 i AL/2\

D I_ZT I—I—ZT 7
2 2

~ i A1/2 i A1/2\ 7

D:([+ZT2 )(I_ZT2 ) |

-1 -1
R:(I—FTA)l,B:(I—ﬁ) (I—Fﬁ) VeC:(]vL%q)

2 2
dir.

Yardimc: Teorem 4.6. Oncelikle,

N

1—2;aj{%{DMW1+fWW4}BNTRT

2 —1
—i—i, {D[“J'/T] — D[“j/T]} [% — <_] + %) BN-T A2 Rr

_[H
+(m-[7]7)
: : —1
y iAY/? {(I B ZTAl/Q) Plesir]-1
2 2
B ([+ 27'1421 ) D[Mj/f]q} BN-T R
L A1/2 A2\
_|-1 I+ irA plu/rl=t 4 (1= irA Dlui/ml=1
2 2 2
T 72A\ !
3 (f * T)
b fiae iT AL/
. I—
DMIE I

. 1 2 _1
_ (]+ ”1‘21/ ) D[Aj/TH} BN-TRr

: 1/2 . 1/2
+1{(L+WA/>DWﬁFhFO;fﬂ4/)DWMA}
> 2 >

X

ABN—T‘RT‘}

-1
) ph/rl-1
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(4.73)

(4.74)



(-3
T 2

T 724\ !
x [5— <”T>

X {% {D[)‘j/T] + D[/\j/T]} (_A) BNerr

BN—TAI/ZRT} }

1 ~ T 7.2A -1
_ D[)\j/T] o D[)\j/T]} M O
+2i { 9 + 4

operatoriiniin tersi vardir ve

N
1 -
j=1
1 Hlri/r) — ples/ LT T2A\ " N—r 41/2 pr
+2¢{D D‘}§ I't—=) |B"7AVR

o9
. . -1
iA? I it AY? Plesir]1
2 2
. 1/2 —1
_ ([+ ZTI; ) D[Mj/T]—l} BNerr
T AL/2 AL/2N
+1 { (1 4 A ) ples/rl=1 4 (I _irA ) D[“J‘/T]‘l}
2 2 2
29 -1
- (r272) |
L -1
iAY? it AY/?
. I — pi/rl-1
o {-5)
. a1/9N —1
— (] + ZTA / ) D[)\j/T]—l} BN—TRT
2
L A1/2 . 1/2
—f‘l { (] + irAY ) DP‘j/T]_l + (] _ irAY ) b[)\j/ﬂ—l}
2 2 2
24\ s -
— (|7 R ABNfr T ) T
<[5- () Jamrm (u- 2] +3)
1 -
X {5 {DPV/T] + D[)‘j/T]} (_A) BN-TR"

I T 24\
_ D[)\j/T] o D[)\j/’r}} M
+2i { D) + 4

1T s < M

X

oS

asagidaki

—1
BN—TA1/2RT’} })
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(4.75)



kestirimi saglar. Burada, M katsayisi 7’dan bagimsizdir.

ispat. Ik olarak,

T - (I B i_v: a; ([e (lny/rIr) = As (lny/7I7)]

=385 s (g /717) + e (/7)) A) )
( Z ¢ (lng/7I7) = As ([;/717)]

—ZB (A /7Im) + e (Ay/7)7)] >6A>

L plui] [V | I A
gDt =pbrlp 15— {1+ 5
M.
YREE
S A1/2 oa12\ L
ZA2 { (I _ ZTI; ) D[Nj/’?’]—l
. 1/2 -1
B (I N 27'/21 ) D[M]./T]_l} BN-TRr
A1/2 Al2N
+1 { (I 4 A ) plesrrl-1 4 (I 4 ) D[“J‘/T]‘l}
2 2 2
2 4 -1
% - (1 + TT) ABN"“RT}
L . . -1
+Zﬁj {ZA;/Z {(I B 27'/211/2> Do/t
. -1
B ([—i— ZT/211/2) Dp‘j/T]_l} BN—rRr
. 2 . 2
Al 2

T2 A i T
A N-r pr ) T
<I—|— 4> AB R—f—()\j [7}74-2)

y {% {DWm 1 Do) () BY R

X

X
| — |
l\DI\\

BN—TAI/ZRT

77



Lm0 p/L | T 724\ N—r A1/2 pr

_Z% ¢ ([ /7)) — As ([ /7]7)]

—Zﬁ (X /7I7) + e (As/7]7)] )6‘1

formiili dogrudur. Buradan

(Z o ([e ([ /7)) — As ([p;/7)7)]

L

=2 Bl (/i) e (i) )
—Z%{ {Dbs) 1 plel) ¥R
- { D) - plir) [2 (1 . %)
RO
@A; 2 {( . m;um)l Al
_ (1 . z’n;ll/?)‘l D[WT]l} -
" { (z+ ”f‘;/ ) Pl 4 (I _ WQ‘“) D[uj/r]—l}
(14 %) ABN—rRr}

L . . -1
iAY? iTAY? N
+§ ﬁj{ 5 {(I— ; ) DR/l

j=1

. 1 2 71
_ (I+ ZTI: / ) [)[)\j/T]l} BNerr
. 1/2 . 1/2
+1 { ([+ irAY ) D/t 4 (I _irAY ) [)[Aj/ﬂ—l}
2 2 2
T 2A N—r pr )\j T

{% DPslr 4 DY (—4) BN 21 { Do) — pii)
2

BN—TA1/2RT

X

78
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2 -1
[g_(] +%) BN""A”QRT}})e‘A < Mr, (4.76)
H
N
. 1 D[“]’/T] D [Nj /7'] BN*TRT
Zaﬂ 2 +
j=1
L plui] — plaV | T A v 1/2 pr
+2¢{D b } > U+ BT AR

X

)l Dle/r]-1

AV [ ir A
2 2
. 1/2 7].
B ([ N 27'1;1 ) D[Mj/f]q} BN-T R
_A1/2 AL/2N
_|_% { (I+ ZT‘/; ) D[Nj/T]*l 4 (_[ o 27—/21 ) D[Hj/T]l}
T 24\ !
R ) R
(5
L ) ) -1
+Zﬁj {2A1/2 {(I B ZTA1/2> D/
2 2

. 1 2 71
_ (I+ 271;1/ ) D[Aj/T]1} BN-rRgr

: 1/2 ; 1/2
L TAY pomen (2 AN B
2 2 2
2 A -1 ]
X [Z— (I+T—) ABYTTR" + ()\j— [ﬁ} T+Z>
2 4 T

2
P/ 4 Dw/r}} (—A) BY—"R 4 L { P/ _ D[Aj/f]}
2i

X

2 -1
T ( T A)
T ;.74 < Mr (4.77)
[2 4 H

kestirimleri kullanilarak, (4.75) kestirimi elde edilir. Buradaki (4.76) ve (4.77) kesti-

BN—TA1/2R7"}} (G_A . BN—TR’/‘)

rimlerinin ispatlar, (4.72), (4.73) ve (4.74) kestirimlerine dayanmaktadir. O halde,

Yardimci Teorem 4.6'nin ispat1 tamamlanmig olur.

Teorem 4.7. Eger p € D(A), go € D(AY?) ve f, € D(AY?) ise, bu durumda

(4.71) fark semasinin ¢6ziimii igin agagidaki

Cmax el < M [lelly + A7 folly + 147290 (4.78)
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g A7 = ) g 14 ) 7.

Cmax (A < M |40+ foll + ol (4.79)

e N )+ o= )

—92 B
| Jnax 772 (i —2up, + wen)|| , + _Nmax | Augl| (4.80)
T max |4 (M)
1<k<N 2

H

+*(NIP%}§<1¢§0 |77 (s —una) | < M [ Aelly + |42 o,

* H(fl —fo) T_IHH + 1§%1§a1\}7{_2 H(f’erl = 2fk + fr1) T_zHH + ||A1/290HH

+{l(g0 = g-0) 77| + B o O | (gr+1 — 295 + gr1) 72|,

kararlilik kestirimleri saglanir. Burada, M katsayisi 7, fr,0 < k < N, gx,—N <k <0

ve p’den bagimsizdir.

ispat. Oncelikle, (4.71) fark semasinin ¢6ziimii igin gerekli formiiller elde edilecek-

tir. Bilindigi gibi,

772 (Upg1 — 2up + up—1) + %Auk + }lA (U1 +up—1) = fi, fx = [ (k)

ty, =kr, 1<k < N,Nt=1, (4.81)
T

T2A
(I—I— T) 7 (uy —ug) — B (g0 — Aug) = w,ug = ,

T_l(uk—uk_l)—i-Auk:gk, —N+1<k<—-N+r,

T up = up—1) + G ue +up-1) = gp, —N+7+1< k<0, (4.82)
gL =9 <tk - g) Jtr=kr,— (N —1) <k <0, u_y biliniyor

baglangi¢ deger fark problemlerinin tek ¢oziimii vardir ve asagidaki
(74 724\ I T2A n 72
Uy = 1 4 w—Tw 9 go|

(D’“ + D’“) o+ %Al/z <D’“ — D’“) <w + %fo + %A@

k—1

N ;A_1/2 [Dk—s o Dk—s] fs’ 2< k< N,
2
s=1

—~

4.83)

—~

4.84)

1
Uk:§



k
up = RN Fu_ v+ 7 Z Rk_5+lgs, —N+1<k<-N+r,
s=—N-+1

k
Ner+tk k-
up = BY T Pu_ng, T E B*Cyg,
s=—N-+r+1

formiiller saglanir. Buradaki (4.85) denkleminde k yerine —N + r yazilarak,

—N+4r

U-Nyr = Ru_y + 7 E RNtrestlg
s=—N+1

elde edilir. Boylece, (4.86) formiilii kullanilarak,

—N+r
up = BN7T+]€RTU,N 47 E BNfr+kaN+rfs+lgs
s=—N+1

k
+7 Z Bk_SC’gS,—N+T+1 <k<O0
s=—N+4r+1

formiilii elde edilir. Buradan, (4.83), (4.84), (4.88) denklemleri ve

T2 A T2A

4 2

81

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(1+—) 771 (g — ) — = (go — Aug) = (I—I—T)l(fo—/luo),uo:,u

formiilleri kullanilarak,

—N+4r 0
= Uy = BN T"R'u_N+ T Z BN*TR*N”*SHQS + 7 Z B~°Cys,
s=—N+1 s=—N-+r+1

2 -1
w = (]+E) (fo— A{B " Rru_y

4
—N+r 0
D R M
s=—N+1 s=—N+r+1

formiilleri elde edilir. Dolayisiyla,

2 4 -1 2 4
w=(17) (- s
—N+4r

0 2A -1
+7 Z BN-rR=Ntr=stly 4+ Z BSC’gS} -7 (I—l— TT)

s=—N+1 s=—N+r+1

—N+r
X (fﬂ - A {BN_TRTUN + T Z BN—TR_N—H"—S-‘:-lgS

s=—N+1

0 2
Y BSC'gS})—i-%go,

s=—N-+r+1

(4.89)
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—N+r
(Dk + Dk) {BNT’RTUN +7 Z BNfrPifNJrrferlgS

=—N+1

U

l\DIH

e 1 . T2A
+7 Z B_SCQS} + Q_z'A_l/z (Dk — Dk> ((I + T)

=—N+r+1
X fo— A{BY""R'u_y

—N+4r 0
T
+r Z BN—TR—N+T—s+lgS+T Z B_SCQS}> +§f0

=—N+1 s=—N+r+1

—N—+r 0
—l—%A {BN_TRTU_N + 7 Z BN_TR_N+T_S+195 + 7 Z B_SCQS}
=—N+1 s=—N+r+1

k—1
=Y AR oD g 2 < k<N (4.90)

dir. Buradan,

N
_ P\ Mg/~ Ul /e
v =20y gy + (= [ -

Jj=1

u T _u T Aj
_i_Zﬂ ( /7] A;/7]-1 + ()\]_[ J]’T‘l‘ )(f[)\ /] AU[,\J/T])> +

?
kosulu kullanllarak,

S, {2 [plesr 4 Dl (191

J=1

—N+r
{ Z BN-rR—N+r— s+1gs+ Z B~ scgs}

U_N = TT

—N+1 —N+r41

2A\ !

—N+r 0
><(ﬁ——AT{ }: BNTTRNFresH gy }: B—%nh}>

_|_A2;/2 {f)[“j/T] — D[“j/f]}

=—N+1 s=—N+r+1
2A —N+r
I fo+—{ Z BN-7 p—N+r— s+lgs+ Z BSCQS}
—N+1 —N+r41
(/7] -1
- 3 A [Pl Db g (- 2] )

s=1

X

S A1/2 oa1/2N L q1/2\ L
ZA2 { (I _ ZTJ;K ) D[#j/T]—l _ ([ + ZT‘;l ) D[Hj/T]—l}



0
—N+r NerfN+7"fs+1gs + Z B- Cgs}
N Z ’ s=—N-+r+1
s=—N+1 2A
([ e

+= { <[ + 5
2 -

—N+r BN "R~ N+r— s+lgs_'_ Z B- Cgs}>
x| fo— AT Z

—N+1

—N+r+1
0
_Nar -
T2 A N+ BN-TR-NHr—stlg 4 Z B—Cyg }
+T Z s=—N+r+1
s=—N+1
2 A
<[ + 4 > f[p“j/T]—l
[“J/T

~1
R z'TAl/Z) s/t
+25 { ( -
( iTA1/2> —1 D[/\j/T]_l}
—| I+
2
—N+r r N+r—s+1 S_|_ B- scgs}
Z BN " ! NZ+T+1
—N+1 2A>
(I Y

ZTA1/2) N[/\j/r]—1}
1/2 . ) S
1{<I+ZTA )D[A/ (I !

2 2

2

0
—N+4r BN—T‘R—N+T—S+1gS+ Z B Ogs}>
x| fo— AT E

s=—N+r+1
—N+1
— T B chs
2A i BY RN 8+1gs+ Z }
) —N+r+1
—N+1

2A
— | fouma
(“ 4) |
(A;j/T]-2

iTAL/2 > Dir-1
+ Z <

<[ irA1/2)_ [)[)\]-/q—]_1_S] 1.
A

T [pi/ml 4 piri/)
)\J' T . alr [D
+<)\j_ |:?:|T+2) (fD\J/ {2

)
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—N+r 0
X{ Z BNerfNJrrferlgs_i_ Z BSCQS}

s=—N+1 s=—N-+r+1

2A\ 1

—N+r 0
x(fO—AT{ Z BNTTRNFTes gy Z B—chs}>

—1/2
LA { D) — phir]
2

s=—N+1 s=—N+r+1

T 7'2A —N+r 0
+§f0+7{ >, BRIy YT B_SCQS}

s=—N+1 s=—N+r+1
Py/ri-t i
-y o A-L/2 [Dw/ﬂ—s n D[Aj/ﬂ—s] I3 Yo
s=1

operator denklemi elde edilir. Boylece, (4.71) fark gemasimin ¢éziimii i¢in, (4.88), (4.89),

(4.90) ve (4.91) formiilleri kurulmug olur.

Simdi, (4.78), (4.79) ve (4.80) kestirimlerinin ispatlar1 verilecektir. Ilk olarak,

|lu_nl| 5 icin kestirim elde edilecektir. Bunun icin, Abel formuli ve (4.91) formiilii

kullanilarak,
N

>-a; {54 [l 4 Bl (4.92)

Jj=1

u_ny =1T;

X {BNT

0
9o — BN g N1 + Z B~ {go1 — gs}] }

s=—N-+r+2
24\ !
I R
()

—N+r
gonir = Rgn+ Y RN g - gs}]

—N+r
g—N+r — RT.Q*NJrl + Z RiNJrriSJrl {gsfl - gs}]
s=—N-+2

+

12 [ Bl _ plur)
5.4 {D D }

% (fO o {BNT‘

0
go— BV g N1 + Z B {go 1 — gs}] })

s=—N-+r+42

s=—N-+2

+

T T
o o BN—T
tohts {

—N+4r
g-Nir— R'g Ny1 + Z R {gs—1 — gs}]
s=—N+2

_|_

s=—N-+r+2

1 iTAY/?
A1 =
()

0
90— BN g N1 + Z B {go1 — gs}] }]




[1s/7] -1
| fpryer = DU S0 Db g — )

s=2

1 iTAY?
SATH(T
+5 < +— >

[y /7] -1
XN Sy )1~ Dluilml=1y, 1 > D Dl {f .y — £}

s=2
X [

(=[]
W A"L/2 {BNr

DN | .

a12\ 1 q1/2N L
(-5 o2 e

—N+r
gonir = Rgn+ Y RN g - gs}]
s=—N-+2

+

0
9o — BN g npri1 + Z B~ {gey — gs}] }

=—N+r+42

i A1/2 TAV2N < T2A\ "
(1 Y bty (52 gl [(I+TA)
X (fo - {BNT

—N+r
gonir = Rgn+ Y RN g - gs}]
s=—N-+2

0
+ 90— BY g N1 + Z B~ {gs1 — gs}] })
s=—N-+r+2
A —N+r
+7 {BN_T 9-N4r — R'g_ny1 + Z R {93—1 — gs}]
=—N+2
0
+ 90— BY g npri1 + Z B~ {geq — gs}] }]
s=—N+r+2
T2A
+T <]+ 4 ) f[ﬂj/T]—l
e plis/-1 _ plis/rl-1
Hi/T|—L Hg/T|—
* i [ D- D) f[“j/T]_l + <D D )fl
/7] -2
+ [D[“j/T] s — plull=s } {fso1 = fs}
s=2

L . . -1 . -1
! iT A2 ~ iT A2
Z _ [Aj/71-1 _ [Aj/7]-1
+ Z B; { 2 { (I 2 ) b <I T3 ) b }

85
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><1471/2 {BN’!‘

—N+r
9-Nir— R'g-ny1 + Z RNt {gs—1 — gs}]
s=—N-+2

+

0
go — BN_TQ—N-H“-H + Z B_S+1 {gs—l - gs}] }

s=—N-+r+2

1 iTAY? iTAYV2N - 724\ 7!
2T pi/r=1 I — DWi/=1 I+ —=
() o (125 "

—N+r

9-Nir— R'g-Nny1 + Z RNFT=H g — gs}]

X (fo - {BNT
s=—N-+2

0
9o — BN g N1 + Z B~ {go 1 — gs}] })

s=—N-+r+2

+

—N+4r
T N—r Id —N+7‘—S+1
—’—5 {B g—N+T —_ R g-N—l—l + Z R {gs—l - gS}]
s=—N-+2
0
+ 00— B g v+ Y, B {goa - gs}] }]
s=—N-+r+2
724\ 7!
+7 <I - T) Jin -1
—-1/2 - -
+5— (D= D) fiyyma + (DM = DIt gy
7
[\ /7)-2 )
+ Y [D[/\j/flfs _ D[Aj/T]fs} (forr — fu)

s=2

s 1 ~
+ ()\j — {?J} T+ g) (f[xj/T] - {5 [D[AJ’/T] + D[AJ’/T]}

X {BN_T

0
9o — BN g npri1 + Z B {geq — Qs}] }

s=—N-+r+2
24\ !
] R
(+)

—N+r
g-nar = Rgyer+ Y RV g~ gs}]
s=—N-+2

—N+r
g-N+r — Rrg—N-f-l + Z R_N—H—S—H {gs—l - gs}]
s=—N+2

+

A71/2

+2i

X (fo - {BN_T

0
go — BN_TQ—N—H"-H + Z B_S+1 {gs—l - gs}] })

s=—N-+r+2

{ P/l _ Dw/ﬂ}

+

T T
’ o BNfr
+2f°Jr 2 {

—N+r
9-Nir— R'g-Ny1 + Z R gs}]
s=—N-+2
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0
+ (9o — BN7T97N+T+1 + Z BiSJrl {gsfl - gs}] }]
s=—N-+r+2
1 it A2
AL (T =
)
[j/7]-1

X | fongyr-1 — D/ E 4 Z D/ L — £
s=2

it A2

1 o
+§A_1 ([—i— ) [fp\j/ﬂ_l — DR/t g 4

I /r-1

Y DN {r  — £ +¢
s=2

formiili elde edilir. Buradan, (4.88), (4.90), (4.92) formiilleri ve (4.72), (4.73), (4.74)

kesitirimleri yardimiyla,

lu-nllyg <M |:||90HH + HA71/2f0HH + 12}%}5\7 HA71/2 (fr = fo-1) 771HH

A g0l + s 472 (04 - g6) TIHH} (4.93)

kestirimi alinir.

Tkinci olarak, |lug|, igin kestirim elde edilecektir. Oncelikle =N < k < —N +r
araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel formulii ve (4.85) formiilii kullanilarak,

k

gk — RNHCQ*NH + Z RFsH1 {gs—1+ 95}
S=—N+2

up = RNTFy_y + A1 (4.94)

formiilii elde edilir. Sonra da —N +r+1 < k < 0 araliginda inceleyelim. Bu durumda,

Abel formulii ve (4.88) formiilii kullamlarak,

uy = BNfrJreruiN

—N+r
+ATIBN Tk [g—m?« —Rgnn+ 3, RVTTHg - gS}]
s=—N+42

k

g =BV g N+ Y B g — 95}] (4.95)
s=—N-+r+2

+A!

formiilii elde edilir. Buradan, (4.94), (4.95) formiillerinin ve (4.73), (4.74) kesitirim-

lerinin yardimiyla,

lunllyy < luwlly +2 (|47 g0l + max AT (g —gu) 77, (4.96)
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kesitirimi alimir. Simdi ise 1 < k£ < N araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel

formulii ve (4.89), (4.90) formiilleri kullanilarak,
24\ 7! T2A\ R
(= <I+T> |:(I—T)A 1{BN RU_N

—N+r
Gonir = Rgn+ Y RN g - gs}]
s=—N-+2

+BN—T

0
+ 90— BY g njri1 + Z B {geq — gs}] }
s=—N-+r+2
24 -1
—N+r
+BN_T 9—N+r — Rrg—N—i-l + Z R_N+T_s+1 {gs—l - gs}]
s=—N-+2

0

G- B g nen+ Y, B g1 g}
s=—N-+r+2

N , (4.97)

—l—Tz
290

—N+4r
9—N+r — RTQ—N-&—I + Z R—N+r—s+1 {95—1 - gs}]
s=—N-+2

up = % (Dk + Dk) {BN’TRTU,N

+A—1BN—T

+A71

0
Jo — BN?rng+r+1 + Z Bt {gs,l - gs}] }

s=—N-+r+2

1 (= T2A\ —r pr
AT (DF - DY) <<”T> (o = (ABT

+BN—7‘

—N+r
9-Ntr— R'g ny1 + Z RNHrmst {gs—1 — gs}]
s=—N-+2

0
—r —s T
+ |90 — BN g npri1 + Z Bt g1 — g5} }) + §f0
s=—N+r+2
+5 {ABV Ry
—N+r
+BN T gongr — RTgoni1 + Z RNt g ) — gs}]
s=—N+2

+

0
Jo — BN?rng+r+1 + Z Bt {gs,l - gs}] }

s=—N-+r+2

AL/2 k-1
ys (1 R ) [fk_l DMy ; DF {fuy — fs}]
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iTAY?
2

k-1
1 - -
e (I ¥ ) [fk_l DS DR - fs}] (198)
5=2
formiilleri elde edilir. Buradan, (4.97), (4.98) formiillerinin ve (4.72), (4.73), (4.74)

kestirimlerinin yardimiyla,

Juilly <M |:||U—N||H +[|[AT 20|, + max ||ATV? (g — gkz—l)T_lHH} ;o (4.99)

—N<k<0

el < 00 [l + A7l s 1474 = ) )

+ HA_l/QQOHH + _(erl%)ékgo HA_1/2 <gk o gk_l) T_lHH:| ’ 1< k <N (4100)

kestirimleri alinir. Sonug olarak, (4.93), (4.97), (4.99), (4.100) kestirimleri birlestirilerek
ve ticgen esitsizligi kullanilarak, (4.78) kestirimi elde edilir. Burada (4.79) kestiriminin
ispati, (4.92), (4.95) formiillerine ve (4.72), (4.73), (4.74) kestirimlerine bagh kalmak
sartiyla, (4.78) kestiriminin ispatinda oldugu gibi ayni yolla bulunabilir.

A ([ + il B ) U_N

i¢in, Abel formulii ve (4.91) formiilii kullanilarak,

U(;iincii olarak, icin kestirim elde edilecektir. Bunun

Z a; {%A—l [D[#j/'r] + D[Nj/f]} {BN_T [g-Nir — R'g_Nn11 (4.101)

J=1

U_N = TT

+ (TA) 7 {(goNtro1 — Goner) = BT (gont1 — 9-n42)

—N+r
+ Z R_N+T_S+l {gs—Q - 295—1 + gs}}]

s=—N-+3

TA

+ {go — BN g N + (TA) T (1 - 7)

X {(g-1—90) = BN (g-Nri1 — 9-Ntr42)

0
+ Z B_s+1 {95—2 - 295—1 + gs}} }

s=—N—+r+3
724\
I R
()

X (fo - {BN*T [9-Nyr — RNt

L e [ plr _ plui
5.4 {D D }

(TA)_I {(Q*Nﬂfl — g-N+r) — R (gont1 — g-n42)

—N+r
+ Z R7N+rfs+1 {95—2 . 295—1 +gs}}]

s=—N-+3



_ A
+ [90 — B N1 + (TA) ! (1 — T_)

2

x {(9-1 — g0) — BN (go Nt — 9-Ntri2)

+ Z BTl {gs—2 — 2951 + QS}H })

s=—N+r+3

T T
_ _ BN—T‘ N —

+ (TA)il {(g—N—i-r—l — §-N4r) —

—N+r

Rr—l

R'g_nt1

(9-N+1— 9-N+2)

+ Z R—N+r—s+1 {95—2 . 293_1 + gs}}]

=—N+3

- A
+ [90 — BN gy + (TA) ! (1 — T_)

2

x {(9-1 — g0) — BN (o N1 — 9-Ntr2)

+ Z B_S+1 {95—2 - 295_1 + gs}}] }]

s=—N+r+3

1
—ATH (T -
ry

-1 iT AY?

it A2

)

2

8 ((f[uj/T]—2 - f[uj/r]—1> ~ plu/r)=2 (fi = f2)

['“J / T]

1
—|—§A_1 ([ —+

" [f o] 1 = DU = (i) (I + iTAl/Q)

iT A2

+ Z plus/r)-1- A foer — 2fs+fsl}>]

)

X<<f[ﬂj/T]—z—f[ﬂj/T]_1)— Dlslml=2 (1, — )

(/]2

[y o

+ (TA)_I {(97N+r71 — 9 -Nir)

_ erl

+ Z Dlwi/r]-1-s {for1 — 2fs —|—f51})] + (Mj _ [%] 7_)

1_([+

XA_1/2 {BN_T [ngJrr -

. -1
27'14211/2) D[“j/T]_l}

R g_ni1

(9—N+1 — g-nN+2)

90



=+ Z B st {9372 - 29571 + gs}

—N+r
+ Z RiNﬂLT?SJrl {9572 - 29571 + gs}}]

s=—N-+3

_ A
+ {go — BN gy (TA)T (1 - %)

x {(9-1 — g0) — BN (go N1 — 9-Ntr2)

+ Z B_S+1 {95—2 - 2gs—1 + gs}}] }

s=—N-+r+3

: 1/2 : 1/2 _
+% { (I+ 717—13 ) D[Mj/T]—l 4 (I o ZTJ; ) D[uj/T]—l}

T2A
(I + T) (fo — {BN_T [9-n4r — R'9-N11

+(rA)™ {(g-Nir—1 = 9-ntr) = B (9-nt1 — g-n42)

—N+r
+ Z RiNﬂLT?SJrl {9572 - 29571 + gs}}]

s=—N+3

- A
+ |:g() - BN_Tg_N_Hn_H + (TA) ! (1 - %)

x {(9-1 — g0) — BN (g N1 — 9-Ntri2)

+ Z Bt g9 — 2gs1 + gs}}] })

s=—N-+r+3
TA T T
+7 {BN [9-Nr — R'g-Np1

+ (TA) (9Nt — Gontr) — BN (9Nt — gono)

—N+r
+ Z R_N+T_S+1 {95—2 - 298—1 + gs}}]

——N+3

_ A
+ {90 — BN g_nipi1 + (TA) ! (1 - %)

X {(g-1=90) = BN (g N1 — 9-Nprt2)

0 2
_ A
} } ([ + T)
s=—N+r+3

A (D-D) g+ (Bl Dl

iTA1/2)

+ (irAY?) (1 -
% (D <f[#j/7’]—3 N f[ﬂj/T]_Q) [MJ/T] <f1 f2)

—

+

[ .

91



[1/7] =3

+ N Dl g of 4 f) |+ (i7AVR)
s=2

(D (s

(/7] -3

a f[“j/f]”)
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1 iT A2
I
(%)

D=2 (7, — £,)

+ Y Dl o 4 fo)

s=2

+(TA) (9Nt — Gonr) —

—N+r

L . . -1
] ZTA1/2 =N /rl—1
+§ gj{§{([_ 5 ) DRi/=1

XAfl/Z {BNfr [ngJrr .

oA1/2N T
<1+ irAY > Dwm—l}
2

R'g ny1

T(gont1 — gont2)

+ Z R—N—i—r—s—i—l {95—2 - 295—1 + gs}}]

=—N+3

_ A
+ {go — BN nyri1 + (TA) ! (1 - T_)

x {(9-1 — 90)

— BNt (9—N+r+1

2

— §-Ntrt2)

+ Z B_S+1 {95—2 - 295—1 + gs}}] }

s=—N-+r+3

. 1/2 : 1/2
+1{([+ it AY )D[Aj/r]—l+ (I— ir AY )D[Aj/ﬂ—l}
2 2 2

4

+(rA) {(g—N—l—r—l — §-Nir) —

—N+r

T2A Ner r
I+ — (fo —{BY" " [9-~n4r — R'g-nn1

TGNt — gont2)

+ Z R_N+T_s+1 {95—2 - 298—1 + gs}}]

=—N+3

_ A
+ {90 — BN g N1 + (TA) ! (1 - %)

x {(g9-1 — 90)
+ Z

+ (TA)_I {(97N+r71 — J-N4r) —

—N+r

— BN (g N i1 — G-Ngri2)

B_S+1 {95—2 - 295—1 + gs}}] })
s=—N-+r+3

T —r T
+§ {BN [9-N4r — R'g-N11

“H(g-Nt1 — g-Nt2)

+ Y RN g =290 + gs}}]

s=—N+3



TA

+ [90 — BTG v + (A (1 - 7)

x {(9-1 — g0) — BN (go Nt — 9-Ntri2)

0 T2 A
+ > BT {gea—2g.1 + g} +T (I + =

4
s=—N+r+3

A—1/2

7 [(L DM) f[/\j/r]—1 + (DP‘J‘/T]* _ pi/ri—1
- .7 A1/2
T A2 ! T ¢
+ (27’ ) .

X (D (fingr1-s = firg/mi2) = DN/TZ2(fi = fo)

[\j/7]-3

£Y DI afok fid |+ a1
5=2

X (D (fisgsmis = fingm2) = DM/ (i = fo)
/713

+ Z D[Aj/q—]ilis {fs+1 - 2fs + fsfl}

s=2

—1
) Jogm—1

) £

it A2
2

Aj T 1 _ <
+ (Aj - {7]} T+ 5) (f[Aj/-r] - {5 [DP\’/T] + D[/\J/T]}

X {BN_T [.g—N-‘,-r - RTg—N+1

+ (TA)fl {(g—N—H’—l — -N4r) — R (9-N+1 — 9-N42)

—N+r

s=—N+3

_ A
+ [Qo — BV g i + (TA) (1 = %)

x {(9-1 — g0) — BN (go N1 — 9-Ntr2)

+ Z Bt {gs—2 — 2951 + gs}}] }

s=—N-+r+3
24\ !
I R
(1+75)

X (fo={B" " [g-nr — R'g_na

—1/2
LAY {[)[Aj/ﬂ_D[Aj/T]}
2i

+(rA)7! {(9-N4r—1— g-nsr) — B (9-n41 — 9-N12)

—N+r
+ Z RiNJrriSJrl {9572 - 29571 + gs}}]

s=—N+3

_ A
+ {go — B Ny + (1A (1 — %)

)

93
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{(g-1=90) = BN (g-Nprt1 — G-Nirto)

+ Z B gy 9 —2gs1 + gs}}] })

s=—N-+r+3
7- T -T T
+§fo + 5 {B"""[g-Ntr — R"g-n11

+ (TA) (9Nt — Gontr) — BN (gong1 — gon2)

—N+r
+ Z R_N+T_S+1 {95—2 - 293—1 + gs}}]

s=—N-+3

_ A
+ {go — BN N1 (TA) ' (1 - %)

x {(9-1 — g0) — BN (g N1 — 9-Ntr2)

+ Z B_S+1 {95—2 - 295—1 + gs}}] }]

s=—N-+r+3

1 it AY? o
+§A71 (I— 5 ) [fixy jr1-1 — D/

B o A1/2
+ (irAV?) 1(1—”‘;1 )

X ((fprg/ri—2 — fing yr=1) — DY/ (f — fy)
[\j/7]-2

+ Z D[Aj/T]_l_s {fs—H - 2f8 + fs—l}
s=2

I it AY? = el
+54 ! (I+ 5 ) [f[xj/ﬂq — D/ )

A1/2
— (irAV2) 7! (I+”A )

2
X ((f[xj/ﬂ_z — firy 1) — DI — fy)

/-2
+ > DI Lr L —2f + fua) +¢
s=2

formiilii elde edilir. Buradan, (4.101) formiilii ve (4.72), (4.73), (4.74) kestirimlerinin

yardimiyla,
. A1/2 —1
A <] —|— 7 2 ) U_nN

+,max[(fern = 26+ fio) 772 + 1A 00]

< M [| Al + HA1/2foHH +|(f = fo) 7|,
"

+1[(go = g-1) 77|, + x| [ (ghe1 — 205 + ge1) 72| (4.102)
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kestirimi alinir.

Son olarak, || Aug]|,, i¢in kestirim elde edilecektir. Oncelikle =N +1 < k < —N +7

araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel formulii ve (4.85) formiilii kullanilarak,
up = RN u_y + A7 [gr — RV g v

+ (TA)il ((gk—l - gk) — RNtH (9—N+1 - 9—N+2)

k—1
+ Z Rk_s {gs-‘rl - 295 + gs—l})] (4103)

s=—N-+2

formiilii elde edilir. Sonra da —N +7r+1 < k < 0 araliginda inceleyelim. Bu durumda,
Abel formulii ve (4.88) formiilii kullanilarak,

Uy = BN—?“-H:RTU_N + A—lBN—r-i-k [g—N—i-r . RTQ—N-H

+ (TA) 7 ((9-Ntr—1 — Gontr) — B (gons1 — g-n2)

—N+r—1
+ Z R—N—i—r—s {gs—i—l - 298 + gs—l})]

s=—N+2
+A™ [gr — BTN
TA

+(rA)™ ([ - 7) (g1 — gr) — BN T (g N — G- Ntry2)

k—1
+ > z3k5{gs+1——2gs4—gsl}>] (4.104)

s=—N-+r+2
formiilii elde edilir. Buradan, (4.103), (4.104) formiilleri ve (4.73), (4.74) kestirimlerinin

yardimiyla,
. 1/2 -1
|Auglly < M A(m”; ) ux
H
7" (g1 = 90l + 1450l
R e (10

kestirimi alimir. Simdi ise 1 < k < N araliginda inceleyelim. Bu durumda, Abel

formulii ve (4.89), (4.90) formiilleri kullanilarak,

NN

x A {BN*rRrUfN + BN g Ny — RN



+(TA) 7 ((9-Ntr—1 — Gontr) — B (gons1 — g-n2)

—N+r—1
+ Z RiNJrriS {gs+1 - 295 + gsl})

s=—N+2

} + (90— BY g nirna

_ TA e
+ (TA) ' ([ - 7) ((9—1 - 90) — BNt (9—N+r+1 - g—N+r+2)

+ _Z B7* {gst1 — 295 + 95—1}>] }

s=—N-+r+42

724\ 7!
—T <I + T) (fo— {BN_TARTU_N + BN g Ny — RTg_ N1

+(rA)™ ((9-Ntr—1 — g-n4r) = B (9-n1 — 9-n+2)

—N+r—1
+ Z R7N+T75 {gs+1 - 2gs + gsl})

s=—N+42

+ [go — BN g Ny

_ TA e
+(7A) ! (I - _) ((9—1 — o) — BNt (9—N4r+1 = G-N4r+2)

2
+T2
290

1 ~
U = 5 (Dk -+ Dk> {BNH"RTU,N + A-LBN-r [Q,NJFT — Rrg,NJrl
+(rA)™ ((g-Ntr—1 — g-N+r) — R"7H(gont1 — 9-n42)
—N+r—1
+ Z R_N+T_S {gs+1 - 2gs + gs—l})

s=—N+2

Y

-1
+ Z B_s {gs+1 - 298 + gs—l})

s=—N-+r+2

+A7! [90 — BT Nt

- TA e
A (15 ) (1= 900 = BV i = s

+ i Bis {gs+1 - 295 + gsl})] }

s=—N—+r+2
+212,A—1/2 <D’“ - D’“) ((I + T%) h
x (fo—{ABY"R'u_y + BN [g_nyr — R'g_n+1
+(rA)™ ((9=N4r—1 — 9-ntr) = R7 (9-ns1 — 9-n+2)

—N+4r—1
+ Z R_N+T_S {gs+1 - 295 + gs—l})

s=—N+42

+ [90 = BY 9Nt

(rA)~ <I - T_A> ((9-1 = 90) = BN 7" (9-Ntrs1 — G-Ntr42)

2
}) +%fo

-1
+ Z st {gs+1 - 2gs + gsl})

s=—N+r+2

96

(4.106)
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-
+§ {ABN_TRTU_N + BN [g_N+T —R'g N1
+ (TA) 7 ((9-Ntr—1 — 9ontr) — B (gons1 — g-n2)

—N+r—1
+ ) RV g - 200+ gs1}>

s=—N+42

+ 90 — BN niri

. TA e
A7 (1 5) (1= 900 = BV v = v

+ _Z B~ {gs+1 - 298 + gsl})] }

s=—N-+r+42
—i—lA_l (I - iTAl/Q) [fk—l - D"+ (iTAl/z)_l (I — iTA1/2>
2 2 2
k—2
X ((fk—2 — fie1) = DF(fi = fo) + ) DI {fo — 2f + fs—l})]
5=2
a1/2 . B 12
—l—%Al <I + ”/21 > |:flc1 — DM — (iTA1/2) ! ([+ ”1;1 )

k—2
X ((fM — fier) = D" (fr = f) + D> DM {fen — 2fa + fs_1}>] (4.107)

formiilleri elde edilir. Buradan, (4.106), (4.107) formiilleri ve (4.72), (4.73), (4.74)

kestirimleri yardimiyla,

. 1/2 -1
HA(Ul_'_uo) SM A(I+ZTA ) U
2 u 2 ;
+ 420l + 77" (91 = 90)[
b e 20+ gl (4.108)
. 1/2 -1
(), o o)
2 . 2

A foll + 10 = So) 7]

‘{'2;]%3]%(_2 | (forr —2fx + fk—l)T_ZHH + HAl/ngHH + || (9-1 — 90) T_lHH

-2
S - 2 S S— ,2 S S N 41
b =20 g | 2 < (4.109)
kestirimleri alinir. Sonug olarak, (4.102), (4.105), (4.108), (4.109) kestirimleri birlegtirilerek
ve {iggen esitsizligi kullanilarak, (4.80) kestirimi elde edilir. Boylece, Teorem 4.7'nin

ispat1 tamamlanmaig olur.
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Simdi, Teorem 4.7'nin uygulamalar1 verilecektir. Ik olarak, (2.21) lokal olmayan
siir deger problemi alinmigtir. Burada (2.21) probleminin diskritizasyonu iki adimda
incelenir. Birinci adimda, Aj fark operatoriiniin yardimiyla, (2.21) problemi, (3.31)
adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriiliir. Ikinci adimda ise (3.31) problemi i¢in

(4.71) fark semas1 kullanilarak

(

S @ 2UD A L gl () + LAT (ulyy (2) +uly (2)) = (),
@) = {flye, )} 2 € [0,p,yp = kT, 1 <k < N—1, N7t =1,
(1 + T{Aw) [(1 + ﬁA””) 71 (ul (z) — bt (2))
—5 (g (2) — Aguly (2))] = 20 (2), 20 (2) = ff (2) — Agul) (2),

fi@) = {10,2) H gh(x) = {g(0, 2,) HE,
SEHAE) | gl (2) = gl (2), @ € [0, Ln,
M 14 <uk (2) +uly (2)) = gb (2), @ € [0, L,

w)by L =k, —(N —1) <k <0,

(4.110)

g (@) = {g(y —
N

h h 12 uﬁtj/f] (‘T)_u[hﬂj/f]—l(x)
uly (z) = 210@' Uy, /7] (x) + (u; — [F]7) =

J

#3534 5)
x (f[’aj (@) = Ajuty, (@))] 49 @). o€ .1

\ T T

>

fark semasi elde edilir.

Teorem 4.8. Eger 7 ve h yeterince kiiglik sayilar ise, bu durumda (4.110) fark

semasinin ¢oziimii i¢in agagidaki

e Nkl + e e ki), + e (),

M 1880+ s NG A2 7

L2h:| ’
max HT_2 (UZH — 2uj + “Z—l) HLQh

< klf);l ( kl >(1

Loy 1<k<N 2

h

T

bl +max_[(gh = g) 7, + ||

+ max H(u’f)
~N+1<k<0 )z

Laop

+max 7 (g =),

<0y [l + I (=
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a7 (fe = 20+ i), 196, + 177 (90 = g2,

2<k<N-1
x Lgh:|

kararlilik kestirimleri saglamir. Burada, M, katsayisi 7, h, f,1 <k < N, g,

£ ymax {17 (g — 20 + by, + [[(2)

— N <k <0 ve p"(z)'den bagimsizdir.

Teorem 4.8in ispat1, soyut Teorem 4.7 ve (3.30) formili ile tanimlanan A7 fark

operatoriiniin simetri ozelliklerine dayanmaktadir.

Ikinci olarak, (2.22) karma sir deger problemi ele almmustir. (2.22) probleminin
diskritizasyonu iki adimda incelenir. Birinci adimda, A7 fark opertoriiniin yardimiyla,
(2.22) problemi (3.34) adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriiliir. Ikinci adimda
ise (3.34) problemi igin (4.71) fark semas: kullanilarak

= fl(x), fl(z) = fMyr.7), € U, g =kr, 1 <k <N,
(1+7545) [(1+ 545) 7 (uh (0) - uf ()
—5 (g6 (x) = Ajuy (2))] = 21 (2) . € Q,
Zi (x) = fg () — hu0(>7x6(~2h7
fo(a) = {£(0,2,) 17 g6 () = {g(0,2,) 11

ul (z w? () +u
( k1 () =2 k( )i k1 Ahuk( ) LllA'}Z;/ (UZ+1 (‘77) + UZ—l (x))

—“Z(m) Yoo = 4111
"‘Ahuk()—gk(ﬂf),%EQh, (4.111)
Uhiﬂ Uu €T ~

WG |1 (0) 4 uby () g (5) 1 € T

gh()—gh(yk— ), yp = k1, —(N )<k<0:pth,

( ) Zoz]( [,u /1] (l‘)+( [ ] ) [u]/T] [,u /7] e ))
+Zﬁ [ B /1 (@) T[Aj/TH( x) N <)\j_[%]7+%>

i, (@) = Aty @) |+ oo ey

X
/_\

\

fark semasi elde edilir.

Teorem 4.9. Eger 7 ve |h| yeterince kiigiik sayilar ise, bu durumda (4.111) fark

semasinin ¢oziimii i¢in agagidaki

h ~1/( h h
max |upl|, +  max |77 (up —up_y)||
—N<k<N k1l Ly, ~N+1<k<N ( k k 1) Lo,
n
h
+  max ZH( k)
~N<h<N £ rdr || 1,
r=

< 00 (88l + s O = 20 7

2<k<N-1
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bl + a1k~ ) 1||L2h+ZH

L2h]

—2/( h
max HT U —oul —|—u -~ H
L <heN—1 ( k+1 k k 1 Lon

+ max E H
7N+1§]€<0 l‘rm'r ]r

() 5,5+ (i)
2

Laop

n

4+ max
1<k<N

r=1

LrZr,]Jr TrTr,Jr

Laop

—1 (. h h
4+ max HT Uy, — Up._ ||
_N+1<k<0 ( k k 1) Lon

ZH )l o=,

+2<Il?<a1\}/(71 HT_ (fk“ —2fi + f’ll) HL?h

e,

< M,

T (g0 — gt g,

L2h]

kararlilik kestirimleri saglamir. Burada, M, katsayisi 7, h, fi,1 <k < N, g7,

b omax [ (g — 20k g ), + 0|
r=1

—N+1<k<-1 TrTr,jr

— N < k <0 ve p"(x)’den bagimsizdir.

Teorem 4.9'un ispati, soyut Teorem 4.7, (3.33) formiilii ile tanimlanan A} fark

operatoriiniin simetri 6zelliklerine ve Teorem 3.4’e dayanmaktadir.
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5 SAYISAL SONUCLAR

Yukaridaki kararlilik esitsizliklerindeki sabit sayilar i¢in keskin bir kestirim alinamaktadir.

Bu yiizden, hiperbolik-parabolik denklem icin lokal olmayan sinir deger probleminin

(
Pulba)  Pulba) _ £t ) 0<t<1 0<z<l,

ot? Oz2
8ug;,m) o 82;’&2@) — g(t,l‘), —1l<t< 0, O<x< 1,

w(0+, ) = u(0—, ), u (04, 2) = w(0—, 2),0 <z < 1,
uw(—1,2)=u(l,2)+w(l,z) + o (x), 0<x <1,
u(t,0) =u(t,1)=0, —1<t<1,

) = e(1=) (—2 + 4t? + 7%) sin 7z,

(5.1)

=
8

f
g(t,x) = e(1=) (—2t + 7?) sin 7,
v (x)

sayisal ¢oztimleri verilecektir. Bu problemin tam ¢oztiimii
u(t,z) = (=) sin o

seklindedir.

Buradaki (5.1) lokal olmayan siir deger probleminin yaklagik ¢oziimleri i¢in, birinci
ve i-kinci basamaktan dogruluklu fark semalar1 kullanilacaktir. Ikinci ve dérdiincit
mertebeden, katsayilart matris olan, n’ye gore fark denklemleri elde edilecektir. Bu
fark denklemlerini ¢6zmek igin, iyilegtirilmis Gauss eliminasyon yontemi kullanilacaktir.
Sayisal denemelerin sonucu olarak ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarinin bi-

rinci basamaktan dogruluklu fark semalarina oranla daha dogru oldugu gosterilecektir.
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5.1 Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi

Burada, birinci basamaktan dogruluklu fark semasi (3.1) uygulanarak, (5.1) problemi-

nin yaklagik ¢oziimleri igin

( k—1 uk+1

k41 k+1 k+1
un+ 72uﬁ+un n+1 —2un

2 - "2 ot = f(tk:+17$n>7 tk+1 = <k+ 1) T,
1<kE<N-1, Ntr=1,z,=nh, 1<n<M-1, Mh=m,
wb k1 ufH_leuﬁJruﬁ_l
" 7-n - h2 = g(tkazn)a ty = kT;
~N+1<k<0,z,=nh, 1<n<M -1, (5.2)
ul —u? = —u b 1<n< M1,

N_ N—1 )
u, N =l + = 4 2sinmay,, v, =nh, 1<n <M -1,

ub =uk, =0,0< k<N

\

birinci basamaktan dogruluklu fark gemasi kurulur. Boylece, (2N +1) x (2N + 1)

boyutlu dogrusal denklem sistemi elde edilmig olur. Bu dogrusal denklem sistemi

diizenlenerek matris formunda yazilirsa,

AUp1+BU, +CU,.1=Dyp,, 1 <n<M-—1,

UOZO, UM:O

elde edilir. Burada,

A=10 0 0 0 a 0 0 0 5
0 00O0O0 a 0 0
0 00O00O0 0 a 0
000O00O0 0 0 a
000O0O0 0 00

I ' d eNs1)x@N+1)
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10000 0 0012 —2-1
bc 000 0O 0O0O0 0
0ObcOO0O 0O 0O0O 0
000bc 0 000 0
B = |
0000d e f 00 0
000O0O0 d e f O 0
0000 0 0 d e
00001 -2100 0
i 4 @N+1)x(2N+1)
ve ] )
10 0
01 -0
C:A’ D: ’
00 -1
- J 2N+1)x(2N+1)
_UiN_
UO
Us: S 7S:nj:1’n
Us
UN
L0 deNix)
dir. Ayrica,
! 1 1,2 1 2 1 2
i=gpb=pesstmd=me=—m =gt
_(pr_
( n
2sin(mz,),
k g(tg,xn), —N+1<k<O0, o0
gpn: 7%0711:
flter1,xn), 1<k <N-—-1, ol
| 0, k=N,
N
L P L anvinx

dir. Dolayisiyla, ikinci mertebeden katsayilart matris olan, n’ye gore fark denklemleri

elde edilmis olur. Bu fark denklemlerini ¢ozmek icin, iyilestirilmis Gauss eliminasyon
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yontemini kullanalim. Yani, matris denkleminin
Un :an+1Un+1+ﬂn+17 n:M_la"'727170 (53)

formunda bir ¢6zlimiinii aragtiralm. Bu son denklemde «j’ler (j = 1,-- -, M — 1),
(2N +1) x (2N + 1) boyutlu kare matrisler ve 8,7ler (j =1,---,M — 1), (2N +1) x 1
boyutlu siitun matrislerdir. Uy = 0 ve Uy = 0 oldugu icin o, (2N +1) x (2N +1) ve
By, (2N + 1) x 1 boyutlu sifir matrislerdir. Buradan, (5.3) denkleminde n yerine s — 1

ve s yazilarak ve ayrica
AUp1 +BU, +CU,_1 =Dy,
denklemi kullanilarak,
[A+ Bayi1 4+ Cananit) Ungr + [BByyy + Canfy g + CB,] = Do, (5.4)

denklemi elde edilir. Eger

A+ Bayq + Cayo, =0,
Bﬂn—l—l +C&nﬂn+1 +Cﬁn = DSDnal S n S M_ 1

olarak segilirse (5.4) denklemi saglanir. Boylece,

Opy1 = — (B + Can)_l A7
Bpsr = (B+Cay,) (D, —CB,), 1 <n< M—1

formiilleri elde edilmig olur. Farkli N ve M degerleri verildiginde, (5.1) probleminin
sayisal ¢oztimlerini yukaridaki yontem ile bulan bir matlab programi Ek 1 kisminda

verilmigtir.

5.2 Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semalar:

Ilk olarak, ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.1) ve

2u (0) — 5u (h) + 4u (2h) — u (3h)

0 —u"(0) =0 (h?),
2u(1)_5u(1_h)+4}1§(1—2h)—u(1—3h) (1) =0 (R,

U (Tpy2) — du (zpy1) + 6u (x) — du(n_1) + u (2,_2)
A

—u" (z,,) = O (B?)
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uygulanarak, (5.1) probleminin yaklagik ¢oziimleri i¢in

;

wktl k—1 k k k k+1 k+1 k+1 k41 k+1
k+ —2uk 4ul . Uy 1 —2UpF Uy g + 7_2 Uy, Yo —4u, L +6up T —du, Ty Fu, Ty
=3 h2 4nt

= fltpan), 1<k<N-12<n<M-2,

k—1 k k k k k k k k
Uﬁ_un _ un+1_2un+un—1 + T “‘n+2_4un+1 +6un_4un71+un—2
T h? 2h4

=g(tk—5,2n), ~N+1<k<0,2<n< M -2,
1 O

—oul 1 _ 0 o_,0
Mt g (MR e R ) 2 (F(0,20) + g (44 — 20 + u),))

T

( (0,20) + 72 (uQyy = 208 +ud_)), @0 =nh, 1<n< M1,

n
ulN N1 N2
N =l + 2 et p(z,), 0<n <M,

U

u

’g:uM_O 0<k<N,
k _
1

k 1,k k __ 4,k 1,k

(5.5)
fark semas1 kurulur. Boylece, yine (2N + 1) x (2N + 1) boyutlu dogrusal denklem
sistemi elde edilmig olur. Bu dogrusal denklem sistemi diizenlenerek matris formunda

yazilirsa

AUpns+BUyss +C Uy + DUy 1+ EU, 5= R 2<n < M—2,
Uyp=0, Uy=0,
Ul - %UQ - %UZ’)?

4 1
\ Um-1=3Un-2—sUn—3

elde edilir. Burada

[ 0 00O 00 00 |
0O 0 0 0O 0 0 O
0 0z O 0O 0 0 0
0 00 =z 0 0 0O
A= :
0 00O 0Oy 00
0 00O 0 0 0
0 00O 0 0
000000700 (2N+1)x(2N+1)
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0000 0 0 0 O
0 2z 00 0 0 0 O
00 2 0 0 0 0 O
000 z 0 0 0 O
B = ,
0000 w v 0 0
0000 0O w v O
0000 0 0 w v
000 - - mm=n - 00
L 4 @N+1)x(2N+1)
1000 -0 —5 2 -3-1
0 a 0O 0 0 0 0
0 0 a O 0 0 0 0
00 0 a 0 0 0 0
C= ,
00 0O b ¢ 0 0
00 0O 0 b ¢ 0
00 0O 0 0 b c
00 -prgqgp - 0 0 (2N+1)x(2N+1)
ve
D=B, E=A,
10 0
01 0
R = ,
00 -1
L 1 eN+1)x(@2N+1)
_ - -
UO
Us, = ° ,s=nx2n+1ln
Uy
UN
L % Jd@enNn+)x()
dir. Ayrica,
T 72 1 27 1
= — = — z —_
ond? Y T R H2’
T2 T T 1
v = m=-—-————
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1+2T 37+1+2 b 2+2

n=—-+—,a=—+—+-—,b=——+ —

T h?’ ht T h? 72 h?’
1 372 _1+27' 1 2+7'+2
TR T P T T T T R T e T

)

2sin(mxy,),

gt — L, 20) — 575 [9(tk — 5, ns1) + 9(te — 5 20) + gtk — 5, 1)),
Ph=¢ -N+1<k<0,

f(tk,xn), 1<kE<N-1,

0, k=N,

Pn =

L 4 @2N+1)x(1)
dir. Dolayisiyla, dordiincii mertebeden katsayilart matris olan, n’ye gore fark denk-

lemleri elde edilmisg olur. Bu fark denklemlerini ¢ozmek igin, iyilesgtirilmis Gauss eli-

minasyon yontemini kullanalim. Yani, matris denkleminin
Un = anJrlUnJrl + 6n+1Un+2 + Tt = M — 27 T 27 17 0

formunda bir ¢6ziimiinii aragtiralim. Bu son denklemde aj, 8,'ler (j =1,---, M — 1),
(2N +1) x (2N + 1) boyutlu kare matrisler ve v,’ler (j = 1,---, M — 1), (2N +1) x 1

boyutlu stitun matrislerdir. Boylece, aupt1, 8,11, Ypyr i¢in n = 2, -+, M —1 olmak tizere

py1 = —(C+ Day, + EB,,_; + Eay,_10,,) Y (B + DB, + Ea,,_13,,),
6n+1 = _(C + DOZn + Eﬁnfl + Ean—laTL)il(A)?
Va1 = (C + Daﬂ + Eﬁn—l + Ean,lan)_l(Rgon - D7n - Eanflfyn - Eﬁ)/n—l)

formiilleri elde edilir. Burada,

(

ap ve B, (2N + 1) x (2N + 1) boyutlu sifir matrisler,
I,(2N 4 1) x (2N + 1) boyutlu birim matris,

_ 4 _ 1
az =zl ve o =—:I,

[ 71 ve e (2N + 1) x 1 boyutlu sifir matrislerdir.

Ayrica,
Uy =0,
Uni—1 = [(Byr—o +51) = (A — ang—2)an—1] (4] — anr—2)Yar1 — Yar—al;
Uni—2 = [(4I — anr—2)] 7 {(Bpr—o + 51)Unr—1 + V-]
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dir. Farkli N ve M degerleri verildiginde, (5.1) probleminin sayisal ¢dziimlerini, yukaridaki

yontem ile bulan bir matlab programi Ek 2 kisminda verilmistir.

Tkinci olarak, ikinci basamaktan dogruluklu fark semas (4.36), (5.1) proble-minin

yaklagik ¢oztimleri igin

(

\

uktl —2uk +ub ! . u£+1_2uﬁ+u271 . “ﬁill k+1+“kt11+“n+1_2“n ‘HLEL:ll
72 2h2 4h?
= f(tk,zpn), Tn=nh, ty=kr, 1<E<N-1,1<n<M-1,
uﬁ—uffl _ uk il —2uk +u + - ulfl+274uﬁ+1+6uﬁ74uﬁ_l+uﬁ_2
T h? 2h4

:g(tk_ %71'71) _# [9 (tk_ %,$n+1)
_29 (tk_ %,l’n) +g(tk - ga$n—1)}v
Tp=nh, ty=kr, —N+1<k<0,1<n<M-1,

T 1 0 0 0
T e h2 ( Un+1 2U + Up—1 = Upp + 2un - unfl)

=5 (f(0,20) + 75 (uhsr — 2u) +up_y))
+ (g (0, xn)—i—#( O —2ud+ul ), zo=nh, 2<n< M -2,

ulN —gull a2

uN =yl 4 B o +o(x,), xy=nh, 1<n<M-—1,
ub =uk, =0,0<k <N,

k_ 4,k 1.k ok _ 4.k 1,k

uy = juy — Uz, Upg = 5Uy 9 — Uy 0SESN

ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi kurulur. Boylece, yine (2N + 1) x (2N + 1)

dogrusal denklem sistemi elde edilmis olur. Bu dogrusal denklem sistemi diizenlenerek

matris formunda yazilirsa,

AUn+2+BUn+1+CUn+DUn_1+EUn_2:R@n,QS’rLSM—Q,

Uy=0, Uy=0,
Ul = %UQ - %U?n

4 1
Up-1=3U0nm-—2—3Un—3



matris denklemi elde edilir. Burada,

o o o O
8
)
)

o o o O
o o o O
o o o O
o o o O

o o o O
<

(SRS o O

o o O

o o o O

o o o o

o o o o
(@)

o o o o
o o o o
[a]
o
(a]

D=B, FE=A, R=

o o o O

o o o O

o o o o

o o o O

o o o O

o o o o

[aw] ] [eo R RIN]

o o o O

o o o O

o o o o

o o o O

o o o O

o o o O

o

(2N+1)x (2N+1)

_3 _
2T 1

0
0
0

(2N+1)x (2N+1)

(2N+1)x (2N+1)

4 @N+1)x(2N+1)

109
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_U;N-
UO
Us = ° , s=nt2ntln
Us
UN
L % J@eN+1)x(()
dir. Ayrica,
T 27 1 1
T iy i TE 2
12 31 1
e R T A - A
T T 1 T
T R T
1 1 2 1
c=atgr T a
1 27 1 2r 7 2
P T 1T T T R T e T
(
2sin(mxy,),

g(tk - %:$n> - QTW [g(tk‘ - gaanrl) + g(tk - %»xn) + g(tk - %7'%71*1)] ’

h={ _Nt+1<k<0,
f(tkvx’rL)v]-SkSN_]-a
\ 0, k=N
ve _ .
e
o o
@n
N
| ¥ 4 (2N+1)x1

dir. Dolayisiyla, dordiincii mertebeden katsayilart matris olan, n’ye gore fark denk-
lemleri elde edilmig olur. Bu fark denklemlerini ¢ozmek igin, iyilegtirilmis Gauss eli-

minasyon yontemini kullanalim. Yani, matris denkleminin

Un = Oén+1Un+1 + 6n+1Un+2 + Va1, = M — 27 T 27 170
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formunda bir ¢6ziimiinii aragtiralim. Bu son denklemde aj, 8,'ler (j =1,---, M — 1),
(2N +1) x (2N + 1) boyutlu kare matrisler ve v;’ler (j = 1,---, M —1), (2N +1) x 1

boyutlu stitun matrislerdir. Boylece, aup41, 8,11, Ypy1 i¢in n = 2, ---, M —1 olmak tizere

Apt1 = _(O + Dan + Eﬁn—l + Ean—lan)71<B + Dﬂn + Ean—lﬁn)a
6n+1 = _(C + Da, + ESB, 4 + Ean—lan)_l(A)>
Va1 = (C + DOén + Eﬂn—l + E()énfl()én)_l(RgOn - D7n - Eanflfyn - EVn—l)

formiilleri elde edilir. Burada,

;

ay ve 31, (2N 4+ 1) x (2N + 1) boyutlu sifir matrisler,
I,(2N +1) x (2N + 1) boyutlu birim matris,
_ 4 _ 1

| 71 Ve T, (2N + 1) x 1 boyutlu sifir matrislerdir.
Ayrica,
Uy =0,
Uni—1 = [(Bry—o +51) — (4 — ano)anr 1] (4] — an2)Var—1 — V-2l
Un—2 = [(4I — anr—2)] 7 [(Bar—z + 51 Uni—1 + Yas—o)
dir. Farkli N ve M degerleri verildiginde, (5.1) probleminin sayisal ¢dziimlerini, yukaridaki

yontem ile bulan bir matlab programi Ek 3 kisminda verilmistir.

Ugi’mcﬁ olarak, r-iyilestirilmig Crank-Nicholson fark semasi tarafindan olusturulan
ikinci basamakta dogruluklu fark semasi (4.71) uygulanarak, (5.1) probleminin yaklagik

¢oziimleri icin

(b 2uk k! _ Up g —2uftun _ uﬁill 2u k+1+“kt11+un+1_2un g
T2 2h? 4h?
= f(tg,xn), xp=nh, ty =kr, 1<k<N-1,1<n<M-1,
Eoubtupy —2uptul
= :f I =gtk — 5, Tn),
xn:nh,tk:kT,—N+1<k< —N+r, 1<n<M-1,
k_yk—1 uPf | —2uk ok +qu 1_gyk— 1+ulfb:1
Uy, j;i _ +1 12h2+1 1 g(tk _ %7xn)7
Tp=nh, ty=kr, —N+r+1<k<0,1<n<M-1, (5.7)
1wl w0 :
Uy, — Uy 1 0 0 0
- f; ( Upt1 2U + Up—1 = Upp + 2un - un—l)

:%(f(0’$”)+h_2(un+1 2u +un 1))
+(9(0,mn) + & (ud — 200+ 8 ), @y =nh, 2<n< M -2,

N—-2

Nl 4 ’7’4“27 B (2n), wn = nh, 1<n <M -1,

4,k koo k 4,k 1,k
—5U2_‘U37 Ups oy = Uy — 5UN-g 0 S KN
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fark semasi kurulur. Boylece, yine (2N + 1) x (2N + 1) dogrusal denklem sistemi elde

edilmis olur. Bu dogrusal denklem sistemi diizenlenerek

AUpis+BUpsr+C U,y + DU,y + EUpo = Rp, 2 <n <M -2,
Uy=0, Uy =0,
Uy = 40U, — LU,

_ 4 1
\ Up—1=3U0n-—2—3Un-3,

matris denklemi elde edilir. Burada,

(0000 -0000,]
0000-000 0
0000-0000
0000-0000
A ,
0000-0000
0000-0000
0000-000 0
_O 000 -000 0_(2N+1)><(2N+1)
(00000 -00000]
0e00O0-00000
00 e 00000
0
000bb-00000
B=|00000b0b-0000 )
00000UDbado0 0 0
00000O0%ba0 -0
00000 b a 0
(0000000000
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100 0 0 O 0 _% % _%_
f g 00 0 0 0O 0 0 0
g 0 0 0 0O 0 0 0
o 000 h kKO 0O 0 0 0
000 O0AEKD O 0 0 0 0
00000 ¢cdec 0 0 0
000 O0O0O0¢cdec 0 0 0
—O 0o - -pap- - 00 0 4 eN+1)x(2N+1)
10 0
01 -0
D=B, E=A R= ,
00 -1
i dentyxent
_U—N-
UO
Us = ° ,s=n+t2n+1n
Uy
UN
L ¢ JeNtx@)
dir. Ayrica,
1 1 1 . 1 J— 2 1
T Ty on2 T 2 T opy T T T
1 f 1 1+ 2 1+ 1 1+ 1
ec = —— = — — = — —_— = —— —_— [ p— —_
h?’ 9T TR T h¥ T h¥
1 27 1 27 T 2

P et T e T e e e
2sin(mx,,),

g(ty — T, 2,), —N +1 < k <0,
fltr,za), 1 <k <N -1,

| 0, k=N,

AS)
3 =
|
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ve

Yn =

L 4 eN+1)x1
dir. Dolayisiyla, dordiincii mertebeden katsayilart matris olan, n’ye gore fark denk-

lemleri elde edilmig olur. Bu fark denklemlerini ¢ozmek igin, iyilestirilmis Gauss eli-

minasyon yontemini kullanalim. Yani, matris denkleminin
Un = Oén+1Un+1 + 6n+1Un+2 + Ynt1, T = M — 27 ) 27 17 0

formunda bir ¢6ziimiinii aragtiralim. Bu son denklemde aj, 8,'ler (j =1,---, M — 1),
(2N +1) x (2N + 1) boyutlu kare matrisler ve v,’ler (j = 1,---, M — 1), (2N +1) x 1

boyutlu stitun matrislerdir. Boylece, aupt1, 8,41, Ypyq i¢in n = 2, -+, M —1 olmak tizere

i1 = —(C+ Day, + EB,,_; + Ea,_10,) Y (B+ DS, + Ea,_13,),
ﬁnJrl = _(C + DO'/TL + Eﬂnfl + Ean—lan)il(A%
Tn+1 = (C + DCYn + Eﬁnfl + Eanflan)_l(R(pn - Dr)/n - Eaﬂflfyn - Eﬁ)/nfl)

formiilleri elde edilir. Burada,

;

ay ve By, (2N 4+ 1) x (2N + 1) boyutlu sifir matrisler,
I, (2N +1) x (2N + 1) boyutlu birim matris,

Q2:§IVG 62:—%1

| 71 ve T, (2N + 1) x 1 boyutlu sifir matrislerdir.
Ayrica,
Uy =0,
Unt—1 = [(Bpr—g +51) = (4 — canr—n)ons—1] 7 [(41 — oar—2)yar 1 — Yar—al;
Unr—2 = [(4I — anr—2)]  [(Bag—o + 5D Unr—1 + Ys-o]
dir. Farkli N ve M degerleri verildiginde, (5.1) probleminin sayisal ¢bziimlerini, yukaridaki

yontem ile bulan bir matlab programi Ek 4 kisminda verilmistir.

5.3 Hata Analizi

Hiperbolik-parabolik denklem igin (5.1) lokal olmayan simir deger problemi ele alinmugtur.

Bu problemin yaklagik ¢oziimleri i¢in birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark
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semalar1 kullamilmigtir. (5.1) probleminin tam ve yaklagik ¢oziimleri agagidaki sekillerde

verilmigtir.

EXACT SOLUTION

y.
7
)

S ERN
| s \

,"’ 508

t axis %.a%iS

Figure 1: Sekil 5.1. Tam ¢6ziim

FIRST ORDER APPROXIMATE SOLUTION

15 //7/%/ é‘?’ 'ﬁ‘{‘%‘:’\\\
/éy %%' %“v“ S

t axis %.a%iS

Figure 2: Sekil 5.2. Birinci basamaktan dogruluklu fark semast
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SECOND ORDER APPROXIMATE SOLUTION

t axis

X axis

Figure 3: Sekil 5.3. Ikinci basamaktan dogrulukluk fark semalar: (4.1)

MODIFIED SECOND ORDER APPROXIMATE SOLUTION

4709
&L

;/;7///’/4?’%%? (/)
it
W
/////// /// 9%

Y
/‘M 55

t axis

X axis

Figure 4: Sekil 5.4. Ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar (4.36)
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r-MODIFIED APPROXIMATE SOLUTION

\\l\

TR
[SERERRTN
R
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¢

1 My
///il’// 5
W

, 7
¢
il
W55
, /’é!é"'/

t axis

X axis

Figure 5: Sekil 5.5. Ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar: (4.71)

Sonugclarin kargilagtirilmasi igin hatalar

2

M—-1
Ey =  max <; | (th, x0) — uﬁ}2h>

formiiliiyle hesaplanir. Burada u (¢, x,,), problemin gercek ¢oziimiinii ve u* de, (ty, z,,)

noktasinda sayisal ¢oziimii temsil etmektedir. Sonuglar agagidaki tablolarda gosterilmigtir:

Tablo 5.1. N = M = 30 degerleri i¢in farkli fark semalarinin hatalarinin kargilagtirilmasi.

Fark Semalari EY

Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi (3.1) 0.0370
Tkinci basamaktan dogruluklu fark semasi (4.1) 0.0069
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi (4.36) 0.0059
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.71) (r = 3) | 0.0056
Tkinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.71) (r = 2) | 0.0033
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.71) (r = 1) | 0.0012

Tablo 5.2. N = 30 ve M = 100 degerleri igin farkh fark semalarinin hatalarinin
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kargilagtirilmasi.

Fark Semalar: EY

Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi (3.1) 0.0362
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi (4.1) 0.0039
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi (4.36) 0.0036
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.71) (r = 3) | 0.0053
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.71) (r = 2) | 0.0028
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.71) (r = 1) | 0.0005

Tablo 5.3. N = M = 100 degerleri i¢in farkli fark semalarimin hatalarinin

kargilagtirilmasi.

Fark Semalar: EY

Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi (3.1) 0.0125
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.1) 0.0004
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.36) 0.0003
Ikinci basamaktan dogruluklu fark semas: (4.71) (r = 3) | 0.0006
Ikinei basamaktan dogruluklu fark semas: (4.71) (r = 2) | 0.0003
Ikinei basamaktan dogruluklu fark semas: (4.71) (r = 1) | 0.0001

Tablolardan da agik bir gekilde gorildiigii gibi, ikinci basamaktan dogruluklu fark
semalar1 yontemi, birinci basamaktan dogruluklu fark semalarina kiyasla gercek ¢oztimlere

daha yakin sonuclar vermektedir.

Son olarak, r = 0 ve N = M = 30 oldugu zaman, ikinci basamaktan dogruluklu
fark semas1 (4.71) i¢in hata 0.6924’tiir. Bilindigi gibi » = 0 oldugunda tam Crank-
Nicholson fark semasi elde edilir. Ne yazik ki bu fark semasi ¢aligtigimiz problem i¢in
kararli degildir. Bu yiizden, r-iyilestirilmig Crank-Nicholson fark semasi1 tarafindan
olugturulan ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi (4.71) kurulmustur ve bu fark
semasi da birinci basamaktan dogruluklu fark semasindan daha dogru sonuclar ver-

mektedir.
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Bu caligmanin esas amaci hiperbolik-parabolik denklemler i¢in ¢ok noktali lokal ol-

mayan sinir deger problemlerinin kararlilik kestirimlerini elde etmektir.

calismanin sonucunda agagidaki orijinal sonuclar elde edilmigtir:

Yapilan bu

e H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif tanimli A operatorlii, soyut hiperbolik-

parabolik denklem i(;in ¢ok noktali lokal olmayan sinir deger probleminin

( dtQ +Au() fHO<t<1),

d”(t)+Au() () (=1 <t<0),
u(—1 Zaj (u])+iﬂu’<&->+so,

Z|a]| Z‘ﬂ‘<10<,u],)\ <1

\ Jj=

¢oziimiiniin kararlilik kestirimleri elde edilmigtir.

e Hiperbolik-parabolik denklemler i¢in iki cesit lokal olmayan sinir deger problem-

lerinin ¢oziimlerinin kararlilik kestirimleri ispatlanmigtar.

e Soyut (6.1) lokal olmayan sinir deger probleminin yaklagik ¢oziimlerini bulmak

i¢in, tamsay1 kuvvetli olan bir A operatorii tarafindan olusturulan, birinci ve

ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar

p

(

T2 (U1 — 2up + up—1) + Augyr = i fo = [ (tes)

tki1 = (k+1)7,1 <k <N,

T (U — up—1) + Aug = gi, gp = 9(te), te = k7, =N <k <0,
7 (uy — u) = —Aug + go,

N L Ul /] 7Y /7)1
U-N = D Uy + Y B ———— +p,
=1 j=1

\

T2 (w1 — 2up, + wpmr) + Aug + 5 A%y = i, fr = f(t),
ty=kr, 1 <k <N, 771 4+ 724)(u1 — uo) = Z1,

Zy = 5(f(0) — Aug) + (g(0) — Auy),

T (up — up—1) + A(I + FA)u, = (I + FA)gr,

g=9tr—3), t=kr, =(N—-1) <k <0,

N
N 2 Y Wl O Vs
wey = % 0 (g, (= [2]r) )

N
L Uy /] — U\, /] — )
30 8 (MR (O - 2+ 3) (F, —Au[A]]>>+g0,

(6.3)



(

ty =k7, 1 <k <N,

(I - TZTA) ((I - TQTA> T (ur — uo) — 5 (90 — Au0)> = Jfo — Auy,
7wk — up—1) + AL+ FA)u, = (I + FA) g,

g =9t —73), tk=kr, =(N —1) <k <0,

N
1) Y/ Yl /1
jzl aj <u[uj/7] + (,uj — [”T—]]T) Hj - 1 >

U_—

Jj=1
(

th =k, 1<k <N,

(I—FTQTA) ((I—FTZTA) 771 (ug — ug) —%(go—Auo)) = fo — Auy,
T HNup —up—1) + Aup =gr, —N+1<k<—N+r,
Tfl(uk—uk—1)+é(uk+uk—1)ng, —N+r+1<Ek<O0,

g =9ty —35), ti=kr, =N +1< k<0,

N
T 0 M 3 s
=30 (uw + (= [2r) el )

(7

kurulmustur.

T2 (Uks1 — 2up + Uup—1) + %Auk + iA(UkH +ur—1) = fi, fr = f(tr),

N —
L Uln, /7] —UN: /7
B2 (Bt (3 = (207 + 5) (fiaysot — Aupy/m) ) +

T2 (Upy1 — 2up + up—1) + %Auk + iA(UkH +up—1) = fi, fx = f(tr),

N —
L u[)\ /7] u[/\ /T]—1
P (Bl o (0 = (217 +3) (finysmt = Aty ) ) + 0

120

(6.4)

(6.5)

e (6.2)-(6.5) fark semalarinin ¢oziimlerinin kararlilik kestirimleri elde edilmistir.

icin fark semalarinin ¢éziimlerinin kararlilik kestirimleri ispatlanmistir.

e Bu fark semalarinin ¢oztimleri i¢in sayisal sonuclar alinmigtar.

e Hiperbolik-parabolik denklemlerin iki gesit lokal olmayan sinir deger problemleri
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EKLER

Ek 1. Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi i¢cin Matlab Programi

function [table,es,p|=firstorder(N,M)
close; close;

if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;
tau=1/N; h=1/M;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

A(i,i)=-1/(h"2); end;

for i=N+2:2*N;
A(i,i4+1)=-1/(h"2); end;
B=zeros(2*N+1,2*N+1);
B(1,1)=1; B(1,2*N)=1/tau;
B(1,2*N+1)=-1/tau-1;

for i=1:N; B(i+1,i)=-1/tau; end,;
for i=2:N+1;
B(i,i)=1/tau+2/(h"2); end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i)=-2/(tau"2); end,;

for i=N+42:2*N-1;
B(i,i+1)=1/(tau"2)+2/(h"2); end,;
for i=N+2:2*N;
B(i,i+1)=1/(tau"2)+2/(h"2); end;
for i=N+1:2*N-1;
B(i+1,i)=1/(tau"2); end;
B(2*N+1,N)=1;

B(2*N+1,N+1)=-2;
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B(2*N+1,N+2)=1;

for i=1:2*N+1;

C(i,i)=1; end ;

C(2*N+1,2*N+1)=0;

alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0 ;

betha(2*N+1,1:1) = 0 ;

'fi(j) = fi(k,j) hesaplaniyor ’ ;

for j=1:M; x=j*h;

fii(1,j:j)=2%sin(pi*x); %%% alfa(xn)

for k=2:N+1;

x=j*h;

t=(-N+k-1)*tau ;

fii( k, j;j ) = g(t,x); %(pi*2)*sin(pi*x); %%g(t,x,aaa); end;
for k=N+2:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau+tau;

x=j*h;

fii( k, j;j ) = f(t,x) ; %(pi~“2)*sin(pi*x); %%f(t,x,aaa); end; end;
"alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;
for j=1:M-1;

alpha( :, :, j+1:j4+1 ) = - inv(B+A*alpha(:, :, j:;j))*A ;

betha( :, j+1:j+1 ) = inv(B+A*alpha(:, :, j:j ) )*(C*( fii(:, j:;j ))-(A* betha(:,j:j) ));

end;
U( 2*N+1,1, M\:M ) = 0;
for z = M-1:-1:1 ;
U(:,:, z:z ) = alpha(:,:,z4+1:2z4+1)* U(:,;,z+1:z+1 ) + betha(:,z+1:z+1); end;
for z = 1:M ;

p(:,z+1:2+1)=U(:,:;,z:2); end;
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"EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1;

for k=1:2*N+1;

t=(-N-+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = exact(t,x); end; end;

'ERROR ANALYSIS’;

maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));
maxerror=max(max(abs(es-p)));
relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(abs(p)));
cevap=|maxes,maxapp,maxerror,relativeerror];
table=[es;p]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;
%% %% % %% %% %GRAPH OF THE SOLUTION %% %%% % %% %%
q=min(min(table)); w=max(max(table));

figure;

[xler,tler|=meshgrid(0:h:1,-1:tau:1);

surf(xler,tler,es); XLabel(’x axis’);YLabel('t axis’);
titleCEXACT SOLUTION);

set(gca, ZLim’ [q w]);

rotatedd; figure;

surf(xler,tler,p); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);
title("FIRST ORDER APPROXIMATE SOLUTION’);
set(gca, ZLim’ [q w]);

function estx=exact(t,x)

estx= exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)
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ftx=(-2 +4*t"2+ pi”2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);
function gtx=g(t,x)

gtx=(-2"t + pi"2)%exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

Ek 2. Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semalar1 (4.1) i¢in Matlab

Programi

function [table,es,p]=secondorderl(N,M)

if nargin <1; N=30 ; M=30 ;end;

tau=1/N; h=1 /M ;

A=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

A(ij)=tau/(2*(h"4)); end; %diagonal (parabolic part)

for i=N+2:2*N;

A(ii+1)=(tau"2)/(4*(h"4)); end; %diagonalin yukaris: (hyperbolic part)
B=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

B(i,i)=-1/(h"2)-2*tau/(h"4); end; %diagonal (parabolic part)
for i=N+2:2*N;

B(i,i)=-1/(h"2); end; %diagonal (hyperbolic part)

for i=N+2:2*N;

B(i,i+1)=-(tau"2)/(h"4) ; end; %diagonalin yukarisi (hyperbolic part)
B(2*N+1,N+1)= tau/(h"2)-tau /(2*(h"2))-1/(h"2);
B(2*N+1,N+2)=-tau/(h"2);

C=zeros(2*N+1,2*N+1);

C(1,1)=1;

C(1,2*N-1)=-1/(2*tau);

C(1,2*N)=2/(tau);

C(1,2%N+1)=-3/(2*tau)-1;
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for i=2:N+1;

C(i,i-1)=-1/tau; end; %diagonalin agagis1 (parabolic part)

for i=2:N+1;

C(i,i)=2/(h"2)+1/tau+3*tau/(h"4); end; %diagonal (parabolic part)
for i=N+42:2*N;

C(i,))=2/(h"2)-2/(tau"2); end; %diagonal (hyperbolic part)

for i=N+2:2*N;

C(i,i-1)=1/(tau"2); end; %diagonaln agagis1 (hyperbolic part)

for i=N+2:2*N;

C(i,i+1)=3*(tau"2)/(2*h"4)+1/(tau"2) ; end; %diagonalin yukarisi (hyperbolic
part)

C(2*N+1,N+1)=-1/tau-2*tau/(h"2)+tau/(h"2)+2/(h"2);
C(2*N+1,N+2)=1/tau+2*tau/(h"2);

E=A ; D=B;

for i=1:2*N+1; R(i,i)= 1 ; end;
alpha(1:2*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;
betha(1:2¥*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;
gamma(2*N+1,1:1)= 0 ;

alpha(1:2*N+1,1:25N+1,2:2) = (4/5)*eye(2*N+1) ; %%%%%%
betha(1:2¥*N+1,1:2*N+1,2:2) = (-1/5)*eye(2*N+1);
gamma(2*N+1,2:2)= 0 ;

'fi(j) = fi(k,j) hesaplaniyor’ ;

for j=2:M-1;

x=j*h;

fii(1,j:j)=2%sin(pi*x); %%% alfa(xn)

for k=2:N+1;

x=j*h;



t=(-N+k-1)*tau ;

t=t-tau/2;

fii( k, j;j ) = g(t,x)-(tau/(2*h"2))*(g(t,x+h)-2*g(t,x)+g(t,x-h)); end,;

for k=N+2:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau ;

x=i*h:

fii( k, j;j ) = £(t,x) ; end; %(pi”2)*sin(pi*x); %%f(t,x,aaa);
fii(2*N+1,j:j)=(tau/2)*f(0,x)+g(0,x); end;

fii:
"alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;
forn = 2:M-2 ;

bebek = C + D*alpha(:,: , n:n ) + E*betha(:,:,;n-1 : n-1)...
+ E*alpha(:,:,;n-1:n-1)*alpha(:,:, n:n) ;

betha(:,;,;n+1:n+1 ) = - inv( bebek )*(A) ;
alpha(:,;:;;n+1:n+1) = - inv(bebek )*(B +D*betha(:,;,n:n) ...
+ E * alpha(:,:;,n-1:n-1)* betha(:,:n) ) ;

gamma(:,n+1m+1) = inv( bebek )*...

(R*fii(:,;nim) - D * gamma(:,nm)...

-E * alpha(:,;,;n-1:n-1)* gamma(:,n:n) - E*gamma(:, n-1 : n-1) ) ; end;

"U degerleri olusturulup tutuluyor ve matrisine atiliyor.’;
U(1:2*N+1,1:2*N+1)=nan;

U( 1:22*N+1, M:M ) =0 ;

U( :, M-1:M-1 ) = inv( (betha(:,;;M-2:M-2) + 5*eye(2*N+1)) ...

- (4*eye(2*N+1)-alpha(:,;,M-2:M-2) )*alpha(:,:;, M-1:M-1))...
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U(: , M-2:2M-2 ) = inv(4*eye(2*N+1)-alpha(:,;,M-2:M-2))*( (betha(:,;,M-2:M-2)

5% eye(2*N+1) )*U(:,M-1:M-1)+gamma(:,M-2:M-2) );
INITTAL VALUESs of U is OBTAINED HERE’ ;

for z = M-3:-1:1 ;

U(:,z:z )=alpha(:,:,z+1:2+1)*U(:,z4+1:24+1)+ ...
betha(:,:,z+1:24+1)*U(:,z4+2:2+2)+gamma(:,z+1:2+1); end;
forz=1: M;

p(:,z+1:2+1)=U(:,2:2); end;

'EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1;

for k=1:2*N+1;

t=(-N-+k-1)*tau;

x=(j-1)*b;

es(k,j) = exact(t,x); end; end,;

'ERROR ANALYSIS’ ;

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(p)) ;
maxerror=max(max(abs(es-p)));
relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );
cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]
table=[es;p|;table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

%% %% % %% %% %GRAPH OF THE SOLUTION %% %%% % %% %%
q=min(min(table)); w=max(max(table));

figure;

[xler,tler|=meshgrid(0:h:1,-1:tau:1);

surf(xler,tler,es); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);
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titleCEXACT SOLUTION); set(gca, ZLim’ [q w]);

rotatedd; figure;

surf(xler,tler,p); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);

title('SECOND ORDER APPROXIMATE SOLUTION’); rotate3d ;
set(gea, ZLim’ [q w]);

function estx=exact(t,x)

estx= exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)

ftx=(-2 +4*t"2+ pi"2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function gtx=g(t,x)

gtx=(-2*t + pi"2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

Ek 3. Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semalar1 (4.36) i¢in Matlab

Programi

function [table,es,p]=secondorder2(N,M)
close;close;

close;close;

if nargin<1;N= 30 ; M= 30 ;end

tau=1/N; h=1 /M ;

A=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

A(ii)=tau/(2*(h"4)); %diagonal (parabolic part)
end;

B=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

B(i,i)=-1/(h"2)-2*tau/(h"4); %diagonal (parabolic part)
end;

for i=N-+2:2*N;



B(i,i)=-1/(2*h"2); %diagonal (hyperbolic part)

end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i-1)=-1/(4*h"2); %diagonalin asags1 (hyperbolic part)
end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i+1)=-1/(4*h"2) ; %diagonalin yukaris1 (hyperbolic part)
end;

B(2*N+1,N+1)= tau/(h"2)-tau /(2*(h"2))-1/(h"2);
B(2*N+1,N+2)=-tau/(h"2);

C=zeros(2*N+1,2*N+1);

C(1,1)=1;

C(1,2*N-1)=-1/(2*tau);

C(1,2*N)=4/(2*tau);

C(1,2*N+1)=-3/(2*tau)-1;

for i=2:N+1;

C(i,i-1)=-1/tau; %diagonalin asags1 (parabolic part)

end;

for i=2:N+1;

C(i,i)=2/(h"2)+1/tau+3*tau/(h"4); %diagonal (parabolic part)
end;

for i=N+2:2*N;

C(i,i)=1/(h"2)-2/(tau"2); %diagonal (hyperbolic part)
end;

for i=N+2:2*N;

C(i,i-1)=1/(2*h"2)+1/(tau"2); %diagonalin asagis1 (hyperbolic part)

end;
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for i=N+2:2*N;

C(i,i+1)=1/(2*h"2)+1/(tau"2) ; %diagonaln yukarisi (hyperbolic part)
end;

C(2*N+1,N+1)=-1/tau-2*tau/(h"2)+tau/(h"2)+2/(h"2);
C(2*N+1,N+2)=1/tau+2*tau/(h"2);

E=A; D=B;

for i=1:2*N+1; R(i,i)= 1 ; end;

alpha(1:2*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;
betha(1:2*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;
gamma(2*N+1,1:1)= 0 ;

alpha(1:2*N+1,1:2¥*N+1,2:2) = (4/5)*eye(2*N+1) ; %% %% %%
betha(1:2¥N+1,1:2*N+1,2:2) = (-1/5)*eye(2*N+1);
gamma(2*N+1,2:2)= 0 ;

'fi(j) = fi(k,j) hesaplaniyor’ ;

for j=2:M-1;

x=j*h;

fii(1,j:j)=2%sin(pi*x); %%% alfa(xn)

for k=2:N+1;

x=j*h;

t=(-N+k-1)*tau ;

t=t-tau/2;

Bi( K, Ji ) = @(tx)-(ban/ (20" 2) (gt x-+h)-2#(6,%) +a(tx-h);
end;

for k=N+2:2*N+-1;

t=(-N+k-1)*tau ;

x=j*h;

fii( k, j;j ) = f(t,x) ; %(pi~2)*sin(pi*x); %%f(t,x,aaa);
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end;

Bi(2FN+1,j:)= (tau/2)*£(0,x) +g(0,%);

end;

fii;

"alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;

forn = 2:M-2 ;

bebek = C 4+ D*alpha(:,: , nin ) + E*betha(:,;;n-1 : n-1)...

+ E*alpha(:,;,;n-1:n-1)*alpha(:,:;, nin) ;

betha(:,:,;n+1:n+1 ) = - inv( bebek )*(A) ;

alpha(:,;,;n+1:n+1) = - inv(bebek )*(B +D*betha(:,:,n:n) ...

+ E * alpha(:,:;,n-1:n-1)* betha(:,:n) ) ;

gamma(:,n+1m+1) = inv( bebek )*...

(R*fii(:,;nin) - D * gamma(:,n:m)...

-E * alpha(:,:,;n-1:n-1)* gamma(:,n:n) - E¥gamma(:, n-1: n-1) ) ;
end;

U(1:2*N+1,1:2*N+1)=nan;

U( 1:2*N+1, M\:M ) =0 ;

U( :, M-1:M-1 ) = inv( (betha(:,;; M-2:M-2) + 5*eye(2*N+1)) ...
- (4*eye(2*N+1)-alpha(:,;,M-2:M-2) )*alpha(:,;,M-1:M-1))...

*((4*eye(2*N+1)-alpha(:,;,M-2:M-2))*gamma(: , M-1:M-1)- gamma(: , M-2:M-2)

U(: , M-2:2M-2 ) = inv(4*eye(2*N+1)-alpha(:,;,M-2:M-2))*( (betha(:,;,M-2:M-2)

5* eye(2*N+1) )*U(:,M-1:M-1)4gamma(:,M-2:M-2) );
INITTAL VALUESs of U is OBTAINED HERE’ ;
for z = M-3:-1:1 ;

U(:,z:z )=alpha(:,:,z+1:2+1)*U(:,z+1:24+1)+ ...
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betha(:,:,z+1:24+1)*U(:,z24+2:z+2)+gamma(:,z+1:2+1);
end;

forz=1: M;

p(:,z41:2+1)=U(:,2:2);

end;

"EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1;

for k=1:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*D;

es(k,j) = exact(t,x);

end;

end;

'ERROR ANALYSIS’ ;

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(p)) ;
maxerror=max(max(abs(es-p)));
relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );
cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]
table=[es;p|;table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;
%% %% % %% %% %GRAPH OF THE SOLUTION %% %%% % %% %%
q=min(min(table)); w=max(max(table));

figure;

[xler,tler|=meshgrid(0:h:1,-1:tau:1);

surf(xler,tler,es); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);
titleCEXACT SOLUTION");

set(gca, ZLim’ [q w]);
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rotate3d;

figure;

surf(xler,tler,p); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);

titleCMODIFIED SECOND ORDER APPROXIMATE SOLUTION’);
set(gea, ZLim’ [q w]);

function estx=exact(t,x)

estx= exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)

ftx=(-2 +4*t"2+ pi"2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function gtx=g(t,x)

gtx=(-2*t + pi"2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

Ek 4. Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semalar1 (4.71) i¢in Matlab

Programi

function [table,es,p|=secondorder3(N,M,r)
close;close;

close;close;

if nargin<1; N= 30; M= 30; end;
tau=1/N;

h=1/M;
A=zeros(2*N+1,2*N+1);
B=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:r;

B(i,i)=-1/(h"2); %diagonal

end;

for i=r+1:N+1;
B(i,i)=-1/(2*h"2); %diagonal

end;
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for i=r+1:N+1;

B(i,i-1)=-1/(2*h"2); %diagonal alt1

end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i)=-1/(2*h"2); %% 2. dia

end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i-1)=-1/(4*h"2); % 2. dia altiliyor

end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i+1)=-1/(4*h"2) ; % 2. diagonalin {isti
end;

B(2*N+1,N+1)= tau/(h"2)-tau /(2*(h"2))-1/(h"2);
B(2*N+1,N+2)=-tau/(h"2);
C=zeros(2*N+1,2*N+1);

C(1,1)=1;

C(1,2*N-1)=-1/(2*tau);

C(1,2*N)=4/(2*tau);
C(1,2*N+1)=-3/(2*tau)-1;

for i=2:r;

C(i,i-1)=-1/tau; %diagonal alt1 (parabolic part)
end;

for i=r+1:N+1;

C(i,i-1)=-1/tau+1/(h"2); %diagonal alt1 (parabolic part)
end;

for i=2:r;

C(i,i)=2/(h"2)+1/tau; %diagonal (parabolic part)
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end;

for i=r+1:N+1;

C(i,i)=1/(h"2)+1/tau; %diagonal (parabolic part)

end;

for i=N+42:2*N;

C(i,i)=1/(h"2)-2/(tau"2); %% diagonal (hyperbolic part)

end;

for i=N+2:2*N;

C(i,i-1)=1/(2*h"2)+1/(tau"2); % diagonal alt1 (hyperbolic part)
end;

for i=N+2:2*N;

C(i,i+1)=1/(2*h"2)+1/(tau"2) ; % diagonal iistii (hyperbolic part)
end;

C(2*N+1,N+1)=-1/tau-2*tau/(h"2)+tau/(h"2)+2/(h"2);
C(2*N+1,N+2)=1/tau+2*tau/(h"2);

E=A ; D=B;

for i=1:2*N+1; R(i,i)= 1 ; end;

alpha(1:2¥*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;
betha(1:2¥*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;
gamma(2*N+1,1:1)= 0 ;

alpha(1:2¥*N+1,1:2*N+1,2:2) = (4/5)*eye(2*N+1) ; %%%% %%
betha(1:2¥*N+1,1:2*N+1,2:2) = (-1/5)*eye(2*N+1);
gamma(2*N+1,2:2)= 0 ;

'fi(j) = fi(k,j) hesaplaniyor” ;

for j=2:M-1;

x=j*h;

fii(1,j:j)=2%sin(pi*x); %%% alfa(xn)
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for k=2:N+1;

x=j*h;

t=(-N+k-1)*tau ;

t=t-tau/2;

fii(k,j:j) = g(tx);

end;

for k=N+2:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau ;

x=j*h;

fii(k,j:j) = f(t,x) ; %(pi"2)*sin(pi*x); %%((t,x,aaa);

end;

fii(2*N+1,j:j)=(tau/2)*f(0,x)+g(0,x);

end;

fii;

"alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;

for n = 2:M-2 ;

bebek = C 4+ D*alpha(:,: , nin ) + E*betha(:,;,n-1 : n-1)...
+ E*alpha(:,;,;n-1:n-1)*alpha(:,:, nin) ;

betha(:,:;,;n+1:n+1 ) = - inv( bebek )*(A) ;
alpha(:,:;;n+1:n+1) = - inv(bebek )*(B +D*betha(:,;,n:n) ...
+ E * alpha(:,:;,n-1:n-1)* betha(:,;n) ) ;
gamma(:,n+1m+1) = inv( bebek )*...

(R*ii(:,n:n) - D * gamma(:,nm)...

-E * alpha(:,:,;n-1:n-1)* gamma(:,nmm) - E*gamma(:, n-1: n-1) ) ;
end;

U(1:2*N+1,1:2*N+1)=nan;

U( 1:2*N+1, M:M ) =0 ;
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U( :, M-1:M-1 ) = inv( (betha(:,;;M-2:M-2) + 5*eye(2*N+1)) ...
- (4*eye(2*N+1)-alpha(:,;,M-2:M-2) )*alpha(:,:;, M-1:M-1))...

*((4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2))*gamma(: , M-1:M-1)- gamma(: , M-2:M-2)

U(: , M-22M-2 ) = inv(4*eye(2*N+1)-alpha(:,;,M-2:M-2))*( (betha(:,;,M-2:M-2)

5* eye(2*N+1) )*U(:,M-1:M-1)4gamma(:,M-2:M-2) );
INITTAL VALUEs OF U Is OBTAINED HERE’ ;
for z = M-3:-1:1 ;

U(:,z:z )=alpha(:,;,z+1:2+1)*U(:,z4+1:z4+1)+ ...
betha(:,:,z+1:2+1)*U(:,242:242)+gamma(:,z+1:2+1);
end;

forz=1: M;

p(:,z+1:z4+1)=U(:,z:2);

end;

'EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1;

for k=1:2*N+1;

t=(-N-+k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j) = exact(t,x);

end;

end;

'ERROR ANALYSIS’ ;

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(p)) ;

maxerror=max(max(abs(es-p)));
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relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );
cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]
table=[es;p|;table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

%% %% % %% %% %GRAPH OF THE SOLUTION %% %%% % %% %%
q=min(min(table)); w=max(max(table));

figure;

[xler,tler|=meshgrid(0:h:1,-1:tau:1);

surf(xler,tler,es); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);
title(EXACT SOLUTION’);

set(gea, ZLim’ [q w]);

rotatedd;

figure;

surf(xler,tler,p); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);
title('r-MODIFIED APPROXIMATE SOLUTION);
set(gea, ZLim’ [q w]);

function estx=exact(t,x)

estx= exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)

ftx=(-2 +4*t"2+ pi"2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);
function gtx=g(t,x)

gtx=(-2*t + pi"2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);
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