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ENSTİTÜSÜ
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DENKLEMLERİ İÇİN LOKAL OLMAYAN
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ÖZET

TEZ KONUSU: Hiperbolik-Parabolik Diferansiyel Ve Fark Denklem-

leri İçin Lokal Olmayan Sınır Değer Problemleri

YAZAR ADI: Yıldırım ÖZDEMİR

Bu çalışmada Hilbert uzayında verilen fark denklemlerinin self-adjoint pozitif tanımlı

A operatörlü çok noktalı lokal olmayan sınır değer problemi

d2u(t)
dt2

+ Au(t) = f(t), 0 ≤ t ≤ 1,

du(t)
dt

+ Au(t) = g(t), − 1 ≤ t ≤ 0,

u(−1) =
N∑

j=1

αju
(
µj

)
+

L∑
j=1

βju
′ (λj) + ϕ,

N∑
j=1

|αj|,
L∑

j=1

∣∣βj

∣∣ ≤ 1, 0 < µj, λj ≤ 1

ele alınmıştır. Operatör yaklaşımı uygulanarak bu problemin çözümünün kararlılık

kestirimleri elde edilmiştir. Bu problemin yaklaşık çözümleri için fark şemalarının

kararlılığı gösterilmiştir. Uygulamalarda bu sonuç, hiperbolik-parabolik denklemlerin

fark şemalarının çözümü için kararlılık kestirimlerinin elde edilmesini sağlamıştır. Bu

fark şemalarının çözümü için yapılan teorik sonuçların doğruluğu, sayısal denemelerle

de desteklenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik-Parabolik Fark Denklemi, Fark Şemaları, Kararlılık
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SUMMARY

TITLE: Nonlocal Boundary Value Problem for Hyperbolic-Parabolic

Differential and Difference Equations

AUTHOR: Yıldırım ÖZDEMİR

In this work the multipoint nonlocal boundary value problem

d2u(t)
dt2

+ Au(t) = f(t), 0 ≤ t ≤ 1,

du(t)
dt

+ Au(t) = g(t), − 1 ≤ t ≤ 0,

u(−1) =
N∑

j=1

αju
(
µj

)
+

L∑
j=1

βju
′ (λj) + ϕ,

N∑
j=1

|αj|,
L∑

j=1

∣∣βj

∣∣ ≤ 1, 0 < µj, λj ≤ 1

for the differential equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive definite

operator A is considered. Applying the operator approach, the stability estimates

for the solution of this problem are obtained. The stability of difference schemes for

approximately solving this problem are presented. In applications, this abstract results

permit to obtain the stability estimates for the solution of the difference schemes for

hyperbolic-parabolic equations. The theoretical statements for the solution of this

difference schemes are supported by the results of numerical experiments.

Keywords: Hyperbolic-Parabolic Difference Equation, Difference Schemes, Sta-

bility
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1 GİRİŞ

Akışkanlar mekaniğindeki bir çok problemde, ısı akışı, füzyon süreci, matematiksel

biyoloji ve diğer pek çok fiziksel alanlarda karşımıza hiperbolik-parabolik tipteki dife-

ransiyel denklemler çıkmaktadır. Bu tip denklemlerle fiziksel olayların modelleri ifade

edilebilir. Bu tipteki denklemler için sınır değer probleminin çözüm metotları üzerine

kapsamlı olarak bir çok araştırma yapılmıştır. (bkz. [Korzyuk, V. I. ve Lemeshevsky,

S. V., 2001], [Vallet, G., 2003 ], [Glazatov, S. N., 1998], [Karatoprakliev, G. D., 1989],

[Karatopraklieva, M. G., 1991], [Gerish, A., Kotschote, M. ve Zacher, R., 2004], [Sala-

hatdinov, M. S., 1974], [Drujaev, T. D., 1979], [Bazarov, D. ve Soltanov, H., 1995],

[Vragov, V. N., 1983], [Nakhushev, A. M., 1995], [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A.,

2005], [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2004]).

Bu çalışmada, H Hilbert uzayında self-adjoint pozitif tanımlı A operatörlü

d2u(t)
dt2

+ Au(t) = f(t), 0 ≤ t ≤ 1,

du(t)
dt

+ Au(t) = g(t), − 1 ≤ t ≤ 0,

u(−1) =
N∑

j=1

αju
(
µj

)
+

L∑
j=1

βju
′ (λj) + ϕ,

N∑
j=1

|αj|,
L∑

j=1

∣∣βj

∣∣ ≤ 1, 0 < µj, λj ≤ 1

(1.1)

çok noktalı lokal olmayan sınır değer problemi ele alınmıştır. Bilindiği gibi, hiperbolik-

parabolik denklemler için çeşitli lokal olmayan sınır değer problemleri (1.1) lokal ol-

mayan sınır değer problemine dönüştürülebilir. (bkz. [Salahatdinov, M.S., 1974], [Dju-

raev, T. D., 1978], [Bazarov, D. ve Soltanov, H., 1995], [Krein, S. G., 1966]).

Aşağıdaki şartları sağlayan u(t) fonksiyonu (1.1) problemin çözümüdür:

i. u(t) fonksiyonu (0, 1] aralığında ikinci türevi sürekli olan ve [−1, 1] aralığında

türevi sürekli olan bir fonksiyondur. Aralığın sınır noktalarındaki türevler, uygun tek

taraflı türevler olarak anlaşılır.

ii. u(t) fonksiyonu, A operatörünün tanım kümesinin elemanıdır ve Au(t) fonksi-

yonu [−1, 1] aralığında süreklidir.

iii. u(t) fonksiyonu, (1.1) denklemini ve bu denklemin lokal olmayan sınır koşulunu

sağlar.

Eğer f(t), [0, 1] aralığında ve g (t) , [−1, 0] aralığında türevleri sürekli olan iki fonksi-

yon ise, [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2001] makalesinde (1.1) probleminin kararlılık
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kestirimleri ispatlanmıştır.

Teorem 1.1. Eğer ϕ ∈ D(A) ve f(t) fonksiyonu, [0, 1] aralığında, g (t) fonksiyonu

[−1, 0] aralığında türevleri sürekli ve αj = 0, j = 2, · · ·, N ; βj = 0, j = 1, · · ·, L ise, bu

durumda (1.1) probleminin tek çözümü vardır ve bu çözüm için aşağıdaki

max
−1≤t≤1

‖u(t)‖H ≤M [‖ϕ‖H

+ max
−1≤t≤0

‖g(t)‖H + max
0≤t≤1

∥∥A−1/2f(t)
∥∥

H

]
,

max
−1≤t≤1

∥∥A1/2u(t)
∥∥

H
≤M [

[∥∥A1/2ϕ
∥∥

H

+ ‖g(0)‖H +

0∫
−1

‖g′(t)‖H dt+ max
0≤t≤1

‖f(t)‖H

 ,
max
−1≤t≤0

∥∥∥∥du(t)dt

∥∥∥∥
H

+ max
0≤t≤1

∥∥∥∥d2u(t)

dt2

∥∥∥∥
H

+ max
−1≤t≤1

‖Au(t)‖H ≤M
[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2g(0)
∥∥

H

+ ‖f(0)‖H + max
−1≤t≤0

‖g′(t)‖H +

1∫
0

‖f ′(t)‖H dt


kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M katsayısı f(t), g(t) ve ϕ’den bağımsızdır.

Bu çalışmanın ardından, αj = 0, j = 2, · · ·, N ve βj = 0, j = 1, · · ·, L olduğu

durumlarda, (1.1) probleminin sayısal çözümlerini bulmaya yönelik metotlar kapsamlı

olarak araştırılmıştır. (bkz. [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2000], [Ashyralyev,

A. ve Yurtsever, A., 2001], [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2005], [Ashyralyev, A.

ve Yurtsever, A., 2006], [Ashyralyev, A. ve Muradov, I., 1995], [Ashyralyev, A. ve

Muradov, I., 1996], [Ashyralyev, A. ve Muradov, I., 1998], [Ashyralyev, A. ve Orazov,

M. B., 1999], [Ashyralyev, A. ve Orazov, M. B., 1999], [Ashyralyev, A., 1999]).

Örneğin; [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2000] ve [Ashyralyev, A. ve Yurtsever,

A., 2001] makalelerinde, (1.1) probleminin yaklaşık çözümünü bulmak için A1/2 o-

peratörü tarafından oluşturulan birinci ve ikinci basamaktan doğruluklu fark şemaları

kurulmuştur. Bu fark şemalarının çözümleri için kararlılık kestirimleri elde edilmiştir.

Uygulamalarda, hiperbolik-parabolik denklemler için karma tipli sınır değer problem-

lerinin fark şemalarının çözümlerinin kararlılığı gosterilmiştir. Ancak, bu fark denklem-

lerinin pratikte kullanılması için, ilk önce A1/2 operatörünün oluşturulması gerekmek-

tedir. Fakat, bu işlem bilgisayar için oldukça güçtür. Bu yüzden, iyi teorik sonuçlar
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elde edilmesine rağmen, bu problemin sayısal çözümlerini bulmak zordur ve değeri

beklenildiği gibi değildir.

Daha sonraları, [Ashyralyev, A. ve Yurtsever, A., 2005] ve [Ashyralyev, A. ve

Yurtsever, A., 2006] makalelerinde, (1.1) probleminin yaklaşık çözümünü bulmak için

tamsayı kuvvetli A operatörü tarafından oluşturulan birinci ve ikinci basamaktan

doğruluklu fark şemaları kurulmuştur. Bu fark şemalarının çözümleri için kararlılık

kestirimleri elde edilmiştir. İlgili fark şemalarının doğruluğu sayısal denemelerle de

desteklenmiştir.

Son olarak, bazı özel durumlar için benzer sonuçlar, daha erken yıllarda [Ashyralyev,

A. ve Muradov, I., 1995], [Ashyralyev, A. ve Muradov, I., 1996], [Ashyralyev, A. ve

Muradov, I., 1998], [Ashyralyev, A. ve Orazov, M. B., 1999], [Ashyralyev, A. ve Orazov,

M. B., 1999], [Ashyralyev, A., 1999] çalışmalarında karşımıza çıkmaktadır.

Yapılan bu çalışmalardan başka, [Ashyralyev, A. ve Ozdemir, Y., 2005] makalesinde,

αi = 0, i = 2, · · ·, N ve βi = 0, i = 2, · · ·, L olduğu durumlarda da, f (t) fonksiy-

onunun [0, 1] aralığında ve g (t) fonksiyonunun [−1, 0] aralığında türevlerinin sürekli

olmasından daha güçlü bir koşul ile, (1.1) probleminin çözümünün kararlılık kestirim-

leri elde edilmiştir.

Teorem 1.2. Eğer ϕ ∈ D(A), g(0) ∈ D(A1/2), g′(0) ∈ H, f(0) ∈ D(A1/2), f ′(0) ∈

H ve f(t), [0, 1] aralığında, g (t), [−1, 0] aralığında ikinci türevleri sürekli olan iki

fonksiyon ve αj = 0, j = 2, · · ·, N ; βj = 0, j = 2, · · ·, L ise, (1.1) probleminin tek

çözümü vardır ve bu çözüm için aşağıdaki

max
−1≤t≤1

‖u(t)‖H ≤M

[
‖ϕ‖H + max

−1≤t≤0

∥∥A−1/2g′(t)
∥∥

H

+
∥∥A−1/2g(0)

∥∥
H

+
∥∥A−1/2f(0)

∥∥
H

+ max
0≤t≤1

∥∥A−1/2f ′(t)
∥∥

H

]
,

max
−1≤t≤1

∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥

H

+ max
−1≤t≤1

∥∥A1/2u(t)
∥∥

H
≤M

[∥∥A1/2ϕ
∥∥

H

+ ‖g(0)‖H + max
−1≤t≤0

‖g′(t)‖H + ‖f(0)‖H + max
0≤t≤1

‖f ′(t)‖H

]
,

max
−1≤t≤0

∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥

H

+ max
0≤t≤1

∥∥∥∥d2u

dt2

∥∥∥∥
H

+ max
−1≤t≤1

‖Au(t)‖H

≤M

[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2g(0)
∥∥

H
+ ‖g′(0)‖H + max

−1≤t≤0
‖g′′(t)‖H

+
∥∥A1/2f(0)

∥∥
H

+ ‖f ′(0)‖H + max
0≤t≤1

‖f ′′(t)‖H

]
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kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M katsayısı f(t), g(t) ve ϕ’den bağımsızdır.

Bu çalışmanın ardından, αj = 0, j = 2, · · ·, N ve βj = 0, j = 2, · · ·, L olduğu durum-

larda, (1.1) probleminin sayısal çözümlerini bulmaya yönelik metotlar kapsamlı olarak

araştırılmıştır. (bkz. [Ozdemir, Y., 2005], [Ashyaralyev, A. ve Ozdemir, Y., 2005]).

Yani, (1.1) probleminin yaklaşık çözümünü bulmak için birinci ve ikinci basamaktan

doğruluklu fark şemaları kurulmuştur. Bu fark şemalarının çözümü için kararlılık kes-

tirimleri elde edilmiştir. Uygulamalarda, hiperbolik-parabolik denklemler için karma

tipli sınır değer problemlerinin fark şemalarının çözümlerinin kararlılığı ispatlamıştır.

Bu fark şemalarının çözümü için elde edilen teorik sonuçların doğruluğu, sayısal dene-

melerle de desteklenmiştir.

Bu tezdeki amaç, f(t), [0, 1] aralığında ve g (t) , [−1, 0] aralığında ikinci türevleri

sürekli olan iki fonksiyon ve
N∑

j=1

|αj|,
L∑

j=1

∣∣βj

∣∣ ≤ 1, 0 < µj, λj ≤ 1 olduğu zaman, çok

noktalı (1.1) probleminin çözümünün kararlılığını araştırmaktır.

Öncelikle, tezin içerdiği konu başlıklarından kısaca bahsedelim. Bu çalışma altı

bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giriş kısmıdır.

İkinci bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda; H Hilbert uzayında, hiper-

bolik-parabolik denklemler için çok noktalı lokal olmayan sınır değer probleminin

kararlılığı hakkındaki temel teorem ispat edilmiştir. İkinci kısımda ise; birinci

kısımda elde edilen soyut sonuç kullanılarak, uygulamalarda hiperbolik-parabolik

denklemler için fark şemalarının çözümünün kararlılık kestirimi elde edilmiştir.

Üçüncü bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. İlk kısımda; H Hilbert uzayında self-

adjoint pozitif tanımlı A operatörlü, hiperbolik-parabolik denklemler için lokal

olmayan sınır değer problemlerinin yaklaşık çözümlerini elde etmek amacıyla,

kararlı bi-rinci basamaktan doğruluklu fark şeması kurulmuştur. Ayrıca, bu fark

şemalarının çözümleri için kararlılık kestirimleri ispat edilmiştir. İkinci kısımda

ise uygulamalar verilmiştir.

Dördüncü bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. H Hilbert uzayında self-adjoint pozitif

tanımlı A operatörlü, hiperbolik-parabolik denklemler için lokal olmayan sınır

değer problemlerinin yaklaşık çözümlerini elde etmek amacıyla, kararlı ikinci
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basamaktan doğruluklu fark şemaları kurulmuş, ilgili fark şemalarının çözümleri

için kararlılık kestirimleri kanıtlanmış ve uygulamaları verilmiştir.

Beşinci bölüm sayısal sonuçlar kısmıdır. Birinci ve ikinci basamaktan doğruluklu

fark şemaları ile çalışılmış ve uygun matlab programları yazılarak ikinci basamak-

tan doğruluklu fark şemalarının, birinci basamaktan doğruluklu fark şemlarına

oranla daha doğru olduğu görülmüştür. Ayrıca bu bölüm, tüm şekiller ve tablo-

ları da içermektedir.

Altıncı bölüm sonuçlardır.

Ayrıca tezin sonunda kaynaklar ve ekler kısımları da verilmiştir.
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2 HİPERBOLİK-PARABOLİK DİFERANSİYEL

DENKLEM İÇİN ÇOK NOKTALI LOKAL OL-

MAYAN SINIR DEĞER PROBLEMİ

2.1 Temel Teorem

H Hilbert uzayında, A self-adjoint pozitif tanımlı operatör ve A ≥ δI, δ > δ0 > 0’dır.

Bu çalışma boyunca, güçlü sürekli kosinüs operatör-fonksiyonu c(t), (t ≥ 0)

c (t) =
eitA1/2

+ e−itA1/2

2

formülü ile tanımlanır. Bu durumda,

s(t)u =

t∫
0

c(s)uds

sinüs operatör-fonksiyonu s (t)’nin tanımından

s (t) = A−1/2 e
itA1/2 − e−itA1/2

2i

formülü ortaya çıkar. Kosinüs operatör-fonksiyonlar teorisi için [Fattorini, H. O., 1985]

ve [Piskarev, S. ve Shaw, Y., 1997] kaynaklarına başvurulmuştur.

Öncelikle ileride ihtiyaç duyacağımız yardımcı teoremleri verelim.

Yardımcı Teorem 2.1. Aşağıdaki

‖c(t)‖H→H ≤ 1,
∥∥A1/2s(t)

∥∥
H→H

≤ 1, (2.1)

∥∥Aγe−tA
∥∥

H→H
≤ t−γe−δt, t > 0, 0 ≤ γ ≤ 1, δ > 0 (2.2)

kestirimler sağlanır.

Yardımcı Teorem 2.2. Öncelikle

I −
N∑

j=1

αj

[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)]
e−A +

L∑
j=1

βj [s (λj) + c (λj)]Ae
−A

operatörünün tersi vardır ve

T =

(
I −

N∑
j=1

αj

[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)]
e−A +

L∑
j=1

βj [s (λj) + c (λj)]Ae
−A

)−1
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aşağıdaki

||T ||H→H ≤M (2.3)

kestirim sağlanır. Burada, M katsayısı αj, βj, µj ve λj’den bağımsızdır.

İspat. Burada, (2.3) kestiriminin ispatı∥∥∥∥∥−
N∑

j=1

αj

[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)]
e−A +

L∑
j=1

βj [s (λj) + c (λj)]Ae
−A

∥∥∥∥∥
H→H

< 1 (2.4)

eşitsizliğine dayanmaktadır. c (µ) ve s (µ) fonksiyonlarının tanımları ve A operatörünün

self-adjoint pozitif tanımlı olması özellikleri kullanılarak∥∥∥∥∥−
N∑

j=1

αj

[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)]
e−A +

L∑
j=1

βj [s (λj) + c (λj)]Ae
−A

∥∥∥∥∥
H→H

≤ sup
δ≤ρ<∞

∣∣∣∣∣−
N∑

j=1

αj

[
cos
(√

ρµj

)
−√

ρ sin
(√

ρµj

)]
+

L∑
j=1

βj [
√
ρ sin (

√
ρλj) + ρ cos (

√
ρλj)]

∣∣∣∣∣ e−ρ

kestirimi elde edilir. Buradan,

cos
(√

ρµj

)
−√

ρ sin
(√

ρµj

)
=
√
ρ+ 1 cos

(√
ρµj − µj0

)
,

√
ρ sin (

√
ρλj) + ρ cos (

√
ρλj) =

√
ρ
√
ρ+ 1 cos (

√
ρλj − λj0)

olduğu için∥∥∥∥∥−
N∑

j=1

αj

[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)]
e−A +

L∑
j=1

βj [s (λj) + c (λj)]Ae
−A

∥∥∥∥∥
H→H

≤ sup
δ≤ρ<∞

[
N∑

j=1

|αj|
∣∣cos

(√
ρµj

)
−√

ρ sin
(√

ρµj

)∣∣
+

L∑
j=1

∣∣βj

∣∣ |√ρ sin (
√
ρλj) + ρ cos (

√
ρλj)|

]
e−ρ

≤ sup
δ≤ρ<∞

[
N∑

j=1

|αj|
√
ρ+ 1 +

L∑
j=1

∣∣βj

∣∣√ρ√ρ+ 1

]
e−ρ

≤ sup
0<δ0<δ≤ρ<∞

√
ρ+ 1 (1 +

√
ρ) e−ρ

kestirimi alınır. Son olarak, sup
0<δ0<δ≤ρ<∞

√
ρ+ 1

(
1 +

√
ρ
)
e−ρ < 1 olması nedeniyle,

(2.4) kestirimi elde edilir ve böylelikle Yardımcı Teorem 2.2 ispatlanmış olur.
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Şimdi, (1.1) probleminin çözümü için gerekli formüller elde edilecektir. Bilindiği

gibi,  u′′ (t) + Au (t) = f (t) , 0 ≤ t ≤ 1,

u (0) = u0, u
′ (0) = u′0,

(2.5)

 u′ (t) + Au (t) = g (t) ,−1 ≤ t ≤ 0,

u (−1) = u−1

(2.6)

başlangıç değer problemlerinin

u (t) = c (t)u (0) + s (t)u′ (0) +

∫ t

0

s (t− y) f (y) dy, 0 ≤ t ≤ 1 (2.7)

ve

u (t) = e−(t+1)Au−1 +

∫ t

−1

e−(t−y)Ag (y) dy, − 1 ≤ t ≤ 0 (2.8)

formüllerini sağlayan tek çözümleri vardır. Buradaki (2.7), (2.8) formülleri ve (1.1)

denklemi kullanılarak,

u (t) = [c (t)− As (t)]

{
e−Au−1 +

∫ 0

−1

eyAg (y) dy

}
(2.9)

+s (t) g (0) +

∫ t

0

s (t− y) f (y) dy

formülü elde edilir. Daha sonra,

u(−1) =
N∑

j=1

αju
(
µj

)
+

L∑
j=1

βju
′ (λj) + ϕ

koşulu kullanılarak,{
I −

N∑
j=1

αj

[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)]
e−A +

L∑
j=1

βj [s (λj) + c (λj)]Ae
−A

}
u−1 (2.10)

=
N∑

j=1

αj

{[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)] ∫ 0

−1

eyAg (y) dy

+s
(
µj

)
g (0) +

∫ µj

0

s
(
µj − y

)
f (y) dy

}

+
L∑

j=1

βj

{
[−As (λj)− Ac (λj)]

∫ 0

−1

eyAg (y) dy

+c (λj) g (0) +

∫ λj

0

c (λj − y) f (y) dy

}
+ ϕ

operatör denklemi sağlanır. Bilindiği gibi,

I −
N∑

j=1

αj

[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)]
e−A +

L∑
j=1

βj [s (λj) + c (λj)]Ae
−A
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operatörünün

T =

(
I −

N∑
j=1

αj

[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)]
e−A +

L∑
j=1

βj [s (λj) + c (λj)]Ae
−A

)−1

tersi var olduğundan, (2.10) operatör denkleminin çözümü için

u−1 = T

[
N∑

j=1

αj{
[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)] ∫ 0

−1

eyAg (y) dy (2.11)

+s
(
µj

)
g (0) +

∫ µj

0

s
(
µj − y

)
f (y) dy}

+
L∑

j=1

βj{[−As (λj)− Ac (λj)]

∫ 0

−1

eyAg (y) dy

+c (λj) g (0) +

∫ λj

0

c (λj − y) f (y) dy}+ ϕ

]
formülü elde edilir. Böylece, (1.1) lokal olmayan sınır değer probleminin çözümü için,

(2.8), (2.9) ve (2.11) formülleri belirlenmiş olur.

Teorem 2.1. Eğer ϕ ∈ D(A), g(0) ∈ D(A1/2), g′(0) ∈ H, f(0) ∈ D(A1/2), f ′(0) ∈

H ve f(t), [0, 1] aralığında, g (t) , [−1, 0] aralığında ikinci türevleri sürekli olan iki

fonksiyon ise, bu durumda (1.1) probleminin tek çözümü vardır ve bu çözüm için

aşağıdaki

max
−1≤t≤1

‖u(t)‖H ≤M

[
‖ϕ‖H + max

−1≤t≤0

∥∥A−1/2g′(t)
∥∥

H
(2.12)

+
∥∥A−1/2g(0)

∥∥
H

+
∥∥A−1/2f(0)

∥∥
H

+ max
0≤t≤1

∥∥A−1/2f ′(t)
∥∥

H

]
,

max
−1≤t≤1

∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥

H

+ max
−1≤t≤1

∥∥A1/2u(t)
∥∥

H
≤M

[∥∥A1/2ϕ
∥∥

H
(2.13)

+ ‖g(0)‖H + max
−1≤t≤0

‖g′(t)‖H + ‖f(0)‖H + max
0≤t≤1

‖f ′(t)‖H

]
,

max
−1≤t≤0

∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥

H

+ max
0≤t≤1

∥∥∥∥d2u

dt2

∥∥∥∥
H

+ max
−1≤t≤1

‖Au(t)‖H (2.14)

≤M

[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2g(0)
∥∥

H
+ ‖g′(0)‖H + max

−1≤t≤0
‖g′′(t)‖H

+
∥∥A1/2f(0)

∥∥
H

+ ‖f ′(0)‖H + max
0≤t≤1

‖f ′′(t)‖H

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M katsayısı f(t), g(t) ve ϕ’den bağımsızdır.
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İspat. İlk olarak, (2.12) kestirimi elde edilecektir. Bunun için (2.11) formülü ve

kısmi integrasyon kullanılarak,

u−1 = T

[
N∑

j=1

αj

{
c
(
µj

) [
A−1

(
g (0)− e−Ag (−1) (2.15)

−
∫ 0

−1

eyAg′ (y) dy

)]
+ As

(
µj

)(
e−Ag (−1) +

∫ 0

−1

eyAg′ (y) dy

)
+ A−1

[
f
(
µj

)
− c

(
µj

)
f (0)−

∫ µj

0

c
(
µj − y

)
f ′ (y) dy

]}

+
L∑

j=1

βj

{
−As (λj)

(
g (0)− e−Ag (−1)−

∫ 0

−1

eyAg′ (y) dy

)

+Ac (λj)

(
e−Ag (−1) +

∫ 0

−1

eyAg′ (y) dy

)
+As (λj) f (0) +

∫ λj

0

s (λj − y) f ′ (y) dy

}
+ ϕ

]
formülü elde edilir. Buradan, (2.3), (2.1) ve (2.2) kestirimleri yardımıyla,

‖u−1‖H ≤M

[
‖ϕ‖H + max

−1≤t≤0

∥∥A−1/2g′(t)
∥∥

H

+
∥∥A−1/2g(0)

∥∥
H

+
∥∥A−1/2f(0)

∥∥
H

+ max
0≤t≤1

∥∥A−1/2f ′(t)
∥∥

H

]
(2.16)

kestirimi bulunur. Daha sonra, (2.8), (2.9) formülleri ve kısmi integrasyon kullanılarak,

u (t) = e−(t+1)Au−1 + A−1
(
g (t)− e−Ag (−1) (2.17)

−
∫ t

−1

eyAg′ (y) dy, − 1 ≤ t ≤ 0,

)

u (t) = [c (t)− As (t)]
{
e−Au−1 (2.18)

+A−1

(
g (0)− e−Ag (−1)−

∫ 0

−1

eyAg′ (y) dy

)}
+ s (t) g (0)

+A−1

[
f (t)− c (t) f (0)−

∫ t

0

c (t− y) f ′ (y) dy, 0 ≤ t ≤ 1

]
formülleri elde edilir. Son olarak, (2.1) ve (2.2) kestirimleri kullanılarak,

‖u (t)‖H ≤M

[
‖u−1‖H + max

−1≤t≤0

∥∥A−1/2g′(t)
∥∥

H
+
∥∥A−1/2g(0)

∥∥
H

]
,−1 ≤ t ≤ 0,

‖u (t)‖H ≤M

[
max
0≤t≤1

∥∥A−1/2f ′(t)
∥∥

H
+
∥∥A−1/2f(0)

∥∥
H
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+ ‖u−1‖H + max
−1≤t≤0

∥∥A−1/2g′(t)
∥∥

H
+
∥∥A−1/2g(0)

∥∥
H

]
, 0 ≤ t ≤ 1

kestirimleri alınır. Böylece, (2.16) kestirimi ve son iki kestirim yardımıyla (2.12) kes-

tirimi ispatlanmış olur.

İkinci olarak, (2.13) kestirimi elde edilecektir. Bunun için öncelikle, (2.15) formülüne

A1/2 uygulanarak ve (2.3), (2.1), (2.2) kestirimleri kullanılarak,

∥∥A1/2u−1

∥∥
H
≤M

[∥∥A1/2ϕ
∥∥

H
+ max
−1≤t≤0

‖g′(t)‖H

+ ‖g(0)‖H + ‖f(0)‖H + max
0≤t≤1

‖f ′(t)‖H

]
(2.19)

kestirimi elde edilir. Sonra da (2.17), (2.18) formüllerine A1/2 uygulanarak ve (2.1),

(2.2) kestirimleri kullanılarak,

∥∥A1/2u (t)
∥∥

H
≤M

[∥∥A1/2u−1

∥∥
H

+ max
−1≤t≤0

‖g′(t)‖H + ‖g(0)‖H

]
,−1 ≤ t ≤ 0,

∥∥A1/2u (t)
∥∥

H
≤M

[
max
0≤t≤1

‖f ′(t)‖H + ‖f(0)‖H

+
∥∥A1/2u−1

∥∥
H

+ max
−1≤t≤0

‖g′(t)‖H + ‖g(0)‖H

]
, 0 ≤ t ≤ 1

kestirimleri alınır. Böylece, (2.19) kestirimi ve son iki kestirim yardımıyla (2.13) kes-

tirimi ispatlanmış olur.

Üçüncü olarak, (2.14) kestirimi elde edilecektir. Bunun için, (2.15) formülü ve kısmi

integrasyon kullanılarak,

u−1 = T

[
N∑

j=1

αj

{
c
(
µj

) [
A−1

(
g (0)− e−Ag (−1)

−A−1

[
g′ (0)− e−Ag′ (−1)−

∫ 0

−1

eyAg′′ (y) dy

])
+As

(
µj

)(
e−Ag (−1) + A−1

[
g′ (0)− e−Ag′ (−1)−

∫ 0

−1

eyAg′′ (y) dy

])
+A−1

[
f
(
µj

)
− c

(
µj

)
f (0)−

[
s
(
µj

)
f ′ (0)−

∫ µj

0

s
(
µj − y

)
f ′′ (y) dy

]]}

+
L∑

j=1

βj

{
−As (λj)

(
g (0)− e−Ag (−1)−

A−1

[
g′ (0)− e−Ag′ (−1)−

∫ 0

−1

eyAg′′ (y) dy

])
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+Ac (λj)

(
e−Ag (−1) + A−1

[
g′ (0)− e−Ag′ (−1)−

∫ 0

−1

eyAg′′ (y) dy

])
+As (λi) f (0)− A−1

[
f ′ (λi)− c (λi) f

′ (0)−
∫ λj

0

c (λi − y) f ′′ (y) dy

]}
+ ϕ

]
formülü elde edilir. Buradan, (2.3), (2.1) ve (2.2) kestirimleri yardımıyla,

‖Au−1‖H ≤M

[
‖Aϕ‖H + max

−1≤t≤0
‖g′′(t)‖H + ‖g′(0)‖H

+
∥∥A1/2g(0)

∥∥
H

+
∥∥A1/2f(0)

∥∥
H

+ ‖f ′(0)‖H + max
0≤t≤1

‖f ′′(t)‖H

]
(2.20)

kestirimi alınır. Daha sonra, (2.17), (2.18) formülleri ve kısmi integrasyon kullanılarak,

u (t) = e−(t+1)Au−1 + A−1
(
g (t)− e−Ag (−1)

−A−1

[
g′ (t)− e−Ag′ (−1)−

∫ t

−1

eyAg′′ (y) dy

])
,−1 ≤ t ≤ 0,

u (t) = [c (t)− As (t)]
{
e−Au−1 + A−1

(
g (0)− e−Ag (−1)

−A−1

[
g′ (0)− e−Ag′ (−1)−

∫ 0

−1

eyAg′′ (y) dy

])}
+s (t) g (0) + A−1f (t)− c (t) f (0)

−
[
s (t) f ′ (0) +

∫ t

0

s (t− y) f ′′ (y) dy

]
, 0 ≤ t ≤ 1

formülleri elde edilir. Son iki formüle A uygulanarak ve (2.1), (2.2) kestirimleri kul-

lanılarak,

‖Au (t)‖H ≤M

[
‖Au−1‖H + max

−1≤t≤0
‖g′′(t)‖H ,

+
∥∥A1/2g(0)

∥∥
H

+ ‖g′(0)‖H

]
− 1 ≤ t ≤ 0,

‖Au (t)‖H ≤M

[
max
0≤t≤1

‖f ′′(t)‖H +
∥∥A1/2f(0)

∥∥
H

+ ‖f ′(0)‖H

+ ‖Au−1‖H + max
−1≤t≤0

‖g′′(t)‖H +
∥∥A1/2g(0)

∥∥
H

+ ‖g′(0)‖H

]
, 0 ≤ t ≤ 1

kestirimleri alınır. Böylece, (2.20) ve son iki kestirim yardımıyla (2.14) kestirimi ispat-

lamış olur. Dolayısıyla Teorem 2.1’in ispatı tamamlanmıştır.
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2.2 Uygulamalar

İlk olarak, bir boyutlu hiperbolik-parabolik denklem için lokal olmayan sınır değer

problemi

vtt − (a(x)vx)x + δv = f(t, x), 0 < t < 1, 0 < x < 1,

vt − (a(x)vx)x + δv = g(t, x),−1 < t < 0, 0 < x < 1,

v(−1, x) =
N∑

j=1

αjv
(
µj, x

)
+

L∑
j=1

βjvt(λj, x) + ϕ(x), 0 ≤ x ≤ 1,

N∑
j=1

|αj|,
L∑

j=1

∣∣βj

∣∣ ≤ 1, 0 < µj, λj ≤ 1,

v(t, 0) = v(t, 1), vx(t, 0) = vx(t, 1),−1 ≤ t ≤ 1,

v(0+, x) = v(0−, x), vt(0+, x) = vt(0−, x), 0 ≤ x ≤ 1

(2.21)

ele alınmıştır. Eğer a(x) ≥ a > 0 (x ∈ (0, 1)); ϕ(x) (x ∈ [0, 1]) ; f(t, x) (t ∈ [0, 1],

x ∈ [0, 1]); g(t, x) (t ∈ [−1, 0], x ∈ [0, 1]) fonksiyonları tanım kümelerinde yeterince

pürüzsüz (smooth) ve δ = sabit > 0 ise, bu durumda (2.21) probleminin çözümü

vardır ve tektir. Bunun için, (2.21) problemi, H Hilbert uzayında self-adjoint pozitif

tanımlı A operatörlü, (1.1) lokal olmayan sınır değer problemine dönüştürülebilir.

Teorem 2.2. Lokal olmayan sınır değer (2.21) probleminin çözümü için aşağıdaki

max
−1≤t≤1

‖vx(t, ·)‖L2[0,1] ≤M

[
‖f(0, ·)‖L2[0,1] + max

0≤t≤1
‖ft(t, ·)‖L2[0,1]

+ ‖g(0, ·)‖L2[0,1] + max
−1≤t≤0

‖gt(t, ·)‖L2[0,1] + ‖ϕx‖L2[0,1]

]
,

max
−1≤t≤1

‖vx(t, ·)‖L2[0,1] ≤M

[
‖f(0, ·)‖L2[0,1] + max

0≤t≤1
‖ft(t, ·)‖L2[0,1]

+ ‖g(0, ·)‖L2[0,1] + max
−1≤t≤0

‖gt(t, ·)‖L2[0,1] + ‖ϕx‖L2[0,1]

]
,

max
−1≤t≤1

‖vx(t, ·)‖L2[0,1] + max
−1≤t≤0

‖vt(t, ·)‖L2[0,1] + max
0≤t≤1

‖vtt(t, ·)‖L2[0,1]

≤M

[
‖ϕx‖L2[0,1] + ‖f(0, ·)‖L2[0,1] + ‖ft(0, ·)‖L2[0,1] + max

0≤t≤1
‖ftt(t, ·)‖L2[0,1]

+ ‖g(0, ·)‖L2[0,1] + ‖gt(0, ·)‖L2[0,1] + max
−1≤t≤0

‖gtt(t, ·)‖L2[0,1]

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada,M katsayısı f(t, x), g(t, x) ve ϕ(x)’den bağımsızdır.

Teorem 2.2’nin ispatı, soyut Teorem 2.1 ve (2.21) problemini tarafından oluşturulan

uzay operatörünün simetri özelliklerine dayanmaktadır.
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İkinci olarak, n-boyutlu Rn Öklid uzayında, Ω = (0 < xk < 1, 1 ≤ k ≤ n) bir açık

küme ve S bu kümenin sınırı olsun öyle ki Ω = Ω ∪ S’dir. [0, 1] × Ω kümesinde, çok

boyutlu hiperbolik-parabolik denklem için karma sınır değer problemi

vtt −
n∑

r=1

(ar(x)vxr)xr
= f(t, x), 0 ≤ t ≤ 1,

x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω,

vt −
n∑

r=1

(ar(x)vxr)xr
= g(t, x),−1 ≤ t ≤ 0,

x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω,

v(−1, x) =
N∑

j=1

αjv
(
µj, x

)
+

L∑
j=1

βjvt(λj, x) + ϕ(x), x ∈ Ω,

N∑
j=1

|αj|,
L∑

j=1

∣∣βj

∣∣ ≤ 1, 0 < µj, λj ≤ 1,

u(t, x) = 0, x ∈ S,−1 ≤ t ≤ 1,

v(0+, x) = v(0−, x), vt(0+, x) = vt(0−, x), x ∈ Ω

(2.22)

ele alınmıştır. Ω kümesinde tanımlanan tüm integrallenebilen fonksiyonlar, L2(Ω)

Hilbert uzayı olarak tanımlanır. Bu uzayda norm

‖f‖L2(Ω) =


∫
· · ·
∫

x∈Ω

|f(x)|2dx1 · · · dxn


1/2

formülü ile alınır. Eğer ar(x) ≥ a > 0, ϕ(x) (x ∈ Ω) ve f(t, x) (t ∈ (0, 1), x ∈ Ω) ; g(t, x)

(t ∈ (−1, 0), x ∈ Ω) fonksiyonları tanım kümelerinde yeterince pürüzsüz ise, bu du-

rumda (2.22) probleminin çözümü vardır ve tektir. Bunun için, (2.22) problemi, H

Hilbert uzayında self-adjoint pozitif tanımlı A operatörlü, (1.1) lokal olmayan sınır

değer problemine dönüştürülebilir.

Teorem 2.3. Lokal olmayan sınır değer (2.22) probleminin çözümü için aşağıdaki

max
−1≤t≤1

n∑
r=1

‖vxr(t, ·)‖L2(Ω) ≤M

[
‖f(0, ·)‖L2(Ω) + max

0≤t≤1
‖ft(t, ·)‖L2(Ω)

+ ‖g(0, ·)‖L2(Ω) + max
−1≤t≤0

‖gt(t, ·)‖L2(Ω) +
n∑

r=1

∥∥ϕxr

∥∥
L2(Ω)

]
,

max
−1≤t≤1

n∑
r=1

‖vxr(t, ·)‖L2(Ω) ≤M

[
‖f(0, ·)‖L2(Ω) + max

0≤t≤1
‖ft(t, ·)‖L2(Ω)

+ ‖g(0, ·)‖L2(Ω) + max
−1≤t≤0

‖gt(t, ·)‖L2(Ω) +
n∑

r=1

∥∥ϕxr

∥∥
L2(Ω)

]
,

max
−1≤t≤1

n∑
r=1

‖vxr(t)‖L2(Ω) + max
−1≤t≤0

‖vt(t, ·)‖L2(Ω) + max
0≤t≤1

‖vtt(t, ·)‖L2(Ω)
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≤M

[
n∑

r=1

∥∥ϕxr

∥∥ |L2(Ω) + ‖f(0, ·)‖L2(Ω) + ‖ft(0, ·)‖L2(Ω) + max
0≤t≤1

‖ftt(t, ·)‖L2(Ω)

+ ‖g(0, ·)‖L2(Ω) + ‖gt(0, ·)‖L2(Ω) + max
−1≤t≤0

‖gtt(t, ·)‖L2(Ω)

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada,M katsayısı f(t, x), g(t, x) ve ϕ(x)’den bağımsızdır.

Teorem 2.3. ün ispatı, soyut Teorem 2.1, (2.22) problemini tarafından oluşturulan

uzay operatörünün simetri özelliklerine ve aşağıdaki L2 (Ω) uzayında eliptik diferansiyel

probleminin çözümü için koersiv kestirimi alınan teoreme dayanmaktadır.

Teorem 2.4. Eliptik diferansiyel probleminin

Axu(x) = ω(x), x ∈ Ω, (2.23)

u(x) = 0, x ∈ S

çözümü için aşağıdaki
n∑

r=1

‖uxrxr‖L2(Ω) ≤M ||ω||L2(Ω).

koersiv kestirimi sağlanır [Sobolevskii, P. E., 1975].
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3 BİRİNCİ BASAMAKTAN DOĞRULUKLU

FARK ŞEMASI

3.1 Fark Şeması

Bu çalışma boyunca, işlemlerde kolaylık sağlaması için minµj,minλj > 2τ olarak

alınacaktır. Bu bölümde, (1.1) sınır değer problemi ile bu probleme karşılık gelen

τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) + Auk+1 = fk, fk = f (tk+1) ,

tk+1 = (k + 1) τ , 1 ≤ k < N,

τ−1 (uk − uk−1) + Auk = gk, gk = g(tk), tk = kτ ,−N < k ≤ 0,

τ−1 (u1 − u0) = −Au0 + g0,

u−N =
N∑

j=1

αju[µj/τ ] +
L∑

j=1

βj

u[λj/τ ]−u[λj/τ ]−1

τ
+ ϕ

(3.1)

birinci basamaktan doğruluklu fark şeması incelenmiştir.

Bilindiği gibi, H Hilbert uzayında self-adjoint pozitif tanımlı A diferansiyel ope-

ratörlü lokal olmayan sınır değer probleminin bir değişkenli diskritizasyon (discretiza-

tion) fark şemalarını araştırmak demek, Hh Hilbert uzaylarında h’ye (0 < h ≤ h0) göre

düzgün self-adjoint pozitif tanımlı Ah fark operatörlü çok değişkenli diskritizasyon fark

şemalarını araştırmak demektir. Dolayısıyla bu çalışmada sadece bir değişkenli diskri-

tizasyon fark şemaları incelenmektedir.

Öncelikle ileride ihtiyaç duyacağımız yardımcı teoremleri verelim.

Yardımcı Teorem 3.1. Aşağıdaki∥∥R (±τA1/2
)∥∥

H→H
≤ 1,

∥∥τA1/2R
(
±τA1/2

)∥∥
H→H

≤ 1, (3.2)

∥∥Rk
∥∥

H→H
≤M (1 + δτ)−k ,

∥∥ARk
∥∥

H→H
≤M (kτ)−1 , k ≥ 1 (3.3)

kestirimler sağlanır. Burada, M katsayısı τ ’dan bağımsızdır ve

R
(
±τA1/2

)
=
(
I ± iτA1/2

)−1
, R = R (τA) = (I + τA)−1

dir.

Yardımcı Teorem 3.2. Öncelikle

I −

[
N∑

j=1

αj

{{
1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
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+
1

2i
A1/2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]}
RN

−
L∑

j=1

βjτ
−1

({{
1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)]}
−
{{

1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]}
+

1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

)
×
[
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]})
RN
]

operatörünün tersi vardır ve

Tτ =

(
I −

N∑
j=1

αj

{{
1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]

+
1

2i
A1/2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]}
RN

+
L∑

j=1

βjτ
−1

({{
1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)]}
−
{{

1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]}
+

1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

)
×
[
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]})
RN
)−1

aşağıdaki

||Tτ ||H→H ≤M (3.4)

kestirimi sağlar. Burada, M katsayısı τ ’dan bağımsızdır.
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İspat. İlk olarak,

Tτ −

(
I −

N∑
j=1

αj(
[
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]

−
L∑

j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A)e−A

)−1

= Tτ (I −
N∑

j=1

αj([c
(
[µj/τ ]τ

)
−As

(
[µj/τ ]τ

)
]−

L∑
j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A)e−A)−1

×

([
N∑

j=1

αj

{{
1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]}

−
L∑

j=1

βjτ
−1

({{
1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)]}
−
{{

1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]}
+

1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]})]
RN

−
N∑

j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]
−

L∑
j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

)
formülü doğrudur. Buradan,

∥∥∥∥∥
[

N∑
j=1

αj

{{
1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
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− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]}

−
L∑

j=1

βjτ
−1

({{
1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)]}
−
{{

1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]}
+

1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]})]
RN

−
N∑

j=1

αj(
[
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]
−

L∑
j=1

βj[s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A)e−A

∥∥∥∥∥
H→H

≤Mτ

kestirimi kullanılarak, (3.4) kestirimi elde edilir. Bu kestirimin ispatı (3.2), (3.3) ke-

stirimlerine ve∥∥∥∥∥∥
(
I −

N∑
j=1

αj(
[
c
(
µj

)
− As

(
µj

)]
−

L∑
j=1

βj [s (λj) + c (λj)]A)e−A

)−1
∥∥∥∥∥∥

H→H

≤M (3.5)

kestirimine dayanmaktadır. Buradaki (3.5) kestiriminin ispatı ise [Ashyralyev, A.

ve Ozdemir, Y., 2005] makalesinde verilmiştir. Böylelikle, Yardımcı Teorem 3.2’nin

ispatı tamamlanmış olur.

Teorem 3.1. Eğer ϕ ∈ D(A), g0 ∈ D(A1/2) ve f1 ∈ D(A1/2) ise, bu durumda (3.1)

fark şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

‖uk‖H ≤M
[
‖ϕ‖H +

∥∥A−1/2f1

∥∥
H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

(3.6)

+ max
2≤k<N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H
+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
,

max
−N≤k≤N

∥∥A1/2uk

∥∥
H
≤M

[∥∥A1/2ϕ
∥∥

H
+ ‖f1‖H + ‖g0‖H (3.7)

+ max
2≤k≤N−1

∥∥(fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥(gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
,
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max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2 (uk+1−2uk + uk−1)
∥∥

H
+ max
−N≤k≤N

‖Auk‖H (3.8)

+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥τ−1 (uk−uk−1)
∥∥

H
≤M

[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2f1

∥∥
H

+
∥∥(f2 − f1) τ

−1
∥∥

H
+ max

2≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g0 − g−1) τ

−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥(gk+1 − 2gk + gk−1) τ
−2
∥∥

H

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M katsayısı τ , fk, 1 ≤ k < N, gk,−N < k ≤ 0

ve ϕ’den bağımsızdır.

İspat. Herşeyden önce, (3.1) fark şemasının çözümü için gerekli formüller elde

edilecektir. Bilindiği gibi,

 τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) + Auk+1 = fk, fk = f (tk+1) ,

tk+1 = (k + 1) τ , 1 ≤ k < N, u0 = ξ, τ−1 (u1 − u0) = ψ,
(3.9)

 τ−1 (uk − uk−1) + Auk = gk, gk = g(tk),

tk = kτ , −N < k ≤ 0, u−N biliniyor
(3.10)

başlangıç değer fark problemlerinin tek çözümü vardır ve aşağıdaki formüller

u1 = ξ + τψ,

uk =

{
1

2

[
Rk−1

(
τA1/2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)]
(3.11)

+
1

2i
A1/2

[
Rk−1

(
τA1/2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)]}
ξ

+
1

2i
A−1/2

(
I + τ 2A

) [
Rk
(
−τA1/2

)
−Rk

(
τA1/2

)]
ψ

+
k−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
Rk−s

(
−τA1/2

)
−Rk−s

(
τA1/2

)]
fs, 2 ≤ k ≤ N,

uk = RN+ku−N + τ

k∑
s=−N+1

Rk−s+1gs, − (N − 1) ≤ k ≤ 0 (3.12)

sağlanır. Buradaki (3.11), (3.12) denklemleri ve

τ−1 (u1 − u0) = −Au0 + g0, u0 = ξ, τ−1 (u1 − u0) = ψ,

formülleri kullanılarak,

ξ = u0 = RNu−N + τ
0∑

s=−N+1

R−s+1gs,
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ψ = τ−1 (u1 − u0) = −A

[
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

R−s+1gs

]
+ g0

formülleri elde edilir. Bu durumda,

u1 = (I − τA)

[
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

R−s+1gs

]
+ τg0, (3.13)

uk =

{{
1

2

[
Rk−1

(
τA1/2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)]
(3.14)

+
1

2i
A1/2

[
Rk−1

(
τA1/2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
Rk
(
−τA1/2

)
−Rk

(
τA1/2

)]}

×

[
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

R−s+1gs

]

+
1

2i
A−1/2(I + τ 2A)

[
Rk
(
−τA1/2

)
−Rk

(
τA1/2

)]
g0

+
k−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
Rk−s

(
−τA1/2

)
−Rk−s

(
τA1/2

)]
fs, 2 ≤ k ≤ N

dir. Buradan,

u−N =
N∑

j=1

αju[µj/τ ] +
L∑

j=1

βj

u[λj/τ ] − u[λj/τ ]−1

τ
+ ϕ

koşulu kullanılarak,

u−N = Tτ

(
N∑

j=1

αj

[{{
1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
(3.15)

+
1

2i
A1/2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]}

×τ
0∑

s=−N+1

R−s+1gs

+
1

2i
A−1/2

(
I + τ 2A

) [
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]
g0

+

[µj/τ ]−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
R[µj/τ ]−s

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−s

(
τA1/2

)]
fs


+

L∑
j=1

βjτ
−1

({{
1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
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+
1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)]}

×τ
0∑

s=−N+1

R−s+1gs

+
1

2i
A−1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)]
g0

+

[λj/τ ]−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
R[λj/τ ]−s

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−s

(
τA1/2

)]
fs

−
{{

1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]}
+

1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]}

×τ
0∑

s=−N+1

R−s+1gs + ϕ

− 1

2i
A−1/2

(
I + τ 2A

)
[R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
g0

−
[λj/τ ]−2∑

s=1

τ

2i
A−1/2

[
R[λj/τ ]−1−s

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1−s

(
τA1/2

)]
fs


operatör denklemi elde edilir. Böylece, (3.1) fark şemasının çözümü için, (3.12), (3.13),

(3.14) ve (3.15) formülleri kurulmuş olur.

Şimdi, (3.6), (3.7) ve (3.8) kestirimlerinin ispatları verilecektir. İlk olarak, ‖u−N‖H

için kestirim elde edilecektir. Bunun için, Abel formülü ve (3.15) formülü kullanılarak,

u−N = Tτ

(
N∑

j=1

αj

[{{
1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
(3.16)

+
1

2i
A1/2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]}

×A−1

[
−RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 [gs−1 − gs]

]

+A−1

[
f[µj/τ ]−1 −

1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
f1
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+

[µj/τ ]−1∑
s=2

1

2

[
R[µj/τ ]−s

(
−τA1/2

)
+R[µj/τ ]−s

(
τA1/2

)]
[fs−1 − fs]


+

L∑
j=1

βjτ
−1

({{
1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)]}
×A−1

[
−RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 [gs−1 − gs]

]

+A−1

[
f[λj/τ ]−1 −

1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
f1

+

[λj/τ ]−1∑
s=2

1

2

[
R[λj/τ ]−s

(
−τA1/2

)
+R[λj/τ ]−s

(
τA1/2

)]
[fs−1 − fs]


−
{{

1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]}
+

1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]}
×A−1

[
−RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 [gs−1 − gs]

]
+ ϕ

−A−1

[
f[λj/τ ]−2 −

1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)]
f1

+

[λj/τ ]−2∑
s=2

1

2

[
R[λj/τ ]−1−s

(
−τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1−s

(
τA1/2

)]
[fs−1 − fs]


formülü elde edilir. Buradan, (3.16) formülü ve (3.2), (3.3) kestirimleri yardımı ile,

‖u−N‖H ≤M

[
‖ϕ‖H +

∥∥A−1/2f1

∥∥
H

+ max
2≤k≤N−1

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
(3.17)

kestirimi alınır.

İkinci olarak, ‖uk‖H için kestirim elde edilecektir. Bunun için önce −N < k ≤ 0

aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel formülü ve (3.12) formülü kullanılarak,

uk = RN+ku−N (3.18)
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+A−1

[
gk −RN+k−1g−N+1 +

k∑
s=−N+2

Rk−s+1 [gs−1 − gs]

]
formülü elde edilir. Buradan, (3.18) formülü ve (3.3) kestirimi yardımıyla,

‖uk‖H ≤ ‖u−N‖H + 2
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H
(3.19)

kestirimi alınır. Şimdi ise 1 ≤ k ≤ N aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel

formülü ve (3.13), (3.14) formülleri kullanılarak,

u1 = (I − τA)
[
RNu−N + A−1

[
g0 −RNg−N+1 (3.20)

+
0∑

s=−N+2

R−s+1 [gs−1 − gs]

]]
+ τg0,

uk =

{{
1

2

[
Rk−1

(
τA1/2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)]
(3.21)

+
1

2i
A1/2

[
Rk−1

(
τA1/2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
Rk
(
−τA1/2

)
−Rk

(
τA1/2

)]}

×

[
RNu−N + A−1

[
−RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 [gs−1 − gs]

]]

+A−1

[
fk−1 −

1

2

[
Rk−1

(
−τA1/2

)
+Rk−1

(
τA1/2

)]
f1

+
k−1∑
s=2

1

2

[
Rk−s

(
−τA1/2

)
+Rk−s

(
τA1/2

)]
[fs−1 − fs]

]
, 2 ≤ k ≤ N

formülleri elde edilir. Buradan, (3.20), (3.21) formülleri ve (3.2), (3.3) kestirimleri

yardımıyla,

‖u1‖H ≤M

[
‖u−N‖H +

∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
, (3.22)

‖uk‖H ≤M

[
‖u−N‖H +

∥∥A−1/2f1

∥∥
H

+ max
2≤k<N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
, 2 ≤ k ≤ N (3.23)

kestirimleri alınır. Sonuç olarak, (3.17), (3.19), (3.22) ve (3.23) kestirimleri birleştirilerek

ve üçgen eşitsizliği kullanılarak, (3.6) kestirimi elde edilir. Burada (3.7) kestiriminin

ispatı, (3.16), (3.18) formüllerine ve (3.8), (3.4), (3.2), (3.3) kestirimlerine bağlı kalmak

şartıyla, (3.6) kestiriminin ispatında olduğu gibi aynı yolla elde edilir.
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Üçüncü olarak, ‖Au−N‖H için kestirim elde edilecektir. Bunun için, Abel formülü

ve (3.15) formülü kullanılarak,

Au−N = Tτ

(
N∑

j=1

αj

[{{
1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]

+
1

2i
A1/2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]}
×
[
−RNg−N+1 + (τA)−1 [(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

]]

+

[
f[µj/τ ]−1 −

1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
+R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
f1

+

[µj/τ ]−1∑
s=2

1

2

[
R[µj/τ ]−s

(
−τA1/2

)
+R[µj/τ ]−s

(
τA1/2

)]
[fs−1 − fs]


+

L∑
j=1

βjτ
−1

({{
1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)]}
×
[
−RNg−N+1 + (τA)−1 [(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

]]

+

[
f[λj/τ ]−1 −

1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
f1

+

[λj/τ ]−1∑
s=2

1

2

[
R[λj/τ ]−s

(
−τA1/2

)
+R[λj/τ ]−s

(
τA1/2

)]
[fs−1 − fs]


−
{{

1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]
+

1

2i
A1/2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)]}
+

1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]}
×
[
−RNg−N+1 + (τA)−1 [(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)
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+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

]]
+ Aϕ

−
[
f[λj/τ ]−2 −

1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)
+R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)]
f1

+

[λj/τ ]−2∑
s=2

1

2

[
R[λj/τ ]−1−s

(
−τA1/2

)
+R[λj/τ ]−1−s

(
τA1/2

)]
[fs−1 − fs]


formülü elde edilir. Buradan, (3.16) formülü ve (3.2), (3.3) kestirimleri yardımıyla,

‖Au−N‖H ≤M
[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2f1

∥∥
H

+
∥∥(f2 − f1) τ

−1
∥∥

H
(3.24)

+ max
2≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g0 − g−1) τ

−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥(gk+1 − 2gk + gk−1) τ
−2
∥∥

H

]
kestirimi alınır.

Son olarak, ‖Auk‖H için kestirim elde edilecektir. Bunun için önce −N +1 ≤ k ≤ 0

aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel formülü ve (3.12) formülü kullanılarak,

Auk = RN+kAu−N +
[
gk −RN+k−1g−N+1 + (τA)−1 [(gk−1 − gk)

−Rk+N−1 (g−N+1 − g−N+2) +
k−1∑

s=−N+2

Rk−s (gs+1 − 2gs + gs−1)]

]
formülü elde edilir. Buradan, (3.18) formülü ve (3.3) kesitirimi yardımıyla,

‖Auk‖H ≤M
[
‖Au−N‖H +

∥∥τ−1 (g−1 − g0)
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

(3.25)

+ max
−(N−2)≤k≤−1

∥∥τ−2 (gs+1 − 2gs + gs−1)
∥∥

H

]
kestirimi alınır. Şimdi ise 1 ≤ k ≤ N aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel

formülü ve (3.13), (3.14) formülleri kullanılarak,

Au1 = RNAu−N +
[
g0 −RNg−N+1 + (τA)−1 [(g−1 − g0) (3.26)

−RN−1 (g−N+1 − g−N+2) +
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

]]
−τA

(
RNAu−N −RNg−N+1 + (τA)−1 [(g−1 − g0)

−RN−1 (g−N+1 − g−N+2) +
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

])
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Auk =

{{
1

2

[
Rk−1

(
τA1/2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)]
(3.27)

+
1

2i
A1/2

[
Rk−1

(
τA1/2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)]}
− 1

2i
A1/2

(
I + τ 2A

) [
Rk
(
−τA1/2

)
−Rk

(
τA1/2

)]}
×
[
RNAu−N −RNg−N+1 + (τA)−1 [(g−1 − g0)

−RN−1 (g−N+1 − g−N+2) +
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

]]
+ fk−1

−1

2

[
Rk−1

(
−τA1/2

)
+Rk−1

(
τA1/2

)]
f1 +

(
iτA1/2

)−1
{

1

2

[
−Rk−2

(
−τA1/2

)
+Rk−2

(
τA1/2

)]
[f1 − f2] +

k−2∑
s=2

1

2

[
−Rk−s−1

(
−τA1/2

)
+Rk−s−1

(
τA1/2

)
] [fs+1 − 2fs + fs−1]

}
, 2 ≤ k ≤ N

formülleri elde edilir. Buradan, son iki formül ve (3.2), (3.3) kestirimleri yardımıyla,

‖Au1‖H ≤M
[
‖Au−N‖H +

∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥τ−1 (g−1 − g0)

∥∥
H

(3.28)

+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥τ−1 [gs+1 − 2gs + gs−1]
∥∥

H

]
,

‖Auk‖H ≤M
[
‖Au−N‖H +

∥∥A1/2f1

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f2) τ

−1
∥∥

H
(3.29)

+ max
2≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g−1 − g0) τ

−1
∥∥

H

+ max
−(N−2)≤k≤−1

∥∥τ−2 (gs+1 − 2gs + gs−1)
∥∥

H

]
, 2 ≤ k ≤ N

kestirimi alınır. Sonuç olarak, (3.24), (3.25), (3.28) ve (3.29) kestirimleri birleştirilerek

ve üçgen eşitsizliği kullanılarak, (3.8) kestirimi elde edilir. Böylece, Teorem 3.1’in ispatı

tamamlanmış olur.

3.2 Uygulamalar

İlk olarak, bir boyutlu hiperbolik-parabolik denklem için, (2.21) lokal olmayan sınır

değer problemi ele alınacaktır. Burada (2.21) probleminin diskritizasyonu iki adımda

incelenir. Birinci adımda önce,

[0, 1]h = {x : xn = nh, 0 ≤ n ≤ K,Kh = 1}
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ağ uzayı tanımlanır. Sonra [0, 1]h aralığında tanımlanan ϕh(x) ağ fonksiyonları,

L2h = L2 ([0, 1]h) Hilbert uzayı olarak tanımlanır. Bu uzayda norm

∥∥ϕh
∥∥

L2h
=

(
K−1∑
n=1

∣∣ϕh(x)
∣∣2 h)1/2

formülü ile ifade edilir. Daha sonra da, (2.21) problemi tarafından oluşturulan A

diferansiyel operatörü yerine

Ax
hϕ

h(x) =
{
−(a(x)ϕ−

x
)x,n + δϕn

}K−1

1
(3.30)

formülüyle tanımlanan Ax
h fark operatörü alınır. Burada, Ax

h fark operatörü

ϕ0 = ϕK , ϕ1 − ϕ0 = ϕK − ϕK−1

koşulları sağlayan ϕh(x) = {ϕn}K
0 ağ fonksiyonları uzayında tanımlanmıştır. Bilindiği

gibi, L2h Hilbert uzayında Ax
h self-adjoint pozitif tanımlı operatördür. O halde, Ax

h fark

operatörünün yardımıyla (2.21) lokal olmayan sınır değer problemi

d2vh(t,x)
dy2 + Ax

hv
h(y, x) = fh(y, x), 0 ≤ y ≤ 1, x ∈ [0, 1]h,

dvh(t,x)
dy

+ Ax
hv

h(y, x) = fh(y, x),−1 ≤ y ≤ 0, x ∈ [0, 1]h,

vh(−1, x) =
N∑

j=1

αjv
h
(
µj, x

)
+

L∑
j=1

βjv
h
t (λj, x) + ϕh(x), x ∈ [0, 1]h,

vh(0+, x) = vh(0−, x), dvh(0+,x)
dy

= dvh(0−,x)
dy

, x ∈ [0, 1]h

(3.31)

adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür. İkinci adımda ise, (3.31) problemi

için (3.1) fark şeması kullanılarak,



uh
k+1(x)−2uh

k(x)+uh
k−1(x)

τ2 + Ax
hu

h
k+1 = fh

k (x), x ∈ [0, 1]h,

fh
k+1(x) = {f(yk+1, xn)}K−1

1 , yk+1 = (k + 1)τ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = 1,
uh

k(x)−uh
k−1(x)

τ
+ Ax

hu
h
k = gh

k (x), x ∈ [0, 1]h,

gh
k (x) = {g(yk, xn)}K−1

1 , yk = kτ ,−N + 1 ≤ k ≤ 0,

uh
−N(x) =

N∑
j=1

αju
h
[µj/τ ](x) +

L∑
j=1

βj

uh
[λj/τ ]

(x)−uh
[λj/τ ]−1

(x)

τ
+ ϕh(x), x ∈ [0, 1]h,

uh
1 (x)−uh

0 (x)

τ
= −Ax

hu
h
0(x) + gh

0 (x), gh
0 (x) = gh(0, x), x ∈ [0, 1]h

(3.32)

fark şeması elde edilir.

Teorem 3.2. Eğer τ ve h yeterince küçük sayılar ise, bu durumda (3.32) fark

şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

∥∥uh
k

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤N

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

∥∥(uh
k

)
x

∥∥
L2h
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≤M1

[∥∥fh
1

∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥(fh
k − fh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h

+
∥∥gh

0

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥(gh
k − gh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h
+
∥∥∥ϕh

−
x

∥∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

∥∥∥(uk
−
x

)
x

∥∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
1x

∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
fh

2 − fh
1

)∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
fh

k+1 − 2fh
k + fh

k−1

)∥∥
L2h

+
∥∥gh

0x

∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
gh
0 − gh

−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤−1

∥∥τ−2
(
gh

k+1 − 2gh
k + gh

k−1

)∥∥
L2h

+
∥∥∥(ϕh

−
x

)
x

∥∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M1 katsayısı τ , h, fh

k , 1 ≤ k < N, gh
k ,

−N < k ≤ 0 ve ϕh(x)’den bağımsızdır.

Teorem 3.2’nin ispatı, soyut Teorem 3.1 ve (3.30) formülü ile tanımlanan Ax
h fark

operatörünün simetri özelliklerine dayanmaktadır.

İkinci olarak, çok boyutlu hiperbolik-parabolik denklem için (2.22) karma sınır değer

problemi ele alınacaktır. Burada da (2.22) probleminin diskritizasyonu iki adımda

incelenir. Birinci adımda önce,

Ω̃h = {x = xm = (h1m1, · · ·, hnmn),m = (m1, · · ·,mn),

0 ≤ mr ≤ Nr, hrNr = L, r = 1, · · ·, n},Ωh = Ω̃h ∩ Ω, Sh = Ω̃h ∩ S

ağ uzayı tanımlanır. Sonra Ω̃h kümesinde tanımlanan ϕh(x) = {ϕ (h1m1, · · ·, hnmn)}

ağ fonksiyonları, L2h = L2(Ω̃h) Banach uzayı olarak tanımlanır. Bu uzayda norm

∥∥ϕh
∥∥

L2(Ω̃h)
=

∑
x∈Ωh

∣∣ϕh(x)
∣∣2 h1 · · · hn

1/2

formülüyle ifade edilir. Daha sonra da, (2.22) problemi tarafından oluşturulan A dife-

ransiyel operatörü yerine

Ax
hu

h
x = −

n∑
r=1

(
ar(x)u

h
−
xr

)
xr,jr

(3.33)

formülüyle tanımlanan Ax
h fark operatörü alınır. Burada, Ax

h fark operatörü ∀x ∈ Sh

değerleri için uh(x) = 0 koşullarını sağlayan uh(x) ağ fonksiyonları uzayında tanımlanmış-
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tır. Bilindiği gibi, L2(Ω̃h) uzayında Ax
h self-adjoint pozitif tanımlı operatördür. O halde,

Ax
h fark operatörünün yardımıyla (2.22) lokal olmayan sınır değer problemi



d2vh(t,x)
dy2 + Ax

hv
h(y, x) = fh(y, x), 0 ≤ y ≤ 1, x ∈ Ω̃h,

dvh(y,x)
dy

+ Ax
hv

h(y, x) = fh(y, x),−1 ≤ y ≤ 0, x ∈ Ω̃h,

vh(−1, x) =
N∑

j=1

αjv
h
(
µj, x

)
+

L∑
j=1

βjv
h
t (λj, x) + ϕh(x), x ∈ Ω̃h,

vh(0+, x) = vh(0−, x), dvh(0+,x)
dy

= dvh(0−,x)
dy

, x ∈ Ω̃h

(3.34)

adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür. İkinci adımda ise, (3.34) problemi

için (3.1) fark şeması kullanılarak,



uh
k+1(x)−2uh

k(x)+uh
k−1(x)

τ2 + Ax
hu

h
k+1 = fh

k (x), x ∈ Ω̃h,

fh
k+1(x) = fh (yk+1, xn) , yk+1 = (k + 1)τ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = 1, x ∈ Ω̃h,

uh
k(x)−uh

k−1(x)

τ
+ Ax

hu
h
k = gh

k (x), x ∈ Ω̃h,

gh
k (x) = gh (yk, xn) , yk = kτ ,−N + 1 ≤ k ≤ −1, x ∈ Ω̃h,

uh
−N(x) =

N∑
j=1

αju
h
[µj/τ ](x) +

L∑
j=1

βi

uh
[λj/τ ]

(x)−uh
[λj/τ ]−1

(x)

τ
+ ϕh(x), x ∈ Ω̃h,

uh
1 (x)−uh

0 (x)

τ
= −Ax

hu
h
0(x) + gh

0 (x), gh
0 (x) = gh(0, x), x ∈ Ω̃h

(3.35)

fark şeması elde edilir.

Teorem 3.3. Eğer τ ve |h| yeterince küçük sayılar ise, bu durumda (3.35) fark

şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

∥∥uh
k

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤N

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

n∑
r=1

∥∥∥(uh
k

)
xr,jr

∥∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
1

∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥(fh
k − fh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h

+
∥∥gh

0

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥(gh
k − gh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h
+

n∑
r=1

∥∥∥(ϕh
)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

n∑
r=1

∥∥∥(uh
k

)
−
xrxr,jr

∥∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M1

[
n∑

r=1

∥∥∥(fh
1

)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
fh

2 − fh
1

)∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
fh

k+1 − 2fh
k + fh

k−1

)∥∥
L2h
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+
n∑

r=1

∥∥∥(gh
0

)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
gh
0 − gh

−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤−1

∥∥τ−2
(
gh

k+1 − 2gh
k + gh

k−1

)∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥(ϕh
)
−
xrxr,jr

∥∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M1 katsayısı τ , h, fh

k , 1 ≤ k < N, gh
k ,

−N < k ≤ 0 ve ϕh(x)’den bağımsızdır.

Teorem 3.3’ün ispatı, soyut Teorem 3.1, (3.33) formülü ile tanımlanan Ax
h fark

operatörünün simetri özelliklerine ve aşağıdaki L2h uzayındaki eliptik fark probleminin

çözümü için koersiv kestirimi elde edilen teoreme dayanmaktadır.

Teorem 3.4. Eliptik fark probleminin

Ax
hu

h(x) = ωh(x), x ∈ Ωh, (3.36)

uh(x) = 0, x ∈ Sh

çözümü için
n∑

r=1

∥∥∥(uh
)
−
xrxr,jr

∥∥∥
L2h

≤M ||ωh||L2h

koersiv kestirimi sağlanır [Sobolevskii, P. E., 1975].
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4 İKİNCİ BASAMAKTAN DOĞRULUKLU

FARK ŞEMALARI

4.1 Fark Şeması 1

Bu kısımda, (1.1) lokal olmayan sınır değer probleminin yaklaşık çözümlerini bulmak

için 

τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + Auk + τ2

4
A2uk+1 = fk, fk = f(tk),

tk = kτ , 1 ≤ k < N, τ−1(I + τ 2A)(u1 − u0) = Z1,

Z1 = τ
2
(f(0)− Au0) + (g(0)− Au0),

τ−1(uk − uk−1) + A(I + τ
2
A)uk = (I + τ

2
A)gk,

gk = g(tk − τ
2
), tk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0,

u−N =
N∑

j=1

αj

(
u[µj/τ ] + (µj − [

µj

τ
]τ)

u[µj/τ ]−u[µj/τ ]−1

τ

)
+

L∑
j=1

βj

(
u[λj/τ ]−u[λj/τ ]−1

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ + τ

2

)(
f

[
λj
τ

]
− Au

[
λj
τ

]

))
+ ϕ

(4.1)

ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması kurulmuştur.

Öncelikle ileride ihtiyaç duyacağımız, yardımcı teoremleri verelim.

Yardımcı Teorem 4.1. Aşağıdaki

∥∥R(±τA1/2)
∥∥

H 7→H
≤ 1,

∥∥τA1/2R(±τA1/2)
∥∥

H 7→H
≤ 1, (4.2)

∥∥τ 2AR(±τA1/2)
∥∥

H 7→H
≤ 1, (kτ)β

∥∥AβRk
∥∥

H 7→H
≤M,k ≥ 1, 0 ≤ β ≤ 1 (4.3)

kestirimler sağlanırlar. Burada,

R
(
±τA1/2

)
=

(
I ± iτA1/2 − τ 2

2
A

)−1

ve R =

(
I + τA+

τ 2

2
A2

)−1

dir.

Yardımcı Teorem 4.2. Öncelikle,

I −
N∑

j=1

αj

(
1 +

(µj

τ
− [

µj

τ
]
)){1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
RN
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− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)
RN
})

−
N∑

j=1

αj

(µj

τ
− [

µj

τ
]
){1

2

[
R[µj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
RN

− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)
RN +

L∑
j=1

βj

1

τ

(
I −

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)
A

)

×
{

1

2

[
R[

λj
τ

]−1
(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+R[

λj
τ

]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
RN

− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[

λj
τ

]
(
−τA1/2

)
−R[

λj
τ

]
(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)
RN
}
−

L∑
j=1

βj

1

τ

×
{

1

2

[
R[

λj
τ

]−2
(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+R[

λj
τ

]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
RN

− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[

λj
τ

]−1
(
−τA1/2

)
−R[

λj
τ

]−1
(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)
RN

operatörünün tersi vardır ve

Tτ =

(
I −

N∑
j=1

αj

(
1 +

(µj

τ
− [

µj

τ
]
)){1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
RN

− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)
RN
})

−
N∑

j=1

αj

(µj

τ
− [

µj

τ
]
){1

2

[
R[µj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
RN
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− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)
RN
}

+
L∑

j=1

βj

1

τ

(
I −

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)
A

)

×
{

1

2

[
R[

λj
τ

]−1
(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+R[

λj
τ

]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
RN

− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[

λj
τ

]
(
−τA1/2

)
−R[

λj
τ

]
(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)
RN
}
−

L∑
j=1

βj

1

τ

×
{

1

2

[
R[

λj
τ

]−2
(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+R[

λj
τ

]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
RN

− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[

λj
τ

]−1
(
−τA1/2

)
−R[

λj
τ

]−1
(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)
RN
})−1

aşağıdaki

‖Tτ‖H 7→H ≤M (4.4)

kestirimi sağlar. Burada, M katsayısı τ ’dan bağımsızdır.

İspat. İlk olarak,

Tτ −

(
I −

N∑
j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]

−
L∑

j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

)−1

= Tτ

(
I −

N∑
j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]

−
L∑

j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

)−1

×

[[
N∑

j=1

αj

(
1 +

(µj

τ
− [

µj

τ
]
)){1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)
×
[
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)}
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+
N∑

j=1

αj

(µj

τ
− [

µj

τ
]
){1

2

[
R[µj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)
×
[
R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)}

−
L∑

j=1

βj

1

τ

(
I −

(
λj − [

λj

τ
]τ − τ

2

)
A

){
1

2

[
R[

λj
τ

]−1
(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[
λj
τ

]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)
×
[
R[

λj
τ

]
(
−τA1/2

)
−R[

λj
τ

]
(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)}

+
L∑

j=1

βj

1

τ

{
1

2

[
R[

λj
τ

]−2
(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[
λj
τ

]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)
×
[
R[

λj
τ

]−1
(
−τA1/2

)
−R[

λj
τ

]−1
(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)]}

RN

−
N∑

j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]
−

L∑
j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

]
formülü doğrudur. O halde,∥∥∥∥∥

({
N∑

j=1

αj

(
1 +

(µj

τ
− [

µj

τ
]
)) 1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)
×
[
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)}

+
N∑

j=1

αj

(µj

τ
− [

µj

τ
]
) 1

2

[
R[µj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)
×
[
R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)

+
L∑

j=1

βj (1 + λj)A

)
RN
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−

(
N∑

j=1

αj

[
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]
−

L∑
j=1

βjA

)
e−A

)∥∥∥∥∥
H→H

≤Mτ, (4.5)

∥∥∥∥∥
[

N∑
j=1

αj

(
I − µjA

)
+

L∑
j=1

βj

1

τ

(
I −

(
λj − [

λj

τ
]τ − τ

2

)
A

)

×
{

1

2

[
R[

λj
τ

]−1
(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+R[

λj
τ

]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)
×
[
R[

λj
τ

]
(
−τA1/2

)
−R[

λj
τ

]
(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)}

+
L∑

j=1

βj

1

τ

{
1

2

[
R[

λj
τ

]−2
(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+R[

λj
τ

]−2
(
−τA1/2

)
×
(
I +

iτA1/2

2

)]
− 1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[

λj
τ

]−1
(
−τA1/2

)
−R[

λj
τ

]−1
(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1
A
(τ

2
+ 1
)}

RN

−

(
N∑

j=1

αj −
L∑

j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

]∥∥∥∥∥
H→H

≤Mτ (4.6)

kestirimleri kullanılarak (4.4) kestirimi elde edilir. Buradaki (4.5) ve (4.6) kestirim-

lerinin ispatları, (4.2), (4.3) kestirimlerine dayanmaktadır. Böylece, Yardımcı Teorem

4.2’nin ispatı tamamlanmış olur.

Teorem 4.1. Eğer ϕ ∈ D(A), g0 ∈ D(A1/2) ve f0 ∈ D(A1/2) ise, bu durumda (4.1)

fark şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

‖uk‖H ≤M
[
‖ϕ‖H +

∥∥A−1/2f0

∥∥
H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

(4.7)

+ max
1≤k<N

∥∥∥∥A−1/2

τ
(fk − fk−1)

∥∥∥∥
H

+ max
−N<k≤0

∥∥∥∥A−1/2

τ
(gk − gk−1)

∥∥∥∥
H

]
,

max
−N≤k≤N

∥∥A1/2uk

∥∥
H
≤M

[∥∥A1/2ϕ
∥∥

H
+ ‖f0‖H + ‖g0‖H (4.8)

+ max
1≤k≤N−1

∥∥(fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥(gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2 (uk+1−2uk + uk−1)
∥∥

H
+ max
−N≤k≤N

‖Auk‖H (4.9)
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+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥τ−1 (uk−uk−1)
∥∥

H
≤M

[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2f0

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f0) τ

−1
∥∥

H
+ max

1≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g0 − g−1) τ

−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥(gk+1 − 2gk + gk−1) τ
−2
∥∥

H

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M katsayı τ , fk, 0 ≤ k < N, gk,−N < k ≤ 0 ve

ϕ’den bağımsızdır.

İspat. Herşeyden önce, (4.1) fark şemasının çözümü için formül elde edilecektir.

Bilindiği gibi, τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) + Auk + τ2

4
A2uk+1 = fk, fk = f (tk) ,

tk = kτ , 1 ≤ k < N, u0 = ξ, τ−1(u1 − u0) = ψ,
(4.10)

 τ−1 (uk − uk−1) + A(I + τ
2
A)uk = (I + τ

2
A)gk,

gk = g(tk − τ
2
), tk = kτ ,− (N − 1) ≤ k ≤ 0, u−N bilniyor

(4.11)

başlangıç değer fark problemlerinin tek çözümleri vardır ve aşağıdaki formüller

u1 = ξ + τψ, (4.12)

uk =
1

2

[
Rk−1

(
τA1/2

)(
İ − iτA1/2

2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)(
İ +

iτA1/2

2

)]
ξ (4.13)

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
Rk
(
−τA1/2

)
−Rk

(
τA1/2

)]
ψ

+
k−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
Rk−s

(
−τA1/2

)
−Rk−s

(
τA1/2

)]
fs, 2 ≤ k ≤ N,

uk = RN+ku−N + τ

k∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
Rk−s+1gs,− (N − 1) ≤ k ≤ 0 (4.14)

sağlanır. Buradaki (4.12), (4.13), (4.14) denklemleri ve

τ−1 (u1 − u0) =
(
I + τ 2A

)−1
(
−
(τ

2
+ 1
)
Au0 +

τ

2
f(0) + g0

)
,

u0 = ξ, τ−1 (u1 − u0) = ψ,

formülleri kullanılarak,

ξ = u0 = RNu−N + τ
0∑

s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs,
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ψ = τ−1 (u1 − u0) =
(
I + τ 2A

)−1
{
−A

(τ
2

+ 1
)

×

[
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

]
+
τ

2
f(0) + g0

}
formülleri elde edilir. Dolayısıyla,

u1 =
(
I − τA

(τ
2

+ I
)

(I + τ 2A)−1
) [
RNu−N

+τ
0∑

s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

]
+
(
I + τ 2A

)−1
{
τ 2

2
f(0) + τg0

}
, (4.15)

uk =
1

2

[
Rk−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
(4.16)

×

[
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

]
+

1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)
×
[
Rk
(
−τA1/2

)
−Rk

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1
{
−A

(τ
2

+ 1
)

×

[
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

]
+
τ

2
f(0) + g0

}

+
k−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
Rk−s

(
−τA1/2

)
−Rk−s

(
τA1/2

)]
fs, 2 ≤ k ≤ N

olur. Buradan,

u−N =
N∑

j=1

αj

(
u[µj/τ ] +

(
µj − [

µj

τ
]τ
) u[µj/τ ] − u[µj/τ ]−1

τ

)

+
L∑

j=1

βj

(
u[λj/τ ] − u[λj/τ ]−1

τ
+

(
λj − [

λj

τ
]τ − τ

2

)(
f[λj/τ ] − Au[λj/τ ]

))
+ ϕ

koşulu kullanılarak,

u−N = Tτ

[
N∑

j=1

αj

(
1 +

(µj

τ
− [

µj

τ
]
)){1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
(4.17)

+R[µj/τ ]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1

×

{
−A

(τ
2

+ 1
)
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs +

τ

2
f(0) + g0

}
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+

[µj/τ ]−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
R[µj/τ ]−s

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−s

(
τA1/2

)]
fs


−

N∑
j=1

αj

(µj

τ
− [

µj

τ
]
){1

2

[
R[µj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1

{
−A

(τ
2

+ 1
)
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs +

τ

2
f(0) + g0

}

+

[µj/τ ]−2∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
R[µj/τ ]−1−s

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−1−s

(
τA1/2

)]
fs


+

L∑
j=1

βj

1

τ

(
I −

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)
A

)

×
{

1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[λj/τ ]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[

λj
τ

]
(
−τA1/2

)
−R[

λj
τ

]
(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1

{
−A

(τ
2

+ 1
)
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs +

τ

2
f(0) + g0

}

+

[λj/τ ]−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
R[λj/τ ]−s

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−s

(
τA1/2

)]
fs


−

L∑
j=1

βj

1

τ

{
1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[λj/τ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1

{
−A

(τ
2

+ 1
)
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs +

τ

2
f(0) + g0

}
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+

[λj/τ ]−2∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
R[λj/τ ]−1−s

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1−s

(
τA1/2

)]
fs


+

L∑
j=1

βj

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)
f

[
λj
τ

]
+ ϕ

]
operatör denklemi elde edilir. Böylece, (4.1) fark şemasının çözümü için (4.14), (4.15),

(4.16) ve (4.17) kurulmuş olur.

Şimdi, (4.7), (4.8) ve (4.9) kestirimlerinin ispatları verilecektir. İlk olarak, ‖u−N‖H

için kestirim elde edilecektir. Bunun için, Abel formülü ve (4.17) formülü kullanılarak,

u−N = Tτ

[
N∑

j=1

αj

(
1 +

(µj

τ
− [

µj

τ
]
)){1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
(4.18)

+R[µj/τ ]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]

×A−1

(
g0 −R−Ng−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

)

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1

×

{
−
(τ

2
+ 1
)(

g0 −R−Ng−N+1 +
0∑

s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

)
+
τ

2
f(0) + g0

}

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1 {
f[µj/τ]−1 −R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
[f0 − (f0 − f1)]

+

[µj/τ ]−1∑
s=2

R[µj/τ ]−s
(
−τA1/2

)
[fs−1 − fs]


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1 {
f[µj/τ]−1 −R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
[f0 − (f0 − f1)]

+

[µj/τ ]−1∑
s=2

R[µj/τ ]−s
(
τA1/2

)
[fs−1 − fs]


−

N∑
j=1

αj

(µj

τ
− [

µj

τ
]
){1

2

[
R[µj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]

×A−1

(
g0 −R−Ng−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

)
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+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1

×

{
−
(τ

2
+ 1
)(

g0 −R−Ng−N+1 +
0∑

s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

)
+
τ

2
f(0) + g0

}

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1 {
f[µj/τ]−2 −R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
[f0 − (f0 − f1)]

+

[µj/τ ]−2∑
s=2

R[µj/τ ]−1−s
(
−τA1/2

)
[fs−1 − fs]


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1 {
f[µj/τ]−2 −R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
[f0 − (f0 − f1)]

+

[µj/τ ]−2∑
s=2

R[µj/τ ]−1−s
(
τA1/2

)
[fs−1 − fs]


+

L∑
j=1

βj

1

τ

(
I −

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)
A

)

×
{

1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]

×A−1

(
g0 −R−Ng−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

)

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1

×

{
−
(τ

2
+ 1
)(

g0 −R−Ng−N+1 +
0∑

s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

)
+
τ

2
f(0) + g0

}

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1 {
f[λj/τ ]−1 −R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
[f0 − (f0 − f1)]

+

[λj/τ ]−1∑
s=2

R[λj/τ ]−s
(
−τA1/2

)
[fs−1 − fs]


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1 {
f[λj/τ ]−1 −R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
[f0 − (f0 − f1)]

+

[λj/τ ]−1∑
s=2

R[λj/τ ]−s
(
τA1/2

)
[fs−1 − fs]


−

L∑
j=1

βj

1

τ

{
1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[λjτ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
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×A−1

(
g0 −R−Ng−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

)

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1

×

{
−
(τ

2
+ 1
)(

g0 −R−Ng−N+1 +
0∑

s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

)
+
τ

2
f(0) + g0

}

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1 {
f[λj/τ ]−2 −R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
[f0 − (f0 − f1)]

+

[λj/τ ]−2∑
s=2

R[λj/τ ]−1−s
(
−τA1/2

)
[fs−1 − fs]


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1 {
f[λj/τ ]−2 −R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
[f0 − (f0 − f1)]

+

[λj/τ ]−2∑
s=2

R[λj/τ ]−1−s
(
τA1/2

)
[fs−1 − fs]


+

L∑
j=1

βj

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)
f[λj/τ ] + ϕ

]
formülü elde edilir. Buradan, (4.14), (4.16), (4.18) formülleri ve (4.2), (4.3) kestirimleri

yardımıyla,

‖u−N‖H ≤M

[
‖ϕ‖H +

∥∥A−1/2f0

∥∥
H

+ max
1≤k≤N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N≤k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
(4.19)

kestirimi alınır.

İkinici olarak, ‖uk‖H için kestirim elde edilecektir. Bunun için önce −N < k ≤ 0

aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel formülü ve (4.14) formülü kullanılarak,

uk = RN+ku−N

+A−1

[
gk −RN+kg−N+1 +

k∑
s=−N+2

Rk−s+1 [gs−1 − gs]

]
(4.20)

formülü elde edilir. Buradan, (4.20) formülü ve (4.3) kestirimi yardımıyla,

‖uk‖H ≤ ‖u−N‖H + 2
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H
(4.21)
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kestirimi bulunur. Şimdi ise 1 ≤ k ≤ N aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel

formülü ve (4.15), (4.16) formülleri kullanılarak,

u1 =
(
I − τA

(τ
2

+ I
) (
I + τ 2A

)−1
)

(4.22)

×

[
RNu−N + A−1

{
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

}]

+
(
I + τ 2A

)−1
{
τ 2

2
f (0) + τg0

}

uk =
1

2

[
Rk−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
(4.23)

×

[
RNu−N + A−1

{
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

}]

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
Rk
(
−τA1/2

)
−Rk

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1
{
−A

(τ
2

+ 1
)

×

[
RNu−N + A−1

{
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

}]

+
τ

2
f (0) + g0

}
+

1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1

×

[
fk−1 −Rk−1

(
−τA1/2

)
f1 +

k−1∑
s=2

Rk−s
(
−τA1/2

)
[fs−1 − fs]

]

+
1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1

×

[
fk−1 −Rk−1

(
τA1/2

)
f1 +

k−1∑
s=2

Rk−s
(
τA1/2

)
[fs−1 − fs]

]
formülleri elde edilir. Buradan, (4.22), (4.23) formülleri ve (4.2), (4.3) kestirimleri

yardımıyla,

‖u1‖H ≤M

[
‖u−N‖H +

∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
, (4.24)

‖uk‖H ≤M

[
‖u−N‖H +

∥∥A−1/2f0

∥∥
H

+ max
2≤k<N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
, 1 ≤ k ≤ N (4.25)
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kestirimleri alınır. Sonuç olarak, (4.19), (4.21), (4.24), (4.25) kestirimleri birleştirilerek

ve üçgen eşitsizliği kullanılarak, (4.7) kestirimi elde edilir. Burada (4.8) kestiriminin

ispatı, (4.18), (4.20) formüllerine ve (4.2), (4.3) kestirimlerine bağlı kalmak şartıyla,

(4.7) kestiriminin ispatında olduğu gibi aynı yolla elde edilir.

Üçüncü olarak, ‖Au−N‖H için kestirim elde edilecektir. Bunun için, Abel formülü

ve (4.17) formülü kullanılarak,

u−N = Tτ

[
N∑

j=1

αj

(
1 +

(µj

τ
− [

µj

τ
]
)){1

2

[
R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
(4.26)

+R[µj/τ ]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]

×A−1

(
g0 −R−Ng−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

})]

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1

{
−A

(τ
2

+ 1
)
A−1

((
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

})]

+
τ

2
f(0) + g0

}
+

1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1 {
f[µj/τ]−1 −R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
[f0 + (f1 − f0)]

+
(
−iτA1/2

)−1
(
I − iτA1/2

2

)−1 [
f[µj/τ]−2 − f[µj/τ]−1 −R[µj/τ ]−2

(
−τA1/2

)
× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]

+

[µj/τ ]∑
s=2

R[µj/τ ]−1−s
(
−τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1 {
f[µj/τ]−1 −R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
[f0 + (f1 − f0)]

+
(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)−1 [
f[µj/τ]−2 − f[µj/τ]−1 −R[µj/τ ]−2

(
τA1/2

)
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× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]

+

[µj/τ ]∑
s=2

R[µj/τ ]−1−s
(
τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]


−

N∑
j=1

αj

(µj

τ
− [

µj

τ
]
){1

2

[
R[µj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[µj/τ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]

×A−1

(
g0 −R−Ng−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

})]

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1

{
−A

(τ
2

+ 1
)
A−1

((
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

})]

+
τ

2
f(0) + g0

}

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1 {
f[µj/τ]−2 −R[µj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
[f0 + (f1 − f0)]

+
(
−iτA1/2

)−1
(
I − iτA1/2

2

)−1 [
f[µj/τ]−3 − f[µj/τ]−2 −R[µj/τ ]−3

(
−τA1/2

)
× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]

+

[µj/τ ]−1∑
s=2

R[µj/τ ]−2−s
(
−τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1 {
f[µj/τ]−2 −R[µj/τ ]−1

(
τA1/2

)
[f0 + (f1 − f0)]

+
(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)−1 [
f[µj/τ]−3 − f[µj/τ]−2 −R[µj/τ ]−3

(
τA1/2

)
× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]
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+

[µj/τ ]−1∑
s=2

R[µj/τ ]−2−s
(
τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]


+

L∑
j=1

βj

1

τ

(
I −

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)
A

)

×
{

1

2

[
R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[λj/τ ]−1
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
A−1

((
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

})]

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[λj/τ ]

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1

{
−A

(τ
2

+ 1
)
A−1

((
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

})]

+
τ

2
f(0) + g0

}
+

1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1 {
f[λj/τ ]−1 −R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
[f0 + (f1 − f0)]

+
(
−iτA1/2

)−1
(
I − iτA1/2

2

)−1 [
f[λj/τ ]−2 − f[λj/τ ]−1 −R[λj/τ ]−2

(
−τA1/2

)
× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]

+

[λj/τ ]∑
s=2

R[λj/τ ]−1−s
(
−τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1 {
f[λj/τ ]−1 −R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
[f0 + (f1 − f0)]

+
(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)−1 [
f[λj/τ ]−2 − f[λj/τ ]−1 −R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)
× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]

+

[λj/τ ]∑
s=2

R[λj/τ ]−1−s
(
τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]


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−
L∑

j=1

βj

1

τ

{
1

2

[
R[λj/τ ]−2

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)

+R[λjτ ]−2
(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]
A−1

((
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

})]

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)[
R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
−R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)]
×
(
I + τ 2A

)−1

{
−A

(τ
2

+ 1
)
A−1

((
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s (gs+1 − 2gs + gs−1)

})]

+
τ

2
f(0) + g0

}
+

1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1 {
f[λj/τ ]−2 −R[λj/τ ]−1

(
−τA1/2

)
[f0 + (f1 − f0)]

+
(
−iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)−1 [
f[λj/τ ]−3 − f[λj/τ ]−2 −R[λj/τ ]−3

(
−τA1/2

)
× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]

+

[λj/τ ]−1∑
s=2

R[λj/τ ]−2−s
(
−τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1 {
f[λj/τ ]−2 −R[λj/τ ]−1

(
τA1/2

)
[f0 + (f1 − f0)]

+
(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)−1 [
f[λj/τ ]−3 − f[λj/τ ]−2 −R[λj/τ ]−3

(
τA1/2

)
× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]

+

[λj/τ ]−1∑
s=2

R[λj/τ ]−2−s
(
τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]


+

L∑
j=1

βj

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)
f[λj/τ ] + ϕ

]
formülü elde edilir. Buradan, (4.26) formülü ve (4.2), (4.3) kestirimleri yardımıyla,

‖Au−N‖H ≤M
[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2f0

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f0) τ

−1
∥∥

H
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+ max
2≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g0 − g−1) τ

−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥(gk+1 − 2gk + gk−1) τ
−2
∥∥

H

]
(4.27)

kesitirimi alınır.

Son olarak, ‖Auk‖H için kestirim elde edilecektir. Bunun için önce −N +1 ≤ k ≤ 0

aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel formülü ve (4.14) formülü kullanılarak,

Auk = RN+kAu−N +

[
gk −RN+kg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(gk−1 − gk)−Rk+N−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
k−1∑

s=−N+2

Rk−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]
(4.28)

formülü elde edilir. Buradan, (4.28) formülü ve (4.3) kestirimi yardımıyla,

‖Auk‖H ≤M
[
‖Au−N‖H +

∥∥τ−1 (g−1 − g0)
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+ max
−(N−2)≤k≤−1

∥∥τ−2 (gk+1 − 2gk + gk−1)
∥∥

H

]
(4.29)

kestirimi alınır. Şimdi ise 1 ≤ k ≤ N aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel

formülü ve (4.15), (4.16) formülleri kullanılarak,

Au1 =
{
I − τA

(τ
2

+ I
)

(
(
I + τ 2A

)−1
}

×

[
RNAu−N +

(
g0 −RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

})]

+A
(
I + τ 2A

)−1
(
τ 2

2
f(0) + τg0

)
(4.30)

Auk =
1

2

[
Rk−1

(
τA1/2

)(
I − iτA1/2

2

)
+Rk−1

(
−τA1/2

)(
I +

iτA1/2

2

)]

×

[
RNAu−N +

(
g0 −RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1
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×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

})]

+
1

2i
A−1/2

(
I +

τ 4A2

4

)
×
[
Rk
(
−τA1/2

)
−Rk

(
τA1/2

)] (
I + τ 2A

)−1
{
−A

(τ
2

+ 1
)

×

[
RNAu−N +

(
g0 −RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

})]

+
τ

2
f(0) + g0

}
+

1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)−1 {
fk−1 −Rk−1

(
−τA1/2

)
f1

+
(
−iτA1/2

)−1
(
I − iτA1/2

2

)−1 [
fk−2 − fk−1 −Rk−2

(
−τA1/2

)
× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]

+
k−1∑
s=2

Rk−1−s
(
−τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]

]}

+
1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)−1 {
fk−1 −Rk−1

(
τA1/2

)
f1

+
(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)−1 [
fk−2 − fk−1 −Rk−2

(
τA1/2

)
× [− (f0 − 2f1 + f2)− (f1 − f0)]

+
k−1∑
s=2

Rk−1−s
(
τA1/2

)
[fs+1 − 2fs + fs−1]

]}
, 2 ≤ k ≤ N (4.31)

formülleri elde edililir. Buradan, (4.30), (4.31) formülleri ve (4.2), (4.3) kestirimleri

kullanılarak ise

‖Au1‖H ≤M
[
‖Au−N‖H +

∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥τ−1 (g−1 − g0)

∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥τ−1 [gs+1 − 2gs + gs−1]
∥∥

H

]
, (4.32)

‖Auk‖H ≤M
[
‖Au−N‖H +

∥∥A1/2f0

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f0) τ

−1
∥∥

H
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+ max
2≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g−1 − g0) τ

−1
∥∥

H

+ max
−(N−2)≤k≤−1

∥∥τ−2 (gs+1 − 2gs + gs−1)
∥∥

H

]
, 2 ≤ k ≤ N (4.33)

kestirimleri alınır. Sonuç olarak, (4.27), (4.29), (4.32), (4.33) kestirimleri birleştirilerek

ve üçgen eşitsizliği kullanılarak, (4.9) kestirimi elde edilir. Böylece, Teorem 4.1’in ispatı

tamamlanmış olur.

Şimdi, Teorem 4.1’in uygulamaları verilecektir. İlk olarak, bir boyutlu hiperbolik-

parabolik denklem için, (2.21) lokal olmayan sınır değer problemi ele alınmıştır. (2.21)

probleminin diskritizasyonu iki adımda incelenir. Birinci adımda, Ax
h fark operatörünün

yardımıyla, (2.21) sınır değer problemi, (3.31) adi diferansiyel denklem sistemine dönüş-

türülür. İkinci adımda ise, (3.31) problemi için (4.1) fark şeması kullanılarak,

uh
k+1(x)−2uh

k(x)+uh
k−1(x)

τ2 + Ax
hu

h
k (x) + τ2

4
(Ax

h)
2 uh

k+1 (x) = fh
k (x) ,

fh
k (x) = {f(yk, xn)}K−1

1 , x ∈ [0, 1]h,

yk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = 1, τ−1(I + τ 2Ax
h)(u

h
1(x)− uh

0(x)) = Zh
1 (x),

Zh
1 (x) = τ

2
(fh

0 (x)− Ax
hu

h
0(x)) + (gh

0 (x)− Ax
hu

h
0(x)),

fh
0 (x) = {f(0, xn)}K−1

1 , gh
0 (x) = {g(0, xn)}K−1

1 ,
uh

k(x)−uh
k−1(x)

τ
+ Ax

h(I + τ
2
Ax

h)u
h
k (x) = (I + τ

2
Ax

h)g
h
k (x) , x ∈ [0, 1]h,

gh
k (x) =

{
g(yk − τ

2
, xn)

}K−1

1
, yk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0,

uh
−N (x) =

N∑
j=1

αj

(
uh

[µj/τ ] (x) + (µj − [
µj

τ
]τ)

uh
[µj/τ ]

(x)−uh
[µj/τ ]−1

(x)

τ

)
+

L∑
j=1

βj

(
uh
[λj/τ ]

(x)−uh
[λj/τ ]−1

(x)

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ − τ

2

)
×
(
fh

[
λj
τ

]
(x)− Ax

hu
h

[
λj
τ

]
(x)

))
+ ϕh (x) , x ∈ [0, 1]h

(4.34)

fark şeması elde edilir.

Teorem 4.2. Eğer τ ve h yeterince küçük sayılar ise, bu durumda (4.34) fark

şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

∥∥uh
k

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤N

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

∥∥(uh
k

)
x

∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
0

∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥(fh
k − fh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h

+
∥∥gh

0

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥(gh
k − gh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h
+
∥∥∥ϕh

−
x

∥∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h
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+ max
−N≤k≤N

∥∥∥(uk
−
x

)
x

∥∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
0x

∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
fh

1 − fh
0

)∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
fh

k+1 − 2fh
k + fh

k−1

)∥∥
L2h

+
∥∥gh

0x

∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
gh
0 − gh

−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤−1

∥∥τ−2
(
gh

k+1 − 2gh
k + gh

k−1

)∥∥
L2h

+
∥∥∥(ϕh

−
x

)
x

∥∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M1 katsayısı τ , h, fh

k , 1 ≤ k < N, gh
k ,

−N < k ≤ 0 ve ϕh(x)’den bağımsızdır.

Teorem 4.2’nin ispatı, soyut Teorem 4.1 ve (3.30) formülü ile tanımlanan Ax
h fark

operatörünün simetri özelliklerine dayanmaktadır.

İkinci olarak, çok boyutlu hiperbolik-parabolik denklem için karma sınır değer prob-

lemi (2.22) ele alınmıştır. (2.22) probleminin diskritizasyonu iki adımda incelenebilir.

Birinci adımda, Ax
h fark operatörünün yardımıyla, (2.22) sınır değer problemi, (3.34)

adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür. İkinci adımda ise, (3.34) problemi

için (4.1) fark şeması kullanılarak,



uh
k+1(x)−2uh

k(x)+uh
k−1(x)

τ2 + Ax
hu

h
k (x) + τ2

4
(Ax

h)
2 uh

k+1 (x) = fh
k (x) ,

fh
k (x) = fh(yk, x), x ∈ Ω̃h,

yk = kτ , 1 ≤ k < N, τ−1 (I + τ 2Ax
h)
(
uh

1 (x)− uh
0 (x)

)
= Zh

1 (x) , x ∈ Ω̃h,

Zh
1 (x) = τ

2

(
fh

0 (x)− Ax
hu

h
0

)
+
(
gh
0 (x)− Ax

hu
h
0

)
,

fh
0 (x) = {f(0, xn)}K−1

1 , gh
0 (x) = {g(0, xn)}K−1

1

τ−1
(
uh

k (x)− uh
k−1 (x)

)
+ Ax

h

(
I + τ

2
Ax

h

)
uh

k (x) =
(
I + τ

2
Ah

h

)
gh

k (x) , x ∈ Ω̃h,

gh
k (x) = gh(yk − τ

2
, x), yk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0, x ∈ Ω̃h,

uh
−N (x) =

N∑
j=1

αj

(
uh

[µj/τ ] (x) + (µj − [
µj

τ
]τ)

uh
[µj/τ ]

(x)−uh
[µj/τ ]−1

(x)

τ

)
+

L∑
j=1

βj

(
uh
[λj/τ ]

(x)−uh
[λj/τ ]−1

(x)

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ − τ

2

)
×
(
fh

[
λj
τ

]
(x)− Ax

hu
h

[
λj
τ

]
(x)

))
+ ϕh, x ∈ Ω̃h

(4.35)

fark şeması elde edilir.

Teorem 4.3. Eğer τ ve |h| yeterince küçük sayılar ise, bu durumda (4.35) fark

şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

∥∥uh
k

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤N

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

n∑
r=1

∥∥∥(uh
k

)
xr,jr

∥∥∥
L2h
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≤M1

[∥∥fh
0

∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥(fh
k − fh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h

+
∥∥gh

0

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥(gh
k − gh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h
+

n∑
r=1

∥∥∥(ϕh
)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

n∑
r=1

∥∥∥(uh
k

)
−
xrxr,jr

∥∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M1

[
n∑

r=1

∥∥∥(fh
0

)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
fh

1 − fh
0

)∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
fh

k+1 − 2fh
k + fh

k−1

)∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥(gh
0

)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
gh
0 − gh

−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤−1

∥∥τ−2
(
gh

k+1 − 2gh
k + gh

k−1

)∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥(ϕh
)
−
xrxr,jr

∥∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M1 katsayısı τ , h, fh

k , 1 ≤ k < N, gh
k ,

−N < k ≤ 0 ve ϕh(x)’den bağımsızdır.

Teorem 4.3’ün ispatı, soyut Teorem 4.1, (3.33) formülü ile tanımlanan Ax
h fark

operatörünün simetri özelliklerine ve Teorem 3.4’e dayanmaktadır.

4.2 Fark Şeması 2

Bu kısımda, (1.1) lokal olmayan sınır değer probleminin yaklaşık çözümlerini bulmak

için

τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + 1
2
Auk + 1

4
A(uk+1 + uk−1) = fk, fk = f(tk),

tk = kτ , 1 ≤ k < N,(
I + τ2A

4

)((
I + τ2A

4

)
τ−1 (u1 − u0)− τ

2
(g0 − Au0)

)
= f0 − Au0,

τ−1(uk − uk−1) + A(I + τ
2
A)uk = (I + τ

2
A)gk,

gk = g(tk − τ
2
), tk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0,

u−N =
N∑

j=1

αj

(
u[µj/τ ] +

(
µj − [

µj

τ
]τ
) u[µj/τ ]−u[µj/τ ]−1

τ

)
+

L∑
j=1

βj

(
u[λj/τ ]−u[λj/τ ]−1

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ + τ

2

) (
f[λj/τ ] − Au[λj/τ ]

))
+ ϕ

(4.36)

ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması kurulmuştur.
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Öncelikle ileride ihtiyaç duyacağımız yardımcı teoremleri verelim.

Yardımcı Teorem 4.3. Aşağıdaki

‖D‖H 7→H ≤ 1,
∥∥∥D̃∥∥∥

H 7→H
≤ 1,

∥∥∥∥∥
(
I +

τ 2A

4

)−1
∥∥∥∥∥

H 7→H

≤ 1 (4.37)

(kτ)β
∥∥AβRk

∥∥
H 7→H

≤M, k ≥ 1, 0 ≤ β ≤ 1 (4.38)

kestirimler sağlanırlar. Burada,

D =

(
I − iτA1/2

2

)(
I +

iτA1/2

2

)−1

,

D̃ =

(
I +

iτA1/2

2

)(
I − iτA1/2

2

)−1

ve

R =

(
I + τA+

τ 2

2
A2

)−1

dir.

Yardımcı Teorem 4.4. Öncelikle,

I −
N∑

j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}
RN

+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}
(−A)RN

+
τA1/2

4i

[{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}
RN
]

+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A)RN +
τA

2
RN

]]}

−
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

}
RN

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}
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×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A)RN +
τA

2
RN

]
+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
{

1

2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
(−A)RN

+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
(−A)RN

+
τA1/2

4i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
RN

}}
operatörünün tersi vardır ve

Tτ =

(
I −

N∑
j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}
RN

+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}
(−A)RN

+
τA1/2

4i

[{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}
RN
]

+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A)RN +
τA

2
RN

]]}

−
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

}
RN

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A)RN +
τA

2
RN

]
+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
{

1

2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
(−A)RN

+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
(−A)RN

+
τA1/2

4i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
RN

}})−1
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aşağıdaki kesitirimi

‖Tτ‖H 7→H ≤M (4.39)

sağlar. Burada, M katsayısı τ ’dan bağımsızdır.

İspat. İlk olarak,

Tτ −

(
I −

N∑
j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]

−
L∑

j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

)−1

= Tτ

(
I −

N∑
j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]

−
L∑

j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

)−1

×

[[
N∑

j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}
RN

+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}
(−A)RN

+
τA1/2

4i

[{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}
RN
]

+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A)RN +
τA

2
RN

]]}

−
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

}
RN

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A)RN +
τA

2
RN

]
+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
{

1

2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
(−A)RN
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+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
(−A)RN

+
τA1/2

4i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
RN

}}

−
N∑

j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]
−

L∑
j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

]
formülü doğrudur. Buradan,∥∥∥∥∥

(
N∑

j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]
−

L∑
j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)

−
N∑

j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}

+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}
(−A)

+
τA1/2

4i

[{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}]
+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A) +
τA

2

]]}

−
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A) +
τA

2

]
+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
{

1

2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
(−A)
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+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
(−A)

+
τA1/2

4i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}}})
e−A

∥∥∥∥
H

≤Mτ, (4.40)∥∥∥∥∥
N∑

j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}

+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}
(−A)

+
τA1/2

4i

[{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}]
+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A) +
τA

2

]]}

−
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1

(−A) +
τA

2

]
+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
{

1

2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
(−A)

+
A−1/2

2i

(
I +

τ 2A

4

)−1 {
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
(−A)

+
τA1/2

4i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}}}(
e−A −RN

)∥∥∥∥
H

≤Mτ (4.41)

kestirimleri kullanılarak, (4.39) kestirimi elde edilir. Buradaki (4.40) ve (4.41) kesti-

rimlerinin ispatları, (4.37) ve (4.38) kestirimlerine dayanmaktadır. Böylece, Yardımcı

Teorem 4.4’ün ispatı tamamlanmış olur.
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Teorem 4.4. Eğer ϕ ∈ D(A), g0 ∈ D(A1/2) ve f0 ∈ D(A1/2) ise, bu durumda,

(4.36) fark şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

‖uk‖H ≤M
[
‖ϕ‖H +

∥∥A−1/2f0

∥∥
H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

(4.42)

+ max
1≤k<N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H
+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
,

max
−N≤k≤N

∥∥A1/2uk

∥∥
H
≤M

[∥∥A1/2ϕ
∥∥

H
+ ‖f0‖H + ‖g0‖H (4.43)

+ max
1≤k≤N−1

∥∥(fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥(gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2 (uk+1−2uk + uk−1)
∥∥

H
+ max
−N+1≤k≤0

‖Auk‖H (4.44)

+ max
1≤k≤N

∥∥∥∥A(uk + uk−1

2

)∥∥∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥τ−1 (uk−uk−1)
∥∥

H
≤M

[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2f0

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f0) τ

−1
∥∥

H
+ max

1≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g0 − g−1) τ

−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥(gk+1 − 2gk + gk−1) τ
−2
∥∥

H

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M katsayısı τ , fk, 0 ≤ k < N, gk,−N < k ≤ 0

ve ϕ’den bağımsızdır.

İspat. Öncelikle, (4.36) fark şemasının çözümü için formül elde edilecektir. Bilindiği

gibi,


τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) + 1

2
Auk + 1

4
A (uk+1 + uk−1) = fk, fk = f (tk) ,

tk = kτ , 1 ≤ k < N,Nτ = 1,(
I +

τ 2A

4

)
τ−1 (u1 − u0)−

τ

2
(g0 − Au0) = ω, u0 = µ,

(4.45)

 τ−1 (uk − uk−1) + A
(
I +

τ

2
A
)
uk =

(
I +

τ

2
A
)
gk,

gk = g
(
tk −

τ

2

)
, tk = kτ ,− (N − 1) ≤ k ≤ 0, u−N biliniyor

(4.46)

başlangıç değer fark problemlerinin tek çözümü vardır ve aşağıdaki

u1 =

(
I +

τ 2A

4

)−1 [(
I − τ 2A

4

)
µ− τω +

τ 2

2
g0

]
, (4.47)
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uk =
1

2

(
Dk + D̃k

)
µ+

A−1/2

2i

(
D̃k −Dk

)(
ω +

τ

2
f0 +

τ

2
Aµ
)

(4.48)

−
k−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
Dk−s − D̃k−s

]
fs, 2 ≤ k ≤ N,

uk = RN+ku−N + τ
k∑

s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
Rk−s+1gs, − (N − 1) ≤ k ≤ 0 (4.49)

formüller sağlanır. Buradaki (4.47), (4.48), (4.49) denklemleri ve(
I +

τ 2A

4

)
τ−1 (u1 − u0)−

τ

2
(g0 − Au0) =

(
I +

τ 2A

4

)−1

(f0 − Au0) , u0 = µ

formülleri kullanılarak,

µ = u0 = RNu−N + τ
0∑

s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs,

ω =

(
I +

τ 2A

4

)−1
(
f0 − A

{
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

})
formülleri elde edilir. Dolayısıyla,

u1 =

(
I +

τ 2A

4

)−1 [(
I − τ 2A

4

)

×

{
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

}
+ τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 − A

{
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

})
+
τ 2

2
g0

]
, (4.50)

uk =
1

2

(
Dk + D̃k

){
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

}

+
A−1/2

2i

(
D̃k −Dk

)((
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 − A

{
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

})

+
τ

2
f0 +

τ

2
A

{
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

}

−
k−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
Dk−s − D̃k−s

]
fs, 2 ≤ k ≤ N (4.51)
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dir. Buradan,

u−N =
N∑

j=1

αj

(
u[µj/τ ] +

(
µj − [

µj

τ
]τ
) u[µj/τ ] − u[µj/τ ]−1

τ

)

+
L∑

j=1

βj

(
u[λj/τ ] − u[λj/τ ]−1

τ
+

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)(
f[λj/τ ] − Au[λj/τ ]

))
+ ϕ

koşulu kullanılarak,

u−N = Tτ

[
N∑

j=1

αj

{
1

2

[
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

]
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs (4.52)

+
A−1/2

2i

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}
×

[(
I +

τ 2A

4

)−1
(
f0 − Aτ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

)

+
τ

2
f0 +

τ 2A

2

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

]

−
[µj/τ]−1∑

s=1

τ

2i
A−1/2

[
D[µj/τ]−s − D̃[µj/τ]−s

]
fs +

(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}

×τ
0∑

s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1
(
f0 − Aτ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

)

+
τ 2A

2

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

]
+ τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[µj/τ]−1

+

[µj/τ]−2∑
s=1

τ

[(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1−s

+

(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1−s

]
fs

]}

+
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1
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−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

}

×τ
0∑

s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1
(
f0 − Aτ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

)

+
τ 2A

2

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

]
+ τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[λj/τ ]−1

+

[λj/τ ]−2∑
s=1

τ

[(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1−s +

(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1−s

]
fs

+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×

(
f[λj/τ ] − A

{
1

2

[
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

]
τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2

)
R−s+1gs

+
A−1/2

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
×

[(
I +

τ 2A

4

)−1
(
f0 − Aτ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

)

+
τ

2
f0 +

τ 2A

2

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

]

−
[λj/τ ]−1∑

s=1

τ

2i
A−1/2

[
D[λj/τ ]−s + D̃[λj/τ ]−s

]
fs


+ ϕ


operatör denklemi elde edilir. Böylece, (4.36) fark şemasının çözümü için, (4.49), (4.50),

(4.51) ve (4.52) formülleri kurulmuş olur.

Şimdi, (4.7), (4.8) ve (4.9) kestirimlerinin ispatları verilecektir. İlk olarak, ‖u−N‖H

için kestirim elde edilecektir. Bunun için, Abel formülü ve (4.52) formülü kullanılarak,

u−N = Tτ

[
N∑

j=1

αj

{
1

2
A−1

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}
(4.53)

×

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]

+
A−1/2

2i

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1
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×

(
f0 −

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

])

+
τ

2
f0 +

τ

2

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]]

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)

×

f[µj/τ] −D[µj/τ]−1f1 +

[µj/τ]−1∑
s=2

D[µj/τ]−s {fs−1 − fs}


−1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)

×

f[µj/τ] − D̃[µj/τ]−1f1 +

[µj/τ]−1∑
s=2

D̃[µj/τ]−s {fs−1 − fs}


+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}

×A−1

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1
(
f0 −

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

])

+
τ

2

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]]

+τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[µj/τ]−1

+iA−1/2
{(
D̃ −D

)
f[µj/τ]−2 +

(
D[µj/τ]−1 − D̃[µj/τ]−1

)
f1

+

[µj/τ]−2∑
s=2

[
D̃[µj/τ]−s −D[µj/τ]−s

]
{fs−1 − fs}


+

L∑
j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

}
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×A−1

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1
(
f0 −

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

])

+
τ

2

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]]

+τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[λj/τ ]−1

+iA−1/2
{(
D̃ −D

)
f[λj/τ ]−2 +

(
D[λj/τ ]−1 − D̃[λj/τ ]−1

)
f1

+

[λj/τ ]−2∑
s=2

[
D̃[λj/τ ]−s −D[λj/τ ]−s

]
{fs−1 − fs}

+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
(
f[λj/τ ] − A

{
1

2
A−1

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
×

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]

+
A−1/2

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 −

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

])

+
τ

2
f0 +

τ

2

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]]

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)f[λj/τ ] −D[λj/τ ]−1f1 +

[λj/τ ]−1∑
s=2

D[λj/τ ]−s {fs−1 − fs}


−1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)[
f[λj/τ ] − D̃[λj/τ ]−1f1

+

[λj/τ ]−1∑
s=2

D̃[λj/τ ]−s {fs−1 − fs}


+ ϕ


formülü elde edilir. Buradan, (4.49), (4.51), (4.53) formülleri ve (4.37), (4.38) kesti-

rimleri yardımıyla,

‖u−N‖H ≤M

[
‖ϕ‖H +

∥∥A−1/2f0

∥∥
H

+ max
1≤k≤N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H



64

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N≤k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
(4.54)

kestirimi alınır.

İkinci olarak, ‖uk‖H için kestirim elde edilecektir. Bunun için önce −N < k ≤ 0

aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel formülü ve (4.49) formülü kullanılarak,

uk = RN+ku−N

+A−1

[
gk −RN+kg−N+1 +

k∑
s=−N+2

Rk−s+1 [gs−1 − gs]

]
(4.55)

formülü elde edilir. Buradan, (4.55) formülünün ve (4.38) kestiriminin yardımıyla,

‖uk‖H ≤ ‖u−N‖H + 2
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H
(4.56)

kestirimi bulunur. Şimdi ise, 1 ≤ k ≤ N aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel

formulü ve(4.50), (4.51) formülleri kullanılarak,

u1 =
(
I − τA

(τ
2

+ I
) (
I + τ 2A

)−1
)

×

[
RNu−N + A−1

{
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 (gs−1 − gs)

}]

+
(
I + τ 2A

)−1
{
τ 2

2
f (0) + τg0

}
, (4.57)

uk =
1

2

(
Dk + D̃k

){
RNu−N

+A−1

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]}

+
1

2i
A−1/2

(
D̃k −Dk

)[(
I +

τ 2A

4

)−1 (
f0 − A

{
RNu−N+

+A−1

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]})
+
τ

2
f0

+
τ

2
A

{
RNu−N + A−1

[
g0 −RNg−N+1 +

0∑
s=−N+2

R−s+1 {gs−1 − gs}

]}]

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)[
fk−1 −Dk−1f1 +

k−1∑
s=2

Dk−s {fs−1 − fs}

]
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+
1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)[
fk−1 − D̃k−1f1 +

k−1∑
s=2

Dk−s {fs−1 − fs}

]
(4.58)

formülleri elde edilir. Buradan, (4.57), (4.58) formülleri ve(4.37), (4.38) kestirimlerinin

yardımıyla,

‖u1‖H ≤M

[
‖u−N‖H +

∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
, (4.59)

‖uk‖H ≤M

[
‖u−N‖H +

∥∥A−1/2f0

∥∥
H

+ max
2≤k<N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
, 1 ≤ k ≤ N (4.60)

kestirimleri alınır. Sonuç olarak, (4.54), (4.57), (4.59), (4.60) kestirimleri birleştirilerek

ve üçgen eşitsizliği kullanılarak, (4.42) kestirimi elde edilir. Burada (4.43) kestiriminin

ispatı, (4.53), (4.55) formüllerine ve (4.37), (4.38) kestirimlerine bağlı kalmak şartıyla,

(4.42) kestiriminin ispatında olduğu gibi aynı yolla elde edilir.

Üçüncü olarak,

∥∥∥∥∥A
(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

için kestirim elde edilecektir. Bunun

için, Abel formulü ve (4.52) formülü kullanılarak,

Au−N = Tτ

[
N∑

j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}
(4.61)

×

[
g0 −RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]

+
1

2i

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
A1/2f0 −

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}])

+
τ

2
A1/2f0 +

τ

2

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1
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×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]]

+fk −
1

2

[
A1/2

(
I − iτA1/2

2

)
Dk−1 + A1/2

(
I +

iτA1/2

2

)
D̃k−1

]
A1/2f1

+
1

2

(
iτA1/2

)−1
[
f[µj/τ]−2 − f[µj/τ]−1 +D[µj/τ]−2 (f1 − f0)

+

[µj/τ]−2∑
s=1

D[µj/τ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+

1

2

(
iτA1/2

)−1
[
f[µj/τ]−2 − f[µj/τ]−1 + D̃[µj/τ]−2 (f1 − f0)

+

[µj/τ]−2∑
s=1

D̃[µj/τ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}

+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}

×

[
g0 −RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]

+
1

2

{
A1/2

(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 + A1/2

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1
(
A1/2f0 −

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}])

+
τ

2

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]]
+ τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[µj/τ]−1

+iA−1/2
{(
D̃ −D

)
f[µj/τ]−2 +

(
D[µj/τ]−1 − D̃[µj/τ]−1

)
f1
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−
(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)
×
{[
D̃
(
f[µj/τ]−3 − f[µj/τ]−2

)
+ D̃[µj/τ]−2 (f1 − f0)

+

[µj/τ]−3∑
s=1

D̃[µj/τ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+

(
I − iτA1/2

2

)[
D
(
f[µj/τ]−3 − f[µj/τ]−2

)
+D[µj/τ]−2 (f1 − f0)

+

[µj/τ]−3∑
s=1

D[µj/τ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}





+
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

}

×

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]

+
1

2
A1/2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1
(
A1/2f0 −

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}])

+
τ

2

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]]
+ τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[λj/τ ]−1

+
{(
D̃ −D

)
f[λj/τ ]−2 +

(
D[λj/τ ]−1 − D̃[λj/τ ]−1

)
f1

−τ−1

{(
I +

iτA1/2

2

)[
D̃
(
f[λj/τ ]−3 − f[λj/τ ]−2

)
+ D̃[λj/τ ]−2 (f1 − f0)
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+

[λj/τ ]−3∑
s=1

D̃[λj/τ ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+

(
I − iτA1/2

2

)[
D
(
f[µj/τ]−3 − f[µj/τ]−2

)
+D[λj/τ ]−2 (f1 − f0)

+

[λj/τ ]−3∑
s=1

D[λj/τ ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
(
f[λj/τ ] −

{
1

2
A1/2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
×

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]

+
1

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
A1/2f0 −

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}])

+
τ

2
A1/2f0 +

τ

2

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]]

+
1

2

(
I − iτA1/2

2

)[
f[λj/τ ] −D[λj/τ ]−1f1

]
+

1

2

(
iτA1/2

)−1 [
f[λj/τ ]−2 − f[λj/τ ]−1 +D[λj/τ ]−2 (f1 − f0)

+

[λj/τ ]−2∑
s=1

D[λj/τ ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+

1

2

(
I +

iτA1/2

2

)[
f[λj/τ ] − D̃[λj/τ ]−1f1

]
+

1

2

(
iτA1/2

)−1
[
f[λj/τ ]−2 − f[λj/τ ]−1 + D̃[λj/τ ]−2 (f1 − f0)

})}
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+

[λj/τ ]−2∑
s=1

D̃[λj/τ ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+ Aϕ


formülü elde edilir. Buradan, (4.53) formülünün ve (4.37), (4.38) kestirimlerinin yardımıyla,∥∥∥∥∥A

(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

≤M
[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2f0

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f0) τ

−1
∥∥

H

+ max
2≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g0 − g−1) τ

−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥(gk+1 − 2gk + gk−1) τ
−2
∥∥

H

]
(4.62)

kestirimi alınır.

Son olarak, ‖Auk‖H için kestirim elde edilecektir. Bunun için önce −N +1 ≤ k ≤ 0

aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel formulü ve (4.49) formülü kullanılarak,

Auk = RN+k

(
I +

iτA1/2

2

)(
I +

iτA1/2

2

)−1

Au−N

+

[
gk −RN+kg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(gk−1 − gk)−Rk+N−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
k−1∑

s=−N+2

Rk−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]
(4.63)

formülü elde edilir. Buradan, (4.63) formülünün ve (4.38) kestiriminin yardımıyla,

‖Auk‖H ≤M

[∥∥∥∥∥A
(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

+
∥∥τ−1 (g−1 − g0)

∥∥
H

+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+ max
−(N−2)≤k≤−1

∥∥τ−2 (gk+1 − 2gk + gk−1)
∥∥

H

]
(4.64)

kestirimi alınır. Şimdi ise 1 ≤ k ≤ N aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel

formulü ve(4.50), (4.51) formülleri kullanılarak,

Au1 + Au0

2
=

1

2

(
RNu−N + τ

0∑
s=−N+1

(
I +

τ

2
A
)
R−s+1gs

)

+
1

2

(
I − τA

(τ
2

+ I
) (
I + τ 2A

)−1
)
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×

[
RNA

(
I +

iτA1/2

2

)(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

+

{
g0 −RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}}]

+A
(
I + τ 2A

)−1
{
τ 2

2
f0 + τg0

}
, (4.65)

uk =
1

2

(
Dk + D̃k

){
RN

(
I +

iτA1/2

2

)(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

+A−1

[
g0 −RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]}

+
1

2i
A−1/2

(
D̃k −Dk

)[(
I +

τ 2A

4

)−1 (
f0 −

{
RNAu−N+

+

[
g0 −RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]})
+
τ

2
f0

+
τ

2

{
RN

(
I +

iτA1/2

2

)(
I +

iτA1/2

2

)−1

Au−N

+

[
A1/2g0 − A1/2RNg−N+1 +

(
τA+

τ 2A2

2

)−1

×
{
(g−1 − g0)−RN−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−1∑

s=−N+2

R−s [gs+1 − 2gs + gs−1]

}]}]

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)[
fk−1 −Dk−1f1 +

(
iτA1/2

)−1
(

1− iτA1/2

2

)

×

[
D (fk−2 − fk−1) +Dk−1 (f1 − f0) +

k−2∑
s=1

Dk−s {fs+1 − 2fs + fs−1}

]]
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+
1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)[
fk−1 − D̃k−1f1 −

(
iτA1/2

)−1
(

1 +
iτA1/2

2

)

×

[
D̃ (fk−2 − fk−1) + D̃k−1 (f1 − f0) +

k−2∑
s=1

D̃k−s {fs+1 − 2fs + fs−1}

]]
(4.66)

formülleri elde edilir. Buradan, (4.65), (4.66) formüllerinin ve (4.37), (4.38) kestirim-

lerinin yardımıyla,∥∥∥∥A(u1 + u0

2

)∥∥∥∥
H

≤M

[∥∥∥∥∥A
(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥τ−1 (g−1 − g0)

∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥τ−2 [gs+1 − 2gs + gs−1]
∥∥

H

]
, (4.67)

∥∥∥∥A(uk + uk−1

2

)∥∥∥∥
H

≤M

[∥∥∥∥∥A
(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

+
∥∥A1/2f0

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f0) τ

−1
∥∥

H

+ max
2≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g−1 − g0) τ

−1
∥∥

H

+ max
−(N−2)≤k≤−1

∥∥τ−2 (gs+1 − 2gs + gs−1)
∥∥

H

]
, 2 ≤ k ≤ N (4.68)

kestirimleri alınır. Sonuç olarak, (4.62), (4.64), (4.67), (4.68) kestirimleri birleştirilerek

ve üçgen eşitsizliği kullanılarak, (4.44) kestirimi elde edilir. Böylece, Teorem 4.4’ün

ispatı tamamlanmış olur.

Şimdi, Teorem 4.4’ün uygulamaları verilecektir. İlk olarak, bir boyutlu hiperbolik-

parabolik denklem için, (2.21) lokal olmayan sınır değer problemi ele alınmıştır. Bu-

rada (2.21) probleminin diskritizasyonu iki adımda incelenir. Birinci adımda, Ax
h fark

operatörünün yardımıyla, (2.21) sınır değer problemi, (3.31) adi diferansiyel denklem

sistemine dönüştürülür. İkinci adımda ise, (3.31) problemi için (4.36) fark şeması
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kullanılarak

uh
k+1(x)−2uh

k(x)+uh
k−1(x)

τ2 + 1
2
Ax

hu
h
k (x) + 1

4
Ax

h

(
uh

k+1 (x) + uh
k−1 (x)

)
= fh

k (x) ,

fh
k (x) = {f(yk, xn)}K−1

1 , x ∈ [0, 1]h, yk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = 1,(
I + τ2

4
Ax

h

) [(
I + τ2

4
Ax

h

)
τ−1

(
uh

1 (x)− uh
0 (x)

)
− τ

2

(
gh
0 (x)− Ax

hu
h
0 (x)

)]
= Zh

1 (x) ,

Zh
1 (x) = fh

0 (x)− Ax
hu

h
0 (x) ,

fh
0 (x) = {f(0, xn)}K−1

1 , gh
0 (x) = {g(0, xn)}K−1

1 ,
uh

k(x)−uh
k−1(x)

τ
+ Ax

h(I + τ
2
Ax

h)u
h
k (x) = (I + τ

2
Ax

h)g
h
k (x) , x ∈ [0, 1]h,

gh
k (x) =

{
g(yk − τ

2
, xn)

}K−1

1
, yk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0,

uh
−N (x) =

N∑
j=1

αj

(
uh

[µj/τ ] (x) + (µj − [
µj

τ
]τ)

uh
[µj/τ ]

(x)−uh
[µj/τ ]−1

(x)

τ

)
+

L∑
j=1

βj

[
uh
[λj/τ ]

(x)−uh
[λj/τ ]−1

(x)

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ + τ

2

)
×
(
fh

[
λj
τ

]
(x)− Ax

hu
h

[
λj
τ

]
(x)

)]
+ ϕh (x) , x ∈ [0, 1]h

(4.69)

fark şeması elde edilir.

Teorem 4.5. Eğer τ ve h yeterince küçük sayılar ise, bu durumda (4.69) fark

şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

∥∥uh
k

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤N

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

∥∥(uh
k

)
x

∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
0

∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥(fh
k − fh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h

+
∥∥gh

0

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥(gh
k − gh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h
+
∥∥∥ϕh

−
x

∥∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥∥(uk
−
x

)
x

∥∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N

∥∥∥∥∥∥
(
uk
−
x

)
x

+
(
uk−1
−
x

)
x

2

∥∥∥∥∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
0x

∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
fh

1 − fh
0

)∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
fh

k+1 − 2fh
k + fh

k−1

)∥∥
L2h

+
∥∥gh

0x

∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
gh
0 − gh

−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤−1

∥∥τ−2
(
gh

k+1 − 2gh
k + gh

k−1

)∥∥
L2h

+
∥∥∥(ϕh

−
x

)
x

∥∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M1 katsayısı τ , h, fh

k , 1 ≤ k < N, gh
k ,

−N < k ≤ 0 ve ϕh(x)’den bağımsızdır.
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Teorem 4.5’in ispatı, soyut Teorem 4.4 ve (3.30) formülü ile tanımlanan Ax
h fark

operatörünün simetri özelliklerine dayanmaktadır.

İkinci olarak, çok boyutlu hiperbolik-parabolik denklem için, (2.22) karma sınır

değer problemi ele alınmıştır. Burada da (2.22) probleminin diskritizasyonu iki adımda

incelenir. Birinci adımda, Ax
h operatörünün yardımıyla, (2.22) sınır değer problemi,

(3.34) adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür. İkinci adımda ise, (3.34) prob-

lemi için (4.36) fark şeması kullanılarak

uh
k+1(x)−2uh

k(x)+uh
k−1(x)

τ2 + 1
2
Ax

hu
h
k (x) + 1

4
Ax

h

(
uh

k+1 (x) + uh
k−1 (x)

)
= fh

k (x) , fh
k (x) = fh(yk, x), x ∈ Ω̃h, yk = kτ , 1 ≤ k < N,(

I + τ2

4
Ax

h

) [(
I + τ2

4
Ax

h

)
τ−1

(
uh

1 (x)− uh
0 (x)

)
− τ

2

(
gh
0 (x)− Ax

hu
h
0 (x)

)]
= Zh

1 (x) , x ∈ Ω̃h,

Zh
1 (x) = fh

0 (x)− Ax
hu

h
0 (x) , x ∈ Ω̃h,

fh
0 (x) = {f(0, xn)}K−1

1 , gh
0 (x) = {g(0, xn)}K−1

1

τ−1
(
uh

k (x)− uh
k−1 (x)

)
+ Ax

h

(
I + τ

2
Ax

h

)
uh

k (x)

=
(
I + τ

2
Ah

h

)
gh

k (x) , x ∈ Ω̃h,

gh
k (x) = gh(yk − τ

2
, x), yk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0, x ∈ Ω̃h,

uh
−N (x) =

N∑
j=1

αj

(
uh

[µj/τ ] (x) + (µj − [
µj

τ
]τ)

uh
[µj/τ ]

(x)−uh
[µj/τ ]−1

(x)

τ

)
+

L∑
j=1

βj

[
uh
[λj/τ ]

(x)−uh
[λj/τ ]−1

(x)

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ − τ

2

)
×
(
fh

[
λj
τ

]
(x)− Ax

hu
h

[
λj
τ

]
(x)

)]
+ ϕh, x ∈ Ω̃h

(4.70)

fark şeması elde edilir.

Teorem 4.6. Eğer τ ve |h| yeterince küçük sayılar ise, bu durumda (4.70) fark

şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

∥∥uh
k

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤N

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

n∑
r=1

∥∥∥(uh
k

)
xr,jr

∥∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
0

∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥(fh
k − fh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h

+
∥∥gh

0

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥(gh
k − gh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h
+

n∑
r=1

∥∥∥(ϕh
)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

n∑
r=1

∥∥∥(uh
k

)
−
xrxr,jr

∥∥∥
L2h
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+ max
1≤k≤N

n∑
r=1

∥∥∥∥∥
(
uh

k

)
−
xrxr,jr

+
(
uh

k−1

)
−
xrxr,jr

2

∥∥∥∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M1

[
n∑

r=1

∥∥∥(fh
0

)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
fh

1 − fh
0

)∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
fh

k+1 − 2fh
k + fh

k−1

)∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥(gh
0

)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
gh
0 − gh

−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤−1

∥∥τ−2
(
gh

k+1 − 2gh
k + gh

k−1

)∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥(ϕh
)
−
xrxr,jr

∥∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M1 katsayısı τ , h, fh

k , 1 ≤ k < N, gh
k ,

−N < k ≤ 0 ve ϕh(x)’den bağımsızdır.

Teorem 4.6’nın ispatı, soyut Teorem 4.4, (3.33) formülü ile tanımlanan Ax
h fark

operatörünün simetri özelliklerine ve Teorem 3.4’e dayanmaktadır.

4.3 Fark Şeması 3

Bu kısımda, (1.1) lokal olmayan sınır değer probleminin yaklaşık çözümlerini bulmak

için, r-iyileştirilmiş Crank-Nicholson tarafından oluşturulan

τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + 1
2
Auk + 1

4
A(uk+1 + uk−1) = fk, fk = f(tk),

tk = kτ , 1 ≤ k < N,(
I + τ2A

4

)((
I + τ2A

4

)
τ−1 (u1 − u0)− τ

2
(g0 − Au0)

)
= f0 − Au0,

τ−1(uk − uk−1) + Auk = gk, −N + 1 ≤ k ≤ −N + r,

τ−1(uk − uk−1) + A
2
(uk + uk−1) = gk, −N + r + 1 ≤ k ≤ 0,

gk = g(tk − τ
2
), tk = kτ , −N + 1 ≤ k ≤ 0,

u−N =
N∑

j=1

αj

(
u[µj/τ ] +

(
µj − [

µj

τ
]τ
) u[µj/τ ]−u[µj/τ ]−1

τ

)
+

L∑
j=1

βj

(
u[λj/τ ]−u[λj/τ ]−1

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ + τ

2

) (
f[λj/τ ] − Au[λj/τ ]

))
+ ϕ

(4.71)

ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması kurulmuştur.

Öncelikle, ileride ihtiyaç duyacağımız yardımcı teoremleri verelim.

Yardımcı Teorem 4.5. Aşağıdaki

‖D‖H 7→H ≤ 1,
∥∥∥D̃∥∥∥

H 7→H
≤ 1,

∥∥∥∥∥
(
I +

τ 2A

4

)−1
∥∥∥∥∥

H 7→H

≤ 1, (4.72)
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∥∥Rk
∥∥

H→H
≤M (1 + δτ)−k ,

∥∥ARk
∥∥

H→H
≤M (kτ)−1 , k ≥ 1, (4.73)

∥∥ABk−rRr
∥∥

H→H
≤M (kτ)−1 , r ≥ 2,

∥∥Bk
∥∥

H→H
≤ 1,

∥∥Ck
∥∥

H→H
≤ 1, k ≥ 1 (4.74)

kestirimler sağlanırlar. Burada,

D =

(
I − iτA1/2

2

)(
I +

iτA1/2

2

)−1

,

D̃ =

(
I +

iτA1/2

2

)(
I − iτA1/2

2

)−1

,

R = (I + τA)−1 , B =

(
I − τA

2

)(
I +

τA

2

)−1

ve C =

(
I +

τA

2

)−1

dir.

Yardımcı Teorem 4.6. Öncelikle,

I −
N∑

j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}
BN−rRr

+
1

2i

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}[τ
2
−
(
I +

τ 2A

4
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]
BN−rA1/2Rr

+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}
BN−rRr

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
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}
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τ

2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
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ABN−rRr

}

+
L∑

j=1

βj

{
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2

{(
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(
I +
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{(
I +
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)
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}
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×

[
τ
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(
I +

τ 2A

4
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4
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operatörünün tersi vardır ve
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(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
{

1

2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
(−A)BN−rRr

+
1

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}[τ
2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
BN−rA1/2Rr

}})−1

aşağıdaki

‖Tτ‖H 7→H ≤M (4.75)
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kestirimi sağlar. Burada, M katsayısı τ ’dan bağımsızdır.

İspat. İlk olarak,

Tτ −

(
I −

N∑
j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]

−
L∑

j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

)−1

= Tτ

(
I −

N∑
j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]

−
L∑

j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

)−1

×

[
N∑

j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}
BN−rRr

+
1

2i

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}[τ
2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
BN−rA1/2Rr

+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}
BN−rRr

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[
τ

2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]]

ABN−rRr

}

+
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

}
BN−rRr

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[
τ

2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
ABN−rRr +

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
{

1

2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
(−A)BN−rRr
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+
1

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}[τ
2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
BN−rA1/2Rr

}}

−
N∑

j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]
−

L∑
j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)
e−A

]
formülü doğrudur. Buradan,∥∥∥∥∥

(
N∑

j=1

αj

([
c
(
[µj/τ ]τ

)
− As

(
[µj/τ ]τ

)]

−
L∑

j=1

βj [s ([λj/τ ]τ) + c ([λj/τ ]τ)]A

)

−
N∑

j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}
BN−rRr

+
1

2i

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}[τ
2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
BN−rA1/2Rr

+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}
BN−rRr

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[
τ

2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]]

ABN−rRr

}

+
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

}
BN−rRr

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[
τ

2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
ABN−rRr +

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)

×
{

1

2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
(−A)BN−rRr +

1

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
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[
τ

2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
BN−rA1/2Rr

}})
e−A

∥∥∥∥∥
H

≤Mτ, (4.76)

∥∥∥∥∥
N∑

j=1

αj

{
1

2

{
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

}
BN−rRr

+
1

2i

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}[τ
2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
BN−rA1/2Rr

+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}
BN−rRr

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}
×

[
τ

2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]]

ABN−rRr

}

+
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

}
BN−rRr

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}
×

[
τ

2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
ABN−rRr +

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)
×
{

1

2

{
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

}
(−A)BN−rRr +

1

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}
[
τ

2
−
(
I +

τ 2A

4

)−1
]
BN−rA1/2Rr

}}(
e−A −BN−rRr

)∥∥∥∥∥
H

≤Mτ (4.77)

kestirimleri kullanılarak, (4.75) kestirimi elde edilir. Buradaki (4.76) ve (4.77) kesti-

rimlerinin ispatları, (4.72), (4.73) ve (4.74) kestirimlerine dayanmaktadır. O halde,

Yardımcı Teorem 4.6’nın ispatı tamamlanmış olur.

Teorem 4.7. Eğer ϕ ∈ D(A), g0 ∈ D(A1/2) ve f0 ∈ D(A1/2) ise, bu durumda

(4.71) fark şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

‖uk‖H ≤M
[
‖ϕ‖H +

∥∥A−1/2f0

∥∥
H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

(4.78)
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+ max
1≤k<N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H
+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
,

max
−N≤k≤N

∥∥A1/2uk

∥∥
H
≤M

[∥∥A1/2ϕ
∥∥

H
+ ‖f0‖H + ‖g0‖H (4.79)

+ max
1≤k≤N−1

∥∥(fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥(gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2 (uk+1−2uk + uk−1)
∥∥

H
+ max
−N+1≤k≤0

‖Auk‖H (4.80)

+ max
1≤k≤N

∥∥∥∥A(uk + uk−1

2

)∥∥∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥τ−1 (uk−uk−1)
∥∥

H
≤M

[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2f0

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f0) τ

−1
∥∥

H
+ max

1≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g0 − g−1) τ

−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥(gk+1 − 2gk + gk−1) τ
−2
∥∥

H

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M katsayısı τ , fk, 0 ≤ k < N, gk,−N < k ≤ 0

ve ϕ’den bağımsızdır.

İspat. Öncelikle, (4.71) fark şemasının çözümü için gerekli formüller elde edilecek-

tir. Bilindiği gibi,
τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) + 1

2
Auk + 1

4
A (uk+1 + uk−1) = fk, fk = f (tk) ,

tk = kτ , 1 ≤ k < N,Nτ = 1,(
I +

τ 2A

4

)
τ−1 (u1 − u0)−

τ

2
(g0 − Au0) = ω, u0 = µ,

(4.81)


τ−1(uk − uk−1) + Auk = gk, −N + 1 ≤ k ≤ −N + r,

τ−1(uk − uk−1) + A
2
(uk + uk−1) = gk, −N + r + 1 ≤ k ≤ 0,

gk = g
(
tk −

τ

2

)
, tk = kτ ,− (N − 1) ≤ k ≤ 0, u−N biliniyor

(4.82)

başlangıç değer fark problemlerinin tek çözümü vardır ve aşağıdaki

u1 =

(
I +

τ 2A

4

)−1 [(
I − τ 2A

4

)
µ− τω +

τ 2

2
g0

]
, (4.83)

uk =
1

2

(
Dk + D̃k

)
µ+

1

2i
A−1/2

(
D̃k −Dk

)(
ω +

τ

2
f0 +

τ

2
Aµ
)

(4.84)

−
k−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
Dk−s − D̃k−s

]
fs, 2 ≤ k ≤ N,
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uk = RN+ku−N + τ
k∑

s=−N+1

Rk−s+1gs, −N + 1 ≤ k ≤ −N + r, (4.85)

uk = BN−r+ku−N+r + τ
k∑

s=−N+r+1

Bk−sCgs (4.86)

formüller sağlanır. Buradaki (4.85) denkleminde k yerine −N + r yazılarak,

u−N+r = Rru−N + τ

−N+r∑
s=−N+1

R−N+r−s+1gs (4.87)

elde edilir. Böylece, (4.86) formülü kullanılarak,

uk = BN−r+kRru−N + τ
−N+r∑

s=−N+1

BN−r+kR−N+r−s+1gs

+τ
k∑

s=−N+r+1

Bk−sCgs,−N + r + 1 ≤ k ≤ 0 (4.88)

formülü elde edilir. Buradan, (4.83), (4.84), (4.88) denklemleri ve(
I +

τ 2A

4

)
τ−1 (u1 − u0)−

τ

2
(g0 − Au0) =

(
I +

τ 2A

4

)−1

(f0 − Au0) , u0 = µ

formülleri kullanılarak,

µ = u0 = BN−rRru−N + τ
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs + τ
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs,

ω =

(
I +

τ 2A

4

)−1 (
f0 − A

{
BN−rRru−N

+τ
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs + τ

0∑
s=−N+r+1

B−sCgs

})
formülleri elde edilir. Dolayısıyla,

u1 =

(
I +

τ 2A

4

)−1 [(
I − τ 2A

4

){
BN−rRru−N

+τ
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs + τ

0∑
s=−N+r+1

B−sCgs

}
− τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 − A

{
BN−rRru−N + τ

−N+r∑
s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs

+τ
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

})
+
τ 2

2
g0

]
, (4.89)
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uk =
1

2

(
Dk + D̃k

){
BN−rRru−N + τ

−N+r∑
s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs

+τ
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

}
+

1

2i
A−1/2

(
D̃k −Dk

)((
I +

τ 2A

4

)−1

×f0 − A
{
BN−rRru−N

+τ
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs + τ
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

})
+
τ

2
f0

+
τ

2
A

{
BN−rRru−N + τ

−N+r∑
s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs + τ

0∑
s=−N+r+1

B−sCgs

}

−
k−1∑
s=1

τ

2i
A−1/2

[
Dk−s − D̃k−s

]
fs, 2 ≤ k ≤ N (4.90)

dir. Buradan,

u−N =
N∑

j=1

αj

(
u[µj/τ ] +

(
µj − [

µj

τ
]τ
) u[µj/τ ] − u[µj/τ ]−1

τ

)

+
L∑

j=1

βj

(
u[λj/τ ] − u[λj/τ ]−1

τ
+

(
λj − [

λj

τ
]τ +

τ

2

)(
f[λj/τ ] − Au[λj/τ ]

))
+ ϕ

koşulu kullanılarak,

u−N = Tτ

[
N∑

j=1

αj

{τ
2

[
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

]
(4.91)

×

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

}

+
A−1/2

2i

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 − Aτ

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

})

+
τ

2
f0 +

τ 2A

2

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

}]

−
[µj/τ]−1∑

s=1

τ

2i
A−1/2

[
D[µj/τ]−s − D̃[µj/τ]−s

]
fs +

(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}
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×τ

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 − Aτ

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

})

+
τ 2A

2

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

}]

+τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[µj/τ]−1

+

[µj/τ]−2∑
s=1

τ

[(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1−s

+

(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1−s

]
fs

]}

+
L∑

j=1

βj

{
iA1/2

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1

−
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

}

×τ

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 − Aτ

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

})

+
τ 2A

2

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

}]

+τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[λj/τ ]−1

+

[λj/τ ]−2∑
s=1

τ

[(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1−s

+

(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1−s

]
fs

+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)(
f[λj/τ ] − A

{τ
2

[
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

]
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×

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

}

+
A−1/2

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 − Aτ

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

})

+
τ

2
f0 +

τ 2A

2

{
−N+r∑

s=−N+1

BN−rR−N+r−s+1gs +
0∑

s=−N+r+1

B−sCgs

}]

−
[λj/τ ]−1∑

s=1

τ

2i
A−1/2

[
D[λj/τ ]−s + D̃[λj/τ ]−s

]
fs


+ ϕ


operatör denklemi elde edilir. Böylece, (4.71) fark şemasının çözümü için, (4.88), (4.89),

(4.90) ve (4.91) formülleri kurulmuş olur.

Şimdi, (4.78), (4.79) ve (4.80) kestirimlerinin ispatları verilecektir. İlk olarak,

‖u−N‖H için kestirim elde edilecektir. Bunun için, Abel formulü ve (4.91) formülü

kullanılarak,

u−N = Tτ

[
N∑

j=1

αj

{
1

2
A−1

[
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

]
(4.92)

×

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}

+
1

2i
A−1/2

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 −

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]})

+
τ

2
f0 +

τ

2

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}]

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)
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×

f[µj/τ]−1 −D[µj/τ]−1f1 +

[µj/τ]−1∑
s=2

D[µj/τ]−s {fs−1 − fs}


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)

×

f[µj/τ]−1 − D̃[µj/τ]−1f1 +

[µj/τ]−1∑
s=2

D̃[µj/τ]−s {fs−1 − fs}


+
(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
i

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}

×A−1/2

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 −

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]})

+
τA

2

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}]

+τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[µj/τ]−1

+
A−1/2

i

[(
D − D̃

)
f[µj/τ]−1 +

(
D̃[µj/τ]−1 −D[µj/τ]−1

)
f1

+

[µj/τ]−2∑
s=2

[
D[µj/τ]−s − D̃[µj/τ]−s

]
{fs−1 − fs}


+

L∑
j=1

βj

{
i

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

}
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×A−1/2

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 −

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]})

+
τ

2

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}]

+τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[λj/τ ]−1

+
A−1/2

i

[(
D − D̃

)
f[λj/τ ]−1 +

(
D̃[λj/τ ]−1 −D[λj/τ ]−1

)
f1

+

[λj/τ ]−2∑
s=2

[
D[λj/τ ]−s − D̃[λj/τ ]−s

]
{fs−1 − fs}


+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)(
f[λj/τ ] −

{
1

2

[
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

]
×

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}

+
A−1/2

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×

(
f0 −

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]})

+
τ

2
f0 +

τ

2

{
BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]
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+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}]

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)

×

f[λj/τ ]−1 −D[λj/τ ]−1f1 +

[λj/τ ]−1∑
s=2

D[λj/τ ]−s {fs−1 − fs}


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)[
f[λj/τ ]−1 − D̃[λj/τ ]−1f1+

[λj/τ ]−1∑
s=2

D̃[λj/τ ]−s {fs−1 − fs}


+ ϕ


formülü elde edilir. Buradan, (4.88), (4.90), (4.92) formülleri ve (4.72), (4.73), (4.74)

kesitirimleri yardımıyla,

‖u−N‖H ≤M

[
‖ϕ‖H +

∥∥A−1/2f0

∥∥
H

+ max
1≤k≤N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N≤k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
(4.93)

kestirimi alınır.

İkinci olarak, ‖uk‖H için kestirim elde edilecektir. Öncelikle −N < k < −N + r

aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel formulü ve (4.85) formülü kullanılarak,

uk = RN+ku−N + A−1

[
gk −RN+kg−N+1 +

k∑
S=−N+2

Rk−s+1 {gs−1 + gs}

]
(4.94)

formülü elde edilir. Sonra da −N + r+1 ≤ k ≤ 0 aralığında inceleyelim. Bu durumda,

Abel formulü ve (4.88) formülü kullanılarak,

uk = BN−r+kRru−N

+A−1BN−r+k

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+A−1

[
gk −BN−r+kg−N+r+1 +

k∑
s=−N+r+2

Bk−s+1 {gs−1 − gs}

]
(4.95)

formülü elde edilir. Buradan, (4.94), (4.95) formüllerinin ve (4.73), (4.74) kesitirim-

lerinin yardımıyla,

‖uk‖H ≤ ‖u−N‖H + 2
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H
(4.96)
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kesitirimi alınır. Şimdi ise 1 ≤ k ≤ N aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel

formulü ve (4.89), (4.90) formülleri kullanılarak,

u1 =

(
I +

τ 2A

4

)−1 [(
I − τ 2A

4

)
A−1

{
BN−rRru−N

+BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}

−τ
(
I +

τ 2A

4

)−1 (
f0 −

{
BN−rARru−N

+BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]})
+
τ 2

2
g0

]
, (4.97)

uk =
1

2

(
Dk + D̃k

){
BN−rRru−N

+A−1BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+A−1

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}

+
1

2i
A−1/2

(
D̃k −Dk

)((
I +

τ 2A

4

)−1 (
f0 −

{
ABN−rRru−N

+BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]})
+
τ

2
f0

+
τ

2

{
ABN−rRru−N

+BN−r

[
g−N+r −Rrg−N+1 +

−N+r∑
s=−N+2

R−N+r−s+1 {gs−1 − gs}

]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 +

0∑
s=−N+r+2

B−s+1 {gs−1 − gs}

]}

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)[
fk−1 −Dk−1f1 +

k−1∑
s=2

Dk−s {fs−1 − fs}

]
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+
1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)[
fk−1 − D̃k−1f1 +

k−1∑
s=2

D̃k−s {fs−1 − fs}

]
(4.98)

formülleri elde edilir. Buradan, (4.97), (4.98) formüllerinin ve (4.72), (4.73), (4.74)

kestirimlerinin yardımıyla,

‖u1‖H ≤M

[
‖u−N‖H +

∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−N<k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
, (4.99)

‖uk‖H ≤M

[
‖u−N‖H +

∥∥A−1/2f0

∥∥
H

+ max
2≤k<N

∥∥A−1/2 (fk − fk−1) τ
−1
∥∥

H

+
∥∥A−1/2g0

∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤0

∥∥A−1/2 (gk − gk−1) τ
−1
∥∥

H

]
, 1 ≤ k ≤ N (4.100)

kestirimleri alınır. Sonuç olarak, (4.93), (4.97), (4.99), (4.100) kestirimleri birleştirilerek

ve üçgen eşitsizliği kullanılarak, (4.78) kestirimi elde edilir. Burada (4.79) kestiriminin

ispatı, (4.92), (4.95) formüllerine ve (4.72), (4.73), (4.74) kestirimlerine bağlı kalmak

şartıyla, (4.78) kestiriminin ispatında olduğu gibi aynı yolla bulunabilir.

Üçüncü olarak,

∥∥∥∥∥A
(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

için kestirim elde edilecektir. Bunun

için, Abel formulü ve (4.91) formülü kullanılarak,

u−N = Tτ

[
N∑

j=1

αj

{
1

2
A−1

[
D[µj/τ] + D̃[µj/τ]

] {
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1 (4.101)

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]}

+
1

2i
A−1/2

{
D̃[µj/τ] −D[µj/τ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×
(
f0 −

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1+

(τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]
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+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]})

+
τ

2
f0 +

τ

2

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]}]

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)
×
[
f[µj/τ]−1 −D[µj/τ]−1f1 +

(
iτA1/2

)−1
(
I − iτA1/2

2

)
×
((
f[µj/τ]−2 − f[µj/τ]−1

)
−D[µj/τ]−2 (f1 − f2)

+

[µj/τ]−2∑
s=2

D[µj/τ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}




+
1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)
×
[
f[µj/τ]−1 − D̃[µj/τ]−1f1 −

(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)
×
((
f[µj/τ]−2 − f[µj/τ]−1

)
− D̃[µj/τ]−2 (f1 − f2)

+

[µj/τ]−2∑
s=2

D̃[µj/τ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+

(
µj −

[µj

τ

]
τ
)

×

[
i

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[µj/τ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[µj/τ]−1

}
×A−1/2

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)
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+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[µj/τ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[µj/τ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1 (
f0 −

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]})

+
τA

2

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]}]
+ τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[µj/τ]−1

+
A−1/2

i

[(
D − D̃

)
f[µj/τ]−1 +

(
D̃[µj/τ]−1 −D[µj/τ]−1

)
f1

+
(
iτA1/2

)−1
(
I − iτA1/2

2

)
×
(
D
(
f[µj/τ]−3 − f[µj/τ]−2

)
−D[µj/τ]−2 (f1 − f2)
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+

[µj/τ]−3∑
s=2

D[µj/τ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}

+
(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)

×
(
D̃
(
f[µj/τ]−3 − f[µj/τ]−2

)
− D̃[µj/τ]−2 (f1 − f2)

+

[µj/τ]−3∑
s=2

D̃[µj/τ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}




+
L∑

j=1

βj

{
i

2

{(
I − iτA1/2

2

)−1

D̃[λj/τ ]−1 −
(
I +

iτA1/2

2

)−1

D[λj/τ ]−1

}
×A−1/2

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]}

+
1

2

{(
I +

iτA1/2

2

)
D[λj/τ ]−1 +

(
I − iτA1/2

2

)
D̃[λj/τ ]−1

}

×

[(
I +

τ 2A

4

)−1 (
f0 −

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]})

+
τ

2

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]
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+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]}]
+ τ

(
I +

τ 2A

4

)−1

f[λj/τ ]−1

+
A−1/2

i

[(
D − D̃

)
f[λj/τ ]−1 +

(
D̃[λj/τ ]−1 −D[λj/τ ]−1

)
f1

+
(
iτA1/2

)−1
(
I − iτA1/2

2

)
×
(
D
(
f[λj/τ ]−3 − f[λj/τ ]−2

)
−D[λj/τ ]−2 (f1 − f2)

+

[λj/τ ]−3∑
s=2

D[λj/τ ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}

+
(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)

×
(
D̃
(
f[λj/τ ]−3 − f[λj/τ ]−2

)
− D̃[λj/τ ]−2 (f1 − f2)

+

[λj/τ ]−3∑
s=2

D̃[λj/τ ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+

(
λj −

[
λj

τ

]
τ +

τ

2

)(
f[λj/τ ] −

{
1

2

[
D[λj/τ ] + D̃[λj/τ ]

]
×
{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]}

+
A−1/2

2i

{
D̃[λj/τ ] −D[λj/τ ]

}[(
I +

τ 2A

4

)−1

×
(
f0 −

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
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{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]})

+
τ

2
f0 +

τ

2

{
BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 {(g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r∑

s=−N+3

R−N+r−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]

+

[
g0 −BN−rg−N+r+1 + (τA)−1

(
1− τA

2

)
×
{
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
0∑

s=−N+r+3

B−s+1 {gs−2 − 2gs−1 + gs}

}]}]

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)[
f[λj/τ ]−1 −D[λj/τ ]−1f1

+
(
iτA1/2

)−1
(
I − iτA1/2

2

)
×
((
f[λj/τ ]−2 − f[λj/τ ]−1

)
−D[λj/τ ]−2 (f1 − f2)

+

[λj/τ ]−2∑
s=2

D[λj/τ ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+

1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)[
f[λj/τ ]−1 − D̃[λj/τ ]−1f1

−
(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)
×
((
f[λj/τ ]−2 − f[λj/τ ]−1

)
− D̃[λj/τ ]−2 (f1 − f2)

+

[λj/τ ]−2∑
s=2

D̃[λj/τ ]−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}


+ ϕ


formülü elde edilir. Buradan, (4.101) formülü ve (4.72), (4.73), (4.74) kestirimlerinin

yardımıyla,∥∥∥∥∥A
(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

≤M
[
‖Aϕ‖H +

∥∥A1/2f0

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f0) τ

−1
∥∥

H

+ max
2≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g0 − g−1) τ

−1
∥∥

H
+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥(gk+1 − 2gk + gk−1) τ
−2
∥∥

H

]
(4.102)
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kestirimi alınır.

Son olarak, ‖Auk‖H için kestirim elde edilecektir. Öncelikle −N + 1 < k < −N + r

aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel formulü ve (4.85) formülü kullanılarak,

uk = RN+ku−N + A−1
[
gk −RN+kg−N+1

+ (τA)−1 ((gk−1 − gk)−RN+k−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
k−1∑

s=−N+2

Rk−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]
(4.103)

formülü elde edilir. Sonra da −N + r+1 ≤ k ≤ 0 aralığında inceleyelim. Bu durumda,

Abel formulü ve (4.88) formülü kullanılarak,

uk = BN−r+kRru−N + A−1BN−r+k [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 ((g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r−1∑
s=−N+2

R−N+r−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]
+A−1

[
gk −BN−r+kg−N+r+1

+ (τA)−1

(
I − τA

2

)(
(gk−1 − gk)−BN−r+k−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
k−1∑

s=−N+r+2

Bk−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]
(4.104)

formülü elde edilir. Buradan, (4.103), (4.104) formülleri ve (4.73), (4.74) kestirimlerinin

yardımıyla,

‖Auk‖H ≤M

[∥∥∥∥∥A
(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

+
∥∥τ−1 (g−1 − g0)

∥∥
H

+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+ max
−(N−2)≤k≤−1

∥∥τ−2 (gk+1 − 2gk + gk−1)
∥∥

H

]
(4.105)

kestirimi alınır. Şimdi ise 1 ≤ k ≤ N aralığında inceleyelim. Bu durumda, Abel

formulü ve (4.89), (4.90) formülleri kullanılarak,

u1 =

(
I +

τ 2A

4

)−1 [(
I − τ 2A

4

)
×A−1

{
BN−rRru−N +BN−rg−N+r −Rrg−N+1
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+ (τA)−1 ((g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r−1∑
s=−N+2

R−N+r−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]}
+
[
g0 −BN−rg−N+r+1

+ (τA)−1

(
I − τA

2

)(
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
−1∑

s=−N+r+2

B−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]}

−τ
(
I +

τ 2A

4

)−1 (
f0 −

{
BN−rARru−N +BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 ((g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r−1∑
s=−N+2

R−N+r−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]
+
[
g0 −BN−rg−N+r+1

+ (τA)−1

(
I − τA

2

)(
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
−1∑

s=−N+r+2

B−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]})
+
τ 2

2
g0

]
, (4.106)

uk =
1

2

(
Dk + D̃k

){
BN−rRru−N + A−1BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 ((g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r−1∑
s=−N+2

R−N+r−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]
+ A−1

[
g0 −BN−rg−N+r+1

(τA)−1

(
I − τA

2

)(
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
−1∑

s=−N+r+2

B−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]}

+
1

2i
A−1/2

(
D̃k −Dk

)((
I +

τ 2A

4

)−1

×
(
f0 −

{
ABN−rRru−N +BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 ((g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r−1∑
s=−N+2

R−N+r−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]
+
[
g0 −BN−rg−N+r+1

(τA)−1

(
I − τA

2

)(
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
−1∑

s=−N+r+2

B−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]})
+
τ

2
f0
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+
τ

2

{
ABN−rRru−N +BN−r [g−N+r −Rrg−N+1

+ (τA)−1 ((g−N+r−1 − g−N+r)−Rr−1 (g−N+1 − g−N+2)

+
−N+r−1∑
s=−N+2

R−N+r−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]
+
[
g0 −BN−rg−N+r+1

(τA)−1

(
I − τA

2

)(
(g−1 − g0)−BN−r−1 (g−N+r+1 − g−N+r+2)

+
−1∑

s=−N+r+2

B−s {gs+1 − 2gs + gs−1}

)]}

+
1

2
A−1

(
I − iτA1/2

2

)[
fk−1 −Dk−1f1 +

(
iτA1/2

)−1
(
I − iτA1/2

2

)

×

(
(fk−2 − fk−1)−Dk−2 (f1 − f2) +

k−2∑
s=2

Dk−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}

)]

+
1

2
A−1

(
I +

iτA1/2

2

)[
fk−1 − D̃k−1f1 −

(
iτA1/2

)−1
(
I +

iτA1/2

2

)

×

(
(fk−2 − fk−1)− D̃k−2 (f1 − f2) +

k−2∑
s=2

D̃k−1−s {fs+1 − 2fs + fs−1}

)]
(4.107)

formülleri elde edilir. Buradan, (4.106), (4.107) formülleri ve (4.72), (4.73), (4.74)

kestirimleri yardımıyla,∥∥∥∥A(u1 + u0

2

)∥∥∥∥
H

≤M

[∥∥∥∥∥A
(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥τ−1 (g−1 − g0)

∥∥
H

+ max
−(N−1)≤k≤−1

∥∥τ−2 [gs+1 − 2gs + gs−1]
∥∥

H

]
, (4.108)∥∥∥∥A(uk + uk−1

2

)∥∥∥∥
H

≤M

[∥∥∥∥∥A
(
I +

iτA1/2

2

)−1

u−N

∥∥∥∥∥
H

+
∥∥A1/2f0

∥∥
H

+
∥∥(f1 − f0) τ

−1
∥∥

H

+ max
2≤k≤N−2

∥∥(fk+1 − 2fk + fk−1) τ
−2
∥∥

H
+
∥∥A1/2g0

∥∥
H

+
∥∥(g−1 − g0) τ

−1
∥∥

H

+ max
−(N−2)≤k≤−1

∥∥τ−2 (gs+1 − 2gs + gs−1)
∥∥

H

]
, 2 ≤ k ≤ N (4.109)

kestirimleri alınır. Sonuç olarak, (4.102), (4.105), (4.108), (4.109) kestirimleri birleştirilerek

ve üçgen eşitsizliği kullanılarak, (4.80) kestirimi elde edilir. Böylece, Teorem 4.7’nin

ispatı tamamlanmış olur.
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Şimdi, Teorem 4.7’nin uygulamaları verilecektir. İlk olarak, (2.21) lokal olmayan

sınır değer problemi alınmıştır. Burada (2.21) probleminin diskritizasyonu iki adımda

incelenir. Birinci adımda, Ax
h fark operatörünün yardımıyla, (2.21) problemi, (3.31)

adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür. İkinci adımda ise (3.31) problemi için

(4.71) fark şeması kullanılarak

uh
k+1(x)−2uh

k(x)+uh
k−1(x)

τ2 + 1
2
Ax

hu
h
k (x) + 1

4
Ax

h

(
uh

k+1 (x) + uh
k−1 (x)

)
= fh

k (x) ,

fh
k (x) = {f(yk, xn)}K−1

1 , x ∈ [0, 1]h, yk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = 1,(
I + τ2

4
Ax

h

) [(
I + τ2

4
Ax

h

)
τ−1

(
uh

1 (x)− uh
0 (x)

)
− τ

2

(
gh
0 (x)− Ax

hu
h
0 (x)

)]
= Zh

1 (x) , Zh
1 (x) = fh

0 (x)− Ax
hu

h
0 (x) ,

fh
0 (x) = {f(0, xn)}K−1

1 , gh
0 (x) = {g(0, xn)}K−1

1 ,
uh

k(x)−uh
k−1(x)

τ
+ Ax

hu
h
k (x) = gh

k (x) , x ∈ [0, 1]h,
uh

k(x)−uh
k−1(x)

τ
+ 1

2
Ax

h

(
uh

k (x) + uh
k−1 (x)

)
= gh

k (x) , x ∈ [0, 1]h,

gh
k (x) =

{
g(yk − τ

2
, xn)

}K−1

1
, yk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0,

uh
−N (x) =

N∑
j=1

αj

(
uh

[µj/τ ] (x) + (µj − [
µj

τ
]τ)

uh
[µj/τ ]

(x)−uh
[µj/τ ]−1

(x)

τ

)
+

L∑
j=1

βj

[
uh
[λj/τ ]

(x)−uh
[λj/τ ]−1

(x)

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ + τ

2

)
×
(
fh

[
λj
τ

]
(x)− Ax

hu
h

[
λj
τ

]
(x)

)]
+ ϕh (x) , x ∈ [0, 1]h

(4.110)

fark şeması elde edilir.

Teorem 4.8. Eğer τ ve h yeterince küçük sayılar ise, bu durumda (4.110) fark

şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

∥∥uh
k

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤N

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

∥∥(uh
k

)
x

∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
0

∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥(fh
k − fh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h

+
∥∥gh

0

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥(gh
k − gh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h
+
∥∥∥ϕh

−
x

∥∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥∥(uk
−
x

)
x

∥∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N

∥∥∥∥∥∥
(
uk
−
x

)
x

+
(
uk−1
−
x

)
x

2

∥∥∥∥∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
0x

∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
fh

1 − fh
0

)∥∥
L2h
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+ max
2≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
fh

k+1 − 2fh
k + fh

k−1

)∥∥
L2h

+
∥∥gh

0x

∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
gh
0 − gh

−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤−1

∥∥τ−2
(
gh

k+1 − 2gh
k + gh

k−1

)∥∥
L2h

+
∥∥∥(ϕh

−
x

)
x

∥∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M1 katsayısı τ , h, fh

k , 1 ≤ k < N, gh
k ,

−N < k ≤ 0 ve ϕh(x)’den bağımsızdır.

Teorem 4.8’in ispatı, soyut Teorem 4.7 ve (3.30) formülü ile tanımlanan Ax
h fark

operatörünün simetri özelliklerine dayanmaktadır.

İkinci olarak, (2.22) karma sınır değer problemi ele alınmıştır. (2.22) probleminin

diskritizasyonu iki adımda incelenir. Birinci adımda, Ax
h fark opertörünün yardımıyla,

(2.22) problemi (3.34) adi diferansiyel denklem sistemine dönüştürülür. İkinci adımda

ise (3.34) problemi için (4.71) fark şeması kullanılarak

uh
k+1(x)−2uh

k(x)+uh
k−1(x)

τ2 + 1
2
Ax

hu
h
k (x) + 1

4
Ax

h

(
uh

k+1 (x) + uh
k−1 (x)

)
= fh

k (x) , fh
k (x) = fh(yk, x), x ∈ Ω̃h, yk = kτ , 1 ≤ k < N,(

I + τ2

4
Ax

h

) [(
I + τ2

4
Ax

h

)
τ−1

(
uh

1 (x)− uh
0 (x)

)
− τ

2

(
gh
0 (x)− Ax

hu
h
0 (x)

)]
= Zh

1 (x) , x ∈ Ω̃h,

Zh
1 (x) = fh

0 (x)− Ax
hu

h
0 (x) , x ∈ Ω̃h,

fh
0 (x) = {f(0, xn)}K−1

1 , gh
0 (x) = {g(0, xn)}K−1

1

uh
k(x)−uh

k−1(x)

τ
+ Ax

hu
h
k (x) = gh

k (x) , x ∈ Ω̃h,
uh

k(x)−uh
k−1(x)

τ
+ 1

2
Ax

h

(
uh

k (x) + uh
k−1 (x)

)
= gh

k (x) , x ∈ Ω̃h,

gh
k (x) = gh(yk − τ

2
, x), yk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0, x ∈ Ω̃h,

uh
−N (x) =

N∑
j=1

αj

(
uh

[µj/τ ] (x) + (µj − [
µj

τ
]τ)

uh
[µj/τ ]

(x)−uh
[µj/τ ]−1

(x)

τ

)
+

L∑
j=1

βj

[
uh
[λj/τ ]

(x)−uh
[λj/τ ]−1

(x)

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ + τ

2

)
×
(
fh

[
λj
τ

]
(x)− Ax

hu
h

[
λj
τ

]
(x)

)]
+ ϕh, x ∈ Ω̃h

(4.111)

fark şeması elde edilir.

Teorem 4.9. Eğer τ ve |h| yeterince küçük sayılar ise, bu durumda (4.111) fark

şemasının çözümü için aşağıdaki

max
−N≤k≤N

∥∥uh
k

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤N

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N≤k≤N

n∑
r=1

∥∥∥(uh
k

)
xr,jr

∥∥∥
L2h

≤M1

[∥∥fh
0

∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥(fh
k − fh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h
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+
∥∥gh

0

∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥(gh
k − gh

k−1

)
τ−1
∥∥

L2h
+

n∑
r=1

∥∥∥(ϕh
)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

]
,

max
1≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
uh

k+1 − 2uh
k + uh

k−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

n∑
r=1

∥∥∥(uh
k

)
−
xrxr,jr

∥∥∥
L2h

+ max
1≤k≤N

n∑
r=1

∥∥∥∥∥
(
uh

k

)
−
xrxr,jr

+
(
uh

k−1

)
−
xrxr,jr

2

∥∥∥∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤0

∥∥τ−1
(
uh

k − uh
k−1

)∥∥
L2h

≤M1

[
n∑

r=1

∥∥∥(fh
0

)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
fh

1 − fh
0

)∥∥
L2h

+ max
2≤k≤N−1

∥∥τ−2
(
fh

k+1 − 2fh
k + fh

k−1

)∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥(gh
0

)
−
xr,jr

∥∥∥
L2h

+
∥∥τ−1

(
gh
0 − gh

−1

)∥∥
L2h

+ max
−N+1≤k≤−1

∥∥τ−2
(
gh

k+1 − 2gh
k + gh

k−1

)∥∥
L2h

+
n∑

r=1

∥∥∥(ϕh
)
−
xrxr,jr

∥∥∥
L2h

]
kararlılık kestirimleri sağlanır. Burada, M1 katsayısı τ , h, fh

k , 1 ≤ k < N, gh
k ,

−N < k ≤ 0 ve ϕh(x)’den bağımsızdır.

Teorem 4.9’un ispatı, soyut Teorem 4.7, (3.33) formülü ile tanımlanan Ax
h fark

operatörünün simetri özelliklerine ve Teorem 3.4’e dayanmaktadır.
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5 SAYISAL SONUÇLAR

Yukarıdaki kararlılık eşitsizliklerindeki sabit sayılar için keskin bir kestirim alınamaktadır.

Bu yüzden, hiperbolik-parabolik denklem için lokal olmayan sınır değer probleminin

∂2u(t,x)

∂t2
− ∂2u(t,x)

∂x2 = f (t, x) , 0 < t < 1, 0 < x < 1,

∂u(t,x)
∂t

− ∂2u(t,x)
∂x2 = g (t, x) , − 1 < t < 0, 0 < x < 1,

u(0+, x) = u(0−, x), ut(0+, x) = ut(0−, x), 0 ≤ x ≤ 1,

u(−1, x) = u (1, x) + ut(1, x) + ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ 1,

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, − 1 ≤ t ≤ 1,

f (t, x) = e(1−t2) (−2 + 4t2 + π2) sinπx,

g (t, x) = e(1−t2) (−2t+ π2) sinπx,

ϕ (x) = 2 sin πx

(5.1)

sayısal çözümleri verilecektir. Bu problemin tam çözümü

u (t, x) = e(1−t2) sin πx

şeklindedir.

Buradaki (5.1) lokal olmayan sınır değer probleminin yaklaşık çözümleri için, birinci

ve i-kinci basamaktan doğruluklu fark şemaları kullanılacaktır. İkinci ve dördüncü

mertebeden, katsayıları matris olan, n’ye göre fark denklemleri elde edilecektir. Bu

fark denklemlerini çözmek için, iyileştirilmiş Gauss eliminasyon yöntemi kullanılacaktır.

Sayısal denemelerin sonucu olarak ikinci basamaktan doğruluklu fark şemalarının bi-

rinci basamaktan doğruluklu fark şemalarına oranla daha doğru olduğu gösterilecektir.
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5.1 Birinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şeması

Burada, birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (3.1) uygulanarak, (5.1) problemi-

nin yaklaşık çözümleri için



uk+1
n −2uk

n+uk−1
n

τ2 − uk+1
n+1−2uk+1

n +uk+1
n−1

h2 = f(tk+1, xn), tk+1 = (k + 1) τ ,

1 ≤ k ≤ N − 1, Nτ = 1, xn = nh, 1 ≤ n ≤M − 1, Mh = π,

uk
n−uk−1

n

τ
− uk

n+1−2uk
n+uk

n−1

h2 = g(tk, xn), tk = kτ ,

−N + 1 ≤ k ≤ 0, xn = nh, 1 ≤ n ≤M − 1,

u1
n − u0

n = u0
n − u−1

n , 1 ≤ n ≤M − 1,

u−N
n = uN

n + uN
n −uN−1

n

τ
+ 2 sin πxn, xn = nh, 1 ≤ n ≤M − 1,

uk
0 = uk

M = 0, 0 ≤ k ≤ N

(5.2)

birinci basamaktan doğruluklu fark şeması kurulur. Böylece, (2N + 1) × (2N + 1)

boyutlu doğrusal denklem sistemi elde edilmiş olur. Bu doğrusal denklem sistemi

düzenlenerek matris formunda yazılırsa, A Un+1 +B Un + C Un−1 = Dϕn, 1 ≤ n ≤M − 1,

U0 = 0̃, UM = 0̃

elde edilir. Burada,

A =



0 0 0 0 0 · 0 0 0

0 a 0 0 0 · 0 0 0

0 0 a 0 0 · 0 0 0

· · · · · · · · ·

0 0 0 0 a · 0 0 0

0 0 0 0 0 · a 0 0

0 0 0 0 0 · 0 a 0

0 0 0 0 0 · 0 0 a

0 0 0 0 0 · 0 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,
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B =



1 0 0 0 0 0 0 0 1
τ

− 1
τ
− 1

b c 0 0 0 0 0 0 0 0

0 b c 0 0 0 0 0 0 0

· · · · · · · ·. · ·

0 0 0 b c 0 0 0 0 0

0 0 0 0 d e f 0 0 0

0 0 0 0 0 d e f 0 0

· · · · · · · · · ·

0 0 0 0 · 0 0 d e f

0 0 0 0 1 −2 1 0 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,

ve

C = A, D =


1 0 · 0

0 1 · 0

· · · ·

0 0 · 1


(2N+1)×(2N+1)

,

Us =



U−N
s

· · ·

U0
s

U1
s

· · ·

UN
s


(2N+1)×(1)

, s = n± 1, n

dir. Ayrıca,

a = − 1

h2
, b =

1

τ
, c =

1

τ
+

2

h2
, d =

1

τ 2
, e = − 2

τ 2
, f =

1

τ 2
+

2

h2
,

ϕk
n =



2 sin(πxn),

g(tk, xn), −N + 1 ≤ k ≤ 0,

f(tk+1, xn), 1 ≤ k ≤ N − 1,

0, k = N,

, ϕn =



ϕ−N
n

· · ·

ϕ0
n

ϕ1
n

· · ·

ϕN
n


(2N+1)×(1)

dir. Dolayısıyla, ikinci mertebeden katsayıları matris olan, n’ye göre fark denklemleri

elde edilmiş olur. Bu fark denklemlerini çözmek için, iyileştirilmiş Gauss eliminasyon
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yöntemini kullanalım. Yani, matris denkleminin

Un = αn+1Un+1 + βn+1, n = M − 1, · · ·, 2, 1, 0 (5.3)

formunda bir çözümünü araştıralım. Bu son denklemde αj’ler (j = 1, · · ·,M − 1),

(2N + 1)× (2N + 1) boyutlu kare matrisler ve βj’ler (j = 1, · · ·,M − 1), (2N + 1)× 1

boyutlu sütun matrislerdir. U0 = 0̃ ve UM = 0̃ olduğu için α1, (2N + 1)× (2N + 1) ve

β1, (2N + 1)× 1 boyutlu sıfır matrislerdir. Buradan, (5.3) denkleminde n yerine s− 1

ve s yazılarak ve ayrıca

A Un+1 +B Un + C Un−1 = Dϕn

denklemi kullanılarak,

[A+Bαn+1 + Cαnαn+1]Un+1 +
[
Bβn+1 + Cαnβn+1 + Cβn

]
= Dϕn (5.4)

denklemi elde edilir. Eğer A+Bαn+1 + Cαnαn+1 = 0,

Bβn+1 + Cαnβn+1 + Cβn = Dϕn, 1 ≤ n ≤M − 1

olarak seçilirse (5.4) denklemi sağlanır. Böylece, αn+1 = − (B + Cαn)−1A,

βn+1 = (B + Cαn)−1 (Dϕn − Cβn) , 1 ≤ n ≤M − 1

formülleri elde edilmiş olur. Farklı N ve M değerleri verildiğinde, (5.1) probleminin

sayısal çözümlerini yukarıdaki yöntem ile bulan bir matlab programı Ek 1 kısmında

verilmiştir.

5.2 İkinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şemaları

İlk olarak, ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.1) ve

2u (0)− 5u (h) + 4u (2h)− u (3h)

h2
− u′′ (0) = O

(
h2
)
,

2u (1)− 5u (1− h) + 4u (1− 2h)− u (1− 3h)

h2
− u′′ (1) = O

(
h2
)
,

u (xn+2)− 4u (xn+1) + 6u (xn)− 4u (xn−1) + u (xn−2)

h4
− uıv (xn) = O

(
h2
)
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uygulanarak, (5.1) probleminin yaklaşık çözümleri için



uk+1
n −2uk

n+uk−1
n

τ2 − uk
n+1−2uk

n+uk
n−1

h2 + τ 2
(

uk+1
n+2−4uk+1

n+1+6uk+1
n −4uk+1

n−1+uk+1
n−2

4h4

)
= f(tk, xn), 1 ≤ k ≤ N − 1, 2 ≤ n ≤M − 2,

uk
n−uk−1

n

τ
− uk

n+1−2uk
n+uk

n−1

h2 + τ
(

uk
n+2−4uk

n+1+6uk
n−4uk

n−1+uk
n−2

2h4

)
= g(tk − τ

2
, xn), −N + 1 ≤ k ≤ 0, 2 ≤ n ≤M − 2,

u1
n−u0

n

τ
− τ

(
u1

n+1−2u1
n+u1

n−1−u0
n+1+2u0

n−u0
n−1

h2

)
= τ

2

(
f (0, xn) + 1

h2

(
u0

n+1 − 2u0
n + u0

n−1

))
+
(
g (0, xn) + 1

h2

(
u0

n+1 − 2u0
n + u0

n−1

))
, xn = nh, 1 ≤ n ≤M − 1,

u−N
n = uN

n + 3uN
n −4uN−1

n +uN−2
n

2τ
+ ϕ (xn) , 0 ≤ n ≤M,

uk
0 = uk

M = 0, 0 ≤ k ≤ N,

uk
1 = 4

5
uk

2 − 1
5
uk

3, u
k
M−1 = 4

5
uk

M−2 − 1
5
uk

M−3, 0 ≤ k ≤ N.

(5.5)

fark şeması kurulur. Böylece, yine (2N + 1) × (2N + 1) boyutlu doğrusal denklem

sistemi elde edilmiş olur. Bu doğrusal denklem sistemi düzenlenerek matris formunda

yazılırsa

A Un+2 +B Un+1 + C Un +DUn−1 + EUn−2 = Rϕn, 2 ≤ n ≤M − 2,

U0 = 0, UM = 0,

U1 = 4
5
U2 − 1

5
U3,

UM−1 = 4
5
UM−2 − 1

5
UM−3

elde edilir. Burada

A =



0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 x 0 0 · 0 0 0 0

0 0 x 0 · 0 0 0 0

0 0 0 x · 0 0 0 0

· · · · · · · · ·

0 0 0 0 · 0 y 0 0

0 0 0 0 · 0 0 y 0

0 0 0 0 · 0 0 0 y

0 0 0 0 · 0 0 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,
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B =



0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 z 0 0 · 0 0 0 0

0 0 z 0 · 0 0 0 0

0 0 0 z · 0 0 0 0

0 0 0 0 · w v 0 0

0 0 0 0 · 0 w v 0

0 0 0 0 · 0 0 w v

0 0 0 · m n · 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,

C =



1 0 0 0 · 0 − 1
2τ

2
τ

− 3
2τ
− 1

0 a 0 0 · 0 0 0 0

0 0 a 0 · 0 0 0 0

0 0 0 a · 0 0 0 0

· · · · · · · · ·

0 0 0 0 · b c 0 0

0 0 0 0 · 0 b c 0

0 0 0 0 · 0 0 b c

0 0 · p q p · 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,

ve

D = B, E = A,

R =


1 0 · 0

0 1 · 0

· · · ·

0 0 · 1


(2N+1)×(2N+1)

,

Us =



U−N
s

· · ·

U0
s

U1
s

· · ·

UN
s


(2N+1)×(1)

, s = n± 2, n± 1, n

dir. Ayrıca,

x =
τ

2h4
, y =

τ 2

4h4
, z = − 1

h2
− 2τ

h4
, w = − 1

h2
,

v = −τ
2

h4
, m =

τ

h2
− τ

2h2
− 1

h2
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n =
1

τ
+

2τ

h2
, a =

3τ

h4
+

1

τ
+

2

h2
, b = − 2

τ 2
+

2

h2
,

c =
1

τ 2
+

3τ 2

2h4
, p =

1

τ
+

2τ

h2
, q = −1

τ
− 2

h2
+

τ

h2
+

2

h2
,

ϕk
n =



2 sin(πxn),

g(tk − τ
2
, xn)− τ

2h2

[
g(tk − τ

2
, xn+1) + g(tk − τ

2
, xn) + g(tk − τ

2
, xn−1)

]
,

−N + 1 ≤ k ≤ 0,

f(tk, xn), 1 ≤ k ≤ N − 1,

0, k = N,

ϕn =



ϕ−N
n

· · ·

ϕ0
n

ϕ1
n

· · ·

ϕN
n


(2N+1)×(1)

dir. Dolayısıyla, dördüncü mertebeden katsayıları matris olan, n’ye göre fark denk-

lemleri elde edilmiş olur. Bu fark denklemlerini çözmek için, iyileştirilmiş Gauss eli-

minasyon yöntemini kullanalım. Yani, matris denkleminin

Un = αn+1Un+1 + βn+1Un+2 + γn+1, n = M − 2, · · ·, 2, 1, 0

formunda bir çözümünü araştıralım. Bu son denklemde αj, βj’ler (j = 1, · · ·,M − 1),

(2N + 1)× (2N + 1) boyutlu kare matrisler ve γj’ler (j = 1, · · ·,M − 1), (2N + 1)× 1

boyutlu sütun matrislerdir. Böylece, αn+1, βn+1, γn+1 için n = 2, · · ·,M−1 olmak üzere
αn+1 = −(C +Dαn + Eβn−1 + Eαn−1αn)−1(B +Dβn + Eαn−1βn),

βn+1 = −(C +Dαn + Eβn−1 + Eαn−1αn)−1(A),

γn+1 = (C +Dαn + Eβn−1 + Eαn−1αn)−1(Rϕn −Dγn − Eαn−1γn − Eγn−1)

formülleri elde edilir. Burada,

α1 ve β1, (2N + 1)× (2N + 1) boyutlu sıfır matrisler,

I, (2N + 1)× (2N + 1) boyutlu birim matris,

α2 = 4
5
I ve β2 = −1

5
I,

γ1 ve γ2, (2N + 1)× 1 boyutlu sıfır matrislerdir.

Ayrıca,
UM = 0̃,

UM−1 = [(βM−2 + 5I)− (4I − αM−2)αM−1]
−1[(4I − αM−2)γM−1 − γM−2],

UM−2 = [(4I − αM−2)]
−1[(βM−2 + 5I)UM−1 + γM−2]
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dir. FarklıN veM değerleri verildiğinde, (5.1) probleminin sayısal çözümlerini, yukarıdaki

yöntem ile bulan bir matlab programı Ek 2 kısmında verilmiştir.

İkinci olarak, ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.36), (5.1) proble-minin

yaklaşık çözümleri için



uk+1
n −2uk

n+uk−1
n

τ2 − uk
n+1−2uk

n+uk
n−1

2h2 − uk+1
n+1−2uk+1

n +uk+1
n−1+uk−1

n+1−2uk−1
n +uk−1

n−1

4h2

= f(tk, xn), xn = nh, tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, 1 ≤ n ≤M − 1,

uk
n−uk−1

n

τ
− uk

n+1−2uk
n+uk

n−1

h2 + τ
(

uk
n+2−4uk

n+1+6uk
n−4uk

n−1+uk
n−2

2h4

)
= g(tk − τ

2
, xn)− τ

2h2

[
g
(
tk − τ

2
, xn+1

)
−2g

(
tk − τ

2
, xn

)
+ g

(
tk − τ

2
, xn−1

)]
,

xn = nh, tk = kτ , −N + 1 ≤ k ≤ 0, 1 ≤ n ≤M − 1,

u1
n−u0

n

τ
− τ

h2

(
u1

n+1 − 2u1
n + u1

n−1 − u0
n+1 + 2u0

n − u0
n−1

)
= τ

2

(
f (0, xn) + 1

h2

(
u0

n+1 − 2u0
n + u0

n−1

))
+
(
g (0, xn) + 1

h2

(
u0

n+1 − 2u0
n + u0

n−1

))
, xn = nh, 2 ≤ n ≤M − 2,

u−N
n = uN

n + 3uN
n −4uN−1

n +uN−2
n

2τ
+ ϕ (xn) , xn = nh, 1 ≤ n ≤M − 1,

uk
0 = uk

M = 0, 0 ≤ k ≤ N,

uk
1 = 4

5
uk

2 − 1
5
uk

3, u
k
M−1 = 4

5
uk

M−2 − 1
5
uk

M−3, 0 ≤ k ≤ N

(5.6)

ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması kurulur. Böylece, yine (2N + 1)× (2N + 1)

doğrusal denklem sistemi elde edilmiş olur. Bu doğrusal denklem sistemi düzenlenerek

matris formunda yazılırsa,

A Un+2 +B Un+1 + C Un +DUn−1 + EUn−2 = Rϕn, 2 ≤ n ≤M − 2,

U0 = 0, UM = 0,

U1 = 4
5
U2 − 1

5
U3,

UM−1 = 4
5
UM−2 − 1

5
UM−3
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matris denklemi elde edilir. Burada,

A =



0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 x 0 0 · 0 0 0 0

0 0 x 0 · 0 0 0 0

0 0 0 x · 0 0 0 0

· · · · · · · · ·

0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 0 0 0 · 0 0 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,

B =



0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 y 0 0 · 0 0 0 0

0 0 y 0 · 0 0 0 0

0 0 0 y · 0 0 0 0

· · · · · · · · ·

0 0 0 0 e f e 0 0

0 0 0 0 · e f e 0

0 0 0 0 · 0 e f e

0 0 0 · m n · 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,

C =



1 0 0 0 · 0 − 1
2τ

2
τ

− 3
2τ
− 1

z w 0 0 · 0 0 0 0

0 z w 0 · 0 0 0 0

0 0 z w · 0 0 0 0

· · · · · · · · ·

0 0 0 0 c d c 0 0

0 0 0 0 · c d c 0

0 0 0 0 · 0 c d c

0 0 · p q p · 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,

D = B, E = A, R =


1 0 · 0

0 1 · 0

· · · ·

0 0 · 1


(2N+1)×(2N+1)

,
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Us =



U−N
s

· · ·

U0
s

U1
s

· · ·

UN
s


(2N+1)×(1)

, s = n± 2, n± 1, n

dir. Ayrıca,

x =
τ

2h4
, y = −2τ

h4
− 1

2h2
, z = −1

τ
,

w =
1

τ
+

2

h2
+

3τ

h4
, e = − 1

4h2
, f = − 1

2h2

m =
τ

h2
− τ

2h2
− 1

h2
, n = − τ

h2
,

c =
1

τ 2
+

1

2h2
, d = − 2

τ 2
+

1

2h2

p =
1

τ
+

2τ

h2
, q = −1

τ
− 2τ

h2
+

τ

h2
+

2

h2
,

ϕk
n =



2 sin(πxn),

g(tk − τ
2
, xn)− τ

2h2

[
g(tk − τ

2
, xn+1) + g(tk − τ

2
, xn) + g(tk − τ

2
, xn−1)

]
,

−N + 1 ≤ k ≤ 0,

f(tk, xn), 1 ≤ k ≤ N − 1,

0, k = N

ve

ϕn =



ϕ−N
n

· · ·

ϕ0
n

ϕ1
n

· · ·

ϕN
n


(2N+1)×1

dir. Dolayısıyla, dördüncü mertebeden katsayıları matris olan, n’ye göre fark denk-

lemleri elde edilmiş olur. Bu fark denklemlerini çözmek için, iyileştirilmiş Gauss eli-

minasyon yöntemini kullanalım. Yani, matris denkleminin

Un = αn+1Un+1 + βn+1Un+2 + γn+1, n = M − 2, · · ·, 2, 1, 0
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formunda bir çözümünü araştıralım. Bu son denklemde αj, βj’ler (j = 1, · · ·,M − 1),

(2N + 1)× (2N + 1) boyutlu kare matrisler ve γj’ler (j = 1, · · ·,M − 1), (2N + 1)× 1

boyutlu sütun matrislerdir. Böylece, αn+1, βn+1, γn+1 için n = 2, · · ·,M−1 olmak üzere
αn+1 = −(C +Dαn + Eβn−1 + Eαn−1αn)−1(B +Dβn + Eαn−1βn),

βn+1 = −(C +Dαn + Eβn−1 + Eαn−1αn)−1(A),

γn+1 = (C +Dαn + Eβn−1 + Eαn−1αn)−1(Rϕn −Dγn − Eαn−1γn − Eγn−1)

formülleri elde edilir. Burada,

α1 ve β1, (2N + 1)× (2N + 1) boyutlu sıfır matrisler,

I, (2N + 1)× (2N + 1) boyutlu birim matris,

α2 = 4
5
I ve β2 = −1

5
I,

γ1 ve γ2, (2N + 1)× 1 boyutlu sıfır matrislerdir.

Ayrıca,
UM = 0̃,

UM−1 = [(βM−2 + 5I)− (4I − αM−2)αM−1]
−1[(4I − αM−2)γM−1 − γM−2],

UM−2 = [(4I − αM−2)]
−1[(βM−2 + 5I)UM−1 + γM−2]

dir. FarklıN veM değerleri verildiğinde, (5.1) probleminin sayısal çözümlerini, yukarıdaki

yöntem ile bulan bir matlab programı Ek 3 kısmında verilmiştir.

Üçüncü olarak, r-iyileştirilmiş Crank-Nicholson fark şeması tarafından oluşturulan

ikinci basamakta doğruluklu fark şeması (4.71) uygulanarak, (5.1) probleminin yaklaşık

çözümleri için



uk+1
n −2uk

n+uk−1
n

τ2 − uk
n+1−2uk

n+uk
n−1

2h2 − uk+1
n+1−2uk+1

n +uk+1
n−1+uk−1

n+1−2uk−1
n +uk−1

n−1

4h2

= f(tk, xn), xn = nh, tk = kτ , 1 ≤ k ≤ N − 1, 1 ≤ n ≤M − 1,

uk
n−uk−1

n

τ
− uk

n+1−2uk
n+uk

n−1

h2 = g(tk − τ
2
, xn),

xn = nh, tk = kτ , −N + 1 ≤ k ≤ −N + r, 1 ≤ n ≤M − 1,

uk
n−uk−1

n

τ
− uk

n+1−2uk
n+uk

n−1+uk−1
n+1−2uk−1

n +uk−1
n−1

2h2 = g(tk − τ
2
, xn),

xn = nh, tk = kτ , −N + r + 1 ≤ k ≤ 0, 1 ≤ n ≤M − 1,

u1
n−u0

n

τ
− τ

h2

(
u1

n+1 − 2u1
n + u1

n−1 − u0
n+1 + 2u0

n − u0
n−1

)
= τ

2

(
f (0, xn) + 1

h2

(
u0

n+1 − 2u0
n + u0

n−1

))
+
(
g (0, xn) + 1

h2

(
u0

n+1 − 2u0
n + u0

n−1

))
, xn = nh, 2 ≤ n ≤M − 2,

u−N
n = uN

n + 3uN
n −4uN−1

n +uN−2
n

2τ
+ ϕ (xn) , xn = nh, 1 ≤ n ≤M − 1,

uk
0 = uk

M = 0, 0 ≤ k ≤ N,

uk
1 = 4

5
uk

2 − 1
5
uk

3, u
k
M−1 = 4

5
uk

M−2 − 1
5
uk

M−3, 0 ≤ k ≤ N

(5.7)
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fark şeması kurulur. Böylece, yine (2N + 1)× (2N + 1) doğrusal denklem sistemi elde

edilmiş olur. Bu doğrusal denklem sistemi düzenlenerek

A Un+2 +B Un+1 + C Un +DUn−1 + EUn−2 = Rϕn, 2 ≤ n ≤M − 2,

U0 = 0, UM = 0,

U1 = 4
5
U2 − 1

5
U3

UM−1 = 4
5
UM−2 − 1

5
UM−3,

matris denklemi elde edilir. Burada,

A =



0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 0 0 0 · 0 0 0 0

· · · · · · · · ·

0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 0 0 0 · 0 0 0 0

0 0 0 0 · 0 0 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,

B =



0 0 0 0 0 · 0 0 0 0 0

0 e 0 0 0 · 0 0 0 0 0

0 0 e 0 0 · 0 0 0 0 0

· · · · · · 0 · · · ·

0 0 0 b b · 0 0 0 0 0

0 0 0 0 b b ·. 0 0 0 0

0 0 0 0 0 b a 0 · 0 0

0 0 0 0 0 0 b a 0 · 0

· · · · · · · · · · ·

0 0 0 0 0 · · · b a 0

0 0 0 0 0 · 0 0 0 0 0


(2N+1)×(2N+1)

,
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C =



1 0 0 0 0 0 · · · 0 − 1
2τ

2
τ

− 3
2τ
− 1

f g 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0

0 f g 0 0 0 · · · 0 0 0 0

· · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 h k 0 · · · 0 0 0 0

0 0 0 0 h k 0 · · 0 0 0 0

0 0 0 0 0 c d c · · 0 0 0

0 0 0 0 0 0 c d c · 0 0 0

· · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · p q p · · 0 0 0


(2N+1)×(2N+1)

D = B, E = A, R =


1 0 · 0

0 1 · 0

· · · ·

0 0 · 1


(2N+1)×(2N+1)

,

Us =



U−N
s

· · ·

U0
s

U1
s

· · ·

UN
s


(2N+1)×(1)

, s = n± 2, n± 1, n

dir. Ayrıca,

a = − 1

4h2
, b = − 1

2h2
, c =

1

τ 2
+

1

2h2
, d = − 2

τ 2
+

1

h2
,

e = − 1

h2
, f = −1

τ
, g =

1

τ
+

2

h2
, h = −1

τ
+

1

h2
, k =

1

τ
+

1

h2
,

p =
1

τ
+

2τ

h2
, q = −1

τ
− 2τ

h2
+

τ

h2
+

2

h2
,

ϕk
n =



2 sin(πxn),

g(tk − τ
2
, xn),−N + 1 ≤ k ≤ 0,

f(tk, xn), 1 ≤ k ≤ N − 1,

0, k = N,
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ve

ϕn =



ϕ−N
n

· · ·

ϕ0
n

ϕ1
n

· · ·

ϕN
n


(2N+1)×1

dir. Dolayısıyla, dördüncü mertebeden katsayıları matris olan, n’ye göre fark denk-

lemleri elde edilmiş olur. Bu fark denklemlerini çözmek için, iyileştirilmiş Gauss eli-

minasyon yöntemini kullanalım. Yani, matris denkleminin

Un = αn+1Un+1 + βn+1Un+2 + γn+1, n = M − 2, · · ·, 2, 1, 0

formunda bir çözümünü araştıralım. Bu son denklemde αj, βj’ler (j = 1, · · ·,M − 1),

(2N + 1)× (2N + 1) boyutlu kare matrisler ve γj’ler (j = 1, · · ·,M − 1), (2N + 1)× 1

boyutlu sütun matrislerdir. Böylece, αn+1, βn+1, γn+1 için n = 2, · · ·,M−1 olmak üzere
αn+1 = −(C +Dαn + Eβn−1 + Eαn−1αn)−1(B +Dβn + Eαn−1βn),

βn+1 = −(C +Dαn + Eβn−1 + Eαn−1αn)−1(A),

γn+1 = (C +Dαn + Eβn−1 + Eαn−1αn)−1(Rϕn −Dγn − Eαn−1γn − Eγn−1)

formülleri elde edilir. Burada,

α1 ve β1, (2N + 1)× (2N + 1) boyutlu sıfır matrisler,

I, (2N + 1)× (2N + 1) boyutlu birim matris,

α2 = 4
5
I ve β2 = −1

5
I

γ1 ve γ2, (2N + 1)× 1 boyutlu sıfır matrislerdir.

Ayrıca,
UM = 0̃,

UM−1 = [(βM−2 + 5I)− (4I − αM−2)αM−1]
−1[(4I − αM−2)γM−1 − γM−2],

UM−2 = [(4I − αM−2)]
−1[(βM−2 + 5I)UM−1 + γM−2]

dir. FarklıN veM değerleri verildiğinde, (5.1) probleminin sayısal çözümlerini, yukarıdaki

yöntem ile bulan bir matlab programı Ek 4 kısmında verilmiştir.

5.3 Hata Analizi

Hiperbolik-parabolik denklem için (5.1) lokal olmayan sınır değer problemi ele alınmıştır.

Bu problemin yaklaşık çözümleri için birinci ve ikinci basamaktan doğruluklu fark
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şemaları kullanılmıştır. (5.1) probleminin tam ve yaklaşık çözümleri aşağıdaki şekillerde

verilmiştir.

Figure 1: Şekil 5.1. Tam çözüm

Figure 2: Şekil 5.2. Birinci basamaktan doğruluklu fark şeması



116

Figure 3: Şekil 5.3. İkinci basamaktan doğrulukluk fark şemaları (4.1)

Figure 4: Şekil 5.4. İkinci basamaktan doğruluklu fark şemaları (4.36)
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Figure 5: Şekil 5.5. İkinci basamaktan doğruluklu fark şemaları (4.71)

Sonuçların karşılaştırılması için hatalar

EN
M = max

1≤k≤N−1

(
M−1∑
n=1

∣∣u (tk, xn)− uk
n

∣∣2 h) 1
2

formülüyle hesaplanır. Burada u (tk, xn), problemin gerçek çözümünü ve uk
n de, (tk, xn)

noktasında sayısal çözümü temsil etmektedir. Sonuçlar aşağıdaki tablolarda gösterilmiştir:

Tablo 5.1. N = M = 30 değerleri için farklı fark şemalarının hatalarının karşılaştırılması.

Fark Şemaları EN
M

Birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (3.1) 0.0370

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.1) 0.0069

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.36) 0.0059

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) (r = 3) 0.0056

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) (r = 2) 0.0033

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) (r = 1) 0.0012

Tablo 5.2. N = 30 ve M = 100 değerleri için farklı fark şemalarının hatalarının
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karşılaştırılması.

Fark Şemaları EN
M

Birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (3.1) 0.0362

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.1) 0.0039

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.36) 0.0036

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) (r = 3) 0.0053

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) (r = 2) 0.0028

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) (r = 1) 0.0005

Tablo 5.3. N = M = 100 değerleri için farklı fark şemalarının hatalarının

karşılaştırılması.

Fark Şemaları EN
M

Birinci basamaktan doğruluklu fark şeması (3.1) 0.0125

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.1) 0.0004

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.36) 0.0003

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) (r = 3) 0.0006

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) (r = 2) 0.0003

İkinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) (r = 1) 0.0001

Tablolardan da açık bir şekilde görüldüğü gibi, ikinci basamaktan doğruluklu fark

şemaları yöntemi, birinci basamaktan doğruluklu fark şemalarına kıyasla gerçek çözümlere

daha yakın sonuçlar vermektedir.

Son olarak, r = 0 ve N = M = 30 olduğu zaman, ikinci basamaktan doğruluklu

fark şeması (4.71) için hata 0.6924’tür. Bilindiği gibi r = 0 olduğunda tam Crank-

Nicholson fark şeması elde edilir. Ne yazık ki bu fark şeması çalıştığımız problem için

kararlı değildir. Bu yüzden, r-iyileştirilmiş Crank-Nicholson fark şeması tarafından

oluşturulan ikinci basamaktan doğruluklu fark şeması (4.71) kurulmuştur ve bu fark

şeması da birinci basamaktan doğruluklu fark şemasından daha doğru sonuçlar ver-

mektedir.
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6 SONUÇLAR

Bu çalışmanın esas amacı hiperbolik-parabolik denklemler için çok noktalı lokal ol-

mayan sınır değer problemlerinin kararlılık kestirimlerini elde etmektir. Yapılan bu

çalışmanın sonucunda aşağıdaki orijinal sonuçlar elde edilmiştir:

• H Hilbert uzayında self-adjoint pozitif tanımlı A operatörlü, soyut hiperbolik-

parabolik denklem için çok noktalı lokal olmayan sınır değer probleminin

d2u(t)
dt2

+ Au(t) = f(t)(0 ≤ t ≤ 1),

du(t)
dt

+ Au(t) = g(t)(−1 ≤ t ≤ 0),

u(−1) =
N∑

j=1

αju
(
µj

)
+

L∑
j=1

βju
′ (λj) + ϕ,

N∑
j=1

|αj|,
L∑

j=1

∣∣βj

∣∣ ≤ 1, 0 < µj, λj ≤ 1

(6.1)

çözümünün kararlılık kestirimleri elde edilmiştir.

• Hiperbolik-parabolik denklemler için iki çeşit lokal olmayan sınır değer problem-

lerinin çözümlerinin kararlılık kestirimleri ispatlanmıştır.

• Soyut (6.1) lokal olmayan sınır değer probleminin yaklaşık çözümlerini bulmak

için, tamsayı kuvvetli olan bir A operatörü tarafından oluşturulan, birinci ve

ikinci basamaktan doğruluklu fark şemaları

τ−2 (uk+1 − 2uk + uk−1) + Auk+1 = fk, fk = f (tk+1) ,

tk+1 = (k + 1) τ , 1 ≤ k < N,

τ−1 (uk − uk−1) + Auk = gk, gk = g(tk), tk = kτ , −N < k ≤ 0,

τ−1 (u1 − u0) = −Au0 + g0,

u−N =
N∑

j=1

αju[µj/τ ] +
L∑

j=1

βj

u[λj/τ ]−u[λj/τ ]−1

τ
+ ϕ,

(6.2)



τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + Auk + τ2

4
A2uk+1 = fk, fk = f(tk),

tk = kτ , 1 ≤ k < N, τ−1(I + τ 2A)(u1 − u0) = Z1,

Z1 = τ
2
(f(0)− Au0) + (g(0)− Au0),

τ−1(uk − uk−1) + A(I + τ
2
A)uk = (I + τ

2
A)gk,

gk = g(tk − τ
2
), tk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0,

u−N =
N∑

j=1

αj

(
u[µj/τ ] + (µj − [

µj

τ
]τ)

u[µj/τ ]−u[µj/τ ]−1

τ

)
+

L∑
j=1

βj

(
u[λj/τ ]−u[λj/τ ]−1

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ + τ

2

)(
f

[
λj
τ

]
− Au

[
λj
τ

]

))
+ ϕ,

(6.3)
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

τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + 1
2
Auk + 1

4
A(uk+1 + uk−1) = fk, fk = f(tk),

tk = kτ , 1 ≤ k < N,(
I + τ2A

4

)((
I + τ2A

4

)
τ−1 (u1 − u0)− τ

2
(g0 − Au0)

)
= f0 − Au0,

τ−1(uk − uk−1) + A(I + τ
2
A)uk = (I + τ

2
A)gk,

gk = g(tk − τ
2
), tk = kτ , −(N − 1) ≤ k ≤ 0,

u−N =
N∑

j=1

αj

(
u[µj/τ ] +

(
µj − [

µj

τ
]τ
) u[µj/τ ]−u[µj/τ ]−1

τ

)
+

L∑
j=1

βj

(
u[λj/τ ]−u[λj/τ ]−1

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ + τ

2

) (
f[λj/τ ] − Au[λj/τ ]

))
+ ϕ,

(6.4)



τ−2(uk+1 − 2uk + uk−1) + 1
2
Auk + 1

4
A(uk+1 + uk−1) = fk, fk = f(tk),

tk = kτ , 1 ≤ k < N,(
I + τ2A

4

)((
I + τ2A

4

)
τ−1 (u1 − u0)− τ

2
(g0 − Au0)

)
= f0 − Au0,

τ−1(uk − uk−1) + Auk = gk, −N + 1 ≤ k ≤ −N + r,

τ−1(uk − uk−1) + A
2
(uk + uk−1) = gk, −N + r + 1 ≤ k ≤ 0,

gk = g(tk − τ
2
), tk = kτ , −N + 1 ≤ k ≤ 0,

u−N =
N∑

j=1

αj

(
u[µj/τ ] +

(
µj − [

µj

τ
]τ
) u[µj/τ ]−u[µj/τ ]−1

τ

)
+

L∑
j=1

βj

(
u[λj/τ ]−u[λj/τ ]−1

τ
+
(
λj − [

λj

τ
]τ + τ

2

) (
f[λj/τ ] − Au[λj/τ ]

))
+ ϕ

(6.5)

kurulmuştur.

• (6.2)-(6.5) fark şemalarının çözümlerinin kararlılık kestirimleri elde edilmiştir.

• Hiperbolik-parabolik denklemlerin iki çeşit lokal olmayan sınır değer problemleri

icin fark şemalarının çözümlerinin kararlılık kestirimleri ispatlanmıştır.

• Bu fark şemalarının çözümleri için sayısal sonuçlar alınmıştır.



121

KAYNAKLAR

1. Korzyuk, V.I. ve Lemeshevsky, S.V., “Problems on conjugation of polytypic

equations”, Mathematical Modelling and Analysis, vol. 6, no. 1, pp.106-116 (2001).

2. Vallet, G., “Weak entropic solution to a scalar hyperbolic-parabolic conser-

vation law”, Rev. R. Acad. Cien. Serie A. Mat., vol. 97, no. 1, pp. 147-152, (2003).

3. Glazatov, S. N., “Nonlocal boundary value problems for linear and nonlinear

equations of variable type”, Sobolev Institue of Mathematics SB RAS, Preprint no. 46,

26p, (1998).

4. Karatoprakliev, G. D., “On a nonlocal boundary value problem for hyperbolic-

parabolic equations”, Differensial’nye uravneniya, vol. 25, no. 8, pp. 1355-1359 (Rus-

sian), (1989).

5. Karatopraklieva, M. G., “On a nonlocal boundary value problem for an equa-

tion of mixed type”, Differensial’nye uravneniya, vol. 27, no. 1, pp. 68-79 (Russian),

(1991).

6. Gerish, A., Kotschote, M. ve Zacher, R., “Well-posed of a quasilinear hyperbolic-

parabolic system arising in mathematical biology”, Report on Analysis and Numerical

Mathematics, Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg, Germany, no. 04-24, Au-

gust 31, (2004).

7. Salahatdinov, M. S., “Equations of Mixed-Composite Type”, Tashkent: FAN,

156 p. (Russian), (1974).

8. Drujaev, T. D., “Boundary Value Problems for Equations of Mixed and

Mixed-Composite Types”, Tashkent: FAN, 238 p. (Russian), (1979).

9. Bazarov, D. ve Soltanov, H., “Some Local and Nonlocal Boundary Value

Problems for Equations of Mixed and Mixed-Composite Types”, Ashgabat: Ilym, ,

187 p. (Russian), (1995).



122

10. Vragaov, V. N., “Boundary value problems for nonclassical equations of

mathematical physics”, Textbook for Universities, Novosibirsk: NGU, (Russian), (1983).

11. Nakhusev, A. M., “Equations of Mathematical Biology”, Textbook for Uni-

versities, Moscow: Vysshaya Shkola, (Russian), (1995).

12. Krein, S. G., “Linear Differential Equations in a Banach Space”, Moscow:

Nauka, (Russian), (1966).

13. Ashralyev, A. ve Muradov, I., “On stability estimation of difference scheme

of a first order of accuracy for hyperbolic-parabolic equations”, Izv. Akad. Nauk

Turkmenistan Ser. Fiz.-Tekhn. Khim. Geol. Nauk, no 1, pp. 35-39 (Russian), (1996).

14. Ashralyev, A. ve Muradov, I., “On difference schemes second order of ac-

curacy for hyperbolic-parabolic equations”, in: Modeling the Processes in Exploration

of Gas Deposits and Applied Problems of Theoretical Gas Hydrodynamics, Ilim, Ash-

gabat, pp. 127-138 (Russian), (1998).

15. Ashralyev, A. ve Orazov, M. B., “Theory of operators and the methods of

solutions of boundary value problems for equations of mathematical physics”, 8 years

Turkmenistan’s. Independence, Ilim, Ashgabat, pp. 222-228 (Russian), (1999).

16. Ashralyev, A. ve Orazov, M. B., “The theory of operators and the stability

of difference schemes for partial differential equations mixed types”, Firat University,

Fen ve Muh. Bilimleri Dergisi, vol. 11, no. 3, no. 3, pp. 249-252, (1999).

17. Ashralyev, A. ve Yurtsever, A., “On a nonlocal boundary-value problem for

hyperbolic-parabolic equations”, in: Application of Mathematics in Engineering and

Economics 26, Heron Press and Technical University of Sofia, pp. 79-85, (2001).

18. Ashralyev, A. ve Yurtsever, A., “On difference schemes for hyperbolic-

parabolic equations”, Functional Differential Equations, vol. 7, no. 3-4, pp. 189-203,

(2000).

19. Ashralyev, A. ve Yurtsever, A., “On a nonlocal boundary value problem

for semilinear hyperbolic-parabolic equations”, Nonlinear Analysis. Theory. Methods

and Applications, vol. 47, pp. 3585-3592, (2001).



123

20. Ashralyev, A. ve Yurtsever, A., “A note on the second order of accuracy

difference schemes for hyperbolic-parabolic equations in a Hilbert space”, Proceedings

of Dynamic Systems and Applications, vol. 4, pp. 556-563, (2004).

21. Ashralyev, A. ve Yurtsever, A., “A note on the second order of accuracy

difference schemes for hyperbolic-parabolic equations”, Applied Mathematics and Com-

putation, vol. 165, pp. 517-537, (2005).

22. Ashralyev, A. ve Yurtsever, A., “On Difference Schemes for Hyperbolic-

Parabolic Equations”, Dynamical Systems and Applications, Proceedings, pp. 136-153,

(2004).

23. Ashralyev, A. ve Ozdemir, Y., “A note on the nonlocal boundary value

problem for hyperbolic-parabolic equations”, Functional Differential Equations, vol.

12, no. 1-2, pp.67-81, (2005).

24. Fattorini, H. O., “Second Order Linear Differential Equations in Banach

Spaces”, Notas de Matematica, North-Holland, (1985).

25. Piskarev, S. ve Shaw, Y., “On certain operator families related to cosine

operator function”, Taiwanese Journal of Mathematics, vol. 1, no. 4, pp. 3585-3592,

(1997).

26. Ozdemir, Y., “Difference Schemes of Nonlocal Boundary Value Problem for

Hyperbolic-Parabolic Equations, Master Thesis, 124p. (2005).

27. Ashralyev, A. ve Ozdemir, Y., “Stability of Difference Schemes for Hyperbolic-

Parabolic Equations”, Computers and Mathematics with Applications, vol. 50, pp.

1143-1476, (2005).



124

EKLER

Ek 1. Birinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şeması için Matlab Programı

function [table,es,p]=firstorder(N,M)

close; close;

if nargin<1; N=30 ; M=30 ;end;

tau=1/N; h=1/M;

A=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

A(i,i)=-1/(hˆ2); end;

for i=N+2:2*N;

A(i,i+1)=-1/(hˆ2); end;

B=zeros(2*N+1,2*N+1);

B(1,1)=1; B(1,2*N)=1/tau;

B(1,2*N+1)=-1/tau-1;

for i=1:N; B(i+1,i)=-1/tau; end;

for i=2:N+1;

B(i,i)=1/tau+2/(hˆ2); end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i)=-2/(tauˆ2); end;

for i=N+2:2*N-1;

B(i,i+1)=1/(tauˆ2)+2/(hˆ2); end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i+1)=1/(tauˆ2)+2/(hˆ2); end;

for i=N+1:2*N-1;

B(i+1,i)=1/(tauˆ2); end;

B(2*N+1,N)=1;

B(2*N+1,N+1)=-2;
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B(2*N+1,N+2)=1;

for i=1:2*N+1;

C(i,i)=1; end ;

C(2*N+1,2*N+1)=0;

alpha(2*N+1,2*N+1,1:1)= 0 ;

betha(2*N+1,1:1) = 0 ;

’fi(j) = fi(k,j) hesaplanıyor ’ ;

for j=1:M; x=j*h;

fii(1,j:j)=2*sin(pi*x); %%% alfa(xn)

for k=2:N+1;

x=j*h;

t=(-N+k-1)*tau ;

fii( k, j:j ) = g(t,x); %(piˆ2)*sin(pi*x); %%g(t,x,aaa); end;

for k=N+2:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau+tau;

x=j*h;

fii( k, j:j ) = f(t,x) ; %(piˆ2)*sin(pi*x); %%f(t,x,aaa); end; end;

’alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;

for j=1:M-1;

alpha( :, :, j+1:j+1 ) = - inv(B+A*alpha(:, :, j:j))*A ;

betha( :, j+1:j+1 ) = inv(B+A*alpha(:, :, j:j ) )*(C*( fii(:, j:j ))-(A* betha(:,j:j) ));

end;

U( 2*N+1,1, M:M ) = 0;

for z = M-1:-1:1 ;

U(:,:, z:z ) = alpha(:,:,z+1:z+1)* U(:,:,z+1:z+1 ) + betha(:,z+1:z+1); end;

for z = 1:M ;

p(:,z+1:z+1)=U(:,:,z:z); end;
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’EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1;

for k=1:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h; %exact solution on grid points,

es(k,j) = exact(t,x); end; end;

’ERROR ANALYSIS’;

maxes=max(max(es));

maxapp=max(max(p));

maxerror=max(max(abs(es-p)));

relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(abs(p)));

cevap=[maxes,maxapp,maxerror,relativeerror];

table=[es;p]; table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%%%%

q=min(min(table)); w=max(max(table));

figure;

[xler,tler]=meshgrid(0:h:1,-1:tau:1);

surf(xler,tler,es); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);

title(’EXACT SOLUTION’);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

rotate3d; figure;

surf(xler,tler,p); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);

title(’FIRST ORDER APPROXIMATE SOLUTION’);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

function estx=exact(t,x)

estx= exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)
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ftx=(-2 +4*tˆ2+ piˆ2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function gtx=g(t,x)

gtx=(-2*t + piˆ2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

Ek 2. İkinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şemaları (4.1) için Matlab

Programı

function [table,es,p]=secondorder1(N,M)

if nargin <1; N=30 ; M=30 ;end;

tau= 1/N ; h= 1 /M ;

A=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

A(i,i)=tau/(2*(hˆ4)); end; %diagonal (parabolic part)

for i=N+2:2*N;

A(i,i+1)=(tauˆ2)/(4*(hˆ4)); end; %diagonalın yukarısı (hyperbolic part)

B=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

B(i,i)=-1/(hˆ2)-2*tau/(hˆ4); end; %diagonal (parabolic part)

for i=N+2:2*N;

B(i,i)=-1/(hˆ2); end; %diagonal (hyperbolic part)

for i=N+2:2*N;

B(i,i+1)=-(tauˆ2)/(hˆ4) ; end; %diagonalın yukarısı (hyperbolic part)

B(2*N+1,N+1)= tau/(hˆ2)-tau /(2*(hˆ2))-1/(hˆ2);

B(2*N+1,N+2)=-tau/(hˆ2);

C=zeros(2*N+1,2*N+1);

C(1,1)=1;

C(1,2*N-1)=-1/(2*tau);

C(1,2*N)=2/(tau);

C(1,2*N+1)=-3/(2*tau)-1;
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for i=2:N+1;

C(i,i-1)=-1/tau; end; %diagonalın aşağısı (parabolic part)

for i=2:N+1;

C(i,i)=2/(hˆ2)+1/tau+3*tau/(hˆ4); end; %diagonal (parabolic part)

for i=N+2:2*N;

C(i,i)=2/(hˆ2)-2/(tauˆ2); end; %diagonal (hyperbolic part)

for i=N+2:2*N;

C(i,i-1)=1/(tauˆ2); end; %diagonalın aşağısı (hyperbolic part)

for i=N+2:2*N;

C(i,i+1)=3*(tauˆ2)/(2*hˆ4)+1/(tauˆ2) ; end; %diagonalın yukarısı (hyperbolic

part)

C(2*N+1,N+1)=-1/tau-2*tau/(hˆ2)+tau/(hˆ2)+2/(hˆ2);

C(2*N+1,N+2)=1/tau+2*tau/(hˆ2);

E=A ; D=B ;

for i=1:2*N+1; R(i,i)= 1 ; end;

alpha(1:2*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;

betha(1:2*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;

gamma(2*N+1,1:1)= 0 ;

alpha(1:2*N+1,1:2*N+1,2:2) = (4/5)*eye(2*N+1) ; %%%%%%

betha(1:2*N+1,1:2*N+1,2:2) = (-1/5)*eye(2*N+1);

gamma(2*N+1,2:2)= 0 ;

’fi(j) = fi(k,j) hesaplanıyor’ ;

for j=2:M-1;

x=j*h;

fii(1,j:j)=2*sin(pi*x); %%% alfa(xn)

for k=2:N+1;

x=j*h;
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t=(-N+k-1)*tau ;

t=t-tau/2;

fii( k, j:j ) = g(t,x)-(tau/(2*hˆ2))*(g(t,x+h)-2*g(t,x)+g(t,x-h)); end;

for k=N+2:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau ;

x=j*h;

fii( k, j:j ) = f(t,x) ; end; %(piˆ2)*sin(pi*x); %%f(t,x,aaa);

fii(2*N+1,j:j)=(tau/2)*f(0,x)+g(0,x); end;

fii;

’alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;

for n = 2:M-2 ;

bebek = C + D*alpha(:,: , n:n ) + E*betha(:,:,n-1 : n-1)...

+ E*alpha(:,:,n-1:n-1)*alpha(:,:, n:n) ;

betha(:,:,n+1:n+1 ) = - inv( bebek )*(A) ;

alpha(:,:,n+1:n+1) = - inv(bebek )*(B +D*betha(:,:,n:n) ...

+ E * alpha(:,:,n-1:n-1)* betha(:,:,n) ) ;

gamma(:,n+1:n+1) = inv( bebek )*...

(R*fii(:,n:n) - D * gamma(:,n:n)...

-E * alpha(:,:,n-1:n-1)* gamma(:,n:n) - E*gamma(:, n-1 : n-1) ) ; end;

’U değerleri oluşturulup tutuluyor ve matrisine atılıyor.’;

U(1:2*N+1,1:2*N+1)=nan;

U( 1:2*N+1, M:M ) = 0 ;

U( :, M-1:M-1 ) = inv( (betha(:,:,M-2:M-2) + 5*eye(2*N+1)) ...

- (4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2) )*alpha(:,:,M-1:M-1))...

*((4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2))*gamma(: , M-1:M-1)- gamma(: , M-2:M-2)

);
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U(: , M-2:M-2 ) = inv(4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2))*( (betha(:,:,M-2:M-2)

+...

5* eye(2*N+1) )*U(:,M-1:M-1)+gamma(:,M-2:M-2) );

’INITIAL VALUEs of U is OBTAINED HERE’ ;

for z = M-3:-1:1 ;

U(:,z:z )=alpha(:,:,z+1:z+1)*U(:,z+1:z+1)+ ...

betha(:,:,z+1:z+1)*U(:,z+2:z+2)+gamma(:,z+1:z+1); end;

for z = 1 : M ;

p(:,z+1:z+1)=U(:,z:z); end;

’EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1;

for k=1:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j) = exact(t,x); end; end;

’ERROR ANALYSIS’ ;

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(p)) ;

maxerror=max(max(abs(es-p)));

relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );

cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]

table=[es;p];table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%%%%

q=min(min(table)); w=max(max(table));

figure;

[xler,tler]=meshgrid(0:h:1,-1:tau:1);

surf(xler,tler,es); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);



131

title(’EXACT SOLUTION’); set(gca,’ZLim’,[q w]);

rotate3d; figure;

surf(xler,tler,p); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);

title(’SECOND ORDER APPROXIMATE SOLUTION’); rotate3d ;

set(gca,’ZLim’,[q w]);

function estx=exact(t,x)

estx= exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)

ftx=(-2 +4*tˆ2+ piˆ2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function gtx=g(t,x)

gtx=(-2*t + piˆ2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

Ek 3. İkinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şemaları (4.36) için Matlab

Programı

function [table,es,p]=secondorder2(N,M)

close;close;

close;close;

if nargin<1;N= 30 ; M= 30 ;end

tau= 1/N ; h= 1 /M ;

A=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

A(i,i)=tau/(2*(hˆ4)); %diagonal (parabolic part)

end;

B=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:N+1;

B(i,i)=-1/(hˆ2)-2*tau/(hˆ4); %diagonal (parabolic part)

end;

for i=N+2:2*N;



132

B(i,i)=-1/(2*hˆ2); %diagonal (hyperbolic part)

end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i-1)=-1/(4*hˆ2); %diagonalın aşağısı (hyperbolic part)

end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i+1)=-1/(4*hˆ2) ; %diagonalın yukarısı (hyperbolic part)

end;

B(2*N+1,N+1)= tau/(hˆ2)-tau /(2*(hˆ2))-1/(hˆ2);

B(2*N+1,N+2)=-tau/(hˆ2);

C=zeros(2*N+1,2*N+1);

C(1,1)=1;

C(1,2*N-1)=-1/(2*tau);

C(1,2*N)=4/(2*tau);

C(1,2*N+1)=-3/(2*tau)-1;

for i=2:N+1;

C(i,i-1)=-1/tau; %diagonalın aşağısı (parabolic part)

end;

for i=2:N+1;

C(i,i)=2/(hˆ2)+1/tau+3*tau/(hˆ4); %diagonal (parabolic part)

end;

for i=N+2:2*N;

C(i,i)=1/(hˆ2)-2/(tauˆ2); %diagonal (hyperbolic part)

end;

for i=N+2:2*N;

C(i,i-1)=1/(2*hˆ2)+1/(tauˆ2); %diagonalın aşağısı (hyperbolic part)

end;
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for i=N+2:2*N;

C(i,i+1)=1/(2*hˆ2)+1/(tauˆ2) ; %diagonalın yukarısı (hyperbolic part)

end;

C(2*N+1,N+1)=-1/tau-2*tau/(hˆ2)+tau/(hˆ2)+2/(hˆ2);

C(2*N+1,N+2)=1/tau+2*tau/(hˆ2);

E=A; D=B;

for i=1:2*N+1; R(i,i)= 1 ; end;

alpha(1:2*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;

betha(1:2*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;

gamma(2*N+1,1:1)= 0 ;

alpha(1:2*N+1,1:2*N+1,2:2) = (4/5)*eye(2*N+1) ; %%%%%%

betha(1:2*N+1,1:2*N+1,2:2) = (-1/5)*eye(2*N+1);

gamma(2*N+1,2:2)= 0 ;

’fi(j) = fi(k,j) hesaplanıyor’ ;

for j=2:M-1;

x=j*h;

fii(1,j:j)=2*sin(pi*x); %%% alfa(xn)

for k=2:N+1;

x=j*h;

t=(-N+k-1)*tau ;

t=t-tau/2;

fii( k, j:j ) = g(t,x)-(tau/(2*hˆ2))*(g(t,x+h)-2*g(t,x)+g(t,x-h));

end;

for k=N+2:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau ;

x=j*h;

fii( k, j:j ) = f(t,x) ; %(piˆ2)*sin(pi*x); %%f(t,x,aaa);
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end;

fii(2*N+1,j:j)=(tau/2)*f(0,x)+g(0,x);

end;

fii;

’alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;

for n = 2:M-2 ;

bebek = C + D*alpha(:,: , n:n ) + E*betha(:,:,n-1 : n-1)...

+ E*alpha(:,:,n-1:n-1)*alpha(:,:, n:n) ;

betha(:,:,n+1:n+1 ) = - inv( bebek )*(A) ;

alpha(:,:,n+1:n+1) = - inv(bebek )*(B +D*betha(:,:,n:n) ...

+ E * alpha(:,:,n-1:n-1)* betha(:,:,n) ) ;

gamma(:,n+1:n+1) = inv( bebek )*...

(R*fii(:,n:n) - D * gamma(:,n:n)...

-E * alpha(:,:,n-1:n-1)* gamma(:,n:n) - E*gamma(:, n-1 : n-1) ) ;

end;

U(1:2*N+1,1:2*N+1)=nan;

U( 1:2*N+1, M:M ) = 0 ;

U( :, M-1:M-1 ) = inv( (betha(:,:,M-2:M-2) + 5*eye(2*N+1)) ...

- (4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2) )*alpha(:,:,M-1:M-1))...

*((4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2))*gamma(: , M-1:M-1)- gamma(: , M-2:M-2)

);

U(: , M-2:M-2 ) = inv(4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2))*( (betha(:,:,M-2:M-2)

+...

5* eye(2*N+1) )*U(:,M-1:M-1)+gamma(:,M-2:M-2) );

’INITIAL VALUEs of U is OBTAINED HERE’ ;

for z = M-3:-1:1 ;

U(:,z:z )=alpha(:,:,z+1:z+1)*U(:,z+1:z+1)+ ...
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betha(:,:,z+1:z+1)*U(:,z+2:z+2)+gamma(:,z+1:z+1);

end;

for z = 1 : M ;

p(:,z+1:z+1)=U(:,z:z);

end;

’EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1;

for k=1:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j) = exact(t,x);

end;

end;

’ERROR ANALYSIS’ ;

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(p)) ;

maxerror=max(max(abs(es-p)));

relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );

cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]

table=[es;p];table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%%%%

q=min(min(table)); w=max(max(table));

figure;

[xler,tler]=meshgrid(0:h:1,-1:tau:1);

surf(xler,tler,es); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);

title(’EXACT SOLUTION’);

set(gca,’ZLim’,[q w]);
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rotate3d;

figure;

surf(xler,tler,p); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);

title(’MODIFIED SECOND ORDER APPROXIMATE SOLUTION’);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

function estx=exact(t,x)

estx= exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)

ftx=(-2 +4*tˆ2+ piˆ2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function gtx=g(t,x)

gtx=(-2*t + piˆ2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

Ek 4. İkinci Basamaktan Doğruluklu Fark Şemaları (4.71) için Matlab

Programı

function [table,es,p]=secondorder3(N,M,r)

close;close;

close;close;

if nargin<1; N= 30; M= 30; end;

tau=1/N;

h=1/M;

A=zeros(2*N+1,2*N+1);

B=zeros(2*N+1,2*N+1);

for i=2:r;

B(i,i)=-1/(hˆ2); %diagonal

end;

for i=r+1:N+1;

B(i,i)=-1/(2*hˆ2); %diagonal

end;
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for i=r+1:N+1;

B(i,i-1)=-1/(2*hˆ2); %diagonal altı

end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i)=-1/(2*hˆ2); %% 2. dia

end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i-1)=-1/(4*hˆ2); % 2. dia altılıyor

end;

for i=N+2:2*N;

B(i,i+1)=-1/(4*hˆ2) ; % 2. diagonalın üstü

end;

B(2*N+1,N+1)= tau/(hˆ2)-tau /(2*(hˆ2))-1/(hˆ2);

B(2*N+1,N+2)=-tau/(hˆ2);

C=zeros(2*N+1,2*N+1);

C(1,1)=1;

C(1,2*N-1)=-1/(2*tau);

C(1,2*N)=4/(2*tau);

C(1,2*N+1)=-3/(2*tau)-1;

for i=2:r;

C(i,i-1)=-1/tau; %diagonal altı (parabolic part)

end;

for i=r+1:N+1;

C(i,i-1)=-1/tau+1/(hˆ2); %diagonal altı (parabolic part)

end;

for i=2:r;

C(i,i)=2/(hˆ2)+1/tau; %diagonal (parabolic part)
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end;

for i=r+1:N+1;

C(i,i)=1/(hˆ2)+1/tau; %diagonal (parabolic part)

end;

for i=N+2:2*N;

C(i,i)=1/(hˆ2)-2/(tauˆ2); %% diagonal (hyperbolic part)

end;

for i=N+2:2*N;

C(i,i-1)=1/(2*hˆ2)+1/(tauˆ2); % diagonal altı (hyperbolic part)

end;

for i=N+2:2*N;

C(i,i+1)=1/(2*hˆ2)+1/(tauˆ2) ; % diagonal üstü (hyperbolic part)

end;

C(2*N+1,N+1)=-1/tau-2*tau/(hˆ2)+tau/(hˆ2)+2/(hˆ2);

C(2*N+1,N+2)=1/tau+2*tau/(hˆ2);

E=A ; D=B ;

for i=1:2*N+1; R(i,i)= 1 ; end;

alpha(1:2*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;

betha(1:2*N+1,1:2*N+1,1:1) = 0*eye(2*N+1) ;

gamma(2*N+1,1:1)= 0 ;

alpha(1:2*N+1,1:2*N+1,2:2) = (4/5)*eye(2*N+1) ; %%%%%%

betha(1:2*N+1,1:2*N+1,2:2) = (-1/5)*eye(2*N+1);

gamma(2*N+1,2:2)= 0 ;

’fi(j) = fi(k,j) hesaplanıyor’ ;

for j=2:M-1;

x=j*h;

fii(1,j:j)=2*sin(pi*x); %%% alfa(xn)
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for k=2:N+1;

x=j*h;

t=(-N+k-1)*tau ;

t=t-tau/2;

fii(k,j:j) = g(t,x);

end;

for k=N+2:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau ;

x=j*h;

fii(k,j:j) = f(t,x) ; %(piˆ2)*sin(pi*x); %%f(t,x,aaa);

end;

fii(2*N+1,j:j)=(tau/2)*f(0,x)+g(0,x);

end;

fii;

’alpha(N+1,N+1,j) ve betha(N+1,j) ler hesaplanacak’ ;

for n = 2:M-2 ;

bebek = C + D*alpha(:,: , n:n ) + E*betha(:,:,n-1 : n-1)...

+ E*alpha(:,:,n-1:n-1)*alpha(:,:, n:n) ;

betha(:,:,n+1:n+1 ) = - inv( bebek )*(A) ;

alpha(:,:,n+1:n+1) = - inv(bebek )*(B +D*betha(:,:,n:n) ...

+ E * alpha(:,:,n-1:n-1)* betha(:,:,n) ) ;

gamma(:,n+1:n+1) = inv( bebek )*...

(R*fii(:,n:n) - D * gamma(:,n:n)...

-E * alpha(:,:,n-1:n-1)* gamma(:,n:n) - E*gamma(:, n-1 : n-1) ) ;

end;

U(1:2*N+1,1:2*N+1)=nan;

U( 1:2*N+1, M:M ) = 0 ;
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U( :, M-1:M-1 ) = inv( (betha(:,:,M-2:M-2) + 5*eye(2*N+1)) ...

- (4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2) )*alpha(:,:,M-1:M-1))...

*((4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2))*gamma(: , M-1:M-1)- gamma(: , M-2:M-2)

);

U(: , M-2:M-2 ) = inv(4*eye(2*N+1)-alpha(:,:,M-2:M-2))*( (betha(:,:,M-2:M-2)

+...

5* eye(2*N+1) )*U(:,M-1:M-1)+gamma(:,M-2:M-2) );

’INITIAL VALUEs OF U Is OBTAINED HERE’ ;

for z = M-3:-1:1 ;

U(:,z:z )=alpha(:,:,z+1:z+1)*U(:,z+1:z+1)+ ...

betha(:,:,z+1:z+1)*U(:,z+2:z+2)+gamma(:,z+1:z+1);

end;

for z = 1 : M ;

p(:,z+1:z+1)=U(:,z:z);

end;

’EXACT SOLUTION OF THIS PDE’ ;

for j=1:M+1;

for k=1:2*N+1;

t=(-N+k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(k,j) = exact(t,x);

end;

end;

’ERROR ANALYSIS’ ;

maxes=max(max(es)) ;

maxapp=max(max(p)) ;

maxerror=max(max(abs(es-p)));
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relativeerror=max(max((abs(es-p))))/max(max(abs(p)) );

cevap = [maxes,maxapp,maxerror,relativeerror]

table=[es;p];table(1:2:end,:)=es; table(2:2:end,:)=p;

%%%%%%%%%%GRAPH OF THE SOLUTION %%%%%%%%%%

q=min(min(table)); w=max(max(table));

figure;

[xler,tler]=meshgrid(0:h:1,-1:tau:1);

surf(xler,tler,es); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);

title(’EXACT SOLUTION’);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

rotate3d;

figure;

surf(xler,tler,p); XLabel(’x axis’);YLabel(’t axis’);

title(’r-MODIFIED APPROXIMATE SOLUTION’);

set(gca,’ZLim’,[q w]);

function estx=exact(t,x)

estx= exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function ftx=f(t,x)

ftx=(-2 +4*tˆ2+ piˆ2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);

function gtx=g(t,x)

gtx=(-2*t + piˆ2)*exp((1 - t)*(1 + t))*sin(pi*x);
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