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OZET

Kros-carpim Bessel fonksiyonlar 6zellikle elektmanyetik olmak tzere birgok
fiziksel problemlerde karmmiza cikar. Bu fonksiyonlarin dnemine gnaen,
bilinen referanslar, hesaplanmalari icin etkili tgmnler hakkinda bilgi
sgilamamaktadirlar. Bu ¢almada ana amagc, fonksiyonlarin daha tatmin edici
sekilde hesaplanmasina olanak glagan matematiksel Eentilarin
turetilmesidir. Sunulan yeni seri gosterimleri, ksiyonlarin ve sifirlarinin
hesaplanmasina bazké etmektedir.

Yeni seri goOsterimler sayisal algoritmalar ile ledenistir. Bulunan
sonuglar ve hata paylar tablgialmis ve grafiklerle gorselkgirilmistir.
Sonugclar gostermektedir ki, sunulan hesaplama retpdonksiyonlarin ve

sifirlarinin hesaplanmasinda yiuksek hassasigédrsaktadirlar.



SUMMARY

We face with the cross-product Bessel functionsnany physical problems
especially in electro-magnetics. Although their ortpance, known references
does not contain useful information for effectivaotilation of these functions.
In this work, the main objective is deriving matredioal relationships

permitting more satisfactory evaluation of the srpsoduct Bessel functions.
Supplied new series representations serve a lmstaltulation of the functions
and their zeros.

These representations are evaluated with numeaiggrithms. Found
results and error-bounds on calculation are tabdlahd visualized with graphs.
Results show that, supplied calculation methodsegiwigh accuracy on
calculation of the cross-product Bessel functioms zeros.
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GIRIS
Kros-carpim Bessel fonksiyonlarinin dért kombinasyo

R.(X y)=J, (XN, (y) = I, (YIN, (x)
P/(x,y) =3, (N, () = 3, (Y)N, (x)

P,(% ) = 3, 09N, (¥) = 3 ()N, (%)
R,(% y) = 3 (N (y) ~ 3 (y)N; (X)

dairesel ve silindirik geometri iceren bircok figéd problemlerde diizenli olarak

karsimiza ¢ikar [1]. Buradd)(isareti argimanlara gore turevd, (X Ve N, (X)

de sirasiyla birinci tip ve ikinci tip Bessel fomgsnlarini temsil etmektedir

Bessel fonksiyonlari denginde, Bessel diferansiyesidi gi denilen,
X2y exy+(x* vy = 0

denkleminin ¢6zimleri angdir. Burada x,vkompleks sayilardir. Bessel

diferansiyel denklemi Frobenious metodu olarak radilalan [1]
y() =2 a.x™, (a#0)
m=0

seklinde bir seri aciliminin belirsiz katsayilari vgirevlerinin Bessel
denkleminde yerine konmasi ile ¢ozullebilir. Gereklizenlemeler yapildiktan
sonra 6zel bir ¢ozum [1, 2],

J,(X) = xvi (=17
Y = 22™ M (v+m+1)

seklinde bulunur. Bu fonksiyom dereceden birinci tip Bessel fonksiyonu olarak
adlandirihr. Eer v degeri bir tamsayi dalse, ikinci lineer bgimsiz ¢ozum

esitlikte v yerine —v konmasi ile,

3= X_\,i (1) X"

&= 22"V mIl (—v+ m+1)




seklinde bulunur. Sonuctager v degeri bir tamsay! dglse, Bessel denklemi

icin genel ¢6zim,

y(x) =CJ,(x)+CJ ,(x), (x#0)

formundadir.
Ancak, v degeri bir tamsayi ise ikinci ¢ozim lineerdml hale gelir. Bu
nedenle ikinci bir lineer Bamsiz ¢6zimun bulunmasi gereklidir. Bu 6zel ¢ozim

v derecesinden ikinci tip Bessel fonksiyonu olardlaadirilir [1, 2] ve

1
sinvir

N, (x) = [ 3, (x)cosvrr=J_, )

seklinde yazilir. C6zumun Wronskian’ 1 [1, 2],

J, )N (X) = I, (XN, (X) = %

dir. Sonug olarak Bessel denkleminin turmeserleri icin genel ¢ozumu,
y(x) =CJ,(x) +C;N, ()

olarak yazilabilir. Ek olarak, Bessel fonksiyonunueel x deserleri icin

kompleks olan ¢ozumleri [1, 2],
HO() = 3,09 +iN,(x;  HP (x)=J, (x)=iN, (x)
seklindedir. Bu lineer hamsiz c¢c6zimlerv dereceden Ucilncu tip Bessel

fonksiyonlari ya da sirasiyla birinci tip, ikindptHankel fonksiyonlari olarak
adlandirlirlar.



Bessel fonksiyonlagu rekirans bantilarini sglarlar: [1-3]

Zv—l(x) + Zv+1(x) = 2_XV Zv(x)
Z,4(X) = Z,0(X) =22, (X)

Z(%) = Z,4(%) —gzv(x)
Z!(%) = ~Z,4(X) +§zv(x)

burada Z, katsayllari x ve v den b@msiz olan J,Y ,H® H®

fonksiyonlarindan herhangi birini ya da bu fonksikgin herhangi bir lineer
kombinasyonunu temsil etmektedir.
Ek olarak, kros-carpim Bessel fonksiyonlau rekirans bantilarini

sgslarlar: [3]

Bu fonksiyonlar bircok elektro-manyetik problemlerdagimiza cikar.
Ornesin, dortgensel dalga rehberlerindeki elektro-maikyedanlarin yapisal
modellemesi ve dairesel ark icindeki H veya E diéginin strekli gimlenmis
mikro seritleri ( rehberlerin dizgin kivrimlari olarak $&yen ) kros-carpim
Bessel fonksiyonlarinin yardimi ile acgiklanabilir.

Duzgun kivrimlardaki dalga yayillma problemi,site yontemlerde ele
alinmstir. ( calsmalarin bir kismina ait yararl referanslar [4-8@] verilmitir )
Bunlardan c@u, esimli rehber teorisinin anahtar problemi olangirali
bdlgelerin etkili bir model ¢cozimuinin elde edilmigsn gelistirilmi stir.

Yaklasitk model ¢ozumler, pertirbasyon analizi yardimigieetilmistir.
Baslangi¢c 6zdger probleminin gdeger 6zdger matris denklemine ¢evriminin

orijinal yontemi [7]° de ele alinmtuir. Radyal mod fonksiyonunun adimsal



yaklasim yontemi ile hesaplanmasi da [8] de uygulagimi Yerel mod
yontemlerine gore, [9] kivrimdaki alan, yerel gdasal dalga rehberlerinin
modlarinin siper pozisyonlari yardimiyla aciklanfiemel gonyelgirilmis

kivrimli dalga rehberleriyle diizgin kivrimin adiinba yaklasimi da [10] da
ele alinmgtir. Tium bu cakmalarda, bglangic sinir dger probleminin
donlimu, kros-carpim Bessel fonksiyonlarinin hesaplamma zorlgundan
kacinmak icin yapilnstir.

Nano-yapisal teknolojideki son getheler, ilgiyi elektron dalga
rehberlerindeki kivrimlarin  datici  6zelliklerine c¢eknsitir.  [11,12] Bu
calismalarda, model problem sayisal olarak ¢6zighinti Dalga fonksiyonlari,
dalga rehberi bdlgesinde purtzli doértgensel olmayamak yardimiyla,
Schrodinger gtli gine ayirma tekr@inin uygulanmasi ile hesaplargtr.

Elektrik akimini, manyetik akiyl ya da dairesel ahetip R ver yaricapli,
R > r) icindeki saf sinlzodal alternatif akiminin endiild etkisinden

kaynaklanan enerji kaybini hesaplarken neticgdg@aki,

P,nes (K0, KR) = 3, (kP)N,.,, (KR) - 3., (KRN, (K 0)
Pron(ko, KR) =3, (ko)N, (kR) = J,(KR)N,,, (ko)

n dereceden silindirik fonksiyonlarin ifadelerinda@lemek gereklidir. [13] Bu
ifadelerde k dgeri (wuoi)"'? kuvveti icin bir kisaltmayiw=27f degeri zaman
kanunu ile expFiwt)) uygulanan alternatif akimin agisal frekansip,

sabitlenmenyi mutlak gecirgenfii, o tupun yapildii maddenin metalik
iletkenligini gostermektedir.

Diger basit boélgelerin 6z fonksiyonlarina ters olaralqs-carpim Bessel
fonksiyonlari yetersiz tablagariimistir. ( Ornesin, ¢ok bilinen kilavuzlarda
bulunmamaktadir [3, 12] )

Kros-carpim Bessel fonksiyonlarinin direk hesaplasmbiyik zorluk
tasir. Son o6rnge bakilirsa,n indisinin daha yiiksek derleri icin xi*'?

argimanina goreJ,, andN, fonksiyonlarini veren tablolar mevcut gildir.

Kuskusuz, buyukn degerleri icin Debye’ nin yari-yakinsak ggirmeleri bazi
avantajlarla kullanilabilir. Ancak, burada zorluin ikinci ve daha onemli bir



sebepP, fonksiyonunun direk hesaplanmasinin zguldur. Pratik olarak g

durumda iki yaricap deri R ve r, arasindaki fark cok azdir ve Bessel
fonksiyonlarinin ¢arpimlarinin farklarinin ghoi irdelenmesi icin tim fonksiyon
degerlerinin hassagekilde belirlenmesi gereklidir.

Yine, bilimsel hesaplamalarin bilinen sistemleripregram kuttiphaneleri,
problemi basitsekilde ¢ozmek icin, kompleks indisli silindirik f&miyonlarin
hesaplanmalarinda yol gosterememektedirler.

Bundan dolayi, kros-carpim Bessel fonksiyonlarwversifirlarinin istenen
hassasiyetle irdelenmesi, matematiksel fizik icina abir problem tgkil
etmektedir.

Bu calgsmada, Bessel denkleminin dengic iki nokta Ozdger
probleminin analitik ¢c6zumu Uzerine ganlasiimistir. Ana amagc, kros-carpim
Bessel fonksiyonlarinin daha tatmin edici irdelesme olanak s#ayan
matematiksel hantilari turetmektir. Yeni seri gosterimler ve diing
yakinsamalar, modellenen problemin etkili sayis@ignlerinin bulunmasina

baz tgkil etmektedir.



BOLUM 1. KROS-CARPIM BESSEL
FONKSIYONLARININ ANAL ITiK INCELENMESI

1.1. Kros-carpim Bessel fonksiyonu ve tirevlerinin integal

goOsterimleri

=X degerinin 0<a <1 aralginda tanimh pozitif ve reel bir sayi
y

oldugu varsayilsin. Verilen dgsim aralgl, fonksiyona uygunluk acgisindan
secilmitir ve elde edilen genel sonuglari etkilememektedirGergekten,
degiskenlerin yerdgisimi ve yeniden isimlendiriimesiyle,sagidaki sitlik elde

edilir.
P,(X,¥)=-R,(x,y)
Burada,
0<—x<1 ve ]S;<oo
y y
dir.

Bilindigi gibi [15], Pv(x, y) fonksiyonu x,y parametreleri vev indisine

gore cift bir fonksiyondur.

P, (xYy) =R (XY)
P,(=x-y) =R,(x,y)

Bundan bgka, aagidaki sonuglardan hemen gorulgcelizere, X,y
kompleks dgerleri icin tam fonksiyondur.
Pv(x,y) fonksiyonunun integral gosterimi icin, ikinci tiBessel

fonksiyonunun yardimi ile,

N,(2) = ——[3,(2)cosm)-3., &) , z=xy
sin(vrr)

asagidaki sonuc elde edilir.



P (X Y) == [3,(03_, (%) - 3, (V)J_, (X)] L)

sin(vr)

Genellatirilmis Neumann formuline gb6re, Bessel fonksiyonlarinin

carpimlari g@agidaki formillerle tanimlanir;

—ivr 21T+

3003, (N ="— | €3,y (L.2)
B

—ivr 277-f3

— | €% de L3
-8

3,(V)JI., () =

buradag =i Y ve n = (x2+y?—2xycosp }'? dir. [16]
X

(1.2) ve (1.3) integrallerinin (1.1) formull iciedrerine konmasi ile,

—jv7T 2m+ B

-B

e ) )

R(6Y) == [ € (dp+ [ &*3,(nde
2rmrsinfvrr) 2[ 2,;[_ 2

esitligi elde edilir. Simdi, integral limitlerinin dgisimi icin, Cauchy (analitik

fonksiyonlar igin) integral teoremi uygulaniekil 1.1).

¢ dizlemi
+a y 2THO
«“« 3
2N
Y 4
-a « 2101

Sekil.1.1. Kontur gizgileri.



Boylamsal parcalardaki integraller birbirini kdar ve bunun sonucunda,

—iviT B 2m+ B

e ; ;
P , IV¢J IV¢J .
v(X Y) = —2 sin(v ) Jﬂe 0(’7)d¢ Ziﬂe o(’7)d¢ (l 4)

esitligine varihr. Ikinci integralde, ¢ — ¢ + 27 degiskeninin, yeni dgisken
¢ - —ig, ile yerdgisimi yardimiyla, ilgilenilen fonksiyonun basit bibgterimi

elde edilir.

inY

R.(xY)= 7—1T [ e%3,wdg (1.5)

—InZ
X

1/2

Burada w = (x* + y* - 2xych@)"? ya aittir. [13, 16]. Bu gitlikte, integralin

simetrik limitlerinin deistirilmesi ile birlikte gagidaki ssitli ge varilir.

inY

R(xY)= 2 [ chvg)d,(wide (1.6)

Ayrica, dger bir kullangli gosterim de, (1.5) séligine kismi integral

uygulanmasi ile elde edilir.

InY

R(xY) = —| shvind) -2 | e
v X 2 7,

-InZ<
X

J, (W)

———=shgdg .7)
w

(1.5)-(2.7) formdalleri, Pv(x, y) fonksiyonunun 6zelliklerinin incelenmesi ve

etkili gosterimlerinin bulunmasi icin anahtaitkklerdir.
(1.5)-(2.7) formdllerinden, ilgilenilen fonksiyonuresagidaki temel
Ozellikleri ¢ikar:
(a) argumanlarin yerg@esimi, fonksiyonun garet dgistirmesine yol acar.
R (xy)=-R.(y,x)
(b) fonksiyon, indisine gore ¢ift fonksiyondur.
P.(xy)=R(xY)



(c) fonksiyon, reelx,y degerleri ve reel ya da saf sanal indis degerleri icgin

reel dgerler alir.

Silindirik fonksiyonlarin, genel 6zellikleri g6z @ne alinirsa, fonksiyonun

kompleks glenigi asagidaki gibidir.

R(xy) =R (X.V);
Pv(x,y) fonksiyonunun argimanlara gore tlrevlerinin  ingégr

gosterimleri, (1.6) gtli ginin sol ve sg taraflarinin ttrevlerinin alinmasi ile elde
edilebilir. Turevlemede Leibnitz kuralinin avantdfullanilarak ve ekteki

esitliklerinin yardimi ile,

'Jol(z) = _Jl(z)’

a_vv:x—ych¢ a_vv: y —Xchg

ox W dy wo
y y

o(In= o(In=

( x):_l ( x):i

ox X’ ady y

su ssitliklere varilir:

Ry 2| VIND T ) x
VWY)_ 2 X +yj ch(vg) = (——Chgojd(o (1.8)
oX T X 0 w Yy

ch(vlnz) I
aPVé;y):]_ZT : X —xjch(v¢)¥(%—0h¢jd¢ (1.9)

Bulunan bgintilarin yardimi ile, Pv(x, y) fonksiyonunun argimanlara

gore birinci trevlerinin temel 6zellikleri turetil

(a) argimanlarin yerdsgsimi, isaret dgisimine yol acar.
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OR(x.y) _ _OR(Y,X) oR (x,y) _ _0R (y,X).
ox ox ay ay

(b) argiimanlara gore birinci tirevler, indise g@ifefonksiyonlardir.

oP_,(x,y) _dPR,(x,y) oP_,(X,y) _0PR,(X,Y)
ox ox oy ay

(c) argimanlara gore turev, reel ya da saf sari@rté icin reel dgerler alir.

(1.8)-(1.9) formullerinden tdretilen, ¢ok bilinegagidaki esitlikler de,

oR(xY)| __2
X |y 7Y dy

bulunan sonuglari ispatlar.
Benzersekilde, indise gore tlrevin gosteriminin bulunmagsn, integral

ve tlrev sirasinin yerg@stiriimesi ile, gagidaki gosterim elde edilir:

y

ORUY) - 2 [ psnvg) 3, (w)dp (1.10)
ov s

Indise gore tirevin temel 6zelliklegagidaki gibidir:
(a) argimanlarin yerdsgsimi, fonksiyonun garet dgistirmesine yol acar.

oP,(x,y) _ 9P, (y,x)
ov ov

(b) threv, indise gore tek fonksiyondur.

oPu(xy)|  __OR(XY)
ou ov

u==v

(c) turev, reel indis deerleri icin reel dgerler alir ve saf sanal gerler igin
asagidaki gibi ifade edilir:
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inY

RxY)| _, 2 J'Xsin(,urp)Jo W)@dg
n 0

ov

v=tu

Argumanlara gore karma turevin integral gdsterimitulunmasi igin,
ekteki bainti kullanilir. [3]

POY) = Z[Ra () Ruy(x,Y)] —VE R (x.y) (1.11)

(1.6) formilu g6z 6ntine alinirsgagidaki sitli ge varilir:

InY

P.(x,y) :7% [ ch(vqo)Jo(w)[chqa—VE} dg (1.12)

Bu ssitli gin direk tlrevinin alinmasi ile de, indise goreetiin integral gosterimi
elde edilir.

InY

2

0 Y,

a_[ﬁv(x, y)}=3 j sh(vqo)\]o(w){chqﬂ——}(ﬂd(ﬂ‘&PV(X, y) (1.13)
v T+ Xy Xy

(2.12) and (1.13) fonksiyonlarin temel ozelliklguisekildedir:
(a) argimanlarin yerdgsimi fonksiyonun garet dgistirmesine yol acar.

O°R(x,y) _9°R.(x%,y) _ _0°R.(¥,X)
oxay dyox dyox

LRy =2 B

(b) (1.12) deki karma turew indisine gore cift fonksiyon iken, (1.13) deki

dcuncu turev tek fonksiyondur.
P,(xy) =R (xY)

20| =-2lRx)]

u=-v
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(c) Sanal indis deerleri icin, karma turev (1.12) reel bir fonksiyamdve indise

gore turevi gagidaki esitlik ile gosterilir:

ai[é(x, yﬂ =2 [ sin(up), (w>{°h¢+ﬂ_}¢’d¢"% R, (.Y)
\ v=ip T 0 Xy Xy

(2.12) and (1.13) formdullerinden goruléce Uzere, I'D;(x, y) ve
i[é(x, y)} ifadeleri, x =y =0 ikinci dereceden kutup noktalariscthda her

ov

yerde reguler fonksiyonlardir. =0 kosulu igin bu kutup kaybolur.
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1.2. Kros-carpim Bessel fonksiyonu ve tlrevlerinin birirci

tirden seri gosterimleri

Bu kisimda P,(x,y) fonksiyonunun, birinci tirden silindirik fonksiyon

olarak seri acilimi gosterilgtir. ilk olarak, Buchholz tarafindan
bulunmylardir. [13]. Bu kisimda elde edilen yeni acilimlaimdiye kadar
bulunanlar ile benzer 6zelliklersianaktadirlar.

Bessel fonksiyonlari teorisindesagidaki seriler bilinen,

Jo(W) = J() o(y) + 22 3, (x)J, (y)ch(ng) (1.14)
Iw) 2 nsh(ng)
o XyéJn(x)Jn(y)—shw (1.15)

ve Graf ve Gegenbaure toplam teoremlerinin dzetipirolan sitliklerdir. [3].
Herhangi kapall,¢ desisim aralginda (1.14) ve (1.15) serileri mutlak ve

dizgun yakinsarlar. Bu serilerin (1.5) ve (1.7)nfatlerinde yerine konmasi ile
elde edilen gtlik

POY=2 Y 6.3,(03,()8.,(©) (1.16)

seklindedir. Burada,
1

=, n=0;
e
1, n=1 X
2
V2 —n?

S.(0)= T e?ch(ng)dg= [vch (n®)sh (vO)—nsh(n® )ch (ve)] (2.17)

dir. Buradarsu basintiya varilir:

R(x,Y) =ﬂsh(v@)—ian(x)Jn(y)Tv,n(e)} (1.18)

n=1

2
V2 —n?

T,.(©) = T e’sh(ng)dg= [vsh(n@)ch(v@)-nch(n@)sh(v@)]  (1.19)
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Yakinsaklik teoremleri ispatlanmi[1l, 2] tamsayi dereceden, silindirik
fonksiyonlarin kuvvetlerindeki seriler Neuman saniilolarak siniflandirilirlar.
(1.16) ve (1.18) serileri konu sonunda gostergeagbi, mutlak ve dizgin
olarak yakinsarlar.

P,(x,y) fonksiyonunun turevlerinin gosterimleri, (1.16) kdaserilerin
direk turevlerinin alinmasi ile elde edilebilir.

Argumanlara gore tirevin belirlenmesi igin gosterimlerden faydalanilir:
3,2 ==23,(2)+3,4(2
z

0S,,(9) 0S,,(9)
Yy— =X
oy 0x

= 2ch(vO)ch(n®)

buradan,

aP(x y) _ nz n(y){\]n_l(x)sbvn(@)—J”T(X)[nsm((a)+20h(v@)ch(n@)]} (1.20)

aP(X y) _ Z n(X){Jn_l(y)Sy,n(@)‘J”—fly)[”sb,n(@)‘ZCh(V@)Ch(”e)]} (1.21)

esitlikleri bulunur.

vindisine gore turevin gosterimgasidaki formdadir:

GP(X y) _ 0S,,(0)
n; 3,(03,(0) =21 (1.22)
burada
0S,,(©) _ ) G)[vch(n@)ch(v@) - nsh(nG))sh(vO)] N
o vZ—n?
N 2vnsh(n®)ch(vO) — (v* + n*)ch(n®)sh(vO)
(v -n]

dir.

Karma tdrevin acilimini yapmak icin, (1.11) dekisggrim kullanilir.Su

kullanigh baginti g6z 6nine alinirsa,
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1

1
E(S/ﬂ,n + S/—l,n) :_Z(S/n+1+ S\/n—l)

aranilan gosterim elde edilir:

. 2 o0 V2

FI)/(X' y):_z n(x)‘-J (y)|: (S/n+l S/ ) _S/,n:| (123)
ﬂn=0 Xy

Son olarak, (1.23) fonksiyonunun indisine gore turevisagidaki ifade ile

temsil edilir:

6 6

Simdi, turetilen Neumann serilerinin yakinsak Ozédirini géz onlne
alaim. Bu inceleme icin, Bessel fonksiyonlarinigi ibilinen asimtotik
tahminleri kullantlir. [3, (9.31)]

1 (ex)

J. (%) ~ﬁ(%j ; n>>x,
1 (ey)

0= (2], >y,

ve (1.17) den kolayca turetilebilesn bainti ile,

X n

s =0H1j” Ch(vﬁ)}, Ny

F,(kp kR) = Y &

n=0

seklinde yeni bir gosterim tanimlarsak (burd€a kros-carpim Bessel
fonksiyonu ya da tUrevlerinden birisini ifade etrrezkr) bulunan sonuclau

sekilde tablo haline getirilebilir:
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Tablo 1.1. Neumann serilerinin (I) genel terimiagimtotik tahminleri

Fonksiyon al’,n>>1
| ch(ve) (ey Y
P.(x.Y) Ol = (g
K IR(xY) '\ OR (x.Y) o Shv) &y &
ox ay n n
9P, (%, Y) O_sh(VH) ey )" |
ov n2 | 2n
. = 2n:
Py (X, ) o Shv6) (g
I n® (2n |
Py (X, Y) of hve) (g 2
v n> \2n

Tablo 1.1 * den gorile@e tzere, tum serilery <<n igin mutlak ve ¢ok
hizli yakinsarlar. Ek olarak, Weierstrass teorengidee de diizgin yakinsarlar.
velveya y argumanlarina gore dizgun yakinsaklk, sifir naktadsinda

0< X, <XSY<Y,.. <o sinirl aralg! icin vardir. vindisine gore duzgun
yakinsaklik, saf sane(IRe(v): O) deserler icin her zaman vardir. Bu sebeple,

yukarida yapilny tim terimsel tireviemeler ve integrallemeler gbkgier
Bundan sonraki kisimda, hesaplama acisindan dalkenikli seri acilimlarin
arggtinilmasina devam edilecektir.
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1.3. Kros-carpim Bessel fonksiyonu ve tirevlerinin iking

tirden seri gosterimleri

Bu kisimda, P, (x,y ) fonksiyonu ve turevlerinin daha kullghi bir seri

acthminin argtirmasi yapilacaktir [16]. Bu amaclagagidaki donigumle (1.6)

integrali baka bir forma dongturalr:

t:gshio
o 2

buradad = L, c = y—x dir. Elde edilecek yeni form,

Vxy

Pxy)=— 22 ﬂ Jo (c 1—t2)dt (1.25)

seklindedir. Bilinen kuvvet acilimi tirevlemesiyl&7 ],

ot)|_ - n! 2ng 2n+1
sh[ZvArsh(?ﬂ—v5{t+;(v,n)(2n+1)!5 t } (1.26)

sonucuna ukalir. Burada (v,n), asagidaki sekilde acilimi bulunan Hankel

semboludur [2].

(v,n)= F(2+v+nj =1 {(av-D(a*-9 ... [ ¥ -( 8- )f]}:

- 192n
n!F(;+v—nj 12"\

buradan (1.25) deki integral ici deyingagidaki formda yazilabilir.
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ﬂ i (v.n) = gt (1.27)
1{5;) =i (2n)!

2
(1.26) ve (1.27) serileri,(%) <1 kosulunda yakinsarlar [17].tD[0,1]

oldugundan, bu kisitlamgu kosullari da beraberinde getirir:

02 <4 (1.28)
a=2>3-2/2=0,1715728 (1.29)
y

(2.27) aciliminin, (1.25) integralinde yerine kasiyla ve kuvvet serilerinin

Ozellikleri g6z 6niine alinginda,

B (x,y) =22 Z( ) JZ"IJ (c 1t ) t2dt (1.30)

(2 )‘

esitligine ulagihr. Esitligin sg tarafindaki integral, birinci belirli Sonin
integralinin 6zel bir tipidir.[1]
1
: 20 .
jJO(c 1—t2)t2”dt=—J l(<:)=(2n—1)!!‘"T
0 ™2

1
C

n+>
2

Burada jn(c)=(2£j2\] ,(c) birinci tip kuresel Bessel fonksiyonudur. Son
C n+E

ifadeyi kullanirsalsu esitli ge variriz:

R/(Xa y) zz_:i(v,n) n: ((22n )Il) ! 2n JC(C) 252( )52n (12((;)

{JO(C)+Z[V —@r2y][v?-@r2y] fvi- 6- 1/25]52n j”c(nc)} w31)

(2n)!!
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Elde edilen bu birinci tip kiresel Bessel fonksiyanon seri acilimi, ayni
zamanda Neumann serileri olarak da siniflandirilir.

(1.31) ifadesi gagidaki sekilde kopyalanabilir.

R(xy)= 2:2 v ”)(i j i (©) (1.32)

2

Burada, tanima g(‘jredc—:% ‘* dir. Bundan dolayi, gt bir form su sekilde

yazilabilir.

Rixy) =25 k)

Buna gore, elde edilen serilex’in ters dereceden y parametesine goére

(1.33)

fonksiyonunun acilimi olarak kabul edilebilir.
Argumanlara goére turevin acilimi, (1.33) serisidinek tirevienmesi ile

bulunabilir:

aF’(X y) _ z (v.,n) 9 | ™, ()
T4 2n GX (Xy)n+1/2

burada,

i{c”ﬂjn(c)}_ e [n +1/2.

dy| (xy)"72 (xy) "2 jn(©+], 1(@}

dir. Benzerekilde

aP(x y) z<vn>6{ jn(c)}
”n < 2n ay (Xy)n+1/2

j(©) c™ |n+1/2.
{(Xy)mllz} (Xy)n+1/2|: y (C) Jn—l(C)}

Sonug olarak argimanlara gore tarevler,

v,N)
0x V1 firs (2c)"

RY) - 25,00 {” UREI R jn_l(C)} (1.34)
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R(xy) 203 0" |n+1/2. =
a—y = e ;(V, n) (2c)" { Ja () Jn—l(c):| (1.35)

seklinde vyazilabilir. Bu acilimlarin tirevleri alrken, su bilinen aitlik
kullaniimistir. [3, (10.1.23)]

2L, @] ="

Indise gore tirevin seri acilimi (1.31) ifadesinireki tiirevinin alinmasi

ile bulunabilir.

OR(Xy) _A0< n _
ov Z( (2 ){22 1/2)}1,1(0) (1.36)

1V

Arguimanlara gore karma turevin ifadesi ise, (1.MBki ba&ntinin

yardimiylasu sekilde bulunur:

'F'>v(x,y):2—:{10(@+§[(V+l”);(v_l”)} o0 jn(c)}—vgpv(x, 9

Burada, parantez icindeki ifadenin d@tiiitilmesi gereklidir.(v—21,n) ifadesini

acarsak;

oram i (2 o 5o o (2

ust aitlikteki farklar iki kare farki oldgundan alt gtlikteki forma

donistardlebilir,
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Benzer yolla,(v+1,n) ifadesinin acilimi,

N—

a2y (2] a3 e (o3 foo -3
1

seklinde yazilabilir. Bu gosterimler yardimiyla,

(v=1n)+(v+1n) _ (v,n) {V_(m;ﬂi\/{m;ﬂ _

]
veo+nt—| —
—(VI’])—Z

S L e O e ]

ifadesi bulunur. Bulunan toplam ifadesi fonksiyagitligzsinde yerine konursa,

karma tlrevin seri acilimsagidaki forma doner.

- _20¢ VV+n?-(1/2F v o™ .
P(Xy)= . ;(V,n){ V= (n-1/2) xy} @y Ja(©) (1.37)

Son olarak, v indisine gore karma tlrev, langic olarak gagidaki

formdadir.

aé(x,y)zgi awn)[vi+ni-@/2p v,
ov 45| ov | VV-(n-1/27 xy

+vmL {V“”Z'(l’z)z Vﬂ}ﬁj ©

av| v>—(n-1/2)? (xy ™

Burada,

6(v n) )z

,n>0
—(m 1/2)

i{v2+n2—(1/2)2_v_2}:2V n-an*> 1
av| V2 —(n-1/22 xy [V -(n-1/2¢] %




22

Xya Py(x,y) _ 4v5{_ '0(c)+i(v. n){ Xy

7 x
ov T vZ—(n-1/2)

2, 2 1 S 1 |~ V2 o .
XHV n 4);‘1v2—(m—1/2)2 +1} {Z{vz—(m—llzfl}} (Z)‘J“(C)

(1.38)

Buradaki tim aglllmlar% <<1 kosulunda hizl yakinsarlar. Tam sayinin

yarisi olanv indis degerleri icin, serilerin toplami sinirlidir.
(2.31), (1.34)-(2.38) formulleri, hesaplama aciamdve ilgilenilen
fonksiyonun-tUrevlerinin asimptotik davralarinin aratirlmasi agisindan

onemli rol oynarlar.
Simdi, elde edilen Neumann serilerininin yakinsaklbilerini géz onine

alalim. Bunun i¢in, Hankel sembollinin asimtotikntaini ele alirsak [2],

n e

(v, n) :Olz(_w*w”(ﬂjn:l , n>>|v]

ve n>>c kosulunda kiresel Bessel fonksiyonlari icin

. 1( ec)"
Jn(C):O[_(_j :|
n\ 2n
yazilabilir. Su yeni gosterimi ele alalim:
20 &
Fxy)=—>a"
m n=0

burada F semboli, ilgilenilen fonksiyonun kendisini ya déredvlerinden
herhangi birisini ifade etmektedir. Elde edilen wsciar su sekilde
tablolastirilabilir:



Tablo 1.2. Neumann serilerinin (I) asimtotik talmheiri
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Fonksiyon al” n>>1
o o| (AL osbr) 2 )
LOR.(x, y), oR,(x,y) o ( 1)" COS(/]T)( j
dX ay 1/2
0P, (X, y) o (=1)" sinfvrr) sm(\/ﬂ) Y
oV 3/2 E
E’v(x, y) {( 1) cos(/n }
3/2 2
9 Py(x,Y) {( " sun(\/ﬂ)(éj }
aV 3/2 2

Tablo 1.2'nin sonucu olarak; tum seriler Ermakostitee gore mutlak

yakinsarlar ved << 2 kosulunda bu yakinsama c¢ok hizli olur. Ek olarak seyil

Weierstrass teoremine gore de diizgun yakinsaxlare/veyay icin dizgun

yakinsaklik ao<5<1 kosulu icin vardir. @0:3—2\/_2) v indisine gore
y

dizgin yakinsama ise indisin reelgdderi icin gegerlidir(lm(v):o). Bu

nedenle, yukarida yapilan tim terimsel tlreviemeintergralleme dlemleri

gecerlidir.
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1.4. Kros-carpim Bessel fonksiyonu ve tlrevlerinin dizgi

asimtotik acilimlari

Ilgilenilen fonksiyonun asimtotik 6zellikleri, eldedilen gosterimlerin

yardimiyla kolayca ifade edilebiliSu esitlemeleri yapalim:x=kpo, y=kR,

c=ka= k(R—p) , 5:i . Buradan (1.32) acilimyu forma gelir.

JoR
_20/. S 2n Jn(ka)
P (kpo, kR)_7{JO(ka)+;(V’n)5 w} (1.39)

ka ve v’ in sabit old@gunu kabul edelim. Burad@ — o i¢in d - 0 kosulu

vardir ve u¢ noktalarda ihmal edilebilir. Buradansonuc bulunabilir:

P (kpo,kR) ~2SMKR=P) o~ sabit, i1 1 (1.40)
T k{pR
Bu tahmin, v indisinden bgimsiz olan ve agilima rehber olacak iyi
bilinen bir ifadedir. (bkz. [1, 13, 15, 16]). GOxniinde bulundurulmahdir ki,
(1.40) ifadesi, sabip, R,v ve k - o kosullarinda gecerlidir.

(2.34) ve (1.35) seri acihmlarina benzer olara&,— 0 vel/veya
k — o kogullarinda, argimanlara goére tdrevler icin derecesrmgyen

yakinsamalagu formlarda da yazilabilir:

0P, (kp,kR) 2 {sinka+ }
v ~= coska 1.41
d(kp) 7k pR| 2kp ( )
oP,(kp,kR) 2 [sinka }
v ~= —coska 1.42
0(kR) ik pR| 2kR ( )

Indise gore turev icin ise, aynigdlarda ekteki ifade yazilabilir:
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P kokR) v 1

5y - W[sinka— ka coska] (1.43)

Kros-carpim Bessel fonksiyonunun asimtotik fornmu— oo kosulundasu
sekle doner: [13]

P (ko kR) ~%sh[v In(%ﬂ (1.44)

Bu tahmin,k - 0 kosulunda (1.6)’ daki integral gosterimine yol acar.
P,(x,y) fonksiyonu ve tiirevlerinin buyiik indis gerleri icin (v|>>1)

daha d@ru ve duzgin asimtotik yakiamlari bulunabilir. Bu amacla, Bessel

esitli gini ekteki forma dongturirsek;

{dz +(VZL2‘1+L2HU(2) -0 (1.45)
4z

dz’ z

bu aitligin  kismi  c¢ozimleri zY?J (vz),zY?N,(vz) ve ayrica

z'?z)?P (vz,,vz,) fonksiyonlaridir. Bundan dolayl, gereken fonksiyon

bulunmasinda ilerki safalar igip :z,z2 =Y dongumleri yapilmstir.
\ \

v indisi reel bir say! ise, (1.45) denklemidizh:l noktasinda bir dallanma

noktasi vardir. Langer dogiimint [2] kullanirsak;
U, 0f(9v(s)

ifadesi yazilabilir. Buradd(z), Z ye basli ve tim tanim araginda surekli bir

fonksiyondur. Yeniv(§) fonksiyonusu esitli gi saglar:

2, _
{652 Y 5}9(5) =0 (1.46)



26

ve yeni{ desiskenisu ifade ile tanimlanir:

2 3/2 h 1_t2

— =|——dt, z<1

3(5) '[ t (1.47)
z 2 _ )

2or= [ R 22

Verilen sinir keullart (1.45) denkleminin birinci ve ikinci tip Ay
fonksiyonu d@rultusunda [3] bir ¢ozimiina belirlegimdi, (1.45) denkleminin

x = ykosulu i¢in beliren ¢ozumuni yazalim.
U(z) Of(z,2,)] Ai (V&) Bi (V) - Ai (v>'%,) B (v*'E) | (1.48)

Burada Ai, Bi fonksiyonlari sirasiyla birinci ve ikinci tip Airfonksiyonlaridir.
Bu ifade, dallanma noktalari civarini da icerermtia degerleri igin uygun, tek
dizgun asimtotik yakkamdir. Burada, dallanma noktasininggek taraflarinda
bulunanz, vez, degerleriicin acilimlar goz énune alinmagtr.

Eger, indis dgeri saf sanal bir deer ise(v =iy )

U(z) Of (2,2)| Al(-47,) Bi(-*,) - A (-2 ) Bi (-1 %) | (1.49)

ifadesi gecerlidir vef degeri su sekilde ifade edilir:

f:

(1.50)

5

Lt
237

(1.45) ‘ den yola cikilarak, dallanma noktalarigoklugu durumunda, her

iki (1.49) ve Liouville-Green yakinsamasi (1.44gupdur. [2]
(1.42) ifadesinin agik formunun belirlenmesi i¢jarg(z} < 77’ de dizgun

tahminleri kullanirsak [3]
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g2 ] 5 ol
N2 :_(]ik;jwl Bi (\/\ﬁj@z) [1+O(|V|_l)} (1.52)

ekteki formul elde edilir:

1668, |,
) (1.53)

R(%y)=3,()N, (vz,) = J,(vZ,)N, (vz,) D-!W

LA ) B (%) (e mi (v 00 )

& degiskeninin (1.47) ve (1.50) tanim formullerinde intalgdeziskeni &, reel bir
deger alacak sekilde secilmelidir. [3] Ber integralin sonucunur ile

iIsimlendirirsek, 7 asagidaki kasullari salar:

Arch(z‘l)—\/l— z%: vi> 0z< 1
r=1Jz-1-arcco§z) ;  v’> @> (1.54)

Arsh(|iz|_l)—\/1+(iz)2; V<0

(1.53) ' deki Kros-carpim Airy fonksiyonu,P,(x,y fonksiyonu ile

uyusmaktadir. Gercekten, Airy fonksiyonlari ve silindirfonksiyonlarin ic
baglantilarinin [1-3] i¢ balantilarini kullanirsaksu sonuglari elde ederiz:

Ai(a,)Bi(a,) - Ai(a,)Bi(a) =%J¥azll-ﬂ4bm Ab)=1_ ) b)Y (155)

Ai(-a,)Bi(-a,) - Ai(-a,)Bi(-a,) =%Ja_@z[3 A )= b ). )]

3
Buradab, :gaﬁ, n=1,2. dir. Diger yandan (1.1) formulinden,
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L 1ya(B)1 5o = 1- 1, {01, {b) =§ P.(ib,ib ) (1.56)

‘J1/3(b1)J—1/3(b2) -J 1/3(b 9‘]— 1/£b2 = _g ID1/§b ’lb l

(1.55) ve (1.56) kiyaslarsak, ektekitékleri elde ederiz:

Ai(2,)Bi(a,) - Ai(a,)Bi(a) = JaaP, fib,ib) (157)

Ai(-2,)Bi(-8,) - Al(-2,)Bi(-a) =~ Jaa.P,{b,0)

Temel olarak, (1.53) ifadesigu sekilde yazmak mumkundur:

1 R (ivryivr)  z,<1v*> 0
2
Ry - e vy 2,105 ¢ (159)
|(-2)(1-2) [* | R(ur,ur)  v=siu

Buradar,, (1.54) tekisekliyle tanimlanir.

(1.58) formdalt, buyuk indis derleri icin, P,(x,y) fonksiyonununx,y
parametrelerine gore diizgin asimtotik yakidarini ifade etmektedir. (1.44)
formulunde, B, ;(vz,,vz,) fonksiyonunun asimtotik yakjeminda sg tarafta

yerine konmasiyla Liouville-Green acilimini eldesgd.

1{sh v(r,-1,); z<1V’'>0

2 1 \Y}
P(Xy)=—

"(-2) (-2 SOSE) iy

sinv(r,-7,); z>1/>C

(1.59)

Bilindigi tzere, asimtotik ifadenin herhangi bir tlrevi itafanmamgtir.
Bundan dolayl, argimanlara gore turevin belirleimes su tahminleri
kullanac&iz: [3]
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1) = _Z(l_ 2 j1/4 Al’ (Vz,3{) [1+ O(|V|_2/3)J

W N2E
. % (1; ;2 jm B \(/\2,:35) [1 wof \4-2,3)}

O(M_m) ifadesine kadarki kisim igin

aP,(x,y)
1) 4

1/4
2 2]-_2 1 s ,2/3 srfy,213 srfy,2/3 i 2
o2& E (g o) A ) o)

= 3,(2)N, (v2,) - J, (vZ,)N}(vz,) [
(1.60)

yazmak mumkunddr, Buradan aranan gosterim (1.%6) ybla cikilarak,

Ai'(q)Bi(az)—Ai(az)Bi'(al)=§%j Epl,g(bl,bwbl%g’bz)} (1.61)

seklinde yazilabilir. (1.61)" in (1.60)’ da yerin@kmasi ile,

%Pl/s(ivrl,ivrz)+VT1—0P”3(§|2/T1’)IVT2)} z<1v’>0
I VI,
1/2 2 1/4 |
XaR/(X’ y) 0 L 1 212 1‘|31/3(Vz'1’\/z'2)+Vz'lM ; Z>:|.,V2 >0(1.62
ox ) \1-zZ) ||3 0 (vz,)

1 oR,.(ur, ur,) .

B (T, 1T ) + T — U B2 |y =

3 Va(UTy, UT )+ UT o (ur,) H

ifadesi elde edilir. Benzer olarak|yl ) ifadesi le birlikte,

aR,(x,y)
oy

1/4
D%[? - ;j () o () - v (v, By )
2 1

=J,(v2)N,(vz,) = J,(vZ;)N, (vz) U
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elde ederiz. Ektekisétli gin yardimiyla,

Ai(a,)Bi'(a,) - Ai'(a,)Bi(a,) = %(%] [% P,{b,b,)+b 26%3(‘9(—[)1, bZ)}

ikinci argiimana gore turev icin ifade elde edilir.

SRs(ivrivr) +vr2%} 2<13> 0
P (x,y) _( T -2\ :1 oR,,(vr vzr)
Va & (_lj (1 gj 53/3(VT1,VT2)+VT2%} z>1v*>0 (1.63)
y I —Z i VT,
1 OR,,(ur, ur .
53/3(ﬂrl.urz)+yr2—l’?;}(&;§l 2)}; V=Hiy
L 2

(1.41), (1.42) ‘denB,,(vz,,vz,) fonksiyonu ve tlrevlerinin asimtotik

yaklasimlarinin  (1.55) ve (1.56) formdullerinin &a taraflarinda yerine

konmasiyla, Liouville-Green goésterimlerini elde ade

hv(r, - ww} <1V >0
i 6vr,
2 1/4 | . _
0x mi1-z2 ) || 6vr
cosy , -1, )+—S|n,u(r2 _Tl)} , V=ip
i 6UT,
chv(r, —r1)+—Ch v, _Tl)}; z<1V*>0

6vr,

2 14 |- . _
yROY) 1 2175 |l o ¢ W SVETT) L 50 g2 g
oy m\1-7 ovr,

cosy Q’z _Tl )+M} : V:ii,u
6uT,

Son yaklaimlar, (1.59)" un direk tlrevinin alinmasi ile eldsdilen

sonugclara [6] benzer yaklanlardir.
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Karma tlrev icin asimtotik aglllmlar,CIQv|_2/3) ifadesi ile birlikte )su

ifadenin yardimi ile bulunabilir:

(1-2)(1-Z)
166,

i:.)v(X, y) - Zli ! ]\/3;3 I:Ai'(v2/3§(1)Bi'(V2/3<(2) _ Ai'(VZ/sg(2)Bi'(V 2/?1)]

Airy fonksiyonlari ve silindirik fonksiyonlarin t@éwvleri icin balantili
esitlikler bize ekteki bgintilari verir:

AV () B ()~ A'(2,)Bi (&) = 2 38, 4ib, b )

- - . . 1
Ai'(-a))Bi'(-a,) - Ai'(-a,)Bi'(-a,) = _galazpz/xblb)
Sonugta, aranan yaklan su formdadir:

Ps(ivry,ive,);  z< 1v* > (
o (T1T2)1/2 2 o\ M4 . ,
Ry D 72z [(1_21)(1_ ZZ)] Pys (VT 1V ), z > | (1.64)
i F)Z/S(/'Iz-l)/'lrz); V= i|/,[

(1.58), (1.62)-(1.64) deki duzgun asimtotik yakhalar, ilgilenilen

fonksiyon ve turevlerinina =X 1 kosulunda irdelenmesi icin kullaghdir.
y
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1.5. Kros-carpim Bessel fonksiyonlarinin sifirlari

Asagidaki 6zel gosterimler verilsin:

f,(«.2) =B (zk2)

g, (x,2) =R, (2.42)

Bu fonksiyonlardan birisinin, sabit ve x icin z- sifirlari veya verilere ve «
degerleri icinv- sifirlari ile ilgilenilmektedir.

Sanal z-sifirlarinin yoklu gu. f («,z) [18] i¢in yapilan ispaty ‘nin reel
ve k>1 kogulunda g, (x, z) fonksiyonunun da saf sanal sifirlarinin olngaai
gostermek icin d#stirilebilir. Her v ve z degeri igin g, («,z) fonksiyonu gift

fonksiyon old@gundany > 0 icin, z =iy ssitli gini distnebiliriz. Simdi,

0, (k.iy) = 3, (Y)Y, (Kky) - 3, GkY)Y, '(y)
=—,—27[|V YK, ky >l ky K, ¢)

ifadesi (I, (y) ve K, (y ), modifiye Bessel fonksiyonlaridir ) reel indis pezitif

arguman dgerleri icin reeldir. Bundan Bk&a,

3{ lv'(y)}__ (v2 +y?)

K'Y YK WP

ifadesi, 1,'(y)/K,'(y) degerinin, kesinsekilde y nin monoton fonksiyonu
oldugunu belirtir. K,'(y) fonksiyonu pozitif y degerleri igin gorunar
oldugundan, g,(«,z) fonksiyonu i¢in saf sana —sifirlarinin glenemeyecg

soylenebilir.
Reel z sifirlari. Kompleks, saf sanat-sifirlarinin yokligunda (v = n
degerinin reel oldgu durum icin ) sadece = x > 0 koulu g6z 6ninde

tutulacaktir. Tamsayn ve caitli « degerleri icin reel sifirlarin tablolar
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referanslarda verilmgiir. [3] Sabit indis ve buylk argiiman gleri icin Bessel
fonksiyonlari acitlimlarini kullanarak, Mc.Mahon [15lk olarak bu sifirlarin
buyuk olanlari igin asimtotik agilimlar vergtir.

f.(x,X)" nin diger buyuk sifirlar igin,

X ~[3+E+0|_p2 +r—4pq+2p3 +
" BB B°

burada,

BZﬂ (s=N,N+1,...; N>>1), y=

K-1
IO:/J-l q:(ﬂ-l)(u-25)¢(3-1)
2k 32 kK*k-1)

- (=D ~114u+ 1073K° - 1)
5 2° k5K — 1)

dir. Asagidaki degerler ile de,g, («, x) icin sifirlar yazilir.

H+3 _ (W +46u-63)(° - 1)
2k a 32 kK°k-1)

(£ +18u7 ~ 205 + 1899K° - 1)
52°k°Kk-1)

Yillardir, sayisal hesaplamalar gosterir ki, yullaki ifadeler, buyukluk

sirasina gore,f, ‘in s inci sifirt ve g,’ in (s+1)’ inci sifirni gosterir.iki
durum arasindaki farkn # Oicin, g,’ in asimtotik acilimlar ile verilmeyen
ekstra bir sifirinin gérinmesi ile yorumlargtm. [15] Buchholz, f (x,z) ve
0,(«,z)’" in degisik seri gosterimlerinden, McMahon’ un ifadeleri deantili ve

bu “ithmal” edilen g, sifiri icin agilimi gosterngtir. [16]

n_ k-12  @n-3)(k-1)*
E_\/E{1+ PR T R }
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Waldron (bkz [15]), yeniden, kuc¢uk sifirlaringigk tabiatini ifade etnsi

ve g,(k,z)’ in sifirlarinin indekslenmesinins = 0 yerines = 1’ den

baslanmasini tavsiye etstir.
Ekteki teorem,f, veg, ' in blyuk sifirlarinin durumunu ifade etmektedi

TEOREM. Varsayalim ki,

f,(k,2)=3,(29N,(k2)-N,(2)J,(x2) ,

9.(k,2)=J,'(2N, 'k2)-N, (2)J, '«2) ,

olsun. Buraday ve «, verilen reel veya kompleks sayilardir |mgK| <y dir.
Bu durumda, C:|Z= (s+%)n/|/(—]j cemberi icinde §, yeterli biyiiklikte

pozitif tamsayr ) f,’'nin tam olarak 2 tane sifirn, g,” nin ise,
v # Oyadav = 0olmasina gore2+ 2 veya 2tane sifiri vardir.
Ispat: f,, Z in tam fonksiyonu oldgundan,C’ nin icinde yer alan sifirlari

su ifade ile verilir:

N, = 1. J-alog fV(K’W)aw
277 ow

Diger yandan,g,fonksiyonu sinirlz dizleminde reguler analitik olmasina
ragmen, v#0 icin g,’ nin ikinci derece orijininin bir kutbu vardirg

fonksiyonununC icinde yer alan sifirlagu sekilde tanimlanir:

N, = oo [ 21099 Mgy, 51 ,,)
27 ow

C

Buradaa'w Kroneker semboludur.
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Buyiik || degeri igin (jargw < 77),

vz o1 1
2 j eirl(w—iwr—zn)

s 2
TIW

{ L@ -1 (W -)@4°-9)

8w 280 Y row })

buradaH, birinci ya da ikinci tip Hankel fonksiyonunu gésmektedir. Birtakim

matematik egzersizleri ilesagidaki baintiya ulailir.

(4v? -1)° » v (AP -D)(k) -3
+—(8W)2K +O(W )}+cose( 1)/v[ Seu +O W )}}

f, (k,w) fonksiyonunun ciftlginden dolayi, bu kbanti argimanlarindan
bagimsiz olarak tim bUyUIM dezerleri icin gecerlidir.C konturu Gzerinde

sin(k - w, sifirdan uzakta sinirlangtir ve birtakim hesaplamalarla goésterilir

ki C Uizerinde,

of, _ B (k -1 (4°-1)
fow (K —D)cotfe ~ 1w+ 8xw

(1.p

+ k- D (- {)ﬁvj St~ §-2+0 5(* )
dir. Benzersekilde,

g, (k,w) =%{sin(/( - 1),\,[ 1+0 W2 )}

: omt GO o )

ve C lzerindesu bainti vardir:
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AN (A2
199 _ e —1ycote - mw+ EZD B+ 3)
g, ow 8kw

(1.66)

A= D e ] cbu W-Tr0SC ) |

f, ve g,’ nin C icinde sifirlarinin sayisi (1.65) ve (1.66) nionkur

integrallenmesi ile sonug bulur. Otie,

1 2 1 2 .
N, =2s+1+ (A°-Dk-1f| — || =D =-—=|-HO ¢*
: ( )& )2(8/(}[ an 3} & .
= 2+06™)
dir. ( Burada, > (1/n*) =7 /6+0(s™) esitligi kullaniimigtir ) s degerini
n=1
yeterince biyik bir dger alarak, O(s™ )ifadesinin 1’ den kiicik olmasini
garanti altina alabiliriz. Konturun integrali tarays olmasi gerekginden &' e
esittir.

Tam olarak (1.66)’ dan kiyaslama yoluyla,
N, =2(s+1-9,, ),

ifadesine ulalir. Bu da toremin ispatini tamamlar.

Mc.Mahon’ un acilimlari reeV icin daha dnceden verilgtir. Gercekten
keyfi v ve k deserleri igin (« , reel olmayan ve negatif bir sayi ) gecerlidirler
ve buyuk tamsays deserleri icin s7/(k —1) yakininda asimtotik olarak gift
f,(k,z) ve g,(«,z) fonksiyonlarinin buyuk-sifirlarini gosterirler. Yukaridaki
teoremin sonuclarindan yola c¢ikilirsa, bu Mc.Malifadlelerinin, sirasiylaf,’
nin s inci ve g,’ nin (s+1)’ inci (v = 0 ises’ inci ) sifirinin asimtotik agilimi
olduklarini séyleyebiliriz.

v-sifirlari. Sabit argiman ve buyulk indis icin Bessel fonksigonicin

gecerli olan ifadelerle genel olarak kdesmamamiza r@gmen, birtakim yollarla
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dogru sekilde elde edilebilir. Orngn, I fonksiyonu icin Stirling’ in buldgu

sonucun,J, fonksiyonunun benzer seri agilimlarina uygulannggssterir ki,

diizguin olarakargy| < 77- 9 igin,
3,(2) = (@) ™2 explv + viog(z/2v)[L+ O(v ™|

dir. Bundan dolayiz=x, >0, ve n>0, icin

Jai, (X)) = (ru) ™ ex prr 1281 @+ logk /1 11 1} [ +0 4 } (1.67)
ve

J,(x) = (2m) ™2 exp[n—n log(D Ak § [ #O (! j (1.68)
ifadeleri yazilabilir. N, (x) i¢in e ifadenin turetilmesi 6zel ilgi gerektirir ve [3]’
deki gibi diizguin asimtotik acilimlardan elde ediieb Ozel olarakn — o igin
su ifade yazilabilir:

N, () ==(7m/2)™* exgn log(d k )»-n] | #0 () (1.69)

(1.68), (1.69)’ sitliklerinin sonucu olarak,

J,4(¥) =(2n/x)3,()[ 1+O(™)]
No1 () = (x/ 20)N,, ([ 1+O ()]

dolayisiyla, goralir kin - oo kosulunda sadece

f.(k,X)~Unr)exdn log | (1)70

degil, ek olarak uygun rekirans gatisiyla

9 (K, X) ~ -(n/km)exdn lox] (1.71)
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dir. Bu (1.70) ve (1.71) asimtotik ifadelerindenldg ki, buyik modilus icin

f, veyag, icin reelv-sifirlar yoktur.
Herhangi ek sifirlar saf sanal olmalidirf,(x,x)=0, g;,(k,x)=0

ifadelerinin kokleri,

Ji, (X, (kx) =3, (kX)) I, (X) =0

=iy =iy

ifadesininkine benzerdir. En buyldk samakifirlari eer varsa (1.67) nin
yardimiyla belirlenebilir. Sirasiyla;

3,034, (k%) = 3, (kX) 3y, (X) = =(i / um)e"" | sin(u logk )+O (u™)]
ve
30,0305, (k%) = 37, (K X) 33, (X) = =(i ] k70X ) € sin(u logk )+O (u™)]

—ip

Bu iki bagintinin sg taraflari, i’ nun sayilabilir sayida pozitif gerleri igin

g6z onune cikar. Bu nedenle, tafy(x,z) ve g,(«,z) Gift fonksiyonlarinin her

ikisi de reelz = x icin sinirsiz sayida sanalsifirlarina sahiptirler ve bu sifirlar

asimtotik olarak;

_ s
logk

7 +0(s™),

ifadesi ile verilir. (s bayuk pozitif tamsayi )
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BOLUM 2. KROS-CARPIM BESSEL FONKS1YONU
ve TUREVLERININ SAYISAL OLARAK
HESAPLANMASI

2.1. Hesaplama teknikleri

(1.6)-(1.10), (1.12) ve (1.13)’ deki Kros-carpimdsBel fonksiyonlari ve
turevlerinin integral gosterimleri, bilgisayar mambhda hesaplanmalari igin
kullanilabilen ifadelerdir.

Bu amacla, verilen integrallere en kicik hata i#kigsama icin bazi
kuadratik  formuller kullaniingtir.  1lk  olarak, git  araliklar

h=x,-X%,m=12,.n igin Simpson kuralinin galnis bir formu

uygulanilirsa,

G

| f(w)dwmg[f (0)+4f (h)+ 2f (2h)+ 4f ( B)+ ..

el

ifadesine ulalir. Bu form hesaplama acisindan ¢ok kuladir. Genel olarak,
aralik sayisi bir ¢ift sayr olmalidir ve integrédesi cift olmayan sayidsie
aralik icin irdelenmelidir. Simpson kurali ile elddilen birinci yaklaimi 1° ile

gosterirsek, kuadratik formulin hatasa@daki gibi ifade edilebilir:

Bu teknik, kros-carpim Bessel fonksiyonu (1.6), ised gore birinci tlrevi
(1.10), argumanlara goére (1.12) ve indise gore kariwrevi (1.13) igin

hesaplama acgisindan iyi sonuclaglaa
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(1.7)-(1.9) daki integral goOsterimler, integraladesinde hizli dgsen
fonksiyonlar icerdiklerinden, sayisal hesaplaman igzel uygun, QUAD ve
QUADS8 yordamlari kullanilngtir. Bu iki yordam, verilen hata payi icinde
integral sonucunu yakinsamak igin sirasiyla Simpaoali ve Newton-Cotes 8
panel kuralini ( kendi kendini gama yontemi ile ) kullanmaktadir. QUAD ve
QUADS8 yordamlarinin her ikisi de argiman olarategral teriminin analitik
ifadesini alirlar. Bu da, ylksek hassasiyetesinlzaya kadar integrasyon
araliklarinin otomatik olarak yordamlarcasdiiilmesine olanak gtar.

Ikinci ve cok etkili bir yol ise, (1.16), (1.18), .2D)-(1.24)’ deki Bessel
fonksiyonlarinin carpimlari ve (1.31), (1.34)-(1)'38eki kiresel birinci tip
Bessel fonksiyonunun terimlerindeki seri agilimakullaniimasidir. Birinci tip
Bessel fonksiyonunun hesaplanmasinda, kullaniledile etkili yordamlar
bulunmaktadir ( bilinen algoritmalar icin bkz Ek)2ve bu teknik ilgilenilen
kros-carpim Bessel fonksiyonu ve tidrevlerinin hémamasinda yuksek
hassasiyet $ar.

2.1-2.6 numarall tablolar yapilan hesaplamalarirta haniktarlarini
gostermektedir. Tablolardan gorilgcgibi, hesaplama teknikleri, reel ve saf

sanal indis dgerleri icin yiksek hassasiyetg@amaktadirlar.
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2.2. Kros-carpim Bessel fonksiyonu ve tirevlerininesaplari icin

goreceli hata tablolari

Bu kisimdaki tablolarda, kros-carpim Bessel fonésiy ve tirevlerinin
hesaplanmalarindaki derler ve goreceli hata gerleri gosterilmgtir. Bulunan
fonksiyon dgerleri 9, goreceli hata derleri ise 4 ondalik derecesine gore

verilmistir.



Tablo 2.1. P, (X, y) fonksiyonunun hesaplanmasi igin géreceli hata sablo

42

v x/y=0.4 x/y=0.65 x/y=0.9
Hesaplanan der Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata
10 1.809102892 E+02 | 2.8865 E-15 8. 758650696 E-01 1.9095 E-14 4.088381528 E-03 2.4868 E-14
9 7.629229096 E+01 | 1.5543 E-15 5.732137240 E-01 1.1102 E-14 3. 257943013 E-03 2.1760 E-14
8 3.218031714 E+01 | 1.5543 E-15 3.714265213 E-01 5.7731 E-15 2.535956456 E-03 2.5313 E-14
7 1. 355435436 E+01 | 1.7763 E-15 2.370748242 E-01 3.1086 E-15 1.915146841 E-03 1.9539 E-14
6 5. 682236506 E+00 | 2.2426 E-14 1. 478393360 E-01 1.9984 E-15 1.389251395 E-03 2.4424 E-14
5 2. 354755450 E+00 | 9.3258 E-15 8. 883796868 E-02 1.3544 E-14 9. 529592710 E-04 2.2426 E-14
4 9.501508208 E-01 | 3.1086 E-15 5.018174569 E-02 8.8817 E-15 6.018604035 E-04 2.9976 E-14
3 3.597997239 E-01 | 1.5543 E-15 2.535335383 E-02 2.5535 E-14 3. 324030471 E-04 3.6637 E-14
2 1.149726989 E-01 | 2.4202 E-14 1. 014002556 E-02 2.3536 E-14 1. 418595780 E-04 1.1080 E-13
1 1.909547912 E-02 | 1.1102 E-14 1. 944552334 E-03 1.2878 E-14 2.830023511 E-05 2.8443 E-13
0 -5.971875041 E-03 | 1.5876 E-14 -6.391081292 E-04 9.6145 E-14 -9.425457411 E- 06 9. 1426 E-13
1i -2.798647478 E-02 | 4.3298 E-15 - 3. 150645055 E-03 2.1316 E-14 -4.708754108 E-05 1.8396 E-13
2i -7.783726524 E-02 | 2.1094 E-15 -1. 026399658 E-02 2.4424 E-15 -1.596927503 E- 04 9.6700 E-14
3i -1.181028957 E-01 | 4.4408 E-16 -2.078230906 E-02 1.5543 E-15 -3.461016221 E-04 2.2426 E-14
4i -1.159146696 E-01 | 4.4408 E-16 -3.292322455 E-02 1.6653 E-15 -6.044272223 E-04 3.0864 E-14
5i -6.563881657 E-02 | 4.4408 E-16 -4.460181553 E-02 1.5543 E-15 -9.320532795 E-04 7.7715 E-15
6i 6.995136668 E-03 | 8.8817 E-15 -5.376129834 E-02 0 -1. 325659325 E-03 5.2180 E-15
7i 6.189151410 E-02 | 2.4535 E-14 -5.869897869 E-02 1.3322 E-15 -1.781252600 E-03 6.4392 E-15
8i 7.083798072 E-02 | 9.0261 E-14 -5. 833585047 E-02 1.3322 E-15 -2.294206416 E-03 1.3322 E-15
9i 3.513246327 E-02 | 1.5720 E-13 -5.238749523 E-02 6.6613 E-16 -2.859304600 E-03 6.6613 E-16
10i -1.690026850 E-02 | 3.0220 E-13 -4.140988387 E-02 4.4408 E-16 -3.470791601 E-03 1.3322 E-15

Tablo 2.2. PV'(X, y) fonksiyonunun hesaplanmasi igin goreceli hateotabl

v x/y=04 x/y=0.65 x/y=0.9
Hesaplanan der Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata
10 -1.764320155 E+03 | 1.9518 E-08 -6.860651043 E+00 3.9975 E-08 5. 877837687 E-01 2.0569 E-08
9 -6.652853307 E+02 | 2.0788 E-08 -3.706541433 E+00 4.8206 E-08 5.925889418 E-01 1.8840 E-08
8 -2.470792502 E+02 | 2.2481 E-08 -1. 837188904 E+00 6.3384 E-08 5.961765571 E-01 1.7380 E-08
7 -8.972827286 E+01 | 2.4864 E-08 -7.509300714 E-01 1.0114 E-07 5.987986824 E-01 1.6154 E-08
6 -3.144768318 E+01 | 2.8494 E-08 -1.361216851 E-01 3. 6466 E-07 6. 006688657 E-01 1.5134 E-08
5 -1.034875212 E+01 | 3.4781 E-08 1.996366773 E-01 1.6322 E-07 6. 019655905 E-01 1.4301 E-08
4 -2.972683413 E+00 | 4.8662 E-08 3.741944893 E-01 5. 7765 E-08 6.028351814 E-01 1.3637 E-08
3 -5.360586273 E-01 | 1.0877 E-07 4.589414867 E-01 3.1984 E-08 6. 033942004 E-01 1.3132 E-08
2 1.943458097 E-01 | 1.2313 E-07 4.963234322 E-01 2.1119 E-08 6.037313652 E-01 1.2777 E-08
1 3.784796578 E-01 | 2.8747 E-08 5.105820276 E-01 1.6139 E-08 6.039090149 E-01 1.2566 E-08
0 4.090148080 E-01 | 1.8401 E-08 5. 140755623 E-01 1.4662 E-08 6.039641437 E-01 1.2496 E-08
1i 4.268163498 E-01 | 1.0793 E-08 5.169667867 E-01 1.3260 E-08 6.040172343 E-01 1.2427 E-08
2i 4.178086282 E-01 | 4.5148 E-09 5. 221856107 E-01 9. 4459 E-09 6.041643103 E-01 1.2219 E-08
3i 2.646894992 E-01 | 2.6128 E-08 5. 202843159 E-01 4.0691 E-09 6. 043689875 E-01 1.1875 E-08
4i -6.038071176 E-02 | 1.0897 E-07 4.983722411 E-01 2.1697 E-09 6.045712976 E-01 1.1402 E-08
5i -4.162101052 E-01 | 2.7382 E-09 4.437379675 E-01 9.2037 E-09 6.046886881 E-01 1.0805 E-08
6i -5.674684725 E-01 | 9.1344 E-09 3.477371328 E-01 1.8253 E-08 6.046174020 E-01 1.0093 E-08
7i -3.695891318 E-01 | 2. 0250 E-08 2.090590624 E-01 3.5693 E-08 6.042342203 E-01 9. 2756 E-09
8i 8. 652354156 E-02 | 4.5989 E-08 3. 558925201 E-02 2.0304 E-07 6. 033985436 E-01 8. 3607 E-09
9i 5.036150312 E-01 | 5.1856 E-09 -1. 556455330 E-01 3. 6508 E-08 6.019547847 E-01 7.3588 E-09
10i 5.810328194 E-01 | 1.2347 E-08 -3.405785784 E-01 9.1325 E-09 5.997350391 E-01 6.2791 E-09




Tablo 2.3. Pv(X, y) fonksiyonunun hesaplanmasi igin géreceli hataoabl
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v X/y=0.4 x/y=0.65 x/y=0.9
Hesaplanan der Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata
10 1.570686981 E+03 | 2.2102 E-08 4.880526147 E+00 5. 6423 E-08 -6.667365424 E-01 1.8152 E-08
9 5. 746738499 E+02 | 2.4262 E-08 2.238924291 E+00 8.0131 E-08 -6.691980484 E-01 1.6700 E-08
8 2.040793464 E+02 | 2.7441 E-08 7.369783544 E-01 1.5865 E-07 -6.707239340 E-01 1. 5464 E-08
7 6.897227496 E+01 | 3.2611 E-08 - 8.543499831 E-02 8.9270 E-07 -6.715542023 E-01 1.4419 E-08
6 2.121290439 E+01 | 4.2590 E-08 -5.108003758 E-01 9. 7579 E-08 -6.718919458 E-01 1.3544 E-08
5 5.159439486 E+00 | 7.0342 E-08 -7.110629299 E-01 4.6017 E-08 -6.719067289 E-01 1.2825 E-08
4 2.380412147 E-01 | 6.1275 E-07 -7.897753284 E-01 2.7481 E-08 -6.717374313 E-01 1.2251 E-08
3 -9.904002003 E-01 | 5.9366 E-08 -8.084344925 E-01 1.8232 E-08 -6.714945930 E-01 1.1812 E-08
2 -1.128405841 E+00 | 2.1385 E-08 -8.027992418 E-01 1.3110 E-08 -6.712622904 E-01 1.1503 E-08
1 -1.041632491 E+00 | 1.0533 E-08 -7.928300295 E-01 1. 0437 E-08 -6.710995703 E-01 1.1320 E-08
0 -9.939378228 E-01 | 7.6364 E-09 -7.885024256 E-01 9.5990 E-09 -6.710414604 E-01 1.1259 E-08
1i -9.390405965 E-01 | 4.9478 E-09 -7.836974787 E-01 8.7839 E-09 -6.709814212 E-01 1.1198 E-08
2i -7.423320488 E-01 | 2.5619 E-09 -7.665632677 E-01 6.4617 E-09 -6.707897604 E-01 1.1016 E-08
3i -3.626024421 E-01 | 1.9233 E-08 -7.297744973 E-01 2.9135 E-09 -6.704320464 E-01 1.0716 E-08
4i 1. 432562264 E-01 | 4.6323 E-08 -6. 637084057 E-01 1.6357 E-09 -6.698515508 E-01 1. 0301 E-08
5i 5.797855608 E-01 | 1.9848 E-09 -5.596983187 E-01 7.3268 E-09 -6.689702253 E-01 9.7776 E-09
6i 7.087965335 E-01 | 7.3732 E-09 -4.134716463 E-01 1.5415 E-08 -6. 676900506 E-01 9.1498 E-09
7i 4.277752793 E-01 | 1.7644 E-08 -2.279410444 E-01 3.2873 E-08 -6. 658947393 E-01 8. 4255 E-09
8i -1.131966674 E-01 | 3.5467 E-08 -1.462354545 E-02 4.9621 E-07 -6.634517701 E-01 7.6119 E-09
9i -5.726270380 E-01 | 4.5952 E-09 2.067731046 E-01 2.7597 E-08 -6.602147243 E-01 6. 7164 E-09
10i -6.394524496 E-01 | 1.1313 E-08 4.106854739 E-01 7.6068 E-09 -6.560258942 E-01 5.7464 E-09

0P, (x,y) _ o
Tablo 2.4. —6 fonksiyonunun hesaplanmasi igin goéreceli hateosabl
V

v x/y=0.4 x/y=0.65 x/y=0.9
Hesaplanan der Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata
10 1.562805401 E+02 | 1.9984 E-15 3.680249835 E-01 3.2640 E-14 8. 873562363 E-04 3.3306 E-16
9 6.585052973 E+01 | 8.8817 E-16 2. 454845552 E-01 1.9317 E-14 7.749123441 E-04 6.6613 E-16
8 2.778964143 E+01 | 2.2204 E-16 1. 635715720 E-01 1.3766 E-14 6.702721051 E-04 4.4408 E- 16
7 1. 174150591 E+01 0 1. 087919167 E-01 7.3274 E-15 5.723899160 E-04 5.5511 E-16
6 4.963672658 E+00 | 4.7739 E-14 7.211961179 E-02 3.5527 E-15 4.802852663 E-04 7.7715 E-16
5 2.097165688 E+00 | 1.5987 E-14 4.750488308 E-02 1.5543 E-15 3.930332869 E-04 9.9920 E-16
4 8.837221192 E-01 | 6.4392 E-15 3. 087640465 E-02 4. 4408 E-16 3. 097558366 E-04 5.5511 E-16
3 3.695857365 E-01 | 1.5543 E-15 1.947128691 E-02 2.2204 E-16 2.296130430 E-04 5.5511 E-16
2 1. 505238559 E-01 | 2.2204 E-16 1.138132625 E-02 1.1102 E-16 1.517952127 E-04 3.3306 E-16
1 5. 333858297 E-02 | 6.6613 E-16 5.240221061 E-03 3.3306 E-16 7.551503469 E-05 6.6613 E-16
0 0 0 0 0 0 0
1i 4.112364946 E-02 | 3.1086 E-15 4.951722436 E-03 2.8865 E-15 7.526059927 E-05 3.7747 E-15
2i 5. 186356026 E-02 | 5.5511 E-16 9. 072262644 E-03 3.5527 E-15 1. 497597260 E-04 1.3322 E-15
3i 2.276991975 E-02 | 5.3290 E-15 1.166247680 E-02 3.8857 E-15 2.227432258 E-04 2.2204 E-16
4i -2.816095994 E-02 | 1.5543 E-15 1.226622579 E-02 3.4416 E-15 2.934715097 E-04 1.5543 E-15
5i -6. 778707780 E-02 | 2.2204 E-16 1. 074260028 E-02 2.6645 E-15 3.612266607 E-04 1.9984 E-15
6i -7.031252222 E-02 | 6.6613 E-16 7.287986055 E-03 6. 6613 E-16 4.253193310 E-04 6.2172 E-15
7i -3.445357963 E-02 | 1.3544 E-14 2.404627429 E-03 2.8865 E-15 4. 850953629 E-04 5.1070 E-15
8i 1.629581688 E-02 | 4.4408 E-16 -3.179065715 E-03 1.1102 E-15 5. 399420698 E- 04 4.4408 E-15
9i 5.002148431 E-02 | 3.5527 E-15 -8.623520108 E-03 4.4408 E-16 5.892941168 E-04 1.5543 E-15
10i 4.772937484 E-02 | 2.2204 E-16 -1.310979150 E-02 8.8817 E-16 6. 326389437 E-04 2.2204 E-16




Tablo 2.5. Pv(X, Y) fonksiyonunun hesaplanmasi igin géreceli hataoabl
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v X/y=0.4 x/y=0.65 x/y=0.9
Hesaplanan der Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata
10 -1.531805858 E+04 | 3.1086 E-15 -3.776643965 E+01 4.4408 E-16 3. 274604367 E+00 7.3274 E-15
9 -5.011275575 E+03 | 1.5543 E-15 -1.377039950 E+01 1.3322 E-15 2.678188405 E+00 7.1054 E-15
8 -1.566900938 E+03 | 1.5543 E-15 -2.554163386 E+00 1.5543 E-15 2.135234554 E+00 8.8817 E-16
7 -4.565586829 E+02 | 2.2204 E-15 1. 980135995 E+00 2.4424 E-15 1. 649468996 E+00 9.7699 E-15
6 -1.173290585 E+02 | 1.4432 E-15 3.211701119 E+00 3.3306 E-15 1.223805221 E+00 1.3322 E-15
5 -2.250275340 E+01 | 4. 4408 E-16 2.964166419 E+00 1.5543 E-15 8. 604928782 E-01 1.3100 E-14
4 -3.181988560 E-01 | 9.5479 E-15 2.187153564 E+00 1.5543 E-15 5.612410252 E-01 2.5757 E-14
3 2.601995694 E+00 | 3.5527 E-15 1. 351325172 E+00 1.5543 E-15 3.273183627 E-01 4.4186 E-14
2 1.617634628 E+00 | 1.5543 E-15 6.742264187 E-01 5.3290 E-15 1.596325032 E-01 4.0634 E-14
1 5.785684162 E-01 | 2.2204 E-15 2.468337853 E-01 1.6653 E-14 5. 878995685 E-02 1.5365 E-13
0 2.094053609 E-01 | 3.3306 E-15 1.018349018 E-01 1.1546 E-14 2.513809125 E-02 2.4957 E-13
1i -1.603224814 E-01 | 3.4416 E-15 -4.417384561 E-02 4.7073 E-14 -8.532388701 E-03 2.8369 E-12
2i -1.222190900 E+00 | 2.5535 E-15 -4.867921324 E-01 4.8849 E-15 -1. 096541545 E-01 2.1438 E-13
3i -2.618967719 E+00 | 3.3306 E-16 -1. 231552855 E+00 3.3306 E-15 -2.785500546 E-01 2.7311 E-14
4i -3.421782801 E+00 | 8.8817 E-16 -2.263171020 E+00 1.2212 E-15 -5.157312432 E-01 1.9206 E-14
5i -2.498096933 E+00 | 6.6613 E-16 -3.518362070 E+00 3.1086 E-15 -8.218573938 E-01 1.1213 E-14
6i 4.381675245 E-01 | 7.7715 E-16 -4.864192141 E+00 2.2204 E-16 -1.197682191 E+00 4.1078 E-15
7i 3.993821091 E+00 | 2.5535 E-15 -6. 092637354 E+00 1.5543 E-15 -1. 643985275 E+00 4.4408 E- 16
8i 5. 583029820 E+00 | 1.5543 E-14 -6.938517049 E+00 1.1102 E-15 -2.161492104 E+00 6.6613 E-16
9i 3.327439557 E+00 | 7.7715 E-15 -7.121955819 E+00 1.1102 E-15 -2.750783487 E+00 4.4408 E-16
10i -1.996528401 E+00 | 2.2204 E-15 -6.409437486 E+00 0 -3.412196780 E+00 2.2204 E-16

0Pv(Xy) _ - .
Tablo 2.6. —6 fonksiyonunun hesaplanmasi igin goéreceli hateosabl
\Y

v x/y=0.4 x/y=0.65 x/y=0.9
Hesaplanan der Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata Hesaplanargde Goreceli hata
10 -1.684805385 E+04 | 8.8817 E-16 - 3.345388789 E+01 2.1316 E-14 6. 216673250 E-01 7.7715 E-15
9 -5.697876438 E+03 | 8.8817 E-16 -1.628241842 E+01 7.9936 E-15 5.703820249 E-01 7.1054 E-15
8 -1.867976183 E+03 | 2.2204 E-16 -7.134794309 E+00 6.6613 E-16 5. 149075962 E-01 5.9952 E-15
7 -5.855046105 E+02 | 2.2204 E-16 -2.478356827 E+00 2.8865 E-15 4.561404127 E-01 5.3290 E-15
6 -1. 710000459 E+02 | 1.3322 E-14 -2.777987549 E-01 4.5519 E-14 3.948142428 E-01 4.4408 E-15
5 -4.391476714 E+01 | 8. 7707 E-15 6. 209143957 E-01 6. 8833 E-15 3. 315272667 E-01 3.9968 E-15
4 -8.215282296 E+00 | 2.5535 E-14 8.582721170 E-01 2.8865 E-15 2.667663065 E-01 3.5527 E-15
3 1.858181544 E-01 | 4.5075 E-14 7.791428110 E-01 1.1102 E-15 2.009287464 E-01 3.3306 E-15
2 1. 256955849 E+00 | 2.4424 E-15 5.609771443 E-01 8. 2156 E-15 1. 343425847 E-01 3.5527 E-15
1 7.338098540 E-01 | 4.4408 E-16 2.888868864 E-01 5.7731 E-15 6. 728502600 E-02 3.3306 E-15
0 0 0 0 0 0 0
1i 7.363073992 E-01 | 3.1086 E-15 2.929276374 E-01 5.7731 E-15 6. 735948348 E- 02 7.9936 E-15
2i 1.334318053 E+00 | 1.7763 E-15 5.936139382 E-01 3.5527 E-15 1. 349382611 E-01 5.5511 E-15
3i 1.298591646 E+00 | 7.7715 E-15 8.938404251 E-01 6.6613 E-16 2.029393965 E-01 5.1070 E-15
4i 9.828799173 E-02 | 1.4432 E-14 1. 159236075 E+00 1.1102 E-15 2.715338375 E-01 3.7747 E-15
5i -2.010431778 E+00 | 4.4408 E-16 1. 329099160 E+00 2.2204 E-15 3.408452156 E-01 5.9952 E-15
6i -3.622252380 E+00 | 1.2212 E-15 1. 327594654 E+00 1.7763 E-15 4.109356594 E-01 3.9968 E-15
7i -3.022724519 E+00 | 8.6597 E-15 1. 084376879 E+00 6.6613 E-16 4.817929314 E-01 3.7747 E-15
8i 1.950768436 E-01 | 5.9952 E-15 5. 596886861 E-01 2.8865 E-15 5.533191798 E-01 1.9984 E-15
9i 4.190860812 E+00 | 2.2204 E-15 -2.328927524 E-01 1.7763 E-15 6. 253215660 E-01 1.3322 E-15
10i 5.820779757 E+00 | 2.2204 E-16 -1.213113428 E+00 1.3322 E-15 6. 975049989 E-01 8.8817 E-16
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2.3. Kros-carpim Bessel fonksiyonu ve tirevlerinirnesaplari icin

goreceli hata grafikleri

2.1-2.6 numarall ekteki grafiklerde, kros-carpims&s fonksiyonu ve

turevlerinin hesaplanmalarindaki géreceli hata gayjorsellgtirilmi stir.
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Grafik 2.2. PV'(X, y) fonksiyonunun seri agihimi ile hesaplanmasi iginegeli hata gragi



47

10 N
i57 5110
— y=5
4k — V=5
25+
35F
ar 2t
= «
East 5
T 318}
5 3
15 1k
1_
05k
05k
] N el T e | i L
04 045 05 05 OF 065 07 075 08 08 08 1 15
xly y-u

Grafik 2.3. Py (X, Yy) fonksiyonunun seri agilimi ile hesaplanmasi iginegeli hata grai
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— v=5

fonksiyonunun seri agilimi ile hesaplanmasi iginegeli hata gragi
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BOLUM 3. KROS-CARPIM BESSEL FONKS1YONU
ve TUREVLERININ GRAFIKLERI

2.7-2.12 numarali ekteki grafiklerde kros-carpims&d fonksiyonu ve
turevlerinin grafikleri verilmgtir. Sunulan grafikler, fonksiyonun gerlerinin
arguman ve indise gore glamini daha iyi gostermek amaci ile ¢ boyutlu

cizilmisgtir.
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Grafik 2.7. FonksiyonP, (X, y), Y — X = 7T. (a) Reel indi,

(b) Saf saimalis v=i

Grafik 2.8. FonksiyonP,'(X, Y), Y — X = /7. (a) Reel indig,

(b) Saf sanal ingis
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Grafik 2.11. Fonksiyon Py (X, Y), Y — X = 7. (a) Reel indis,
(b) Saf shindis v=iu
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BOLUM 4. KROS-CARPIM BESSEL
FONKSIYONLARININ UYGULAMALARI

4.1. Kapali pO [r, R] araligl icin Sturm-Liouville problemi

Kapall pD[r,R] aralgl icin, homojen sinir kallari altinda gagidaki

homojen denklemin bir cézimiiniginecegiz. ( k* reel bir dger )

2
{pz ai)z +p%+(kzpz -vz)}Uv(kp) =0 (4.1)

Dustnulen problem, ikinci tip kendines éineer diferansiyel denklem igin
Sturm — Liouville problemidir. b uzayindaki Hermite operatdrlerinin bilinen

teoremleri, (4.1) denkleminin 6z gler ve 6z vektorlerini tam olarak ifade eder.

Varsayalim ki,U ,(x0), uygun sinir kgullari altinda (4.1) denkleminin
baska bir cozimu olsun. Bu durumdsgagidaki bainti gecerlidir:

2

V-

2

}Uv(kp)ﬂ,,()(p)dp =

=

(e-r)o-

= —p[ kU, (kp)T, (xp) - XU, (k)T (x0) |

(4.2)

R
r

Bu baintidan cikarillaga tGzere, homojen sinir kollari altinda (4.1)
denkleminin c¢6zumleri tam olarak iki ortogonal Omnksiyonlar sistemi

olusturur. Bunlardan birincisi,

0, kzy

R
JU.(ko)D, (0 pdp =1 1
f 2

, .V )7 4.3
{pZIUL(kp)I + (p -%)IUV(kp)I} k=x (“2)

r

ve ikincisi
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. ] 0, v£Uu
— P R
U, (ko ,(kp)——= - ' 7 .
JU.ko)0, (o)~ ko {Uv(kp)aué(kp)_auv(kp)uc(k p)} sy @9
\ ov r

seklindedir.ileride her iki 6z fonksiyon sistemi parajekilde diguinilecektir.
Sifirdan farkli Wronskian dgrinden dolayi, (4.1) denkleminin ¢cézumleri,
lineer ba&imsiz birinci ve ikinci tip silindirik fonksiyonlan kombinasyonu

olarak digunulebilir.

3,(kp)N, (k) - 3, (k)N (ko) :% (4.5)

Bundan dolayi, gier ¢cozum,
U,(kp) =CJ,(kp)+C,N,(kp) (4.6)

seklindedir. Burada €ve G, vindisine b&l degerlerdir..
Eger, pO[r,R] aralginin u¢ noktalarinda Dirichlet sinir gdlari
verilirse,
U, (kr) =U,(kR) =0 (4.7)

C, ve G skalerlerisu denklem sistemi ile belirlenebilir:

CJ, (k) +C,N, (kr) =0
CJ,(kR)+C,N,(kR) =0
buradan,

(k) __J,(R)
N, (k) N, (kR)

G (4.8)
Cl

(4.8) degerlerinin (4.6) * da yerine koyarsak,

J, (kr)

U, (ko) =Cy J, (ko) = )

N, (ko)

ya da
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mquxm»ﬁ%%mm)

elde ederiz. Aagidaki fonksiyonu goz dniine alirsak,

R.(x y) =J,()N,(y) = J, (YN, (x) (4.9)
buradan,
U, (kp) = AR, (kp.kr) (4.10)
=B,P,(kp,kR) (4.12)
A\/ = C1 Bv = Cl

N, (kr)’ N, (kR)

elde edilir. (4.10) ve (4.11) gosterimlersagidaki gibi yazilabilecgimiz (4.8)
bagintisindan dolayigtir:

R,(kr,kR)=0 (4.12)

flgilenilen fonksiyonun k uzayindaki formu,

o [ TR y)|zQ(X)dx}

bicimindedir. BuradaQ(x) = x** fonksiyonu girlik fonksiyonudur. Buradan

U, (ko) ¢bzumu icin normalize kallar su formu alir:

A" =Rl B =[R] (4.13)
Simdi, DV:% yeni gosterimini g6z ©ntne alalim. (4.10) ve (4.13
bagintilarindan,

5 = Rkpk) _ N(k) _3,k0) _ R,
" R(kpkR) N,(kR) J,(kR) [P/,

(4.14)
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yazilabilir. Bu yazim, P,(x,y )fonksiyonunun argimanlarina gore tlrevinin

gdsterimi icin uygundur. (4.5) Bantis1 gbz onune alinirsa,

13U,kp)|  _ p Rk 2A
k 0o |, okp) |-, TIkr
ve
10U,(kp)|  _ g RKpKR)
k oo |- Y oakp) per
yazilabilir. Bu ifadeler gtlenirse,
kr IR, (kp,kR) __2 Dv_l (4.15)
d(kp) per T
elde edilir. Benzer yolla ikinci iganti bulunur.
kRM = _E D, (4.16)
o(kp) R T

(4.3) kaulunu sglayan birinci fonksiyon sistemi iginR, (x,y jonksiyonunun

normunun karesi

,Ff|R/(k,0| kr)|2,05p={%2{—apv(kp’kr)} } -

d(kp)
, , (4.17)
_ R?| 0R,(kp, kr) 12 9B (kp.kr)
2| 0kp) || 2] 0kP) |,

seklindedir. (4.5) ve (4.16) antilari kullanilirsa,

1 2,12, 2, 2
—D _(—— Y= ———
\) 2( I ) e

T (D?-1) (4.18)

2
IRl =
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formult elde edilir. Benzer yollal, (ko,kR fonksiyonunun normu bulunabilir.

Bununla beraber, (4.14) kullanilarak, (4.18) den

IRl =

q[ie k2n2(1 D,”) (4.19)

yazilir. (4.4) kgulunu sglayan ikinci fonksiyon sistemi iginP,(X,y )

fonksiyonunun normunun karesiagidaki sekildedir.

D, 0 [\, RAkp,kr) 2R (kpykr)

plP =-P 9 1p(k K -k 4.20

” V”kr N OV [ R (ko r)]sz { P d(kp) 2vov :|p:R ( )
D! 9 OR,(kp, KR) 9R, (kp, kR)

P 2 —_ v G_ P k kR — k Vv v 421

|| V||kR v aV[ V( ,01 )]pzr |: p a(kp) 2VOV p=r ( )

P,(x,y) fonksiyonunun normu igin ihtiya¢ duyulan ifadelét,14)-(4.16)
formullerindeki D,’ nin uygun dgerlerinin (4.18)-(4.21) bantilarinda yerine

konmasi ile bulunabilir.
Neumann sinir kallari altinda,
U, (kr)=U;(kR) =0 (4.22)

¢c6zUmuUsu sekilde yazmak mumkunddr:

U, (ko) =C, R (ko.kr) (4.23)
buradaC, = ve (x y)= OR(xy) dir. Asagidaki sitlikten dolay!
(kr) oy
J,(kr)N;(kR) = 3| (kR)N (kr) (4.24)
OzUm ayricaF, = 1_ olmak Uzereau formda yazilabilir:
¢ y TN R 8 y

U, (ko) = F, P, (ko.kR) (4.25)

tanimdan,
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_OR(xY) _0R(xY)

P.(x
»(%Y) oxay ox

(4.24) kaulu,

P (kr,kR) =0 (4.26)
formuna dongir. Onceki duruma benzeekilde D, :g gosterimi ile (4.23)

v

ve (4.25) bgintilarindan,

_Rkpk) _ Nikr) _ 3ukn) _ IR,

D= N/(kR) J'(KR) o (4.27)
RkokR) NOR LR g
yazilir ve buradan,
. 2 -
kr (P, (kr,kR) = =D, (4.28)
7T
. 2 .
kRIP, (kR kr) ==D, (4.29)
T

bulunur.
(4.3)' deki ortogonallik keulunu s&layan birinci fonksiyon sistemi icin

P,(x,y) fonksiyonunun normunun karesi sekildedir:

R| . 2 2 2 .2 . R
[P (ko.kr) pdp:{k‘;TVFf(kp,kr)} =
_ KR -v?[ 2D, 2_k2r2—v2[ 2 }
2k? kKR 2k? Tikr

Bundan dolay! birinci durum igin,

P, - nzzkz{bf {1-(72)1—{1—%)2} (4.30)

yazilir. (4.27) ‘ den ise
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bl o) e

bulunur.
Son olarak, (4.4) ortogonallik kolun sglayan ikinci fonksiyon sistemi

icin P,(x,y) fonksiyonunun normunun karesi formdadir:

2
: D, 0 dP (ko kr
IRl = —G—[P(kp kr)} {ka(kp kr)M (4.32)

nv a p:R VGV
p=R

) .
- 0 : dP (ko,kR)
Pl == —| Pv(kp, kr =-|koP (ko kR)——"—"—~= 4.33
IRl ma[(p)Lr {pv(p o ] (4.33)

p=r

F.’V(x,y) fonksiyonunun normu icin gereken ifade, (4.2729).

bagintilarindaki uygun D, deserlerinin (4.30)-(4.33) formiillerinde yerine
konmasi ile belirlenir.

Not edilmelidir ki, (4.18)-(4.21) ve (4.30)-(4.3Bxadeleri sadece sirasiyla
(4.12) ve (4.26) kaullarinda pozitif dgerler s&lar.

Bundan dolayi, (4.1) denkleminin Dirichlet ve Neuma sinir kgullari

probleminin 6zfonksiyonlariP,(x,y Jonksiyonu ve turevi ile ifade edilebilir.
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SONUCLAR

Calsmada kros-carpim Bessel fonksiyonlarin ve sifmiariirdelenmesi
probleminin analitik ve sayisal gtama sonugclari kombine edilgtir.

Kros-carpim Bessel fonksiyonlarinin argimanlarandese gore ( tigiinct
dereceye kadar) tirevleri elde editiri integral gosterimler baz alinarak,
fonksiyonlarin ve tim turevlerinin ana 6zelliklagiklanmgtir.

Ilgilenilen fonksiyonlarin tamsayi indis icin birincNeumann seri
gosterimleri elde edilmgtir. Bu gosterimlerin yakinsak 6zellikleri analitttarak
aragtirlimig, argimanlara gore ve saf sanal indigetkerine gbére mutlak ve
dizgun yakinsadiklari bulungtur. Bu seriler tssel olarak hizli yakinsaklik
Ozelligine sahiptirler.

Fonksiyonlarin birinci tip kiresel Bessel fonksijam terimleri ile ikinci
Neumann seri gosterimleri elde edigtim. Serilerin yakinsak 6zellikleri analitik
olarak analiz edilmstir. Bulundusu Uzere, argimanlara gore ve sadece reel indis
degerlerine gore mutlak ve dizgun yakinsamaktadifar. seriler de Ussel
olarak hizli yakinsaklik 6zefline sahiptirler. Bu sebeple, birinci Neumann
serileri icin tamamlayici 6zellik salar.

Kros-carpim Bessel fonksiyonu ve tilrevlerinin dizgiasimtotik
actlimlari, buyidk mutlak indis gerli Bessek fonksiyonlari igin Olver agilimlari
yardimiyla elde edilngtir.

Kros-carpim Bessel fonksiyonu ve karma tirevi igmnsifirlari ve v-
sifirlarinin yaklaimlari sunulmstur.

Tim elde edilen goOsterimler basit biekilde kros-carpim Bessel
fonksiyonu ve tirevlerinin sayisal olarak irdelemineacin kullaniimgtir.
Bulunan sonuglar ve hesaplamadaki hata paylarik¢gstirilmi stir.

Bessel fonksiyonunun kapallpD[r,R] aralginda Sturm-Liouville

probleminin ortonormalize 6zfonksiyonlarinin iksg@mi ele alinnstir.
Birinci tip Bessel fonksiyonunun hesaplama yontemie hassasiyet

sglamada etkinlikleri agisindan kiyaslamasi yapgtmi
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EKLER

Ek 1. Birinci tip Bessel fonksiyonunun hesaplanma@ntemleri

Birinci tip Bessel fonksiyonunun hesaplanmasi ickyvvet Serileri
Metodu, Rasyonel Metod ( Rekurans tegmi de iceren ) ve Rekirans Metodu

olmak Uzere U¢ yontem ele alinacaktir.

* Kuvvet Serileri Metodu
Herhangi bir reels degeri igin J,(z) Bessel fonksiyonu seriler gosterimi
yardimiyla,
sa-(37) S
seklinde tanimlanabilir. ger v =n ise, Bessel fonksiyonunun taningegdaki
gibidir:
o (=1)m 2T

L= 2, 2°™"ml(m+n)!

m=0

Paydadaki faktoriyellerden dolayi, butddeserleri icin bu seriler yakinsarlar. O
ve 1 arasindaki dgerler icin Kuvvet Serileri metodunun hassasiyetk ¢co
yuksektir. Ama z[1 1 degerleri icin bu metodun hassasiyeti sdii z, 1
degerinden uzaklgtikca yuvarlama hatalarindan dolayi, algoritma wanl
degerler verir. ( bkz. Program 1)

Bundan dolayi, kicik argiman gieleri icin Kuvvet Serileri metodu
hesaplama acgisindan cok kul@mir. Ama buylk z degerleri icin bagka
kullanigl metodlar uygulanmalidir.

* Rasyonel Metod
x<vargumanlari icin, Bessel fonksiyonlarininin ikise dgagidaki
asimtotik formla Q< x[ v) niteliksel olarak basit kuvvet gdsterimlerine

uyarlar,;

1 (1Y
J,(x) ~ Fv+D (Exj v=0 (A.1)
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x>vicin, Bessel fonksiyonlari nitelik olarak, X™'2

ile genligi sébnimlenen )
sinds ve kosinus dalgalarina uyarlati] vigin asimtotik gosterim gagidaki

gibidir:

J,(X)~, /i cosé<——1v7r——1ﬂ] (A.2)
TTX 2 4

Blyuk v degerleri icinx‘ in V' ye yaklagtigl bolgelerde &[1v) ise Bessel

fonksiyonlarinin tipik genfii ise

P 1 0.477:
3, ()~ FRr(2/3) V27 VT (A.3)
seklindedir.
Daha 6nceden gorulg@i Gzere Bessel fonksiyonlari,
2n
‘]n+1(x) = 7 Jn (X) - Jn—l(X) (A4)

rekurans bgintisini sglarlar. Bessel fonksiyonlarinin hesaplanmasina §one
uygulanacak pratik yontem iki kisima bolunebilir:iriBcisi, J,, J,
degerlerinin nasil hesaplanagaikincisi, ise dger, J degerlerinin bulunabilmesi
icin, rekdrans bantilarinin kararl bir bicimde nasil kullanilggdir.

Sifir ve herhangi bir dgr arasindakx degerleri icin ( biz 8 dgerini

kullanacgiz ) rasyonel fonksiyonlar yardimiyld,(x) ve J, k) deserlerine

yakinsama yapilr0 < x < 8icin yakinsama formlaring0,1) []

3,00 =421m%) [R @/x)cos(% ¥ Q (8% )sin(X)) (A5)

seklindedir. Burada

X, EX- 2n4+ 171 (A.6)

esittir ve Py, P, Qo ve Q@ ( 0 < 8k < 1.) seklindeki argimanlar igin

polinomlardir. P’ ler ¢ift, Q' lar tek polinomlandi
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Cssitli rasyonel fonksiyonlar ve polinomlarin katsanl Hart ( 1968 )
tarafindan dgisik hassasiyet dereceleri icin verigtir. ( Yontemin detaylar
icin bkz Program 2 — 4)

Ele alinacak ikinci kisim ise,n>2derecelerindeki J (x) Bessel

fonksiyonlarinin  bulunmasi icin, (A.4) rekdrans rfadinin ne sekilde
kullanilac&idir. n Uzerinde rekiranslemine Jo ve J;" dan bglanabilir. Ama
artan yonde rekirang,deseri x degerini asmadgl strece kararli yapidadir. Bu,
pratikte sikca karmiza cikan biyukx ve kicuk n degerleri icin yapilan
cagrimlarda kullanghdir.

Zor olani isex < n degerleri icindir. Burada uygulanabilecek en iyi yol,
Miller’ in algoritmasidir. ( Dgru ¢6zime ulgmak icin, Rekuranssiemlerinin
herhangi bir bglangic dgerinden bglayarak azalan yonde uygulanmasi Jo
veya J; degerlerine gelindiinde ise, rekirans yolu boyunca biriken toplam
kullanilarak sonug¢ normalize edilebilir.

Tek eksik kalan nokta, istenengein belirli bir hassasiyet derecesinde
bulunabilmesi icin, azalan yonde rekirans siraskuinilacak H” baslangic
degerine karar verilmesindedir. (A.1) ve (A.3) noluimttik formlarla
oynanirsa, bu drin istenen fi” degerinden ek bir derece daha fazla [sabit x

n] 1/2

olmasi gerekfii dusundlebilir. ( Kabaca, sabitin karekokl, hassasiyet
derecesinegit olmalidir)

Bu digtncelerin ifade edilmesi Program 4’ de ele algtmi

* Rekirans Metodu:

Simdi, J,(x)’ in hesaplanmasi i¢cin Rasyonel metoddan daha iyi b
hassasiyet gosteren Rekirans metodu Uzerinde guwraBmha 6nce gorilgii
Uzere, Bessel fonksiyonu icin rekiranssipalar artan yonde kararl yapida
degildir. Burada sunulan metod, rekirans gimaularini ters yonde
kullanmaktadir. Herhangi bir baylik=7 i¢in , J,(x) bulunmakta ve diiik
derecedeki fonksiyonlar ters yondeki rekirangiias ile bulunmaktadir.

Rekirans bantisini  kullanabilmek icin, iterasyona geyaca&imiz

J,(X) << 1 kauluna uyan uygun buytkltkte bif degerinin belirlenmesi

gerekmektedir. Aagidaki baintilari tanimlarsak;
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J,(X) =0 ve Ja X FB

buradaa, harhangi bir dger, [ ise,a’ ya basll bir degerdir. 3 deseri surekli
kesirler yardimiyla bulunabilir.

Rekirans bantisini J, (x ) ile bolersek gagidaki bainti elde edilir:

'Jn—l(x) =@ — ‘Jn+1(x) (A 7)
3.0 x J,(X) '

veZ = JJ” seklinde tanimlar ve (A.7) Eantisinda yerine koyarsak,
n-1

bagintisi elde edilir. Zy., teriminin acilimi ile de Zigin surekli kesirler agilimi

bulunabilir.

Rekurans bantisint  kullanabilmek ic¢in, a deserinin  bulunmasi
gereklidir. Verilen birx degeri igin, bu J, (x) degeri, Olcut faktorinden kuguk

olmahdir. Dolayisliyla,

@ <103, (X)

olmahdir. BuradaJ,(x ) bulunmasi istenen ger ve m de garanti edilmesi
istenen dgru dijit sayisidir. 70 x oldukea, J, (x ) degeri asimtotik olarak

asagidaki formdadir.
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gntanhy—y)
3,00~ m——=
2rmtanhy

burada,

x/n

dir. Algoritmadaa degeri,

o= 1o—me—(n/5+48)
secilmitir
Eger bu balangi¢ dgerleri ile rekirans antilarini uygularsak, bulunan

J,(X) degeri gercek dgerin, v den b&msiz olan bir ¢arpaninait olacaktir.

Boylece
1= 3,0 +23 3,,(X)
=1

bagintisi, bize normalizasyon faktorinin bulunmasia@ay Sonuc¢ deeri |,
hesaplanan gerin, normalizasyon faktoriine bolumunte.

Metod icin gecerli algoritma, Program 5’ de vergtii Algoritmanin
hassasiyeti, kiicik degerleri icin yine Kuvvet Serileri metodundan sditr.
Ancak, blyukx deserleri icin (x >> 1), bize dier iki metoddan daha hassas
deserler vermektedir. ( bkz Tablo Ek.1)



Tablo Ek.1. Birinci tip Bessel fonksiyonu hesaplama gérecatahtablosu.

X Goreceli Hata
Kuvvet Serileri Metodu [ Rasyonel Metod | Rekiirans Mato
Jo( X)
0.0 0 2.831409995351919 E-09 0
0.1 0 2.710749236906940 E-09 0
0.2 0 2.356618371375257 E-09 0
0.3 0 1.792201287998007 E-09 1.135631360713131 E- 16
0.4 0 1.054927218995149 E-09 0
0.5 0 1.947080336632265 E- 10 0
0.6 0 7.284190417657049 E-10 0
0.7 0 1. 647140059958457 E-09 0
0.8 0 2.490071989869472 E-09 1.311874768087779 E- 16
0.9 0 3.185183282157277 E-09 2.749697351846158 E- 16
1.0 0 3.663246063198482 E- 09 1. 450896995806655 E-16
5.0 | 3.438253178955947 E-15 1.575481872866280 E-08 3.125684708141770 E-16
10.0 | 3.780709915037618 E- 14 2.720607883422061 E-10 1.128570123891826 E- 16
15.0 | 1.162570003508659 E-10 8. 636899376184344 E-09 6.097672290219446 E- 16
20.0 | 4.727763221534455 E-09 5.539909364518937 E-11 0
25.0 | 1.246905391261688 E-07 9.419756187224146 E-10 5.766386841048766 E-16
30.0 | 1.216991909300666 E-04 6.932170677703942 E- 10 8.034104324545650 E-16
Jai(x)
0.0 0 0 0
0.1 | 1.389514950915139 E-16 1.458087513742801 E-10 0
0.2 | 1.394740871981613 E- 16 1.276687215095345 E- 10 4.184222615944838 E- 16
0.3 | 1.871345545565960 E- 16 9. 897228461755614 E-11 0
0.4 0 6.191854123441779 E-11 1. 415908796916068 E- 16
0.5 0 1.938411699363624 E-11 1. 145653705067835 E-16
0.6 | 1.936203694522408 E- 16 2.526881355610359 E-11 0
0.7 0 6.842082604766118 E-11 1.687290874082597 E- 16
0.8 | 1.505011476296961 E-16 1.064416356588073 E- 10 1.505011476296961 E- 16
0.9 0 1.359533131344475 E-10 0
1.0 0 1.540809891726993 E-10 2.522944090043037 E- 16
5.0 | 1.694587501493689 E-15 2.976069139708248 E-09 1.694587501493689 E- 16
10.0 | 7.980740251552603 E- 14 3.921568164067666 E-09 3.032681295589989 E- 15
15.0 | 3.218433117584365 E-11 2.165809768492265 E-10 1. 353243739287294 E-16
20.0 | 3.685276012495862 E-09 2.394694602914248 E-09 2.076483477160146 E- 15
25.0 | 4.434091632248354 E-07 1.600150586718190 E-10 2.214241751297894 E- 16
30.0 | 1.268323190894294 E-05 1.024537010973897 E-09 4.674581431786473 E- 16
Ja(X)
0.0 0 0 0
0.1 | 1.736169832118025 E- 16 1.736169832118025 E-16 1.736169832118025 E-16
0.2 | 1.740517955168647 E-16 3.481035910337294 E- 16 5. 221553865505941 E- 16
0.3 0 3.107191337113441 E-15 0
0.4 | 3.516094428751218 E-16 5.608170613858193 E- 14 3.516094428751218 E-16
0.5 0 5.230694015747904 E- 13 1.133657133885545 E-16
0.6 | 4.767350418845954 E- 16 3.230356643810018 E-12 1.589116806281984 E-16
0.7 | 1.180346074958413 E- 16 1.504964852493476 E-11 3.541038224875240 E-16
0.8 | 1.830413791302558 E-16 5.702599254389382 E-11 1.830413791302558 E- 16
0.9 | 1.467209012363501 E-16 1.845276496251303 E-10 0
1.0 | 2.415555597123858 E- 16 5.271283397378014 E- 10 3.623333395685787 E- 16
5.0 | 8.940891111515339 E-16 5.171351187097350 E-08 1.341133666727301 E- 15
10.0 | 3.466308829468234 E- 14 1.288660259237087 E- 10 0
15.0 | 1.637103923796701 E-10 3.097739552658848 E- 09 1.669139722490460 E-16
20.0 | 2.888260071383969 E-09 1.575234211022536 E-10 1.731030409981710 E-16
25.0 | 2.597640513329773 E-07 8.380123457040317 E-10 1. 305594195058557 E- 16
30.0 | 2.275719385609259 E-04 8. 665600622175637 E-10 1.238278797560185 E- 15

66
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Ek 2. Birinci tip Bessel fonksiyonunu hesaplama i¢i 6rnek

programlar

Bu kisimda, birinci tip Bessel fonksiyonunun yukiar deinilen
hesaplama tekniklerine ait algoritmalara 6rnek pmodar verilmgtir. Sunulan

programlar, Matlab paketinde yaziwe derlenmytir.



Program 1

function y = PowerBessel J(X, T)
Tol erance = le- 16;
[r, k] = size(X);

for N=1.T + 1
for J = 1:k

LocValue = X(1, J);
M ndex = O;
A =1,
for I = 1:(N1)
A=A~* (Locvalue / (2 * 1));
end

Summ = A
APrev = 0;
while (abs(A / Summ) > Tol erance)
M ndex = M ndex + 1;
APrev = A
A= (-A * 0.25 * (LocValue / Mndex) * (LocValue /
M ndex) ;
A=A* Mndex / (Mndex + N - 1);
Sunm = Summ + A;
end

y(J, N) = Summ
end
end
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Program 2

function y = RatBessel JO(X)

[r, k] = size(X)

for J = 1:k

LocValue = X(1, J);

i f abs(LocValue) < 8.0
s = LocVal ue * LocVal
ansl = 57568490574.0

(651619640. 7

ue;
+
+
(77392.33017 +
+
+
+

(-13362590354.0 + s *
(-11214424.18 + s *
(-184.9052456))))) :
(1029532985.0 + s *
(59272. 64853 + s *

1.0)))):

ans2 = 57568490411.0
(9494680. 718
(267. 8532712
y(J, 1) = ansl / ans2

* % k% X %

nnnonuonuon-

el se
ax = abs(LocVal ue);
z = 8.0/ ax;
s =z * z
XX = ax - 0.785398164;
ansl = 1.0 + s * (-0.1098628627e-2 + s *
(0.2734510407e-4 + s * (-0.2073370639e-5 +
s * 0.2093887211le-6)));
ans2 = -0.1562499995e-1 + s * (0.1430488765e-3 + s *
(-0.6911147651e-5 + s * (0.7621095161e-6 -
s * 0.934945152e-7)));
ans = sqrt(0.636619772 / ax) * (cos(xx) *
ansl - z * sin(xx) * ans2);
y(J, 1) = ans;
end

end
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Program 3

function y = RatBessel J1(X)

[r. k]

for J =

si ze(X)
1:k

LocVal ue = X(1, J);
if abs(LocValue) < 8.0

S =

ansl

LocVal ue * LocVal ue;

= LocVal ue * (72362614232.0 + s * (-7895059235.0 +
s * (242396853.1 + s * (-2972611.439 + s *
(15704. 48260 + s * (-30.16036606))))));

ans2 = 144725228442.0 + s * (2300535178.0 + s * (18583304. 74

y(J,
el se

end;
end

s * (99447.43394 + s * (376.9991397 + s * 1.0))));
ansl / ans2;

1)
ax = abs(LocVal ue);
8.0 / ax;

z * z;

X 0 N

X = ax 2.356194491
ansl = 1.0 + s * (0.183105e-2 + s * (-0.3516396496e-4 +
s * (0.2457520174e-5 + s * (-0.240337019e-6))));
ans2 = 0.04687499995 + s * (-0.2002690873e-3 + s *
(0.8449199096e-5 + s * (-0.88228987e-6 +
s * 0.105787412e-6)));
ans = sqrt(0.636619772 / ax) * (cos(xx) * ansl -
Z * sin(xx) * ans2);
if X<0.0
ans = -ans;
end
y(J , 1) = ans;
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Program 4

function y = RatBessel J(X, T)
[r, k] = size(X);
iacc = 40;

bi gno 1. Oe+10;
bi gni 1. Oe- 10;

for N= 1.(T + 1)
if N ==
y(:, N = RatBessel JO(X);
el seif N ==
y(:, N = RatBessel J1(X);
el se
for J = 1:k
LocValue = X(1, J);
if LocVal ue ==
y(J, N) = 0;
el se
if abs(LocValue) > 1.0 * (N - 1)
tox = 2.0 / abs(LocVal ue);
bj m = Rat Bessel JO(abs(LocVal ue));
bj Rat Bessel J1(abs(LocVal ue));
for D= 1.(N- 2)
bjp D* tox * bj - bjm
bjm = bj;
bj = bjp;
end
ansx = bj;
el se
tox = 2.0 / abs(LocVal ue);
LL = fix(((N- 1) + fix(sqrt(1.0 * (iacc * (N -
1)) 1 2);
m= 2 * LL;
ansx = 0.0;
j sum = 0;
sum

0. 0;
0. 0;
bj = 1.0;
D=m
while (D >= 1)
bjm=D* tox * bj - bjp;
bjp = bj;
bj = bjm
if abs(bj) > bigno
bj = bj * bigni;

G
©
(T

bjp = bjp * bigni;
ansx = ansx * bigni;
sum = sum * bigni;

end

if jsum~=0
sum = sum + bj;

end

jsum=1 - jsum

if D==(N - 1)



ansx = bjp;

end

D=D- 1;

end

sum= 2.0 * sum- bj;
ansx = ansx / sum
end
if (LocValue < 0.0)

g=rem(N- 1) / 2)

if g~=0
ansx = -ansx;
end
end
y(J, N = ansx;
end
end
end

end



Program 5

function W= RecurseBessel J(X, T)

[r, k] = size(X);

for DD = 1:k
LocValue = X(1, DD);

i f (LocValue < 10)
M= fix(49 / (3.6 - 10gl0(LocVvalue)) + 9);
el se
i f (LocVal ue < 50)
M= fix(1.743 * LocValue + 31);
el se
M= fix(1l.6 * LocValue + 36.5);
end
end

<

(M+ 1) / 2) * 2

1);

* ~

M =
ML
\%/%4
J1

inonon
n <2
<

J

—
o
=

+
[y

1w
o
o o

D

>

o<
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IS

/ LocVal ue;
/ LocVal ue;
1;

O@WoO>»0
B
o+ +
‘e

[ I I I I T TR

nmo
o
—Qopr

L T 1 I O 1 A 1 I ¢

=35

=

—~ O

<= 206) & (Found == 0))

%Q

+ J) / LocVal ue;

C- E

WOIT>O0
*

T
*

D- F
Al B
if (abs((G- P) /| G < 1E-9)
Found = 1;
end
J=J + 2
end

p
H
E
C
A
F
D
B
G

A= 1E-9 * exp(-M* 0.2 - 48);

C=A/ G

y(DD, M+ 1) = A
y(Db, M = G

P =M

H = 2/ LocVal ue;
D= A
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end

for

end

P=P- 1
B=P* H* C- D
D= C

C = B;
y(DD,M-J)ZB,
end

J = 3;

while J <= M
A=A+ y(DD J1 - J);
J=J + 2

end;

F=1/ (y(Db, 1) + 2 * A);
J1 =M+ 1;

1:J1
y(DD, J);
J) = ZX * F

for

BII I

J
ZX
y(
end

B=1:.(T + 1)
for Q= 1:k
WQ B) =y(Q B);

end
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