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ÖZET 
 

Bu çalışmada, Carleson eğrileri üzerinden operatörlerin sınırlılık kriterleri, çeşitli 

fonksiyon uzaylarında incelenmiştir. 

Carleson eğrileri üzerinde tanımlı maksimal, potansiyel ve kesirli maksimal 

operatörler lokal genelleştirilmiş Morrey ve genelleştirilmiş Morrey uzaylarında ele 

alınmıştır. Potansiyel operatör ve kesirli maksimal operatör için; lokal genelleştirilmiş 

Morrey uzaylarında zayıf ve güçlü Spanne-Guliyev tipi sınırlılık, zayıf ve güçlü 

Adams-Guliyev tipi sınırlılık ve zayıf ve güçlü Adams-Gunawan tipi sınırlılık 

kriterleri verilmiştir.  

Ayrıca, Carleson eğrilerinde tanımlı maksimal operatör, maksimal komütatör ve 

maksimal operatörden üretilen komütatör Orlicz uzaylarında incelenmiştir. 

Komütatörler ve maksimal operatörün, Carleson eğrileri üzerinden Orlicz uzaylarında 

sınırlı olması için gerek ve yeter koşulları bulunmuştur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Carleson Eğrileri, Potansiyel Operatör, Lokal 

Genelleştirilmiş Morrey Uzayları, Orlicz Uzayları, Maksimal Komütatör.  
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SUMMARY 
 

In this work, the boundedness criterions of the operators over Carleson curves in 

the some function spaces have been examined. 

The maximal operator, the potantial operator and the fractional maximal operator 

defined on Carleson curves have been discussed on the local generalized Morrey 

spaces and generalized Morrey spaces. For the potantial operator and the fractional 

maximal operator, it has been given a characterization the strong and weak Spanne-

Guliyev type boundedness, the strong and weak Adams-Guliyev type boundednes and 

the strong and weak Adams-Gunawan type boundednes on local generalized Morrey 

spaces. 

Moreover, the maximal operator, the maximal commutator and the commutator 

of the maximal operator defined on Carleson curves have been examined over Orlicz 

spaces. For the commutators and the maximal operator have been established 

necessary and sufficent conditions for the boundedness on Orlicz spaces over Carleson 

curves. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Key Words: Carleson Curves, Potential Operator, Local Generalized Morrey 

Spaces, Orlicz Spaces, Maximal Commutator. 
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1. GİRİŞ 

 

Bu bölümde, tez konusu ile ilgili bazı temel kavram ve bilgilere yer verilmiştir. 

 

1.1. Ön Bilgiler 

 

ℂ kompleks düzleminde 𝛤 = {𝑡 ∈ ℂ ∶  𝑡 ∈ 𝑡(𝑠), 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑙 ≤ ∞ } kümesine 

sonlu uzunluklu Jordan eğrisi denir. Burada 𝜈(𝑡) = 𝑠 yay-uzunluk ölçüsü, 𝑙 = 𝜈 (𝛤)  

Γ eğrisinin uzunluğudur. 

𝐵(𝑡, 𝑟) = { 𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧 − 𝑡| < 𝑟} t merkezli r yarıçaplı yuvardır. 

 

                                     𝛤(𝑡, 𝑟) ≔ 𝛤 ∩ 𝐵(𝑡, 𝑟), 𝑡 ∈ 𝛤, 𝑟 > 0                                    (1.1) 

 

Γ sonlu uzunluklu Jordan eğrisi, 

 

                                         𝜈𝛤(𝑡, 𝑟) ≤  𝑐0𝑟, ∀ 𝑡 ∈ 𝛤, 𝑟 > 0                                        (1.2) 

 

bağlantısında, 𝑡 ve 𝑟 den bağımsız sonlu c0 > 0 sabiti ile sağlanırsa, Carleson eğrisi 

denir. 

Çeşitli uzaylarda Carleson eğrileri ile bağlantılı uzaylarda dahil, tanımlı maksimal 

operatör, potansiyel operatör, kesirli maksimal operatör birçok yazar tarafından 

araştırılmıştır [2], [5], [6], [8], [12], [18]-[20], [22], [24]-[27]. 

𝑓 lokal integrallenebilir fonksiyon ve Γ Carleson eğrisi olmak üzere, 

𝑀Γ maksimal operatörü 

 

                  𝑀𝛤𝑓(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

 ,    𝑡 ∈ 𝛤                          (1.3) 

 

𝐼𝛤
𝛼 potansiyel operatörü (kesirli integral operatörü), 

                       𝐼𝛤
𝛼𝑓(𝑡) = ∫

𝑓(𝜏)

|𝑡 − 𝜏|1−𝛼
𝑑𝜈(𝜏), 0 < 𝛼 < 1,   𝑡 ∈ 𝛤

𝛤

                        (1.4) 
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𝑀𝛤
𝛼 kesirli maksimal operatörü 

 

              𝑀𝛤
𝛼𝑓(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝

𝑟>0
 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))

−1+𝛼
∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

,   𝑡 ∈ 𝛤                           (1.5) 

 

olarak tanımlanır. 

1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝛤 Carleson eğrisi olsun, 𝐿𝑝(𝛤) Lebesgue uzayı 

 

                              ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤) = (∫|𝑓(𝑡)|𝑝

𝛤

𝑑𝜈(𝑡))

1

𝑝

< ∞                                              (1.6) 

 

normuna göre ölçülebilir 𝑓 fonksiyonların kümesidir.  

1 ≤ 𝑝 < ∞,   0 ≤ 𝜆 ≤ 1 ve 𝛤 Carleson eğrisi olsun, 𝐿𝑝,𝜆(Γ) Morrey uzayı 

 

                           ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(𝛤) =  𝑠𝑢𝑝
𝑟>0
𝑡∈𝛤

 𝑟

−𝜆

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑟)) < ∞                                             (1.7) 

 

normuna göre ölçülebilir 𝑓 fonksiyonların kümesidir. 

1 ≤ 𝑝 < ∞,   0 ≤ 𝜆 ≤ 1 ve [𝑟]1 = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑟} ve 𝛤 Carleson eğrisi olsun, 𝐿̃𝑝,𝜆(𝛤) 

modifiyeli Morrey uzayı 

 

                        ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆(𝛤) =  𝑠𝑢𝑝
𝑟>0
𝑡∈𝛤

 [𝑟]
1

−𝜆

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑟)) < ∞                                             (1.8) 

 

normuna göre ölçülebilir 𝑓 fonksiyonların kümesidir. 

 λ > 1 veya λ < 0 olursa, Γ üzerinde sıfıra denk olan bütün fonksiyonların kümesi 

Θ olmak üzere, 𝐿̃𝑝,𝜆(𝛤) = 𝐿𝑝,𝜆(𝛤) = 𝛩. 

 

𝐿𝑝,0(𝛤) = 𝐿̃𝑝,0(𝛤) = 𝐿𝑝(𝛤) 

                                                  𝐿̃𝑝,𝜆(𝛤) = 𝐿𝑝,𝜆(𝛤) ∩ 𝐿𝑝(𝛤)                                             (1.9) 
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‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆(𝛤) = 𝑚𝑎𝑥 {‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(𝛤), ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤)} 

 

olduğu görülür [13],[15]. 

1 ≤ 𝑝 < ∞,   0 ≤ 𝜆 ≤ 1 ve 𝛤 Carleson eğrisi olsun. 

 

        ‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝,𝜆(𝛤) =  𝑠𝑢𝑝
𝛽>0

 𝛽 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0
𝑡∈𝛤

(𝑟−𝜆 ∫ 𝑑𝜈(𝜏)

{𝜏 ∈ 𝛤(𝑡,𝑟)  ∶ |𝑓(𝜏)|>𝛽}

)

1

𝑝

< ∞                    (1.10) 

 

normuna göre 𝛤 üzerinde lokal integrallenebilir 𝑓 fonksiyonların kümesine  𝑊𝐿𝑝,𝜆(𝛤) 

zayıf Morrey uzayı denir. 

1 ≤ 𝑝 < ∞,   0 ≤ 𝜆 ≤ 1 ve  [𝑟]1 = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑟} ve 𝛤 Carleson eğrisi olsun. 

 

       ‖𝑓‖𝑊𝐿̃𝑝,𝜆(𝛤) =  𝑠𝑢𝑝
𝛽>0

 𝛽 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0
𝑡∈𝛤

([𝑟]1
−𝜆

∫ 𝑑𝜈(𝜏)

{𝜏 ∈ 𝛤(𝑡,𝑟)  ∶ |𝑓(𝜏)|>𝛽}

)

1

𝑝

< ∞                (1.11) 

 

normuna göre 𝛤 üzerinde lokal integrallenebilir 𝑓 fonksiyonların kümesine 𝑊𝐿̃𝑝,𝜆(𝛤) 

zayıf modifiyeli Morrey uzayı  denir. 

T lineer operatör olsun. Uygun b fonksiyonu ve T operatöründen üretilen [𝑏, 𝑇] 

komütatörü 

 

                                         [𝑏, 𝑇]𝑓 = 𝑏𝑇(𝑓) − 𝑇(𝑏𝑓)                                                      (1.12) 

 

𝑏 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) ve 𝑡 ∈ 𝛤 olsun. 𝑀𝑏,𝛤 maksimal komütatör 

 

   𝑀𝑏,𝛤(𝑓)(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑏(𝑡) − 𝑏(𝜏)||𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

                       (1.13) 

 

𝑏 fonksiyonu ve 𝑀𝛤  operatörün ürettiği komütatör 

 

              [𝑏, 𝑀𝛤]𝑓(𝑡) = 𝑏(𝑡)𝑀𝛤𝑓(𝑡) − 𝑀𝛤(𝑏𝑓)(𝑡) ,    𝑡 ∈ Γ                                     (1.14) 
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olarak tanımlanır. 

 

1.2. Literatür Özeti 

 

Morrey uzayları, ilk defa C.B. Morrey tarafından 1938 yılında eliptik kısmi 

diferansiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışları ve varyasyonlar hesabı ile 

ilgili çalışmalarda ortaya konulmuştur [24]. Daha sonra bu uzaylar, Navier-Stokes ve 

Schrödinger denklemlerinin araştırılmasında ve potansiyel teorisinde kullanılmıştır. 

Birçok çalışmada çeşitli Morrey uzayları tanımlandı. Mizuhara (1991), Nakai 

(1994) ve Guliyev (1994) birbirinden bağımsız olarak 𝑀𝑝,𝜑 genelleştirilmiş Morrey 

uzaylarını, Komori ve Shirai (2009) 𝐿𝑝,𝑘(𝑤) ağırlıklı Morrey uzaylarını, Guliyev 

(2012) 𝑀𝑤
𝑝,𝜑

 genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzayları kavramını verdi [4], [37], [64]. 

Adams (1978) Riesz potansiyel operatörü, Chiarenza ve Frasca (1987) maksimal 

ve Calderon-Zygmund singüler integral operatörleri için 𝐿𝑝,𝜆(𝑅𝑛) Morrey uzaylarında 

ilk sınırlılık kriterlerini elde etmişlerdir [1]. 

Maksimal ve singüler integral operatörler, kısmi diferansiyel denklemlerin 

çözümlerinin diferansiyel özelliklerinin araştırılmasında önemli rol oynar. 

Samko N., kuasi metrik ölçü uzaylarında tanımlanmış 𝑀𝛤 maksimal operatörün 

sınırlı olmasını incelemiştir [28]. Bu çalışmada Carleson eğrileri üzerinde tanımlanmış 

𝐿𝑝,𝜆(Γ) Morrey uzayları ele alınmıştır: 

 

Teorem 1.1: Γ Carleson eğrisi, 1 < 𝑝 < ∞ ve 0 ≤  𝜆 ≤ 1 olsun. Bu durumda, 𝑀𝛤 

operatörü 𝐿𝑝,𝜆(𝛤) uzayından 𝐿𝑝,𝜆(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

Kokilashvili V. ve Meskhi A., kuasi metrik ölçü uzaylarında tanımlanmış 𝐼𝛤
𝛼 ve 

𝑀𝛤
𝛼 operatörlerin sınırlılık kriterlerini incelemiştir [22]. Bu çalışmada Carleson eğrileri 

üzerinde tanımlanmış 𝐿𝑝,𝜆(Γ) Morrey uzayları ele alınmıştır: 

 

Teorem 1.2: (Spanne tipi sonuç) Γ Carleson eğrisi, 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 < 𝛼 < 1, 0 ≤

𝜆1 <
𝑝

𝑞
,   

𝜆1

𝑝
=

𝜆2

𝑞
 ve  

1

𝑝
−

1

𝑞
= 𝛼  olsun. Bu durumda, 𝐼𝛤

𝛼 ve 𝑀𝛤
𝛼 operatörleri 𝐿𝑝,𝜆1

(𝛤) 

uzayından 𝐿𝑝,𝜆2
(𝛤) uzayına sınırlıdır. 
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Carleson eğrileri üzerinde tanımlı 𝐿𝑝,𝜆(Γ) Morrey uzaylarında 𝐼𝛤
𝛼 ve 𝑀𝛤

𝛼  

operatörlerin Adams tipi sınırlılık [1], [11] çalışmalarından elde edilmiştir: 

 

Teorem 1.3: (Adams tipi sonuç) Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1, 0 ≤  𝜆 < 1 − 𝛼 ve 

1 ≤ 𝑝 <
1−𝜆 

𝛼
 olsun. 

 

i) 1 < 𝑝 <
1−𝜆 

𝛼
 ise, bu durumda 𝐼𝛤

𝛼 ve 𝑀𝛤
𝛼 operatörlerinin 𝐿𝑝,𝜆(𝛤) uzayından 

𝐿𝑞,𝜆(𝛤) uzayına sınırlı olması için yeter koşul  
1

𝑝
−

1

𝑞
=

𝛼

1−𝜆 
  olmasıdır, ayrıca 

sonsuz eğri durumunda bu şart gerek koşuldur. 

ii)  𝑝 = 1 ise, bu durumda 𝐼𝛤
𝛼 ve 𝑀𝛤

𝛼 operatörlerinin 𝐿1,𝜆(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑞,𝜆(𝛤) 

uzayına sınırlı olması için yeter koşul 1 −
1

𝑞
=

𝛼

1−𝜆 
  olmasıdır, ayrıca sonsuz 

eğri durumunda bu şart gerek koşuldur. 

 

Carleson eğrilerinde tanımlı 𝐼𝛤
𝛼 ve 𝑀𝛤

𝛼 operatörlerin 𝐿̃𝑝,𝜆(Γ) modifiyeli Morrey 

uzayında sınırlılık ispatlanmıştır [17]: 

 

Teorem 1.4: (Guliyev tipi sonuç) Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1, 0 ≤  𝜆 < 1 − 𝛼 ve 

1 ≤ 𝑝 <
1−𝜆 

𝛼
 olsun. 

 

i) 1 < 𝑝 <
1−𝜆 

𝛼
 ise, bu durumda 𝐼𝛤

𝛼 ve 𝑀𝛤
𝛼 operatörlerin 𝐿̃𝑝,𝜆(𝛤) uzayından 

𝐿̃𝑞,𝜆(𝛤) uzayına sınırlı olması için yeter koşul 𝛼 ≤
1

𝑝
−

1

𝑞
≤

𝛼

1−𝜆 
  olmasıdır, 

ayrıca sonsuz eğri durumunda bu şart gerek koşuldur. 

ii) 𝑝 = 1 ise, bu durumda 𝐼𝛤
𝛼 ve 𝑀𝛤

𝛼 operatörlerin 𝐿̃1,𝜆(𝛤) uzayından 𝑊𝐿̃𝑞,𝜆(𝛤) 

uzayına sınırlı olması için yeter koşul 𝛼 ≤ 1 −
1

𝑞
≤

𝛼

1−𝜆 
 olmasıdır, ayrıca 

sonsuz eğri durumunda bu şart gerek koşuldur. 

 

Komütatör yaklaşımları kısmi diferansiyel denklemler ve harmonik analizin 

birçok uygulama alanlarında önemli rol oynarlar. 

Komütatörler için ilk sonuçlar, genelleşmiş Hardy uzaylarının belirli 

faktörizasyon teoremleri için 1976 yılında Coifman, Rochberg ve Weiss tarafından 
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verildi. Elde edilen teoremlerin 1978’lerde S. Janson tarafından daha basit ispatları 

verilmiştir [34], [46]-[50]. 

𝑀𝑏.𝛤 maksimal komütatörü ve [𝑏, 𝑀𝛤] maksimal operatör komütatörü çok benzer 

olmasına rağmen temelde farklıdırlar. 𝑀𝑏.𝛤 maksimal komütatörü BMO da olan 

sembole sahip singüler integral operatörlerin komütatörlerinin incelenmesinde önemli 

rol oynar [48]-[51]. Lineer olmayan [𝑏, 𝑀𝛤] maksimal operatör komütatörü, 𝐻1 ve 

BMO uzaylarından olan fonksiyonların çarpımının incelenmesinde kullanılabilir [52]. 

[𝑏, 𝑀𝛤] maksimal operatör komütatörün 𝐿𝑝 uzaylarında sınırlılık kriterleri için gerek 

ve yeter koşulları [51] de verilmiştir. 

Bu tez çalışmasının, ikinci bölümünde; Carleson eğrileri üzerinde lokal 

genelleştirilmiş Morrey uzayları ile genelleştirilmiş Morrey uzayları tanımlanmış 

ayrıca Carleson eğrilerinde tanımlı maksimal, potansiyel ve kesirli maksimal 

operatörlerin bu uzaylarda zayıf ve güçlü sınırlılık kriterleri verilmiştir. Bu bölümün 

ana sonuçlarından Teorem 2.3 ve Teorem 2.8 aşağıda verilmiştir: 

 

Teorem 2.3: Γ  Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve (𝜑1, 𝜑2) ikilisi 

 

                  𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

𝜏
− 

1

𝑝 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

𝜑1(𝑡0, 𝑠) 𝑠
1

𝑝  ≤  𝐶 𝜑2(𝑡0, 𝑟)                                         (2.29) 

 

şartını sağlasın. Burada 𝐶 sabiti 𝑡0 ∈ 𝛤 ve 𝑟 ‘den bağımsızdır. Bu durumda, 𝑀𝛤 

operatörü 𝑝 > 1 iken 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝐿𝑀𝑝,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 𝑝 = 1 

iken 𝐿𝑀1,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀1,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına sınırlıdır.  

 

Teorem 2.8: (Adams-Guliyev tipi) Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 <
1

𝑝
, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ ve 

𝜑 ∈ 𝛺𝑝 

 

                              𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

𝜏− 1 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

𝜑(𝑡, 𝑠) 𝑠 ≤  𝐶 𝜑(𝑡, 𝑟)                                      (2.54) 

 ile  

                            ∫ 𝜏𝛼−1𝜑(𝑡, 𝜏)
1

𝑝𝑑𝜏 ≤ 𝐶𝑟
−

𝛼𝑝

𝑞−𝑝

∞

𝑟

                                                             (2.55) 
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şartlarını sağlasın. Burada 𝐶 > 0 sabiti 𝑟 > 0 ve 𝑡 ∈ 𝛤 den bağımsızdır. Bu durumda, 

𝑝 > 1 iken  𝐼𝛤
𝛼 operatörü 𝑀

𝑝,𝜑
1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 𝑝 = 1 

iken 𝑀1,𝜑(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

Üçüncü bölümde, Young fonksiyonları, Orlicz uzayı, maksimal fonksiyon, 

maksimal komütatör ve maksimal operatör komütatörü hakkında temel kavramlar 

verilmiş ve operatör ve komütatörlerin Carleson eğrileri üzerinde tanımlı Orlicz 

uzaylarında sınırlı olması için gerek ve yeter koşulları elde edilmiştir. Ana sonuçlardan 

biri olan Teorem 3.3 aşağıda verilmiştir: 

 

Teorem 3.3: 𝜙 ∈ 𝛶  Young fonksiyonu, 𝛤 Carleson eğrisi ve 𝑏 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) olsun. 

 

i) 𝛷 ∈ 𝛻2 ise, bu durumda 𝐿𝜙(𝛤) uzayında 𝑀𝑏,𝛤 operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olmasıdır. 

ii) 𝛷 ∈ 𝛥2 ise, bu durumda 𝐿𝜙(𝛤) uzayında 𝑀𝑏,𝛤 operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olmasıdır. 

iii) 𝛷 ∈ 𝛥2 ∪ 𝛻2 ise, bu durumda 𝐿𝜙(𝛤) uzayında 𝑀𝑏,𝛤 operatörün sınırlı olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olmasıdır. 

 

Dördüncü ve son bölüm ise, sonuçlara ayrılmıştır. 
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2.  LOKAL GENELLEŞTİRİLMİŞ MORREY 

UZAYLARINDA SINIRLILIK 
 

Bu bölümde Carleson eğrileri üzerinde tanımlı maksimal, potansiyel ve kesirli 

maksimal operatörlerin lokal genelleştirilmiş Morrey uzaylarında sınırlılık kriterleri 

verilmiştir.  

𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(𝛤) lokal genelleştirilmiş Morrey ve 𝑊𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(𝛤) zayıf lokal 

genelleştirilmiş Morrey uzayları aşağıdaki şekilde ifade edilir [16],[17].  

𝛤 x (0,∞) üzerinde 𝜑(𝑡, 𝑟) pozitif ölçülebilir bir fonksiyon, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝑡0 ∈ 𝛤 

olsun. 𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(𝛤) lokal genelleştirilmiş Morrey uzayları 

 

             ‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,𝜑

{𝑡0}
(𝛤)

= 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

1

𝜑(𝑡0, 𝑟)

1

(𝜐𝛤(𝑡0, 𝑟))
1

𝑝

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) < ∞                       (2.1) 

 

normuna göre bütün  𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Γ) fonksiyonlar kümesidir. 

𝛤 x (0,∞) üzerinde 𝜑(𝑡, 𝑟) pozitif ölçülebilir bir fonksiyon, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝑡0 ∈ 𝛤 

olsun. 𝑊𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(𝛤) zayıf lokal genelleştirilmiş Morrey uzayları 

 

               ‖𝑓‖
𝑊𝐿𝑀𝑝,𝜑

{𝑡0}
(𝛤)

= 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

1

𝜑(𝑡0, 𝑟)

1

(𝜐𝛤(𝑡0, 𝑟))
1

𝑝

‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) < ∞               (2.2) 

 

normuna göre bütün 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Γ) fonksiyonlar kümesidir. 

𝑀𝑝,𝜑(𝛤) Genelleştirilmiş Morrey uzayları ve 𝑊𝑀𝑝,𝜑(𝛤) zayıf lokal 

genelleştirilmiş Morrey uzayları aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝛤 x (0,∞) üzerinde 𝜑(𝑡, 𝑟) pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olsun.  

𝑀𝑝,𝜑(𝛤) genelleştirilmiş Morrey uzayları 

 

            ‖𝑓‖𝑀𝑝,𝜑
= 𝑠𝑢𝑝

𝑟>0
𝑡∈𝛤

1

𝜑(𝑡, 𝑟)

1

(𝜐𝛤(𝑡, 𝑟))
1

𝑝

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑟)) < ∞                                    (2.3) 

 

normuna göre bütün 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Γ) fonksiyonlar kümesidir. 
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1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝛤 x (0,∞) üzerinde 𝜑(𝑡, 𝑟) pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olsun. 

𝑊𝑀𝑝,𝜑(𝛤) zayıf genelleştirilmiş Morrey uzayı 

 

       ‖𝑓‖𝑊𝑀𝑝,𝜑
= 𝑠𝑢𝑝

𝑟>0
𝑡∈𝛤

1

𝜑(𝑡, 𝑟)

1

(𝜐𝛤(𝑡, 𝑟))
1

𝑝

‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑟)) < ∞                                   (2.4) 

 

normuna göre bütün 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Γ) fonksiyonlar kümesidir. 

ν ağırlık fonksiyonu olmak üzere, ‖𝑔‖𝐿∞,ν(0,∞) = 𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝 
𝑡>0

𝑣(𝑡)𝑔(𝑡) < ∞   

normuna göre bütün 𝑔(𝑡), 𝑡 > 0  fonksiyonlar kümesi 𝐿∞,ν(0, ∞) sembolü ile gösterilir 

ve 𝐿∞(0, ∞)  ≡ 𝐿∞,1(0, ∞) olduğu ifade edilir. 

(0, ∞) üzerinde bütün Lebesgue ölçülebilir fonksiyonların kümesi 𝔐(0, ∞) ve 

𝔐+(0, ∞) ise, (0, ∞) üzerinde negatif olmayan bütün fonksiyonları içeren alt kümesi 

olsun. 

𝔸 = {𝜑 𝜖 𝔐+(0, ∞; ↑): 𝑙𝑖𝑚
𝑡→0+

 𝜑(𝑡) = 0}  ve (0, ∞) üzerinde azalmayan 

𝔐+(0, ∞) içindeki bütün fonksiyonların konisi 𝔐+(0, ∞; ↑) ile belirtilir. 

(0, ∞) üzerinde 𝑢 sürekli ve negatif olmayan bir fonksiyon olsun. 𝑔 ∈ 𝔐(0, ∞) 

için 𝑆𝑢 supremal operatörü   (𝑆𝑢𝑔)(𝑡) ≔ ‖𝑢𝑔‖𝐿∞(𝑡,∞) , 𝑡 ∈ (0, ∞)  olarak gösterilir. 

 

Teorem 2.1: 𝜈1 ve 𝜈2 fonksiyonları, herhangi bir 𝑡 > 0 için 0 < ‖𝜈1‖𝐿∞(𝑡,∞) < ∞ ve 

(0, ∞) üzerinde negatif olmayan sürekli bir fonksiyon  𝑢 olsun. Bu durumda, 𝑆𝑢 

supremal operatörü 𝔸 konisinde 𝐿∞,𝜈1
(0, ∞) uzayından 𝐿∞,𝜈2

(0, ∞) uzayına sınırlı 

olması için gerek ve yeter koşul 

 

                                            ‖𝜈2𝑆𝑢̅(‖𝜈1‖𝐿∞(.,∞)
−1 )‖

𝐿∞(0,∞)
< ∞                                  (2.5)       

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır [7].  

 

Lemma 2.1: 𝛤 x (0,∞) üzerinde 𝜑(𝑡, 𝑟) pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve 𝑡0∈  𝛤 olsun.  

bazı 𝑟 > 0 için 
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                                       𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

1

𝜑(𝑡0, 𝜏)

1

(𝜐𝛤(𝑡0, 𝜏))
1

𝑝

= ∞                                               (2.6) 

 

olursa,  𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(𝛤) = Θ olur. 

 

İspat 2.1: (2.6) sağlanıyor ve 𝑓 fonksiyonu sıfırdan farklı olsun. Bu durumda, 𝑟 > 0 

için  ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) > 0 olmak üzere 

 

‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,𝜑

{𝑡0} ≥ 𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

1

𝜑(𝑡0, 𝜏)

1

(𝜐𝛤(𝑡0, 𝜏))
1

𝑝

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏)) 

(2.7) 

≥ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) 𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

1

𝜑(𝑡0, 𝜏)

1

(𝜐𝛤(𝑡0, 𝜏))
1

𝑝

 

 

Dolayısıyla ‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,𝜑

{𝑡0} = ∞ bulunur. ∎ 

 

Hatırlatma 2.1:  𝛺𝑝,𝑙𝑜𝑐 ile 𝛤 x (0,∞) üzerindeki bütün 𝜑 pozitif ölçülebilir fonksiyonlar 

gösterilir öyle ki her 𝑟 > 0 için 

 

                                      ‖
1

𝜑(𝑡0, 𝜏)

1

(𝜐𝛤(𝑡0, 𝜏))
1

𝑝

‖

𝐿∞(𝑟,∞)

< ∞                                         (2.8) 

 

elde edilir. Lemma 2.1 hatırlanarak, daima 𝜑 ∈ 𝛺𝑝,𝑙𝑜𝑐 olduğu kabul edilir. 

 

Lemma 2.2: 𝛤 x (0,∞) üzerinde 𝜑(𝑡, 𝑟) pozitif ölçülebilir bir fonksiyon olsun. 

i) 𝑟 > 0 ve her 𝑡 ∈  𝛤 için 

 

                           𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

1

𝜑(𝑡, 𝜏)

1

(𝜐𝛤(𝑡, 𝜏))
1

𝑝

= ∞                                                             (2.9) 

 

olursa,  𝑀𝑝,𝜑(𝛤) = Θ olur. 
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ii) 𝑟 > 0 ve her 𝑡 ∈ 𝛤 için 

                            𝑠𝑢𝑝
0<𝜏<𝑟

1

𝜑(𝑡, 𝜏)
= ∞                                                                                 (2.10) 

 

olursa,  𝑀𝑝,𝜑(𝛤) = Θ olur. 

 

Hatırlatma 2.2: 𝛺𝑝 ile 𝛤 x (0,∞) üzerindeki bütün 𝜑 pozitif ölçülebilir fonksiyonların 

kümesi gösterilir öyle ki her 𝑟 > 0 için uygun olarak 

 

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈𝛤

‖
1

𝜑(𝑡,𝜏)

1

(𝜐𝛤(𝑡,𝜏))
1
𝑝

‖

𝐿∞(𝑟,∞)

< ∞ ve   𝑠𝑢𝑝
𝑡∈𝛤

‖
1

𝜑(𝑡,𝜏)
‖

𝐿∞(0,𝑟)
< ∞                                    (2.11)                      

 

 elde edilir. 

 Lemma 2.2 aracılığıyla her zaman 𝜑 ∈ 𝛺𝑝 kabul edilir. 

 

𝜑: (0, ∞) → (0, ∞) fonksiyonu, öyle bir 𝐶 > 0 sabiti vardır ki 𝑟 ≤  𝑠 için 

 

                                    𝜑(𝑟) ≤   𝐶𝜑(𝑠),    ( 𝜑(𝑟)  ≥   𝐶𝜑(𝑠) )                              (2.12) 

 

olursa, hemen hemen artan (hemen hemen azalan) fonksiyon olarak tanımlanır.  

1 < 𝑝 < ∞ olsun. 𝑡 ∈ (0, ∞) → 𝑡
1

𝑝𝜑(𝑡) ∈ (0, ∞) hemen hemen artan olmak 

üzere, hemen hemen azalan bütün 𝜑: (0, ∞) → (0, ∞) fonksiyonların kümesini 𝒢p ile 

gösterilir. 

 Nakai, her  0 < 𝑡 ≤ 𝑇 < ∞, 𝜌(𝑡)𝑡
𝑛

𝑝 ≤ 𝜌(𝑇)𝑇
𝑛

𝑝  olmak üzere, ρ fonksiyonun 

kendisinin azalan olduğu bir ρ fonksiyonun olduğunu göstermiştir.  

Ayrıca 𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(𝛤) = 𝐿𝑀𝑝,𝜌
{𝑡0}

(𝛤), 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) = 𝑀𝑝,𝜌(𝛤) eşitliklerini ispat etmiştir. 

 

Lemma 2.3: 1 ≤ 𝑝 < ∞ , 𝜑 ∈ 𝒢𝑝, 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) ve 𝛤0 yuvarın karakteristik 

fonksiyonu  𝑋𝛤0
olsun. Bu durumda  𝑋𝛤0

∈  𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(𝛤) ∩  𝑀𝑝,𝜑(𝛤) olur. 

Bunun yanı sıra,  𝐶 > 0 sabiti vardır öyle ki 
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1

𝜑(𝑟0)
≤ ‖ 𝑋𝛤0

‖
𝑊𝐿𝑀𝑝,𝜑

{𝑡0} ≤ ‖ 𝑋𝛤0
‖

𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0} ≤  

𝐶

𝜑(𝑟0)
 

(2.13)                                                                                                                        
1

𝜑(𝑟0)
≤ ‖ 𝑋𝛤0

‖
𝑊𝑀𝑝,𝜑

≤ ‖ 𝑋𝛤0
‖

𝑀𝑝,𝜑
≤  

𝐶

𝜑(𝑟0)
 

 

olur. 

 

İspat 2.3: 1 ≤ 𝑝 < ∞ , φ ∈ 𝒢𝑝 ve 𝛤 içindeki keyfi bir 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) yuvarı olsun. 

 

‖ 𝑋𝛤0
‖

𝑊𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0} = 𝑠𝑢𝑝

𝑟>0

1

𝜑(𝑟)
(

|𝛤(𝑡0, 𝑟) ∩ 𝛤0|

𝜈𝛤(𝑡0, 𝑟)
)

1

𝑝

≥
1

𝜑(𝑟0)
(

|𝛤0 ∩ 𝛤0|

|𝛤0|
)

1

𝑝

=
1

𝜑(𝑟0)
 

 

olduğu açıktır. 

 𝑟 ≤ 𝑟0 ise,  𝜑(𝑟0) ≤ 𝐶𝜑(𝑟) ve her 𝑡 ∈ 𝛤 için  

 

                        
1

𝜑(𝑟)
(

|𝛤(𝑡0, 𝑟) ∩ 𝛤0|

𝜈𝛤(𝑡0, 𝑟)
)

1

𝑝

≤
1

𝜑(𝑟)
≤

𝐶

𝜑(𝑟0)
                                           (2.14) 

 

Diğer taraftan, 𝑟0 ≤ 𝑟 ise, her 𝑡 ∈ 𝛤 için  𝜑(𝑟0)𝑟0

1

𝑝 ≤ 𝐶𝜑(𝑟)𝑟
1

𝑝  ve  her 𝑡 ∈ 𝛤 için 

 

1

𝜑(𝑟)
(

|𝛤(𝑡0, 𝑟) ∩ 𝛤0|

𝜈𝛤(𝑡0, 𝑟)
)

1

𝑝

=
|𝛤(𝑡0, 𝑟) ∩ 𝛤0|

1

𝑝

𝑐2

1

𝑝𝜑(𝑟)𝑟
1

𝑝

≤
|𝛤0|

1

𝑝

𝑐2

1

𝑝𝜑(𝑟)𝑟
1

𝑝

=
𝑟0

1

𝑝

𝜑(𝑟)𝑟
1

𝑝

≤
𝐶

𝜑(𝑟0)
 

 

Böylece ispat tamamlanır. ∎ 

 

2.1. Carleson Eğrilerinde Maksimal Operatör 

 

Bu bölümde, Carleson eğrilerinde tanımlı, 𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(Γ) lokal genelleştirilmiş 

Morrey ve 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki 𝑀𝛤 maksimal operatörün 

sınırlı olması için kriterler verilecektir.  

Ağırlıklı Hardy operatörü, w bir ağırlık fonksiyonu olmak üzere  
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                              𝐻𝑤𝑔(𝑡) = ∫ 𝑔(𝑠)𝑤(𝑠)

∞

𝑡

𝑑𝑥, 0 < 𝑡 < ∞                                 (2.15) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Teorem 2.2: (0, ∞) üzerinde 𝜐1, 𝜐2 𝑣𝑒 𝑤 ağırlık fonksiyonları ve 𝜐1(𝑡) orijinin 

komşuluğunda dıştan sınırlı olsun. 

 

                        𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝
𝑡>0

𝜐2(𝑡) 𝐻𝑤𝑔(𝑡) ≤ 𝐶 𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝
𝑡>0

𝜐1(𝑡) 𝑔(𝑡)                            (2.16) 

 

eşitsizliğin sağlanması için gerek ve yeter koşul 

 

                            𝐵 = 𝑠𝑢𝑝
𝑡>0

𝜐2(𝑡) ∫
𝑤(𝑠)

𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝
𝑠<𝜏<∞

𝜐1(𝜏)

∞

𝑡

< ∞                                               (2.17) 

 

olmasıdır. Burada g fonksiyonu (0, ∞) üzerinde negatif olmayan ve azalmayandır ve 

𝐶 > 0 sabitdir. Ayrıca 𝐶 = 𝐵 değeri (2.16) için en iyi sabittir [16]. 

 

Aşağıdaki lemma 𝑀Γ  maksimal operatörün Guliyev tipi lokal yaklaşımıdır 

[3],[14]. 

 

Lemma 2.4:  Γ  Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑡0 ∈ 𝛤 olsun. Bu durumda, 𝑝 > 1 ve 

keyfi 𝑟 > 0 olmak üzere  

 

     ‖𝑀𝛤𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟)) + 𝑟
1

𝑝 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏−1‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝜏))                        (2.18) 

 

eşitsizliği her 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için gerçeklenir. Ayrıca 𝑝 = 1 iken, 

 

      ‖𝑀𝛤𝑓‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  ‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,2𝑟)) + 𝑟 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

𝜏−1‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝜏))                       (2.19) 

 

eşitsizliği her 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için gerçeklenir. 
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İspat 2.4: 1 < 𝑝 < ∞ olsun. Keyfi 𝛤(𝑡0, 𝑟) yuvarı için,  𝑓1 =  𝑓𝜒𝛤(𝑡0,2𝑟)
 ve 𝑓2 =

 𝑓𝜒𝑐
(𝛤(𝑡0,2𝑟))

olacak şekilde 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2  fonksiyonunu bölelim.  

Böylelikle  ‖𝑀𝛤𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≤ ‖𝑀𝛤𝑓1‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) + ‖𝑀𝛤𝑓2‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) elde edilir. 

𝑀𝛤: 𝐿𝑝(𝛤) → 𝐿𝑝(𝛤) maksimal operatörün sürekli olması ve Teorem 1.1 yardımıyla,  

‖𝑀𝛤𝑓1‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟))  bulunur. 

𝛤(𝑡0, 𝜏) yuvarından keyfi bir 𝑦 noktası alalım. 𝛤(𝑦, 𝜏) ∩ 𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟)) ≠ ∅ ise, 𝜏 > 𝑟 

olur. Gerçekten, 𝑧 ∈ 𝛤(𝑦, 𝜏) ∩ 𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟)) alınırsa, 𝜏 > |𝑦 − 𝑧| ≥ |𝑡 − 𝑧| − |𝑡 − 𝑦| >

2𝑟 − 𝑟 = 𝑟 olur. Böylece, 

 

𝑀𝛤𝑓2(𝑦) ≤ 2 𝑠𝑢𝑝
𝜏>𝑟

1

𝜐𝛤(𝑡0, 2𝜏)
∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,2𝜏)

   

(2.20) 

= 2 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

1

𝜐𝛤(𝑡0, 𝜏)
∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

≤ 2 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

  𝜏−1 ∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

 

 

bulunur. Buradan, her 𝑦 ∈ 𝛤(𝑡0, 𝜏) için, 

                      𝑀𝛤𝑓2(𝑦) ≤ 2 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

  𝜏−1 ∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

                                           (2.21) 

 

çıkarılır. Sonuç olarak,  

 

     ‖𝑀𝛤𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟)) + 𝑟
1

𝑝 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏−1 ∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

 

 

elde edilir. 𝑝 = 1 durumunda; keyfi 𝛤(𝑡0, 𝑟) için 

 

  ‖𝑀𝛤𝑓‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≤ ‖𝑀𝛤𝑓1‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) + ‖𝑀𝛤𝑓2‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟))                           (2.22) 

 

olduğu açıktır. 𝑀𝛤: 𝐿1(𝛤) → 𝑊𝐿1(𝛤) maksimal operatörün sürekli olması ve Teorem 

1.1 yardımıyla, 
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                                         ‖𝑀𝛤𝑓1‖𝑊𝐿1(𝛤) ≲ ‖𝑓‖1(𝛤(𝑡0,2𝑟))                                             (2.23) 

  

bulunur. Böylece (2.21) yardımıyla (2.43) elde edilir. ∎ 

 

Lemma 2.5:  Γ  Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑡0 ∈ 𝛤 olsun. Bu durumda, 𝑝 > 1 ve Γ 

içindeki keyfi 𝑟 > 0 olmak üzere  

 

                      ‖𝑀𝛤𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  𝑟
1

𝑝 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏
−

1

𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏))                                      (2.24) 

 

eşitsizliği her 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için gerçeklenir. Ayrıca 𝑝 = 1 iken 

 

                       ‖𝑀𝛤𝑓‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  𝑟 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏−1‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝜏))                                    (2.25) 

 

eşitsizliği her 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için gerçeklenir. 

 

İspat 2.5: 1 < 𝑝 < ∞ olsun. 

                                𝑀1 ≔  𝑟
1

𝑝 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏−1 ∫ |𝑓(𝓏)| 𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝑟)

                                        (2.26) 

 

ve 𝑀2 ≔  ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟)) olarak tanımlayalım. Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 

 

                            𝑀1 ≲  𝑟
1

𝑝 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏
1

𝑝 ( ∫ |𝑓(𝓏)|𝑝𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

)

1

𝑝

                                      (2.27) 

 

elde edilir. Diğer taraftan, 

 

𝑟
1

𝑝 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏
1

𝑝 ( ∫ |𝑓(𝓏)|𝑝𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

)

1

𝑝

≳  𝑟
1

𝑝 (𝑠𝑢𝑝 
𝜏>2𝑟

𝜏
1

𝑝) ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟)) ≈  𝑀2          (2.28) 
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olur. Lemma 2.1’den dolayı  ‖𝑀𝛤𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≤ 𝑀1 + 𝑀2 elde edilir ve (2.24)  

bulunur. 𝑝 = 1 için (2.25) eşitsizliği (2.43) dan doğrudan çıkar. ∎ 

 

Teorem 2.3: Γ  Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve (𝜑1, 𝜑2) ikilisi 

 

                  𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

𝜏
− 

1

𝑝 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

𝜑1(𝑡0, 𝑠) 𝑠
1

𝑝  ≤  𝐶 𝜑2(𝑡0, 𝑟)                                         (2.29) 

 

şartını sağlasın. Burada 𝐶 sabiti 𝑡0 ∈ 𝛤 ve 𝑟 ‘den bağımsızdır. Bu durumda, 𝑀𝛤 

operatörü 𝑝 > 1 iken 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝐿𝑀𝑝,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 𝑝 = 1 

iken 𝐿𝑀1,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀1,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına sınırlıdır.  

 

İspat 2.6: Teorem 2.1 ve Lemma 2.5’ten, 𝑝 ∈ (1, ∞) ise, 

 

‖𝑀𝛤𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤)

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑2(𝑡0, 𝑟)−1 𝑠𝑢𝑝 
𝜏>𝑟

𝜏
−

1

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏)) 

(2.30) 

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑1(𝑡0, 𝑟)−1𝑟
− 

1

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) = ‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤)

 

𝑝 = 1 ise, 

‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑊𝐿𝑀𝑝,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤)

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑2(𝑡0, 𝑟)−1𝑠𝑢𝑝 
𝜏>𝑟

𝜏−1 ‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝜏)) 

(2.31) 

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑1(𝑡0, 𝑟)−1𝑟−1‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) = ‖𝑓‖
𝐿𝑀1,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤)

 

 

bulunur. ∎ 

 

Teorem 2.3’ten aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

 

Sonuç 2.1: Γ  Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝛺𝑝 

                    𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

𝜏
− 

1

𝑝 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

𝜑1(𝑡, 𝑠) 𝑠
1

𝑝  ≤  𝐶 𝜑2(𝑡, 𝑟)                                           (2.32) 
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şartını sağlasın. Burada 𝐶 > 0 sabiti 𝑟 > 0 ve 𝑡 den bağımsızdır.  Bu durumda, 𝑀𝛤 

maksimal operatörü 𝑝 > 1 iken 𝑀𝑝,𝜑1
(𝛤) uzayından 𝑀𝑝,𝜑2

(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 

𝑝 = 1 iken 𝑀1,𝜑1
(𝛤) uzayından 𝑊𝑀1,𝜑2

(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

Sonuç 2.2: Γ Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞ ile 𝑡 ve 𝑟 den bağımsız 𝐶 sabiti için 𝜑 ∈ 𝒢𝑝 

olsun. Bu durumda, 𝑀𝛤 maksimal operatörü 𝑝 > 1 iken 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) üzerinde sınırlıdır 

ve 𝑝 = 1 iken 𝑀1,𝜑(𝛤) uzayından 𝑊𝑀1,𝜑(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

2.2. Carleson Eğrilerinde Potansiyel Operatör 

 

Carleson eğrilerinde tanımlı,  𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(𝛤)  lokal genelleştirilmiş Morrey 

uzaylarındaki  𝐼𝛤
𝛼   kesirli integral operatörün sınırlı olması için gerek ve yeter şartlar 

verilecektir. 

1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞,
1

𝑝
−

1

𝑞
= 𝛼 iken 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından  𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤)  uzayına 

ve 1 < 𝑞 < ∞, 1 −
1

𝑞
= 𝛼 iken, 𝐿𝑀1,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından  𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına  𝐼𝛤

𝛼  

operatörün zayıf ve güçlü Spanne-Guliyev tipi sınırlılık kriterleri verilecektir.  

Ayrıca, 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki  1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞  iken 

 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)  uzayından  𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤)  uzayına ve 𝑝 = 1, 1 < 𝑞 < ∞ halinde 

  𝑀
1,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından  𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤)  uzayına  𝐼𝛤

𝛼  operatörün Adams-Guliyev tipi 

sınırlılık kriterleri verilecektir. 

 

2.2.1. Spanne-Guliyev Tipi Sonuç 

Teorem 2.4: Γ Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 < 𝛼 <
1

𝑝
, 

1

𝑞
=

1

𝑝
− 𝛼 ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝

𝑙𝑜𝑐(𝛤) 

olsun. Bu durumda, 𝑝 > 1 için 

 

                          ‖𝐼𝛤
𝛼 𝑓‖𝐿𝑞(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≤ 𝐶 𝑟

1

𝑞 ∫ 𝜏
−

1

𝑞
−1

∞

2𝑟

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏))𝑑𝜏                          (2.33) 

ve 𝑝 = 1 için 
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                          ‖𝐼𝛤
𝛼 𝑓‖𝑊𝐿𝑞(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≤ 𝐶 𝑟

1

𝑞 ∫ 𝜏
−

1

𝑞
−1

∞

2𝑟

‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝜏))𝑑𝜏                       (2.34) 

 

bulunur. Burada 𝐶 > 0 sabiti 𝑟 > 0, 𝑡0 ∈ 𝛤, 𝑓 den bağımsızdır. 

 

İspat 2.6: 𝑓1 =  𝑓𝜒𝛤(𝑡0,2𝑟)
ve  𝑓2 =  𝑓𝜒𝑐

(𝛤(𝑡0,2𝑟))
olacak şekilde 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2  bölelim. 

Böylelikle  

 

                                              𝐼𝛤
𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐼𝛤

𝛼  𝑓1(𝑡) + 𝐼𝛤
𝛼 𝑓2(𝑡)                                          (2.35) 

 

1 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝛼 <
1

𝑝
,  

1

𝑞
=

1

𝑝
− 𝛼 olsun. 𝑓1 ∈ 𝐿𝑝(𝛤) ve 𝐼𝛤

𝛼 operatörünün 𝐿𝑝(𝛤) 

uzayından 𝐿𝑞(𝛤) uzayına sınırlı olmasından (Teorem 1.2), 𝐶 sabiti 𝑓 den bağımsız 

olmak üzere 

 

‖𝐼𝛤
𝛼  𝑓1‖𝐿𝑞(𝛤) ≤ 𝐶‖𝑓1‖𝐿𝑝(𝛤) = 𝐶‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟)) 

(2.36) 

≤ 𝐶 𝑟
1

𝑞 ∫ 𝜏
−

1

𝑞
−1

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏))

∞

2𝑟

𝑑𝜏  

elde edilir. 

 𝑧 ∈ 𝛤(𝑡0, 𝑟), 𝑦 ∈ 𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟)) şartları ele alınırsa, 
1

2
|𝓏 − 𝑦| ≤ |𝑡 − 𝑦| ≤

3

2
|𝑡 − 𝓏| 

bulunur. Bu durumda, her 𝑧 ∈ 𝛤(𝑡0, 𝑟) için  

 

                    |𝐼𝛤
𝛼 𝑓2(𝓏)| ≤ (

3

2
)

1−𝛼

∫ |𝑡 − 𝑦|𝛼−1

𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟))

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜈(𝑦)                          (2.37) 

 

elde edilir. Fubini teoreminden 

 

∫ |𝑡 − 𝑦|𝛼−1

𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟))

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜈(𝑦) ≈ ∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜈(𝑦)

𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟))

∫ 𝜏𝛼−2

∞

|𝑡−𝑦|

𝑑𝜏 

(2.38) 
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≈ ∫ ∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜈(𝑦)𝜏𝛼−2𝑑𝜏

2𝑟≤|𝑡−𝑦|<𝜏

∞

2𝑟

≲ ∫ ∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝜈(𝑦)𝜏𝛼−2𝑑𝜏

𝛤(𝑡0,𝜏)

∞

2𝑟

 

 

elde edilir. 

Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 

 

       ∫ |𝑡 − 𝑦|𝛼−1

𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟))

|𝑓(𝑦)|𝑑𝜈(𝑦) ≲ ∫ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏)) 𝜏
−

1

𝑞
−1

∞

2𝑟

𝑑𝜏                         (2.39) 

 

bulunur ve her 𝑧 ∈ 𝛤(𝑡0, 𝑟) için 

 

                      |𝐼𝛤
𝛼 𝑓2(𝓏)| ≲ ∫ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏)) 𝜏

−
1

𝑞
−1

∞

2𝑟

𝑑𝜏                                                  (2.40) 

 

elde edilir. Ayrıca, her 𝑝 ∈  [1, ∞) için  

 

              ‖𝐼𝛤
𝛼 𝑓2(𝓏)‖𝐿𝑞(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  𝑟

1

𝑞 ∫ 𝜏
−

1

𝑞
−1

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏))

∞

2𝑟

𝑑𝜏                                 (2.41) 

 

eşitsizliği gerçeklenir. (2.36) ve (2.41) den (2.33) eşitsizliği bulunur. 

Son olarak, 𝑝 = 1 iken  𝐼𝛤
𝛼 operatörün zayıf (1, 𝑞) sınırlı olmasından (Teorem 

1.2), 𝐶 sabiti 𝑡0 ve 𝑟 den bağımsız  olmak üzere 

 

    ‖𝐼𝛤
𝛼 𝑓1(𝓏)‖𝑊𝐿𝑞(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  𝐶‖𝑓1‖𝐿1(𝛤) ≲ 𝐶𝑟

1

𝑞 ∫ 𝜏
−

1

𝑞
−1

‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝜏))

∞

2𝑟

𝑑𝜏           (2.42) 

 

bulunur. (2.41) ve (2.42) den (2.34) eşitsizliği sağlanır. ∎ 

 

Teorem 2.5: Γ Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 < 𝛼 <
1

𝑝
,  

1

𝑞
=

1

𝑝
− 𝛼,  𝑡0 ∈ 𝛤, 𝜑1 ∈

𝛺𝑝,𝑙𝑜𝑐, 𝜑2 ∈ 𝛺𝑞,𝑙𝑜𝑐 olmak üzere 
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                        ∫

𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

𝜑1(𝑡0, 𝑠) 𝑠
1

𝑝

𝜏
1

𝑞

∞

𝑟

𝑑𝜏

𝜏
≤ 𝐶 𝜑2(𝑡0, 𝑟)                                              (2.43) 

 

şartını (𝜑1, 𝜑2) ikilisi sağlasın. Burada 𝐶 sabiti 𝑟 > 0 ve 𝑡0 ∈ 𝛤 dan bağımsızdır. Bu 

durumda, 𝐼𝛤
𝛼 operatörü 𝑝 > 1 iken 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına sınırlıdır 

ve 𝑝 = 1 iken 𝐿𝑀1,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

İspat 2.7: 𝜐1(𝑟) = 𝜑1(𝑡0, 𝑟)−1𝑟
−

1

𝑝,   𝜐2(𝑟) = 𝜑2(𝑡0, 𝑟)−1 ve 𝑤(𝑟) = 𝑟
−

1

𝑞 olacak 

şekilde, Teorem 2.2 ve Teorem 2.4 yardımıyla 

 𝑝 > 1 iken 

 

‖𝐼𝛤
𝛼  𝑓‖

𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤)

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑2(𝑡0, 𝑟)−1  ∫ 𝑠
−

1

𝑞
−1

∞

𝑟

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑠))𝑑𝑠 

(2.44) 

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑1(𝑡0, 𝑟)−1𝑟
− 

1

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) = ‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤)

 

 

ve 𝑝 = 1 iken 

‖𝐼𝛤
𝛼 𝑓‖

𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤)

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑2(𝑡0, 𝑟)−1 ∫ 𝑠
−

1

𝑞
−1

∞

𝑟

‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑠))𝑑𝑠 

(2.45) 

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑1(𝑡0, 𝑟)−1𝑟−1‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) = ‖𝑓‖
𝐿𝑀1,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤)

 

 

elde edilir. ∎ 

 

Teorem 2.5’ten aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Sonuç 2.3: Γ Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 < 𝛼 <
1

𝑝
 , 

1

𝑞
=

1

𝑝
− 𝛼,  𝜑1 ∈ 𝛺𝑝, 𝜑2 ∈ 𝛺𝑞 

olmak üzere 
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                        ∫

𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

𝜑1(𝑡, 𝑠) 𝑠
1

𝑝

𝜏
1

𝑞

∞

𝑟

𝑑𝜏

𝜏
≤ 𝐶 𝜑2(𝑡, 𝑟)                                                  (2.46) 

 

şartını (𝜑1, 𝜑2) ikilisi sağlasın.  Burada 𝐶 sabiti 𝑟 ve 𝑡 den bağımsızdır. Bu durumda, 

𝐼𝛤
𝛼 operatörü 𝑝 > 1 için 𝑀𝑝,𝜑1

(𝛤) uzayından 𝑀𝑞,𝜑2
(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 𝑝 = 1 

iken 𝑀1,𝜑1
(𝛤) uzayından 𝑊𝑀𝑞,𝜑2

(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

Aşağıdaki lemma temel sonucun ispatında kullanılır. 

 

Lemma 2.6: Γ  Carleson eğrisi ve 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) olsun. Bu durumda, her 𝑡 ∈ 𝛤0 için 

𝑟0
𝛼 ≲ 𝐼𝛤

𝛼  𝜒𝛤0
 eşitsizliği elde edilir. 

 

İspat 2.8:  𝑦, 𝑡 ∈ 𝛤0 olursa, |𝑡 − 𝑦| ≤ |𝑡 − 𝑡0| + |𝑡0 − 𝑦| < 2𝑟0. 0 < 𝛼 < 1 

olduğundan, 𝑟0
𝛼−1 ≤ 21−𝛼|𝑡 − 𝑦|𝛼−1 bulunur. Buradan  

 

     𝐼𝛤
𝛼  𝜒𝛤0

= ∫ 𝜒𝛤0
(𝑦)|𝑡 − 𝑦|𝛼−1𝑑𝜐(𝑦)

𝛤

= ∫|𝑡 − 𝑦|𝛼−1𝑑𝜐(𝑦)

𝛤0

≥  𝑐021−𝛼𝑟0
𝛼      (2.47) 

 

elde edilir. ∎ 

 

Aşağıdaki teorem temel sonuçlardan biridir. 

 

Teorem 2.6: Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1, 𝑡0 ∈ 𝛤 ve 𝑝, 𝑞 ∈ [1, ∞) olsun. 

 

i) 1 ≤ 𝑝 <
1

𝛼
 ve 

1

𝑞
=

1

𝑝
− 𝛼 ise, bu durumda (2.46) şartı, 

𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına 𝐼𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için 

yeter koşuldur. Ayrıca 1 < 𝑝 <
1

𝛼
 iken (2.46) şartı,  𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) 

uzayından 𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına 𝐼𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için yeter koşuldur. 

ii) 𝜑1 ∈ 𝒢𝑝 ise, bu durumda her 𝑟 > 0 iken 

 

                         𝑟𝛼𝜑1(𝑟) ≤ 𝐶 𝜑2(𝑟)                                                                  (2.48)  
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şartı, 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından

𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına 𝐼𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için gerek koşuldur. Burada 

𝐶 > 0 sabiti 𝑟 den bağımsızdır. 

iii) 1 ≤ 𝑝 <
1

𝛼
  ve  

1

𝑞
=

1

𝑝
− 𝛼 olsun. 𝜑1 ∈ 𝒢𝑝 

 

                  ∫ 𝑠𝛼−1𝜑1(𝑠)

∞

𝑟

𝑑𝑠 ≤ 𝐶𝑟𝛼𝜑1(𝑟)                                                        (2.49) 

 

regülerlik şartı sağlarsa, (2.48) şartı 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) 

uzayına 𝐼𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için gerek ve yeter koşuldur. Ayrıca,  1 <

𝑝 <
1

𝛼
 ise, bu durumda (2.48) şartı, 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına 

𝐼𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için gerek ve yeter koşuldur. Burada 𝐶 > 0 sabiti 

𝑟 den bağımsızdır. 

 

İspat 2.9: Teoremin birinci kısmı Teorem 2.5 de ispatlanmıştır. Teoremin ikinci kısmı 

için, 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) ve 𝑡 ∈ 𝛤0 olsun. Lemma 2.6 yardımıyla, 𝑟0
𝛼 ≲ 𝐶 𝐼𝛤

𝛼  𝜒𝛤0
(𝑟) verilir. 

Böylelikle, Lemma 2.3 ve Lemma 2.6 dan  

 

𝑟0
𝛼 ≲ (𝜐(𝛤0))

−
1

𝑝‖𝐼𝛤
𝛼 𝜒𝛤0

‖
𝐿𝑞(𝛤0)

≲ 𝜑2(𝑟0)‖𝐼𝛤
𝛼 𝜒𝛤0

‖
𝑀𝑞,𝜑2

≲ 𝜑2(𝑟0)‖𝜒𝛤0
‖

𝑀𝑝,𝜑1

≲
𝜑2(𝑟0)

𝜑1(𝑟0)
 

veya  

 

         ℎ𝑒𝑟 𝑟0 > 0 𝑖ç𝑖𝑛, 𝑟0
𝛼 ≲

𝜑2(𝑟0)

𝜑1(𝑟0)
⟺ 𝑟0

𝛼𝜑1(𝑟0) ≲ 𝜑2(𝑟0)                            (2.50) 

 

bulunur. Bu ifade her 𝑟0 > 0 için doğru olduğundan ispat tamamlanır. 

Teoremin üçüncü kısmın ispatı, teoremin birinci ve ikinci kısımlarından çıkar. ∎ 

 

Hatırlatma 2.3:  Teorem 2.6’teki 𝜑1(𝑟) = 𝑟
𝜆−1

𝑝  ve 𝜑2(𝑟) = 𝑟
𝜇−1

𝑞  olarak alınırsa, (2.49) 

şartı ve (2.48) şartı sırasıyla 0 < 𝜆 < 1 − 𝛼𝑝 ve  
𝜆

𝑝
=

𝜇

𝑞
  ya denktir. Dolayısıyla, 

Teorem 2.6’ten Teorem 1.3 elde edilir. 
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2.2.2. Adams-Guliyev Tipi Sonuç 

 

Aşağıdaki noktasal yaklaşım temel sonuçlarımızın ispatlarında önemli rol oynar. 

 

Teorem 2.7: Γ Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 < 𝛼 < 1 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝛤) olsun. Bu 

durumda 

 

                 |𝐼𝛤
𝛼 𝑓(𝑡)| ≤ 𝐶𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + 𝐶 ∫ 𝑠

𝛼−
1

𝑝
−1

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑠))

∞

𝑟

𝑑𝑠                          (2.51) 

 

eşitsizliği sağlanır, burada 𝐶 > 0 sabiti 𝑟 > 0, 𝑡 ∈ 𝛤 ve 𝑓 den bağımsızdır. 

 

İspat 2.10: 𝑓1 =  𝑓𝜒𝛤(𝑡,2𝑟)
ve  𝑓2 =  𝑓𝜒𝑐

(𝛤(𝑡,2𝑟))
olacak şekilde 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2  yazalım. 

Böylelikle  

 

                                            𝐼𝛤
𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐼𝛤

𝛼  𝑓1(𝑡) + 𝐼𝛤
𝛼 𝑓2(𝑡)                                            (2.52) 

 

yazılır. 𝐼𝛤
𝛼 𝑓1(𝑡)  her 𝑧 ∈ 𝛤 için Hedberg in (sayfa 354, [29]) yaklaşımından 

|𝐼𝛤
𝛼 𝑓1(𝑧)| ≤ 𝐶1𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑧) elde ederiz. 

 𝐼𝛤
𝛼  𝑓2(𝑡)  her 𝑧 ∈ 𝛤 için (2.40) dan 

 

|𝐼𝛤
𝛼 𝑓2(𝑧)| ≤ ∫ |𝑡 − 𝑦|𝛼−1

𝑐(𝛤(𝑡,2𝑟))

|𝑓(𝑦)|𝑑(𝑦) ≤ 𝐶 ∫ 𝑠
𝛼−

1

𝑝
−1

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑠))

∞

2𝑟

𝑑𝑠        (2.53) 

 

yardımıyla (2.51) bulunur. ∎ 

 

Carleson eğrilerinde 𝐼𝛤
𝛼 kesirli integralin Adams-Guliyev tipi sonucu aşağıda ifade 

edilir [14]. 

 

Teorem 2.8: (Adams-Guliyev tipi) Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 <
1

𝑝
, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ ve 

𝜑 ∈ 𝛺𝑝 
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                              𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

𝜏− 1 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

𝜑(𝑡, 𝑠) 𝑠 ≤  𝐶 𝜑(𝑡, 𝑟)                                      (2.54) 

 ile  

                            ∫ 𝜏𝛼−1𝜑(𝑡, 𝜏)
1

𝑝𝑑𝜏 ≤ 𝐶𝑟
−

𝛼𝑝

𝑞−𝑝

∞

𝑟

                                                             (2.55) 

 

şartlarını sağlasın. Burada 𝐶 > 0 sabiti 𝑟 > 0 ve 𝑡 ∈ 𝛤 den bağımsızdır. Bu durumda, 

𝑝 > 1 iken  𝐼𝛤
𝛼 operatörü 𝑀

𝑝,𝜑
1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 𝑝 = 1 

iken 𝑀1,𝜑(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

İspat 2.11: 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑓 ∈ 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) olsun. Teorem 2.7 yardımıyla (2.51) sağlanır. 

(2.55) şartı ve (2.51) eşitsizliğinden 

 

|𝐼𝛤
𝛼 𝑓(𝑡)| ≲ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + ∫ 𝑠

𝛼−
1

𝑝
−1

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑠))

∞

𝑟

𝑑𝑠

≤ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + ‖𝑓‖𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) ∫ 𝑠𝛼−1𝜑(𝑡, 𝑠)
1

𝑝

∞

𝑟

𝑑𝑠                              (2.56)

≤ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + 𝑟
−

𝛼𝑝

𝑞−𝑝 ‖𝑓‖𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)  

 

elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝛤 için  𝑟 = (

𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

𝑀𝛤𝑓(𝑡)
) seçilirse, 

 

                                  |𝐼𝛤
𝛼𝑓(𝑡)| ≲ (𝑀𝛤𝑓(𝑡))

𝑝

𝑞‖𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

1−
𝑝

𝑞                                              (2.57) 

 

bulunur.  

Teorem 2.3’teki 𝑀𝛤 maksimal operatörün 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) deki sınırlı olması ve (2.54) 

şartı sayesinde teorem aşağıdaki şekilde ifade olunur.  

 

 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ ise,  
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‖𝐼𝛤
𝛼 𝑓‖𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) ≲ ‖𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

1− 
𝑝

𝑞  𝑠𝑢𝑝 
𝑡∈𝛤
𝑟>0

 𝜑(𝑡, 𝑟)
−

𝑝

𝑞 𝑟
−

1

𝑞 ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑟))

𝑝

𝑞
 

(2.58) 

≲ ‖𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

1− 
𝑝

𝑞 ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

𝑝

𝑞 ≲ ‖𝑓‖𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) 

ve 𝑝 = 1 < 𝑞 < ∞  ise, 

‖𝐼𝛤
𝛼 𝑓‖𝑊𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) ≲ ‖𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1− 
1

𝑞  𝑠𝑢𝑝 
𝑡∈𝛤
𝑟>0

 𝜑(𝑡, 𝑟)
−

1

𝑞 𝑟
−

1

𝑞 ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑊𝐿1(𝛤(𝑡,𝑟))

1

𝑞
 

(2.59) 

≲ ‖𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1− 
1

𝑞  ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1

𝑞 ≲ ‖𝑓‖𝑀1,𝜑(𝛤) 

 

olur. ∎ 

 

Aşağıdaki teorem temel sonuçlardan biridir. 

 

Teorem 2.9: Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ ve 𝜑 ∈ 𝛺𝑝 olsun. 

 

i) (2.54) şartını 𝜑(𝑡, 𝑟) sağlarsa, (2.55) şartı 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) 

uzayına 𝐼𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için yeter koşuldur. Ayrıca, 1 < 𝑝 < 𝑞 <

∞ ise, bu durumda (2.55) şartı, 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına 𝐼𝛤
𝛼  

operatörün sınırlı olması için yeter koşuldur. 

ii) 𝜑 ∈ 𝒢𝑝 ise, bu durumda her 𝑟 > 0 için 

 

                         𝑟𝛼𝜑(𝑟)
1

𝑝 ≤ 𝐶𝑟
− 

𝛼𝑝

𝑞−𝑝                                                                   (2.60) 

 

şartı, 𝐼𝛤
𝛼 operatörün  𝑀

𝑝,𝜑
1
𝑝

(𝛤) uzayından  𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına ve 

𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına sınırlı olması için gerek koşuldur. 

Burada 𝐶 > 0 sabiti 𝑟 den bağımsızdır. 

iii) Her 𝑟 > 0 için 
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                 ∫ 𝑠𝛼−1𝜑(𝑠)
1

𝑝

∞

𝑟

𝑑𝑠 ≤ 𝐶𝑟𝛼𝜑(𝑟)
1

𝑝                                                         (2.61) 

 

regülerlik şartını 𝜑 ∈ 𝒢𝑝 sağlarsa, (2.60) şartı, 

𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına 𝐼𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşuldur.  Ayrıca, 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ ise, bu durumda (2.60) şartı, 

𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤)  uzayına 𝐼𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için gerek 

ve yeter koşuldur. Burada 𝐶 > 0 sabiti 𝑟 den bağımsızdır. 

 

İspat 2.12: Teoremin birinci kısmı, Teorem 2.8’in sonucudur. Teoremin ikinci kısmı 

için, 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) ve 𝑡 ∈ 𝛤0 olsun. Lemma 2.6 yardımıyla, 𝑟0
𝛼 ≲ 𝐶 𝐼𝛤

𝛼  𝜒𝛤0
(𝑟) verilir. 

Böylelikle, Lemma 2.3 ve Lemma 2.6’dan 

 

𝑟0
𝛼 ≲ (𝜐(𝛤0))

−
1

𝑞‖𝐼𝛤
𝛼 𝜒𝛤0

‖
𝐿𝑞(𝛤0)

≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞‖𝐼𝛤
𝛼 𝜒𝛤0

‖
𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤)
 

(2.62) 

≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞‖𝜒𝛤0
‖

𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)
≲ 𝜑(𝑟0)

1

𝑞
−

1

𝑝 

veya  

   ℎ𝑒𝑟  𝑟0 > 0 𝑖ç𝑖𝑛, 𝑟0
𝛼𝜑(𝑟0)

1

𝑝
−

1

𝑞 ≲ 1 ⟺ 𝑟0
𝛼𝜑(𝑟0)

1

𝑝 ≲ 𝑟
− 

𝛼𝑝

𝑞−𝑝                            (2.63) 

 

bulunur. Bu ifade her 𝑡 ∈ 𝛤 𝑣𝑒 𝑟0 > 0 için doğru olduğundan ispat tamamlanır. 

Teoremin üçüncü kısmı, teoremin birinci ve ikinci kısımlarından çıkar. ∎ 

 

Carleson eğrilerinde tanımlı 𝐼𝛤
𝛼 kesirli integral için Adams-Guliyev tipi sonuç 

aşağıda verilmiştir: 

 

Teorem 2.10: Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, 𝜑 ∈ 𝛺𝑝  (2.54) şartı ve 

 

                     𝑟𝛼𝜑(𝑡, 𝑟) + ∫ 𝑠𝛼−1𝜑(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝐶𝜑(𝑡, 𝑟)
𝑝

𝑞                                            (2.64)

∞

𝑟
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eşitsizliğini sağlasın. 𝑝 > 1 iken 𝐼𝛤
𝛼 operatörü 𝑀

𝑝,𝜑
1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına 

sınırlıdır ve 𝑝 = 1 iken 𝑀1,𝜑(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına sınırlıdır. Burada 

𝐶 > 0 sabiti  𝑡 ∈ 𝛤 ve 𝑟 > 0 den bağımsızdır. 

 

İspat 2.13: 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑓 ∈ 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) olsun. Teorem 2.7 yardımıyla, (2.51) eşitsizliği 

mevcuttur. (2.55) şartı ve (2.51) eşitsizliğinden  

 

|𝐼𝛤
𝛼 𝑓(𝑡)| ≲ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + ∫ 𝑠

𝛼−
1

𝑝
−1

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑠))

∞

𝑟

𝑑𝑠  

(2.65) 

≤ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + ‖𝑓‖𝑀𝑝,𝜑(𝛤) ∫ 𝑠𝛼−1𝜑(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

∞

𝑟

  

 

Bu durumda, (2.64) ve (2.65) yardımıyla 

 

|𝐼𝛤
𝛼 𝑓(𝑡)| ≲ 𝑚𝑖𝑛 {𝜑(𝑡, 𝑟)

𝑝

𝑞
−1

𝑀𝛤𝑓(𝑡),   𝜑(𝑡, 𝑟)
𝑝

𝑞‖𝑓‖𝑀𝑝,𝜑(𝛤)} 

(2.66) 

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

𝑚𝑖𝑛 {𝑟
𝑝

𝑞
 −1

𝑀𝛤𝑓(𝑡), 𝑟
𝑝

𝑞 ‖𝑓‖𝑀𝑝,𝜑(𝛤)} = (𝑀𝛤𝑓(𝑡))
 
𝑝

𝑞‖𝑓‖
𝑀𝑝,𝜑(𝛤)

1− 
𝑝

𝑞
 

 

minimum kısımları dengeye vardığında ulaştığımız supremum kullanıldı. Teorem 2.3 

ve (2.66) den 

 

 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ ise, 

             ‖𝐼𝛤
𝛼 𝑓‖𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) ≲  ‖𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

1− 
𝑝

𝑞 ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

𝑝

𝑞 ≲ ‖𝑓‖𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)                   (2.67) 

 

 𝑝 = 1 < 𝑞 < ∞  ise, 

              ‖𝐼𝛤
𝛼 𝑓‖𝑊𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) ≲  ‖𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1− 
1

𝑞  ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1

𝑞 ≲ ‖𝑓‖𝑀1,𝜑(𝛤)                     (2.68) 

 

olur. ∎ 
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Aşağıdaki teorem temel sonuçlardan biridir. 

 

Teorem 2.11: Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ ve 𝜑 ∈ 𝛺𝑝 olsun. 

 

i) (2.54) şartını 𝜑(𝑡, 𝑟) sağlarsa, (2.64) şartı 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) 

uzayına 𝐼𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için yeter koşuldur. Ayrıca, 1 < 𝑝 < 𝑞 <

∞ ise, bu durumda (2.64) şartı, 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına 𝐼𝛤
𝛼 

operatörün sınırlı olması için yeter koşuldur. 

ii) 𝜑 ∈ 𝒢𝑝 ise, bu durumda her 𝑟 > 0 için 

 

                 𝑟𝛼𝜑(𝑟)
1

𝑝 ≤ 𝐶𝜑(𝑟)
1

𝑞                                                                           (2.69)  

 

şartı, 𝐼𝛤
𝛼 operatörün 𝑀

𝑝,𝜑
1
𝑝

(𝛤) uzayından  𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına ve 

𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına sınırlı olması için gerek koşuldur. 

Burada 𝐶 > 0 sabiti  𝑟 den bağımsızdır. 

iii) (2.61) regülerlik şartını 𝜑 ∈ 𝒢𝑝 sağlarsa, (2.69) şartı 

𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına 𝐼𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşuldur. Ayrıca, 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ ise, bu durumda (2.69) şartı, 

𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤)  uzayına 𝐼𝛤

𝛼  operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşuldur. 

 

İspat 2.14: Teoremin birinci kısmı, Teorem 2.10’nun sonucudur. Teoremin ikinci kısmı 

için, 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) ve 𝑡 ∈ 𝛤0 olsun. Lemma 2.6 yardımıyla, 𝑟0
𝛼 ≲ 𝐶 𝐼𝛤

𝛼  𝜒𝛤0
(𝑟) olur. 

Böylelikle, Lemma 2.3 ve Lemma 2.6’dan 

 

𝑟0
𝛼 ≲ (𝜐(𝛤0))

−
1

𝑞‖𝐼𝛤
𝛼 𝜒𝛤0

‖
𝐿𝑞(𝛤0)

≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞‖𝐼𝛤
𝛼 𝜒𝛤0

‖
𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤)
 

(2.70) 

≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞‖𝜒𝛤0
‖

𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)
≲ 𝜑(𝑟0)

1

𝑞
−

1

𝑝 
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veya  

                  ℎ𝑒𝑟  𝑟0 > 0 𝑖ç𝑖𝑛, 𝑟0
𝛼𝜑(𝑟0)

1

𝑝
−

1

𝑞 ≲ 1 ⟺ 𝑟0
𝛼𝜑(𝑟0)

1

𝑝 ≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞           (2.71) 

 

bulunur. Bu ifade her 𝑡 ∈ 𝛤 𝑣𝑒 𝑟0 > 0 için doğru olduğundan ispat tamamlanır. 

Teoremin üçüncü kısmının ispatı, teoremin birinci ve ikinci kısımlarından çıkar. ∎ 

 

Hatırlatma 2.4:  Teorem 2.9’ da 𝜑(𝑟) = 𝑟𝜆−1 olarak alınırsa, (2.61) şartı 0 < 𝜆 <

1 − 𝛼𝑝 şartına ve (2.60) şartı  
1

𝑝
−

1

𝑞
=

𝛼

1−𝜆
  şartına denktir. Dolayısıyla, Teorem 2.9’ 

dan Teorem 1.3 elde edilir. 

 

Hatırlatma 2.5:  Teorem 2.9’ da 𝜑(𝑟) = [𝑟]1
𝜆−1 olarak alınırsa, (2.61) şartı 0 < 𝜆 <

1 − 𝛼 şartına ve (2.60) şartı  𝛼 ≤
1

𝑝
−

1

𝑞
≤

𝛼

1−𝜆
  şartına denktir. Dolayısıyla, Teorem 

2.9’ dan Teorem 1.4 elde edilir. 

 

2.3. Carleson Eğrilerinde Kesirli Maksimal Operatör 

 

Bu bölümde, 𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑥0}

(Γ) lokal genelleştirilmiş Morrey uzayları ve 𝑀𝑝,𝜑(Γ) 

genelleştirilmiş Morrey uzayları üzerinde 𝑀𝛤
𝛼 kesirli maksimal operatörün Spanne-

Guliyev tipi sınırlılık, Adams-Guliyev tipi sınırlılık ve Adams-Gunawan tipi sınırlılık 

için kriterler verilecektir. 

 

2.3.1. Spanne-Guliyev Tipi Sonuç 

 

Aşağıdaki lemma 𝑀𝛤
𝛼 kesirli maksimal operatörün Guliyev tipi lokal yaklaşımıdır 

[3],[14]. 

 

Lemma 2.7:  Γ Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 ≤ 𝛼 < 1, 
1

𝑝
−

1

𝑞
= 𝛼 ve 𝑡0 ∈ 𝛤 

olsun. Bu durumda, 𝑝 > 1 ve keyfi 𝑟 > 0 için  

 

     ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟)) + 𝑟

1

𝑝 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏−1‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝜏))                     (2.72) 
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eşitsizliği her 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için gerçeklenir. Ayrıca 𝑝 = 1 için 

 

      ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  ‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,2𝑟)) + 𝑟 𝑠𝑢𝑝

𝜏>2𝑟
𝜏−1‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝜏))                     (2.73) 

 

eşitsizliği her 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için gerçeklenir. 

 

İspat 2.15: 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞,  0 ≤ 𝛼 < 1 ve  
1

𝑝
−

1

𝑞
= 𝛼 olsun. Keyfi 𝛤(𝑡0, 𝑟) yuvarı 

için, 𝑓1 =  𝑓𝜒𝛤(𝑡0,2𝑟)
ve  𝑓2 =  𝑓𝜒𝑐

(𝛤(𝑡0,2𝑟))
olacak şekilde 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2  bölelim. Böylelikle  

 

                   ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≤ ‖𝑀𝛤

𝛼𝑓1‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) + ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓2‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟))                 (2.74) 

 

 𝑀𝛤
𝛼: 𝐿𝑝(𝛤) → 𝐿𝑝(𝛤) kesirli maksimal operatörün sürekli olması ve Teorem 1.3 

yardımıyla, 

 

                              ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓1‖𝐿𝑞(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟))                                                (2.75) 

 

 bulunur. 𝛤(𝑡0, 𝜏) yuvarından keyfi bir 𝑦 noktası alalım. 

𝛤(𝑦, 𝜏) ∩ 𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟)) ≠ ∅ ise,  𝜏 > 𝑟 olur. Gerçekten,  𝑧 ∈ 𝛤(𝑦, 𝜏) ∩ 𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟)) 

alınırsa, 𝜏 > |𝑦 − 𝑧| ≥ |𝑡 − 𝑧| − |𝑡 − 𝑦| > 2𝑟 − 𝑟 = 𝑟 olur. Diğer taraftan, 

𝛤(𝑦, 𝜏) ∩ 𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟)) ⊂ 𝛤(𝑡0, 2𝜏). Gerçekten, 𝑧 ∈ 𝛤(𝑦, 𝜏) ∩ 𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟)) alınırsa, |𝑡 −

𝑧| ≤ |𝑦 − 𝑧| + |𝑡 − 𝑦| < 𝜏 + 𝑟 < 2𝜏. Böylelikle, 

 

𝑀𝛤
𝛼𝑓2(𝑦) = 𝑠𝑢𝑝

𝜏>0

1

(𝜐𝛤(𝑡0, 𝜏))
1−𝛼 ∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑦,𝜏)∩𝑐(𝛤(𝑡0,2𝑟))

≤ 2 𝑠𝑢𝑝
𝜏>𝑟

1

(𝜐𝛤(𝑡0, 2𝜏))
1−𝛼 ∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,2𝜏)

 

(2.76) 

= 2 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

1

(𝜐𝛤(𝑡0, 𝜏))
1−𝛼 ∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)
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≤ 2 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

  𝜏−1+𝛼 ∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

 

 

bulunur. Buradan, her 𝑦 ∈ 𝛤(𝑡0, 𝜏) için, 

 

               𝑀𝛤
𝛼𝑓2(𝑦) ≤ 2 𝑠𝑢𝑝

𝜏>2𝑟
  𝜏−1+𝛼 ∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

                                             (2.77) 

 

çıkarılır. Sonuç olarak,  

     ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟)) + 𝑟

1

𝑝 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏−1+𝛼 ∫ |𝑓(𝓏)|𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

       (2.78) 

 

elde edilir. 𝑝 = 1 durumunda; keyfi 𝛤(𝑡0, 𝑟) yuvarı için 

 

                  ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≤ ‖𝑀𝛤

𝛼𝑓1‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) + ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓2‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟))         (2.79) 

 

olduğu açıktır. 𝑀𝛤
𝛼: 𝐿1(𝛤) → 𝑊𝐿1(𝛤) kesirli maksimal operatörün sürekli olması ve 

Teorem 1.3 yardımıyla,  ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓1‖𝑊𝐿1(𝛤) ≲ ‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,2𝑟)) bulunur. (2.77) dan (2.73) 

elde edilir. ∎ 

 

Lemma 2.8: Γ  Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 ≤ 𝛼 < 1,  
1

𝑝
−

1

𝑞
= 𝛼 ve 𝑡0 ∈

𝛤 𝑜𝑙𝑠𝑢𝑛. Bu durumda, 𝑝 > 1 ve Γ içindeki keyfi 𝑟 > 0 için  

 

                        ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝐿𝑞(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲  𝑟

1

𝑞 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏
−

1

𝑞‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏))                                    (2.81) 

 

eşitsizliği her 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için gerçeklenir. Ayrıca 𝑝 = 1 için 

 

                       ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝑊𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≲ 𝑟

1

𝑞 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏
−

1

𝑞‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝜏))                                    (2.82) 

 

eşitsizliği her 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için gerçeklenir. 
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İspat 2.16: 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 ≤ 𝛼 < 1,   
1

𝑝
−

1

𝑞
= 𝛼 olsun. 

 

                               𝑀1 ≔  𝑟
1

𝑞 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏−1+𝛼 ∫ |𝑓(𝓏)| 𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝑟)

                                     (2.83) 

 

ve 𝑀2 ≔  ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟)) olarak tanımlayalım. Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 

 

                       𝑀1 ≲  𝑟
1

𝑞 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏
−

1

𝑞 ( ∫ |𝑓(𝓏)|𝑝𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

)

1

𝑝

                                         (2.84) 

 

elde edilir. Diğer taraftan, 

 

 𝑟
1

𝑞 𝑠𝑢𝑝
𝜏>2𝑟

 𝜏
−

1

𝑞 ( ∫ |𝑓(𝓏)|𝑝𝑑𝑣(𝓏)

𝛤(𝑡0,𝜏)

)

1

𝑝

≳  𝑟
1

𝑞 (𝑠𝑢𝑝 
𝜏>2𝑟

𝜏
−

1

𝑞) ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,2𝑟)) ≈  𝑀2     (2.85) 

 

olur. Lemma 2.7’den dolayı ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) ≤ 𝑀1 + 𝑀2 elde edilir ve (2.81) ye 

varılır. 𝑝 = 1 için (2.82) eşitsizliği (2.73)’ten doğrudan çıkar. ∎ 

 

𝑀𝛤
𝛼 kesirli maksimal operatörün 𝐿𝑀𝑝,𝜑

{𝑡0}
(𝛤) uzayında Spanne-Guliyev tipi sonucu 

aşağıdaki şekilde verilir. 

 

Teorem 2.12: Γ  Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 ≤ 𝛼 < 1,  
1

𝑝
−

1

𝑞
= 𝛼,  𝑡0 ∈ 𝛤 ve 

𝜑1 ∈ 𝛺𝑝,𝑙𝑜𝑐 , 𝜑2 ∈ 𝛺𝑞,𝑙𝑜𝑐  iken 

 

               𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏>∞

𝜏
𝛼− 

1

𝑝 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

𝜑1(𝑡0, 𝑠) 𝑠
1

𝑝  ≤  𝐶 𝜑2(𝑡0, 𝑟)                                    (2.86) 
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şartını (𝜑1, 𝜑2) sağlasın. Burada 𝐶 sabiti 𝑟 den bağımsızdır. Bu durumda, 𝑀𝛤
𝛼 

operatörü 𝑝 > 1 iken 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 𝑝 = 1 

iken 𝐿𝑀1,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

İspat 2.17: Teorem 2.1 ve Lemma 2.8’den, 

 

𝑝 ∈ (1, ∞) ise, 

‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖

𝐿𝑀𝑝,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤)

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑2(𝑡0, 𝑟)−1 𝑠𝑢𝑝 
𝜏>𝑟

𝜏
−

1

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝜏)) 

(2.87) 

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑1(𝑡0, 𝑟)−1𝑟
− 

1

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡0,𝑟)) = ‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤)

 

 

𝑝 = 1 ise, 

‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖

𝑊𝐿𝑀𝑝,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤)

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑2(𝑡0, 𝑟)−1𝑠𝑢𝑝 
𝜏>𝑟

𝜏−1 ‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) 

(2.88) 

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 𝜑1(𝑡0, 𝑟)−1𝑟−1‖𝑓‖𝐿1(𝛤(𝑡0,𝑟)) = ‖𝑓‖
𝐿𝑀1,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤)

 

 

bulunur. ∎ 

 

Teorem 2.12’den aşağıdaki sonuç elde edilir [14]. 

 

Sonuç 2.4: Γ Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 ≤ 𝛼 < 1,   
1

𝑝
−

1

𝑞
= 𝛼, 𝜑1 ∈

𝛺𝑝 ve 𝜑2 ∈ 𝛺𝑞 olmak üzere 

 

                 𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

𝜏
𝛼− 

1

𝑞 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

𝜑1(𝑡, 𝑠) 𝑠
1

𝑝  ≤  𝐶 𝜑2(𝑡, 𝑟)                                           (2.89) 

 

şartını sağlasın. Burada 𝐶 sabiti t ile 𝑟 den bağımsızdır. Bu durumda, 𝑀𝛤
𝛼 operatörü 

𝑝 > 1 iken 𝑀𝑝,𝜑1
(𝛤) uzayından  𝑀𝑞,𝜑2

(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 𝑝 = 1 iken 

𝑀1,𝜑1
(𝛤) uzayından  𝑊𝑀𝑞,𝜑2

(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

Temel sonuçlar için aşağıdaki lemma verilecektir. 
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Lemma 2.9: Γ  Carleson eğrisi ve 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) olsun. Bu durumda, her 𝑡 ∈ 𝛤0 için  

𝑟0
𝛼 ≤ 𝐶𝑀𝛤

𝛼𝜒𝛤0
(𝑡) eşitsizliği elde edilir. 

 

İspat 2.18: 

 

                         𝑀𝛤
𝛼𝑓(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝

 𝑡∈𝐵
 |𝐵|−1+𝛼 ∫|𝑓(𝜏)| 𝑑𝑣(𝜏)

𝐵

                                            (2.90) 

 

olmak üzere,  𝑀𝛤
𝛼𝑓(𝑡) ≤ 21−𝛼𝑀𝛤

𝛼𝑓(𝑡) olduğu bilinir. 𝑡 ∈ 𝛤0 ve (2.90) kullanılarak, 

𝑀𝛤
𝛼𝜒𝛤0

(𝑡) ≥ 𝐶 𝑀𝛤
𝛼𝜒𝛤0

(𝑡) ≥ 𝐶 sup
 𝑡∈𝐵

 |𝐵|−1+𝛼 |𝐵 ∩ 𝛤0| ≥ 𝐶 |𝛤0|−1+𝛼|𝛤0 ∩  𝛤0| = 𝐶 𝑟0
𝛼 

elde edilir. ∎ 

 

Aşağıdaki teorem temel sonuçlardan biridir. 

 

Teorem 2.13: Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1, 𝑡0 ∈ 𝛤 ve 𝑝, 𝑞 ∈ [1, ∞) olsun. 

 

i) 1 ≤ 𝑝 <
1

𝛼
 ve  

1

𝑞
=

1

𝑝
− 𝛼 ise, bu durumda (2.86) şartı, 

𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına 𝑀𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için 

yeter koşuldur. Ayrıca, 1 < 𝑝 <
1

𝛼
 ise, bu durumda (2.86) şartı, 

𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına 𝑀𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için 

yeter koşuldur. 

ii) 𝜑1 ∈ 𝒢𝑝 ise, bu durumda her 𝑟 > 0 için 

 

                          𝑟𝛼𝜑1(𝑟) ≤ 𝐶 𝜑2(𝑟)                                                                 (2.91)  

 

şartı, 𝑀𝛤
𝛼 operatörün  𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına ve 

𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına sınırlı olması için gerek koşuldur. 

Burada 𝐶 sabiti 𝑟 den bağımsızdır. 

iii) 1 ≤ 𝑝 <
1

𝛼
 ve 

1

𝑞
=

1

𝑝
− 𝛼 olsun. 𝜑1 ∈ 𝒢𝑝 ise, bu durumda (2.91) şartı 

𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına 𝑀𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için 
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gerek ve yeter koşuldur. Ayrıca, 1 < 𝑝 <
1

𝛼
 ise, bu durumda (2.91) şartı, 

𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤) uzayından 𝐿𝑀𝑞,𝜑2

{𝑡0}
(𝛤) uzayına 𝑀𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşuldur. 

 

İspat 2.19: Teoremin birinci kısmı Teorem 2.12’de ispatlanmıştır. Teoremin ikinci 

kısmı için, 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) ve 𝑡 ∈ 𝛤0 olsun. Lemma 2.9 yardımıyla, 𝑟0
𝛼 ≤ 𝐶 𝑀𝛤

𝛼𝜒𝛤0
(𝑟) 

verilir. Böylelikle, Lemma 2.3 ve Lemma 2.9 dan  

 

𝑟0
𝛼 ≲ (𝜐(𝛤0))

−
1

𝑝‖𝑀𝛤
𝛼𝜒𝛤0

‖
𝐿𝑞(𝛤0)

≲ 𝜑2(𝑟0)‖𝑀𝛤
𝛼𝜒𝛤0

‖
𝑀𝑞,𝜑2

 

(2.92) 

≲ 𝜑2(𝑟0)‖𝜒𝛤0
‖

𝑀𝑝,𝜑1

≲
𝜑2(𝑟0)

𝜑1(𝑟0)
  

veya 

         ℎ𝑒𝑟 𝑟0 > 0 𝑖ç𝑖𝑛, 𝑟0
𝛼 ≲

𝜑2(𝑟0)

𝜑1(𝑟0)
⟺ 𝑟0

𝛼𝜑1(𝑟0) ≲ 𝜑2(𝑟0)                            (2.93) 

 

bulunur. Bu ifade her 𝑟0 > 0 için doğru olduğundan ispat tamamlanır. 

Teoremin üçüncü kısmın ispatı, teoremin birinci ve ikinci kısımlarından çıkar. ∎ 

 

2.3.2. Adams-Guliyev Tipi Sonuç 

 

Temel sonuçlarımız için Guliyev noktasal yaklaşımı önemli bir rol oynar. 

 

Teorem 2.14: Γ Carleson eğrisi, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 < 𝛼 < 1 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝛤) olsun. Bu 

durumda, 

 

                  𝑀𝛤
𝛼𝑓(𝑡) ≤ 𝐶𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + 𝐶 sup

𝑟<𝑠<∞
𝑠

𝛼−
1

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑠))                           (2.94) 

 

gerçeklenir. Burada 𝐶 sabiti 𝑟 > 0, 𝑡 ∈ 𝛤 ve 𝑓 den bağımsızdır. 

 

İspat 2.20: 𝑓1 =  𝑓𝜒𝛤(𝑡,2𝑟)
ve  𝑓2 =  𝑓𝜒𝑐

(𝛤(𝑡,2𝑟))
olacak şekilde 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2 tanımlayalım. 
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Böylelikle 𝑀𝛤
𝛼𝑓(𝑡) ≤ 𝑀𝛤

𝛼𝑓1(𝑡) + 𝑀𝛤
𝛼𝑓2(𝑡) bulunur. 𝑀𝛤

𝛼𝑓1(𝑡)  her 𝑧 ∈ 𝛤 için 

Hedberg in ([29] sayfa 354) yaklaşımından |𝑀𝛤
𝛼𝑓1(𝑧)| ≤ 𝐶1𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑧) elde ederiz. 

𝑀𝛤
𝛼𝑓2(𝑡)  her 𝑧 ∈ 𝛤 için (2.77) dan ve 

 

     𝑀𝛤
𝛼𝑓2(𝑡) ≤ 2 sup

𝑠>𝑟
𝜏−1+𝛼 ∫ |𝑓(𝑧)|𝑑𝜈(𝑧)

𝛤(𝑡,𝑠)

≤ 𝐶 sup
𝑟<𝑠<∞

𝑠
𝛼−

1

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑠))        (2.95) 

 

yardımıyla (2.94) bulunur. ∎ 

 

Carleson eğrilerinde 𝑀𝛤
𝛼 kesirli integralin Adams-Guliyev tipi sonucu aşağıda 

ifade edilir [14]. 

 

Teorem 2.15: (Adams-Guliyev tipi sonuç) Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 <
1

𝑝
, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 <

∞ olmak üzere 𝜑 ∈ 𝛺𝑝 

 

                             𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

𝜏− 1 𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝜏<𝑠<∞

 𝜑(𝑡, 𝑠) 𝑠 ≤  𝐶 𝜑(𝑡, 𝑟)                                      (2.96) 

 ile  

                           𝑠𝑢𝑝
𝑟<𝜏<∞

𝜏𝛼 𝜑(𝑡, 𝜏)
1

𝑝 ≤ 𝐶𝑟
−

𝛼𝑝

𝑞−𝑝                                                             (2.97) 

 

şartlarını sağlasın. Burada 𝐶 sabiti 𝑟 > 0 𝑣𝑒 𝑡 ∈ 𝛤  den bağımsızdır. Bu durumda, 

𝑝 > 1 iken  𝑀𝛤
𝛼 operatörü 𝑀

𝑝,𝜑
1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 𝑝 = 1 

iken 𝑀1,𝜑(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına sınırlıdır.  

 

İspat 2.21: 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑓 ∈ 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) olsun. Teorem 2.14 yardımıyla (2.94) sağlanır. 

(2.97) şartı ve (2.94) eşitsizliğinden 

𝑀𝛤
𝛼𝑓(𝑡) ≲ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + sup

𝑠>𝑟
 𝑠

𝛼−
1

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑠))                                              

≤ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + ‖𝑓‖𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) sup
𝑠>𝑟

 𝑠𝛼𝜑(𝑡, 𝑠)
1

𝑝                                    (2.98)

≤ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + 𝑟
−

𝛼𝑝

𝑞−𝑝 ‖𝑓‖𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)   
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elde edilir. Böylece her 𝑡 ∈ 𝛤 için  𝑟 = (

𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

𝑀𝛤𝑓(𝑡)
) seçilirse, 

 

                                𝑀𝛤
𝛼𝑓(𝑡) ≲ (𝑀𝛤𝑓(𝑡))

𝑝

𝑞‖𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

1−
𝑝

𝑞                                                 (2.99) 

 

bulunur. Teorem 2.12’deki  𝑀𝛤
𝛼 operatörün 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) deki sınırlı olması ve (2.96) şartı 

sayesinde teorem aşağıdaki şekilde ifade olunur.  

 

 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ ise, 

‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) ≲ ‖𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

1− 
𝑝

𝑞  𝑠𝑢𝑝 
𝑡∈𝛤
𝑟>0

 𝜑(𝑡, 𝑟)
−

𝑝

𝑞 𝑟
−

1

𝑞 ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑟))

𝑝

𝑞
 

(2.100) 

≲ ‖𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

1− 
𝑝

𝑞 ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

𝑝

𝑞 ≲ ‖𝑓‖𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) 

 𝑝 = 1 < 𝑞 < ∞  ise, 

‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝑊𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) ≲ ‖𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1− 
1

𝑞  𝑠𝑢𝑝 
𝑡∈𝛤
𝑟>0

 𝜑(𝑡, 𝑟)
−

1

𝑞 𝑟
−

1

𝑞 ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑊𝐿1(𝛤(𝑡,𝑟))

1

𝑞
 

(2.101) 

≲ ‖𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1− 
1

𝑞  ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1

𝑞 ≲ ‖𝑓‖𝑀1,𝜑(𝛤) 

 

olur. ∎ 

 

Aşağıdaki teorem temel sonuçlardan biridir. 

 

Teorem 2.16: Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1,  1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ ve 𝜑 ∈ 𝛺𝑝 olsun. 

 

i) (2.96) şartını 𝜑(𝑡, 𝑟) sağlarsa, (2.97) şartı 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) 

uzayına 𝑀𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için yeter koşuldur. Ayrıca, 1 < 𝑝 <

𝑞 < ∞ ise, bu durumda (2.97) şartı, 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına 

𝑀𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için yeter koşuldur. 
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ii) 𝜑 ∈ 𝒢𝑝 ise, bu durumda her 𝑟 > 0 için 

 

                        𝑟𝛼𝜑(𝑟)
1

𝑝 ≤ 𝐶𝑟
−

𝛼𝑝

𝑞−𝑝                                                                  (2.102)  

 

şartı, 𝑀𝛤
𝛼 operatörün 𝑀

𝑝,𝜑
1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına ve 

𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına sınırlı olması için gerek koşuldur. 

Burada 𝐶 sabiti 𝑟 den bağımsızdır. 

iii) 𝜑 ∈ 𝒢𝑝 ise, bu durumda (2.102) şartı 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) 

uzayına 𝑀𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için gerek ve yeter koşuldur. Ayrıca, 1 <

𝑝 < 𝑞 < ∞ ise, bu durumda (2.102) şartı, 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤)  

uzayına 𝑀𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için gerek ve yeter koşuldur. 

 

İspat 2.22: Teoremin birinci kısmı, Teorem 2.15’ün sonucudur. Teoremin ikinci kısmı 

için, 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) ve 𝑡 ∈ 𝛤0 olsun. Lemma 2.9 yardımıyla, 𝑟0
𝛼 ≲ 𝐶 𝑀𝛤

𝛼𝜒𝛤0
(𝑟) verilir. 

Böylelikle, Lemma 2.3 ve Lemma 2.9’dan 

 

𝑟0
𝛼 ≲ (𝜐(𝛤0))

−
1

𝑞‖𝑀𝛤
𝛼𝜒𝛤0

‖
𝐿𝑞(𝛤0)

≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞‖𝑀𝛤
𝛼𝜒𝛤0

‖
𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤)
 

(2.103) 

≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞‖𝜒𝛤0
‖

𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)
≲ 𝜑(𝑟0)

1

𝑞
−

1

𝑝 

veya  

            ℎ𝑒𝑟  𝑟0 > 0 𝑖ç𝑖𝑛, 𝑟0
𝛼𝜑(𝑟0)

1

𝑝
−

1

𝑞 ≲ 1 ⟺    𝑟0
𝛼𝜑(𝑟0)

1

𝑝 ≲ 𝑟0
−

𝛼𝑝

𝑞−𝑝            (2.104) 

 

bulunur. Bu ifade her 𝑡 ∈ 𝛤 𝑣𝑒 𝑟0 > 0 için doğru olduğundan ispat tamamlanır. 

Teoremin üçüncü kısmının ispatı, teoremin birinci ve ikinci kısımlarından çıkar. ∎ 

 

2.3.3. Adams-Gunawan Tipi Sonuç 

 

Carleson eğrilerinde tanımlı 𝑀𝛤
𝛼 kesirli maksimal operatörün Adams-Gunawan 

tipi sonucu aşağıda ifade edilir [31],[32]. 
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Teorem 2.17: (Adams-Gunawan tipi sonuç) Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1, 1 ≤ 𝑝 <

𝑞 < ∞ ve (2.96) şartı  

                     𝑟𝛼𝜑(𝑡, 𝑟) + ∫ 𝑠𝛼−1𝜑(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝐶𝜑(𝑡, 𝑟)
𝑝

𝑞                                         (2.105)

∞

𝑟

 

 

eşitsizliğini 𝜑 ∈ 𝛺𝑝 sağlasın. Burada 𝐶 sabiti 𝑡 ∈ 𝛤 ve 𝑟 > 0 den bağımsızdır. Bu 

durumda, 𝑝 > 1 iken 𝑀𝛤
𝛼 operatörü 𝑀

𝑝,𝜑
1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına sınırlıdır 

ve 𝑝 = 1 iken 𝑀1,𝜑(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına sınırlıdır. 

 

İspat 2.23: 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝑓 ∈ 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) olsun. Teorem 2.14 yardımıyla, (2.94) 

eşitsizliği mevcuttur. (2.97) şartı ve (2.94) eşitsizliğinden  

 

𝑀𝛤
𝛼𝑓(𝑡) ≲ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + sup

𝑠>𝑟
 𝑠

𝛼−
1

𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤(𝑡,𝑠)) 

(2.106) 

≤ 𝑟𝛼𝑀𝛤𝑓(𝑡) + ‖𝑓‖𝑀𝑝,𝜑(𝛤) sup
𝑠>𝑟

 𝑠𝛼𝜑(𝑡, 𝑠) 

 

Bu durumda, (2.103) ve (2.106) yardımıyla 

 

𝑀𝛤
𝛼𝑓(𝑡) ≲ 𝑚𝑖𝑛 {𝜑(𝑡, 𝑟)

𝑝

𝑞
−1

𝑀𝛤𝑓(𝑡),   𝜑(𝑡, 𝑟)
𝑝

𝑞‖𝑓‖𝑀𝑝,𝜑(𝛤)} 

(2.107) 

≲ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

𝑚𝑖𝑛 {𝑟
𝑝

𝑞
 −1

𝑀𝛤𝑓(𝑡),   𝑟
𝑝

𝑞‖𝑓‖𝑀𝑝,𝜑(𝛤)} = (𝑀𝛤𝑓(𝑡))
 
𝑝

𝑞‖𝑓‖
𝑀𝑝,𝜑(𝛤)

1− 
𝑝

𝑞
 

 

minimum kısımları dengeye vardığında supremum kullanıldı. Teorem 2.12 ve (2.107) 

den,  

 

 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ ise, 

           ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) ≲  ‖𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

1− 
𝑝

𝑞 ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)

𝑝

𝑞 ≲ ‖𝑓‖𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)                 (2.108) 

 

𝑝 = 1 < 𝑞 < ∞  ise, 



40 

 

           ‖𝑀𝛤
𝛼𝑓‖𝑊𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) ≲  ‖𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1− 
1

𝑞  ‖𝑀𝛤𝑓‖
𝑀1,𝜑(𝛤)

1

𝑞 ≲ ‖𝑓‖𝑀1,𝜑(𝛤)                    (2.109) 

olur. ∎ 

 

Aşağıdaki teorem temel sonuçlardan biridir. 

 

Teorem 2.18: Γ Carleson eğrisi, 0 < 𝛼 < 1, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ ve 𝜑 ∈ 𝛺𝑝 olsun. 

i) (2.96) şartını 𝜑(𝑡, 𝑟) sağlarsa, (2.103) şartı 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) 

uzayına 𝑀𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için yeter koşuldur. Ayrıca, 1 < 𝑝 <

𝑞 < ∞ ise, bu durumda (2.103) şartı, 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) uzayına 

𝑀𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için yeter koşuldur. 

ii) 𝜑 ∈ 𝒢𝑝 ise, bu durumda her 𝑟 > 0 için 

 

                     𝑟𝛼𝜑(𝑟)
1

𝑝 ≤ 𝐶𝜑(𝑟)
1

𝑞                                                                     (2.110) 

 

şartı, 𝑀𝛤
𝛼 operatörün 𝑀

𝑝,𝜑
1
𝑝

(𝛤)  uzayından  𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına ve 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)  

uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤) uzayına sınırlı olması için gerek koşuldur. Burada 𝐶 

sabiti r den bağımsızdır. 

iii) 𝜑 ∈ 𝒢𝑝  ise, bu durumda (2.110) şartı 𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑊𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤) 

uzayına 𝑀𝛤
𝛼 operatörün sınırlı olması için gerek ve yeter koşuldur. 

Ayrıca, 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ ise, bu durumda (2.110) şartı, 

𝑀
𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤) uzayından 𝑀
𝑞,𝜑

1
𝑞
(𝛤)  uzayına 𝑀𝛤

𝛼 operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşuldur. 

 

İspat 2.24: Teoremin birinci kısmı, Teorem 2.18’in sonucudur. Teoremin ikinci kısmı 

için, 𝛤0 = 𝛤(𝑡0, 𝑟0) ve 𝑡 ∈ 𝛤0 olsun. Lemma 2.9 yardımıyla, 𝑟0
𝛼 ≲ 𝐶 𝑀𝛤

𝛼𝜒𝛤0
(𝑟) verilir. 

Böylelikle, Lemma 2.3 ve Lemma 2.9’dan 
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𝑟0
𝛼 ≲ (𝜐(𝛤0))

−
1

𝑞‖𝑀𝛤
𝛼𝜒𝛤0

‖
𝐿𝑞(𝛤0)

≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞‖𝑀𝛤
𝛼𝜒𝛤0

‖
𝑀

𝑞,𝜑

1
𝑞

(𝛤)
 

(2.111) 

≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞‖𝜒𝛤0
‖

𝑀

𝑝,𝜑

1
𝑝

(𝛤)
≲ 𝜑(𝑟0)

1

𝑞
−

1

𝑝 

veya  

        ℎ𝑒𝑟  𝑟0 > 0 𝑖ç𝑖𝑛, 𝑟0
𝛼𝜑(𝑟0)

1

𝑝
−

1

𝑞 ≲ 1 ⟺ 𝑟0
𝛼𝜑(𝑟0)

1

𝑝 ≲ 𝜑(𝑟0)
1

𝑞                   (2.112) 

 

bulunur. Bu ifade her 𝑡 ∈ 𝛤 𝑣𝑒 𝑟0 > 0 için doğru olduğundan ispat tamamlanır. 

Teoremin üçüncü kısım ispatı, teoremin birinci ve ikinci kısımlarından çıkar. ∎ 
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3. ORLİCZ UZAYLARINDA SINIRLILIK 

 

       Bu bölümde, Young fonksiyonları ve Orlicz uzaylarının temel tanımları ile 

maksimal operatörün, maksimal komütatörün ve maksimal operatör komütatörünün 

Orlicz uzayında sınırlılık kriterlerine yer verilecektir.  

Orlicz uzaylarını tanımlamak için Young fonksiyonları hakkında genel bilgiler 

verilecektir. 

𝛷: [0, ∞) → [0, ∞] fonksiyonu konveks, soldan sürekli, 𝑙𝑖𝑚
𝑟→+0

𝛷(𝑟) = 𝛷(0) = 0 

ve 𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

𝛷(𝑟) = ∞ olursa, Young fonksiyonu denir. 

𝜙 fonksiyonun konveks ve 𝛷(0) = 0  oluşundan herhangi bir Young fonksiyonun 

artan olduğu çıkar.  s ∈ (0, ∞) varsa, öyle ki 𝛷(𝑠) = ∞ iken r ≥ s için 𝛷(𝑟) = ∞ olur. 

Φ Young fonksiyonun genelleşmiş tersi, 0 ≤  s ≤  ∞, 𝛷−1(𝑠) = 𝑖𝑛𝑓 {𝑟 ≥ 0 ∶

 𝛷(𝑟) > 𝑠} olarak gösterilir.  

Φ Young fonksiyonun tümleyeni 𝛷̃(𝑟) 

 

                𝛷̃(𝑟) = {
 𝑠𝑢𝑝  { 𝑟𝑠 − 𝛷(𝑠) ∶  𝑠 ∈ [0, ∞) } , 𝑟 ∈ [0, ∞)

∞, 𝑟 = ∞
                      (3.1) 

 

olarak tanımlanır. 𝛷̃̃ = 𝜙 olduğundan, 𝛷̃ fonksiyonu da Young fonksiyonudur. 

0 < 𝑟 < ∞  için 0 < 𝛷 (𝑟) < ∞ olmak üzere, Young fonksiyonlar kümesi  Υ ile 

belirtilecektir.  𝛷 ∈  𝛶 ise, Φ fonksiyonu [0, ∞) da ki her kapalı aralıkta mutlak sürekli 

ve [0, ∞) dan kendine birebir ve örtendir. 

Φ Young fonksiyonu, 𝐶 > 1 için 𝛷(2𝑟) ≤ 𝐶 𝛷(𝑟), 𝑟 > 0 olursa, 𝛥2 - şartı 

sağlanır denir ve 𝛷 ∈ 𝛥2 ile gösterilir.  𝛷 ∈ 𝛥2 ise, 𝛷 ∈ 𝛶 olur. 

Φ Young fonksiyonu, bazı C > 1 için 

 

                                   𝛷(𝑟) ≤  
1

2𝐶
𝛷(𝐶𝑟) , 𝑟 ≥ 0                                                      (3.2) 

 

şartını sağlarsa, 𝛻2 - şartı sağlanır denir ve 𝛷 ∈ 𝛻2 ile gösterilir. 

𝛷(𝑟) = 𝑟 ise, 𝛥2 şartını sağlar ama 𝛻2 şartını sağlamaz. 

𝛷(𝑟) = 𝑒𝑟 − 𝑟 − 1  ise, 𝛥2 şartını sağlamaz ama 𝛻2 şartını sağlar. 

1 < 𝑝 < ∞, 𝛷(𝑟) = 𝑟𝑝 ise, hem 𝛥2 hem 𝛻2 şartını sağlar [63]. 



43 

                                                        𝛷 ∈ 𝛻2 ↔ 𝛷̃ ∈ 𝛥2                                                        (3.3) 

 

Φ Young fonksiyonu ve onun tümleyeni 𝛷̃ olmak üzere, her 𝑟 ≥ 0 için 

 

                                              𝑟 ≤ 𝛷−1(𝑟) 𝛷̃−1(𝑟) ≤ 2𝑟                                                    (3.4) 

 

Lemma 3.1: [38]  𝛷: [0, ∞) → [0, ∞ ] Young fonksiyonun kanonik gösterimi 

 

                                𝛷(𝑟) = ∫ 𝜑(𝑠)

𝑟

0

𝑑𝑠, 𝑟 > 0                                                          (3.5) 

olsun. 

 

i) Varsayalım ki 𝛷 ∈ 𝛥2 olsun. Özel halde, bazı 𝐴 ≥ 2 için 𝛷(2𝑟) ≤ 𝐴𝛷(𝑟) 

olsun.  𝛽 = 𝑙𝑜𝑔2 𝐴 alalım.  𝑝 > 𝛽 + 1 ise, bu durumda aşağıdaki eşitsizlik 

gerçeklenir: 

                                      ∫
𝜑(𝑠)

𝑠𝑝

∞

𝑟

𝑑𝑠 ≲
𝛷(𝑟)

𝑟𝑝
  , 𝑟 > 0                                                 (3.6) 

ii) Varsayalım ki 𝛷 ∈ 𝛻2 olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik gerçeklenir:  

                                   ∫
𝜑(𝑠)

𝑠

𝑟

0

𝑑𝑠 ≲
𝛷(𝑟)

𝑟
  , 𝑟 > 0                                                    (3.7) 

eşitsizliği elde edilir. 

 

𝐿𝛷 Orlicz uzayları, Lebesgue uzaylarının genelleştirilmesi olarak ilk defa Orlicz 

tarafından ortaya konulmuştur. Bu uzaylar, harmonik analiz ve uygulama alanlarında 

önemli fonksiyonel yapılardan biridir. Örneğin Hardy-Littlewood maksimal operatör 

1 < 𝑝 < ∞, 𝐿𝑝 de sınırlıdır ama 𝐿1 de sınırlı değildir. 𝐿𝛷 Orlicz uzayları kullanılarak, 

özel olarak 𝑝 = 1 de maksimal operatörün sınırlılık kriterlerini araştırılabilir. 𝐿1 

uzaylarının çalışmadığı durumlarda Orlicz uzayları, 𝐿1 uzayının uygun bir 

alternatifidir.  

𝐿𝛷 Orlicz uzayları olasılık, istatistik, potansiyel teori, kısmi diferansiyel 

denklemler, harmonik analiz gibi birçok alanda ayrıntılı olarak çalışılmaktadır. 
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Φ Young fonksiyonu olmak üzere 

 

      𝐿𝛷(𝛤) = {𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤): ∫ 𝜙(𝑘|𝑓(𝜏)|)𝑑𝜈(𝜏) < ∞ , bazı 𝑘 > 0

𝛤

}             (3.8) 

 

kümesine Orlicz uzayı denir. 𝐿𝛷(𝛤) uzayı  

 

                 ‖𝑓‖𝐿𝛷 = 𝑖𝑛𝑓 { 𝜆 > 0 ∶ ∫ 𝛷 (
|𝑓(𝜏)|

𝜆
) 𝑑𝜈(𝜏) ≤ 1

𝛤

 } < ∞                        (3.9) 

 

şartına sahip olan bir Banach uzayıdır. 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝛷(𝑟) = 𝑟𝑝 ise, bu durumda 

𝐿𝛷(𝛤) = 𝐿𝑝(𝛤) olur. 

   𝑊𝐿𝛷(𝛤) = { 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤): ‖𝑓‖𝑊𝐿𝛷 < ∞ } zayıf Orlicz uzayı 

 

        ‖𝑓‖𝑊𝐿𝛷 = 𝑖𝑛𝑓 { 𝜆 > 0 ∶  𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

𝛷(𝑟)𝑚 (
𝑓

𝜆
, 𝑟) ≤ 1 } < ∞                                (3.10) 

 

olarak tanımlanır. 

 Orlicz uzayları ve zayıf Orlicz uzayları normları arasındaki ilişki şöyledir:  

‖𝑓‖𝑊𝐿𝛷 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝛷. 

𝛤0 ⊂ 𝛤 ölçülebilir küme, 𝑓 ölçülebilir fonksiyon ve r > 0 için 𝑚(𝛤0, 𝑓, 𝑟) =

|{𝑡 ∈ 𝛤0 ∶  |𝑓(𝑡)| > 𝑟}| olsun. 𝛤0 = 𝛤 olduğunda kısaca 𝑚(𝑓, 𝑟) ile gösterilir. 

𝐿𝑙𝑜𝑐
𝜙 (𝛤) uzayı, 𝑓𝜒𝜀 ∈ 𝐿𝛷(𝛤), 𝜀 ⊂ Γ olmak üzere, bütün 𝑓 fonksiyonları ifade 

eder.  

 

𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

𝛷(𝑟) 𝑚(Γ0, 𝑓, 𝑟) = 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

𝑟 𝑚(Γ0, 𝑓, 𝛷−1(𝑟)) = 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

𝑟 𝑚(Γ0, 𝛷(|𝑓|), 𝑟)       (3.11) 

 

‖𝑓‖𝐿𝛷(Γ0) = ‖𝑓𝜒Γ0
‖

𝐿𝛷(Γ)
 𝑣𝑒 ‖𝑓‖𝑊𝐿𝛷(Γ0) = ‖𝑓𝜒Γ0

‖
𝑊𝐿𝛷(Γ)

 olmak üzere 

∫ 𝛷 (
|𝑓(𝜏)|

‖𝑓‖𝐿𝛷(Γ0)

) 𝑑𝜈(𝜏) ≤ 1

Γ0

,         𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

𝛷(𝑟) 𝑚 (Γ0,
𝑓

‖𝑓‖𝑊𝐿𝛷(Γ0)

, 𝑟) ≤ 1          (3.12) 
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şeklindedir. 

Aşağıdaki teorem Hölder eşitsizliğin bir başka ifadesidir [41]. 

 

Teorem 3.1: Γ0 ⊂ 𝛤 ölçülebilir küme ve Γ0 üzerinde 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 ölçülebilir fonksiyonlar 

olsun. 𝛷 Young fonksiyon ve tümleyeni 𝛷̃ olmak üzere  

 

                            ∫ |𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏) ≤ 2‖𝑓‖𝐿𝛷(Γ0)‖𝑔‖
𝐿𝛷̃(Γ0)

Γ0

                                 (3.13) 

 

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

Lemma 3.2: Φ Young fonksiyon ve Γ içinde bir yuvar 𝛤(𝑡, 𝑟) olsun. Bu durumda 

 

        ‖𝜒𝛤(𝑡,𝑟)‖
𝐿𝛷(Γ)

= ‖𝜒𝛤(𝑡,𝑟)‖
𝑊𝐿𝛷(Γ)

=
1

𝛷−1 (𝜈(𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

)
                                (3.14) 

 

olur. 

 

Teorem 3.1, Lemma 3.2 ve (3.19) den aşağıdaki yaklaşım elde edilir. 

 

Lemma 3.3: Φ Young fonksiyon ve 𝛤(𝑡, 𝑟) yuvarları için aşağıdaki eşisizlik 

gerçeklenir: 

 

         ∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏) ≤ 2𝜈(𝛤(𝑡, 𝑟)) 𝛷−1(𝜈(𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

)‖𝑓‖𝐿𝛷(𝛤(𝑡,𝑟))

𝛤(𝑡,𝑟)

               (3.15) 

 

3.1 Carleson Eğrilerinde Maksimal Operatör 

 

𝑓 ∈ 𝐿1
loc(Γ) olsun.  𝑀Γ maksimal fonksiyonu 
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              𝑀𝛤𝑓(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

 ,    𝑡 ∈ Γ               (3.16) 

 

olarak tanımlanır. 

Carleson eğrilerinde tanımlı 𝑀𝛤 maksimal operatörün sınırlılık kriterini 𝐿𝛷(𝛤) 

Orlicz uzaylarında ifade eden teorem aşağıda verildiği şekildedir: 

 

Teorem 3.2:  Φ keyfi bir Young fonksiyon ve Γ Carleson eğrisi olsun. Bu durumda, 𝑀𝛤 

maksimal operatör 𝐿𝛷(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝛷(𝛤) uzayına sınırlıdır ve 𝛷 ∈ 𝛻2 iken 𝐿𝛷(𝛤) 

uzayında sınırlıdır. 

 

İspat 3.1: İlk önce 𝑀𝛤 maksimal operatör 𝐿𝛷(𝛤) uzayından 𝑊𝐿𝛷(𝛤) uzayına sınırlı 

olsun. ‖𝑓‖𝐿𝛷(Γ) = 1 öyle ki modüleri 

 

                                   𝜌𝜙(𝑓) = ∫ 𝜙|𝑓(𝜏)𝑔(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤

≤ 1                                          (3.17) 

 

olan 𝑓 ∈ 𝐿𝛷(𝛤) alınsın. 

Jensen eşitsizliğinden, 𝛤(𝑡, 𝑟) yuvarı için 

 

        𝜙 (
1

𝜈(𝛤(𝑡, 𝑟))
∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

) ≤
1

𝜈(𝛤(𝑡, 𝑟))
∫ 𝜙|𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

            (3.18) 

 

elde edilir. (3.12) ve maksimal operatörün tanımı kullanılarak 

 

                                                    𝜙(𝑀𝛤𝑓(𝑡))) ≤  𝑀𝛤[(𝜙 ∘ 𝑓)(𝑡)]                                (3.19) 

 

yazılır. 

 ‖𝑓‖𝐿𝛷(Γ) = 1 ve  𝐶 ≥ 1 için 
1

𝐶
𝜙(𝑟) ≥ 𝜙 (

𝑟

𝐶
) olmak üzere, (3.18) ve maksimal 

operatörün (1,1) zayıf sınırlılığından  
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𝜈({𝑡 ∈ Γ: 𝑀𝛤𝑓(𝑡) > 𝑟}) = 𝜈({𝑡 ∈ Γ: 𝜙(𝑀𝛤𝑓(𝑡))) > 𝜙(𝑟)})                                

≤ 𝜈({𝑡 ∈ Γ: 𝑀𝛤(𝜙 ∘ 𝑓)(𝑡) > 𝜙(𝑟)})                                             (3.20)

≤
𝐶

𝜙(𝑟)
∫ 𝜙|𝑓(𝑡)|𝑑𝜈(𝑡)

𝛤

≤
𝐶

𝜙(𝑟)
≤

1

𝜙 (
𝑟

𝐶 ‖𝑓‖
𝐿𝛷(𝛤)

)

 

 

bulunur [5].  

‖. ‖𝐿𝛷(Γ) normu homojen olduğundan  

 

                            𝜈({𝑡 ∈ Γ: 𝑀𝛤𝑓(𝑡) > 𝑟}) ≤
1

𝜙 (
𝑟

𝐶 ‖𝑓‖
𝐿𝛷(𝛤)

)
                                       (3.21) 

 

eşitsizliği her 𝑓 ∈ 𝐿𝛷(𝛤) için doğrudur. 

𝛷 ∈ 𝛻2 iken 𝑀𝛤 maksimal operatörün 𝐿𝛷(𝛤) da sınırlı olmasını ispatı verilsin. 

 

∫ 𝛷 (
𝑀𝛤𝑓(𝑡)

Λ
) 𝑑𝜈(𝑡) =

𝛤

∫ ∫ 𝜑(𝑠)

𝑀𝛤𝑓(𝑡)

Λ

0

𝑑𝑠𝑑𝜈(𝑡)

𝛤

 

= ∫ ∫ 𝜒
{𝑠∈[0,∞): 

𝑀𝛤𝑓(𝑡)

Λ
>𝑠}

𝜑(𝑠)

∞

0

𝑑𝑠𝑑𝜈(𝑡)

𝛤

 

                                        = ∫ 𝜑(𝑠) ∫ 𝜒{𝑡∈Γ: 𝑀𝛤𝑓(𝑡)>Λ𝑠}

Γ

𝑑𝜈(𝑡)𝑑𝑠                                 (3.22)

∞

0

 

=
1

Λ
∫ 𝜑 (

𝜆

Λ
) 𝜈({𝑡 ∈ Γ: 𝑀𝛤𝑓(𝑡) > 𝜆})𝑑𝜆

∞

0

 

=
2

Λ
∫ 𝜑 (

2𝜆

Λ
) 𝜈({𝑡 ∈ Γ: 𝑀𝛤𝑓(𝑡) > 2𝜆})𝑑𝜆

∞

0

 

 

bulunur.  

Maksimal operatörün (1,1) zayıf sınırlılık olmasından 
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                   𝜈({𝑡 ∈ Γ: 𝑀𝛤𝑓(𝑡) > 2𝜆}) ≲
1

Λ
∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝜈(𝑡)

{𝑡∈Γ: |𝑓(𝑡)|>𝜆}

                       (3.23) 

 

ve integral mertebesini değiştirerek 

 

∫ 𝛷 (
𝑀𝛤𝑓(𝑡)

Λ
) 𝑑𝜈(𝑡) ≲

1

Λ
∫ 𝜑 (

2𝜆

Λ
)

∞

0

( ∫ |𝑓(𝑡)|𝑑𝜈(𝑡)

{𝑡∈Γ: |𝑓(𝑡)|>𝜆}

)
𝑑𝜆

λ
𝛤

 

                                     ≲
1

Λ
∫|𝑓(𝑡)|

Γ

( ∫ 𝜑 (
2𝜆

Λ
)

|𝑓(𝑡)|

0

𝑑𝜆

λ
) 𝑑𝜈(𝑡)                                    (3.24) 

≲
1

Λ
∫|𝑓(𝑡)|

Γ

( ∫ 𝜑(𝜆)

2Λ−1|𝑓(𝑡)|

0

𝑑𝜆

λ
) 𝑑𝜈(𝑡)   

 

Lemma 3.1 kullanılarak  |𝑓(𝑡)| ≠ 0 olursa, 

 

                            ∫ 𝜑(𝜆)

2Λ−1|𝑓(𝑡)|

0

𝑑𝜆

λ
≲ |𝑓(𝑡)|−1Λ𝛷 (

2|𝑓(𝑡)|

Λ
)                                   (3.25) 

 

elde edilir. 

𝜙 fonksiyonun konveks kabul edilerek  𝑘 ≥ 1 için 𝑘𝜙(𝑟) ≤ 𝜙(𝑘𝑟) ve 𝑟 > 0 iken 

 

∫ 𝛷 (
𝑀𝛤𝑓(𝑡)

Λ
) 𝑑𝜈(𝑡)

𝛤

≤ 𝑐0 ∫ 𝛷 (
2|𝑓(𝑡)|

Λ
) 𝑑𝜈(𝑡)

𝛤

≤ ∫ 𝛷 (
𝑐0|𝑓(𝑡)|

Λ
) 𝑑𝜈(𝑡)

𝛤

     (3.26) 

 

olduğu çıkar. Burada 𝑐0 sabittir. Λ = 𝑐0‖𝑓‖𝐿𝛷(𝛤) alınırsa, 

 

                                                         ∫ 𝛷 (
𝑀𝛤𝑓(𝑡)

Λ
) 𝑑𝜈(𝑡)

𝛤

≤ 1                                     (3.27) 

 

elde edilir. Normun tanımından ‖𝑀𝛤𝑓‖𝐿𝛷(𝛤) ≤ Λ = 𝑐0‖𝑓‖𝐿𝛷(𝛤) bulunur. ∎ 
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3.2. Carleson Eğrilerinde Maksimal Komütatör  

    

       Bu bölümde, Orlicz uzaylarında maksimal komütatörün sınırlı olması için gerek 

ve yeter koşulları verilecektir. İntegral operatörlerin komütatörlerin sınırlılık 

kriterlerini vermek için, ilk defa John ve Nirenberg tarafından ortaya koyulan BMO 

(bounded mean oscillation) uzaylarından bahsedilecektir [42]. 

𝑏 ∈ 𝐿1
loc(Γ) , 𝛤(𝑡, 𝑟) ⊂ Γ olsun. 

𝑏𝛤(𝑡,𝑟) = (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ 𝑏(𝜏)𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

 

olacak şekilde, 

           ‖𝑏‖∗ = 𝑠𝑢𝑝
𝛤(𝑡,𝑟)

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑏(𝜏) − 𝑏𝛤(𝑡,𝑟)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

                                  (3.28) 

 

yarı normu sonlu ise, 𝑏 fonksiyonuna 𝐵𝑀𝑂 uzayındandır denir. 

        𝑙𝑜𝑔+ 𝑡 = max  (log 𝑡, 0) ,   𝑡 > 0 olmak üzere 

 

                               ∫ |𝑓(𝜏)| 𝑙𝑜𝑔+|𝑓(𝜏)| 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

< ∞                                                 (3.29) 

 

şartını sağlayan ölçülebilir 𝑓 fonksiyonlar kümesine 𝐿𝑙𝑜𝑔 𝐿 Zygmund uzayı denir. 

        𝜈(Γ0) < ∞ olacak şekilde keyfi bir 𝛤0 ⊂ 𝛤 ölçülebilir küme ve keyfi uygun bir 

𝑓 fonksiyonu için, ‖𝑓‖𝐿(log 𝐿),Γ0  normu aşağıdaki gibi verilir: 

 

‖𝑓‖𝐿(𝑙𝑜𝑔 𝐿),𝛤0 = 𝑖𝑛𝑓 {𝜆 > 0 ∶  
1

𝜈(𝛤0)
 ∫

|𝑓(𝑡)|

𝜆
𝑙𝑜𝑔 (2 +

|𝑓(𝑡)|

𝜆
) 𝑑𝜈(𝑡) ≤ 1

𝛤0

}  (3.30) 

 

‖𝑓‖𝑒𝐿,Γ0 normu ise şöyledir: 

 

                   ‖𝑓‖𝑒𝐿,Γ0 = 𝑖𝑛𝑓 {𝜆 > 0 ∶  
1

𝜈(𝛤0)
 ∫ 𝑒

|𝑓(𝑡)|

𝜆 𝑑𝜈(𝑡) ≤ 2

𝛤0

}                          (3.31) 
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Bu durumda, uygun 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları için genelleşmiş Hölder eşitsizliği  

sağlanır [41]: 

 

                    
1

𝜈(𝛤0)
 ∫ |𝑓(𝑡)||𝑔(𝑡)|𝑑𝜈(𝑡) ≲ ‖𝑓‖𝑒𝐿,Γ0  ‖𝑔‖𝐿(𝑙𝑜𝑔 𝐿),𝛤0 

𝛤0

                          (3.32) 

 

Homojen tipi uzaylarda John ve Nirenberg eşitsizliği aşağıda verilmiştir [43]: 

 

Lemma 3.4: 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olsun. Bu durumda, 𝐶1, 𝐶2 > 0 sabitleri vardır öyle ki her 

𝐵 ⊂ Γ ve her 𝛼 > 0 iken 

 

         𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟):  |𝑏(𝜏) − 𝑏𝛤(𝑡,𝑟)| > 𝛼}) ≤ 𝐶1𝜈𝛤(𝑡, 𝑟)𝑒
−

𝐶2
‖𝑏‖∗

𝛼
                         (3.33) 

 

gerçeklenir. 

 

     Orlicz uzaylarında Genelleşmiş Hölder eşitsizliği ve John ve Nirenberg 

eşitsizliğinden   

 

        
1

𝜈𝛤(𝑡, 𝑟)
∫ |𝑏(𝜏) − 𝑏𝛤(𝑡,𝑟)||𝑔(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

≲ ‖𝑏‖∗‖𝑔‖𝐿(𝑙𝑜𝑔 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟)               (3.34)  

 

bulunur. 

     𝛤 üzerinde tanımlı 𝑏 fonksiyonu için, 

 

                                 𝑏−(𝑡) = {
0, 𝑏(𝑡) ≥ 0

|𝑏(𝑡)|, 𝑏(𝑡) < 0
                                                     (3.35) 

 

ve 𝑏+(𝑡) = |𝑏(𝑡)| − 𝑏−(𝑡) tanımlanır. Açık olarak, 𝑏+(𝑡) − 𝑏−(𝑡) = 𝑏(𝑡) elde edilir. 

 

Lemma 3.5: 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤), Φ Young fonksiyonu ve 𝛷 ∈ 𝛥2 olsun. Böylece  

 

        ‖𝑏‖∗ ≈ 𝑠𝑢𝑝
𝛤(𝑡,𝑟)

 𝜙−1(𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

‖(𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,𝑟))𝜒𝛤(𝑡,𝑟)‖
𝐿𝜙(𝛤)

                             (3.36) 
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gerçeklenir [44]. 

 

𝑏 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) ve 𝑡 ∈ 𝛤 olsun. 𝑀𝑏,𝛤 maksimal komütatör, 

 

   𝑀𝑏,𝛤(𝑓)(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑏(𝑡) − 𝑏(𝜏)||𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

                       (3.37) 

 

olarak tanımlanır. 

 

Lemma 3.6: 𝑏 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤), 𝑡0 ∈ 𝛤  ve 𝑟0 > 0 olsun. Bu durumda,  

 

                   |𝑏(𝑡) − 𝑏𝛤(𝑡,𝑟)| ≤ 𝐶 𝑀𝑏.𝛤(𝜒𝛤(𝑡0,𝑟0))(𝑡), 𝑡 ∈ 𝛤(𝑡0, 𝑟0)                    (3.38) 

 

eşitsizliği gerçeklenir [45]. 

 

Lemma 3.7: 𝑏 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) 𝑣𝑒 𝑡 ∈ 𝛤 olsun. Bu durumda, 

 

                                  𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡) ≈ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 ‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟)                                   (3.39) 

 

gerçeklenir. 

 

İspat 3.2: Γ içinde 𝛤(𝑡, 𝑟) bir yuvar olsun. Zayıf tipi yaklaşımlar için;𝐶 > 1 sabiti 

vardır öyle ki her f ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) ve ℎ𝑒𝑟 𝑡 > (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))

−1
∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)
 0  𝑖ç𝑖𝑛 

 

1

𝑐𝑟
∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

{𝑡∈𝛤(𝑡,𝑟): |𝑓(𝜏)|>𝑟}

                           

≤ 𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟): 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏) > 𝑟 })                                       (3.40)

≤
𝑐

𝑟
∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

{𝑡∈𝛤(𝑡,𝑟): |𝑓(𝜏)|>
𝑟

2
}
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elde edilir. Böylece 

 

∫ 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏)𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

= ∫ 𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟): 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏) > 𝜆 }) 𝑑𝜆

∞

0

= ∫ 𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟): 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏) > 𝜆 }) 𝑑𝜆

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)

0

+ ∫ 𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟): 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏) > 𝜆 }) 𝑑𝜆

∞

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)

    

= 𝜈𝛤(𝑡, 𝑟)|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟) + ∫ 𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟): 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏) > 𝜆 }) 𝑑𝜆

∞

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)

 

           ≥ 𝜈𝛤(𝑡, 𝑟)|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟) +
1

𝑐
∫ ( ∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

{𝑡∈𝛤(𝑡,𝑟): |𝑓(𝜏)|>𝜆}

)
𝑑𝜆

𝜆
 

∞

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)

            (3.41) 

= 𝜈𝛤(𝑡, 𝑟)|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟) +
1

𝑐
∫ ( ∫

𝑑𝜆

𝜆
 

|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)

) |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

{𝑡∈𝛤(𝑡,𝑟): |𝑓(𝜏)|>|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)}

 

= 𝜈𝛤(𝑡, 𝑟)|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟) +
1

𝑐
∫ |𝑓(𝜏)| log

|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
𝑑𝜈(𝜏)

{𝑡∈𝛤(𝑡,𝑟): |𝑓(𝜏)|>|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)}

 

≥
1

𝑐
∫ |𝑓(𝜏)| (1 + 𝑙𝑜𝑔+

|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

 

 

bulunur. Diğer taraftan, 

 

∫ 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏)𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

= ∫ 𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟): 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏) > 𝜆 }) 𝑑𝜆

∞

0

≈ ∫ 𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟): 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏) > 2𝜆 }) 𝑑𝜆

∞

0
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= ∫ 𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟): 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏) > 2𝜆 }) 𝑑𝜆

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)

0

+ ∫ 𝜈({𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟): 𝑀𝛤(𝑓𝜒𝛤(𝑡,𝑟))(𝜏) > 2𝜆 }) 𝑑𝜆

∞

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)

  

(3.42) 

≤ 𝜈𝛤(𝑡, 𝑟)|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟) + 𝑐 ∫ ( ∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

{𝑡∈𝛤(𝑡,𝑟): |𝑓(𝜏)|>𝜆}

)
𝑑𝜆

𝜆
           

∞

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)

 

= 𝜈𝛤(𝑡, 𝑟)|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟) + 𝑐 ∫ |𝑓(𝜏)| log
|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
𝑑𝜈(𝜏)

{𝑡∈𝛤(𝑡,𝑟): |𝑓(𝜏)|>|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)}

 

≤ 𝑐 ∫ |𝑓(𝜏)| (1 + 𝑙𝑜𝑔+
|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

 

 

Bu sebeple, her  f ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için 

 

𝑀Γ(𝑀Γ𝑓)(𝑡) ≈ 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)| (1 +𝑙𝑜𝑔+
|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

           (3.43) 

 

Böylece 

               1 ≤ (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)| (1 +𝑙𝑜𝑔+
|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

                          (3.44) 

 

olduğundan, |𝑓|𝛤(𝑡,𝑟) ≤ ‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) bulunur. 

 𝑙𝑜𝑔+(𝑎𝑏) ≤ 𝑙𝑜𝑔+ 𝑎 + 𝑙𝑜𝑔+ 𝑏 ,    𝑎, 𝑏 > 0 eşitsizliğinden 

 

(𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)| (1 +𝑙𝑜𝑔+
|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

= 

(𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)| (1 +𝑙𝑜𝑔+ (
|𝑓(𝜏)|

‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) 

‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) 

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
)) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)
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= (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)| (1 +𝑙𝑜𝑔+
|𝑓(𝜏)|

‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) 
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

 

(3.45) 

+(𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)| (1 +𝑙𝑜𝑔+
‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) 

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

 

≤ ‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) + |𝑓|𝛤(𝑡,𝑟) 𝑙𝑜𝑔+
‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) 

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
 

 

‖𝑓‖
𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) 

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
≥ 1 ve 𝑟 ≥ 1 𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑙𝑜𝑔 𝑟 ≤ 𝑟, 

 

(𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)| (1 +𝑙𝑜𝑔+
|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

≤ 2‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟)      (3.46) 

 

Diğer taraftan, ‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟)  

 

= (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)| (1 +𝑙𝑜𝑔+
|𝑓(𝜏)|

‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) 
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

                    (3.47) 

 

olduğundan ve  |𝑓|𝛤(𝑡,𝑟) ≤ ‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟)  kullanarak,  

 

‖𝑓‖𝐿(1+𝑙𝑜𝑔+ 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟) ≲ (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑓(𝜏)| (1 +𝑙𝑜𝑔+
|𝑓(𝜏)|

|𝑓|𝛤(𝑡,𝑟)
) 𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

       (3.48) 

 

bulunur. (3.43), (3.46) ve (3.48) den (3.39) çıkarılır. ∎ 

 

Lemma 3.8: Γ Carleson eğrisi ve 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(Γ) olsun. Bu durumda bir 𝐶 sabiti vardır 

öyle ki hemen hemen her 𝑡 ∈ Γ ve her  f ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için 

 

                               𝑀𝑏,𝛤𝑓(𝑡) ≤ 𝐶 ‖𝑏‖∗ 𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡)                                                  (3.49) 

 

gerçeklenir. 
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İspat 3.3:  𝑡 ∈ Γ ve 𝛤(𝑡, 𝑟) yuvarı belirlensin.  𝑓1(𝜏) =  𝑓(𝜏)𝜒𝛤(𝑡,3𝑟) ve 𝑓2(𝜏) =

𝑓(𝜏)𝜒𝑐(𝛤(𝑡,3𝑟))
olacak şekilde 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2  olsun. 𝜒𝛤(𝑡,3𝑟) ile 𝛤(𝑡, 3𝑟) yuvarın 

karakteristik fonksiyonu ifade edilir. Bu durumda, keyfi 𝜏 ∈ Γ için 

 

𝑀𝑏,𝛤𝑓(𝜏) = 𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏(𝜏))𝑓) (𝜏) 

= 𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟) + 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟) − 𝑏(𝜏)) 𝑓) (𝜏) 

(3.50) 

≤ 𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟))𝑓) (𝜏) + 𝑀𝛤 ((𝑏𝛤(𝑡,3𝑟) − 𝑏(𝜏)) 𝑓) (𝜏) 

≤ 𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓1) (𝜏) + 𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓2) (𝜏) + |𝑏𝛤(𝑡,3𝑟) − 𝑏(𝜏)|𝑀𝛤𝑓(𝜏) 

 

bulunur. 0 < 𝛿 < 1 için 

 

((𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ (𝑀𝑏,𝛤𝑓(𝜏))
𝛿

𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

)

1

𝛿

 

≤ ((𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ (𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓1) (𝜏))
𝛿

𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

)

1

𝛿

 

                + ((𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ (𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓2) (𝜏))
𝛿

𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

)

1

𝛿

              (3.51) 

+ ((𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ (|𝑏(𝜏) − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)|𝑀𝛤𝑓(𝜏))
𝛿

𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

)

1

𝛿

=  𝐼1(𝑡, 𝑟) + 𝐼2(𝑡, 𝑟) + 𝐼3(𝑡, 𝑟) 

 

ilk önce 𝐼1(𝑡, 𝑟) e bakılsın. 𝑀𝛤 operatörünün zayıf tipi yakınsaklığı hatırlanarak [5] 

 

𝐼1
𝛿(𝑡, 𝑟) ≤ (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))

−1
∫ (𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓1) (𝜏))

𝛿

𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)
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≤ (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ [(𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓1))
∗

(𝑡)]
𝛿

𝑑(𝑡)

𝜈𝛤(𝑡,𝑟)

0

 

≤ (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

[ 𝑠𝑢𝑝
0<𝑡<𝜈𝛤(𝑡,𝑟)

𝑡 (𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓1))
∗

(𝑡)]

𝛿

∫ 𝑡−𝛿𝑑(𝑡)

𝜈𝛤(𝑡,𝑟)

0

 

(3.52) 

≲ (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

‖(𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓1‖
𝐿1(Γ)

𝛿
(𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))

−𝛿+1

≲ ‖(𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓‖
𝐿1(𝛤(𝑡,3𝑟))

𝛿
(𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))

−𝛿
 

 

Böylece 

 

                𝐼1(𝑡, 𝑟) ≤ (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ |𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)||𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,3𝑟)

                    (3.53) 

 

elde edilir. Lemma 3.4,  Lemma 3.7 ve (3.32) kullanılarak 

 

𝐼1(𝑡, 𝑟) ≤ ‖(𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) ‖
𝑒𝐿,𝛤(𝑡,3𝑟)‖𝑓‖𝐿(𝑙𝑜𝑔 𝐿),𝛤(𝑡,3𝑟)  

(3.54) 

 

≲ ‖𝑏‖∗‖𝑓‖𝐿(𝑙𝑜𝑔 𝐿),𝛤(𝑡,3𝑟) ≤ ‖𝑏‖∗𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡) 

 

elde edilir. 𝐼2(𝑡, 𝑟) e bakalım. Keyfi 𝜏 ∈ 𝛤(𝑡, 𝑟) noktaları için 

 

          𝑀𝛤 ((𝑏𝛤(𝑡,3𝑟) − 𝑏(𝜏)) 𝑓2) (𝜏) ≤ 𝐶𝑀𝛤 ((𝑏𝛤(𝑡,3𝑟) − 𝑏(𝜏)) 𝑓2) (𝑡)              (3.55) 

 

burada C mutlak sabittir. (3.32) ve Lemma 3.7’ den 

 

𝐼2 (𝑡, 𝑟) ≤ ((𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ (𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓2) (𝜏))
𝛿

𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

)

𝛿

= 

𝑀𝛤 ((𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)) 𝑓2) (𝑡) = 𝑠𝑢𝑝
𝑟0>0

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟0))
−1

∫ |𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)||𝑓2(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟0)
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= 𝑠𝑢𝑝
𝑟0>0

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟0))
−1

∫ |𝑏(𝜏) − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)||𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟0)\𝑐(𝛤(𝑡,3𝑟))

 

= 𝑠𝑢𝑝
𝑟0>3𝑟

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟0))
−1

∫ |𝑏(𝜏) − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)||𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟0)\𝛤(𝑡,3𝑟)

 

(3.56) 

≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑟0>3𝑟

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟0))
−1

∫ |𝑏(𝜏) − 𝑏𝛤(𝑡,𝑟0)||𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟0)\𝛤(𝑡,3𝑟)

+ 𝑠𝑢𝑝
𝑟0>3𝑟

 (𝜈𝛤(𝑡, 𝑟0))
−1

|𝑏𝛤(𝑡,3𝑟) − 𝑏𝛤(𝑡,𝑟0)| ∫ |𝑓(𝜏)|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟0)\𝛤(𝑡,3𝑟)

≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑟0>3𝑟

‖(𝑏 − 𝑏𝛤(𝑡,𝑟0)) ‖
𝑒𝐿,𝛤(𝑡,𝑟0)‖𝑓‖𝐿(𝑙𝑜𝑔 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟0) 

+ ‖𝑏‖∗ 𝑠𝑢𝑝
𝑟0>3𝑟

𝑙𝑜𝑔
𝑟0

𝑟
(𝜈𝛤(𝑡, 𝑟0))

−1
‖𝑓‖𝐿,𝛤(𝑡,𝑟0)\𝛤(𝑡,3𝑟) 

≤ ‖𝑏‖∗ 𝑠𝑢𝑝
𝑟0>3𝑟

‖𝑓‖𝐿(𝑙𝑜𝑔 𝐿),𝛤(𝑡,𝑟0) ≲ ‖𝑏‖∗𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡). 

 

Buradan 𝐼2(𝑡, 𝑟) ≲ ‖𝑏‖∗𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡) elde edilir.  

Son olarak, 𝐼3 yaklaşımı için; 0 < 𝛿 < 1, 𝑎 =
1

𝛿
 olmak üzere Hölder eşitsizliği ve 

1 < 𝛼 < ∞, 𝜙(𝑡) = 𝑡𝛼  Lemma 3.5 uygulanarak 

 

𝐼3 (𝑡, 𝑟) ≤ 

((𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ (|𝑏(𝜏) − 𝑏𝛤(𝑡,3𝑟)|)
𝑎

𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

)

1

𝑎

(𝜈𝛤(𝑡, 𝑟))
−1

∫ (𝑀𝛤𝑓)(𝜏)𝑑𝜈(𝜏)

𝛤(𝑡,𝑟)

 

(3.57) 

≲ ‖𝑏‖∗𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡) 

 

Lemma 3.8, Lebesgue diferansiyellenebilme teoremi ve 𝐼1(𝑡, 𝑟),  𝐼2(𝑡, 𝑟), 𝐼3(𝑡, 𝑟) 

yaklaşımlarını sağlar. ∎ 

 

Aşağıdaki teorem, 𝐿𝜙(𝛤) Orlicz uzaylarında 𝑀𝑏,𝛤 operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşulları verilmektedir:  
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Teorem 3.3: 𝜙 ∈ 𝛶  Young fonksiyonu, 𝛤 Carleson eğrisi ve 𝑏 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) olsun. 

 

i) 𝛷 ∈ 𝛻2 ise, bu durumda 𝐿𝜙(𝛤) uzayında 𝑀𝑏,𝛤 operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olmasıdır. 

ii) 𝛷 ∈ 𝛥2 ise, bu durumda 𝐿𝜙(𝛤) uzayında 𝑀𝑏,𝛤 operatörün sınırlı olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olmasıdır. 

iii) 𝛷 ∈ 𝛥2 ∪ 𝛻2 ise, bu durumda 𝐿𝜙(𝛤) uzayında 𝑀𝑏,𝛤 operatörün sınırlı olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olmasıdır. 

 

İspat 3.4:  1. 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olsun. Bu durumda, (3.12)’den, her 𝑡 ∈ Γ için ve her 𝑓 ∈

𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) 

 

                                    𝑀𝑏,𝛤𝑓(𝑡) ≲ ‖𝑏‖∗𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡)                                                  (3.58) 

 

elde edilir. Teorem 3.2, Lemma 3.8 ve (3.13)’ten  

‖𝑀𝑏,𝛤𝑓‖
𝐿𝜙(𝛤)

≲ ‖𝑏‖∗‖𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡)‖𝐿𝜙(𝛤) ≲ ‖𝑏‖∗‖𝑀𝛤𝑓(𝑡)‖𝐿𝜙(𝛤) ≲ ‖𝑏‖∗‖𝑓‖𝐿𝜙(𝛤) 

2. 𝐿𝜙(𝛤) uzayında 𝑀𝑏,Γ operatörü sınırlı olsun. Γ0 = 𝛤(𝑡, 𝑟) yuvarı alınsın, (3.19) 

yardımıyla 

 

1

𝜈(𝛤0)
∫|𝑏(𝜏) − 𝑏𝛤0

|𝑑𝜈(𝜏)

𝛤0

= 

1

𝜈(𝛤0)
∫ |

1

𝜈(𝛤0)
∫|𝑏(𝜏) − 𝑏(𝑧)|𝑑𝜈(𝑧)

𝛤0

| 𝑑𝜈(𝜏) ≤

𝛤0

  

                                ≤
1

(𝜈(𝛤0))
2 ∫ ∫|𝑏(𝜏) − 𝑏(𝑧)|𝑑𝜈(𝑧)

𝛤0

𝑑𝜈(𝜏)

𝛤0

                              (3.59) 

=
1

𝜈(𝛤0)
∫

1

𝜈(𝛤0)
∫|𝑏(𝜏) − 𝑏(𝑧)|𝜒𝛤0

(𝑧)𝑑𝜈(𝑧)

𝛤0

𝑑𝜈(𝜏)

𝛤0

 

≤
1

𝜈(𝛤0)
∫ 𝑀𝑏,𝛤(𝜒𝛤0

)(𝜏)𝑑𝜈(𝜏)

𝛤0

≤
2

𝜈(𝛤0)
‖𝑀𝑏,𝛤(𝜒𝛤0

)‖
𝐿𝜙(𝛤)

‖1‖
𝐿𝜙̃(𝛤)
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Böylece 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olur. 

Üçüncü kısım, birinci ve kinci kısımlarından çıkarılır. ∎ 

 

Teorem 3.3’te 𝜙(𝑡) = 𝑡𝑝 alınırsa aşağıdaki sonuç bulunur: 

 

Sonuç 3.1: Γ Carleson eğrisi, 1 < 𝑝 < ∞ ve 𝑏 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) olsun. Bu durumda, 𝑀𝑏,𝛤 

operatörü 𝐿𝑝(𝛤) da sınırlı olması için gerek ve yeter koşul 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) olmasıdır. 

 

3.3. Carleson Eğrilerinde Maksimal Operatör Komütatörü 

 

Bu bölümde, 𝐿𝜙(𝛤) Orlicz uzaylarında [𝑏, 𝑀𝛤] maksimal operatör komütatörünün 

sınırlı olması için yeter koşulları verilecektir. 

𝑏 fonksiyonu ve 𝑀𝛤 operatörün ürettiği komütatör 

 

                    [𝑏, 𝑀𝛤]𝑓(𝑡) = 𝑏(𝑡)𝑀𝛤𝑓(𝑡) − 𝑀𝛤(𝑏𝑓)(𝑡) ,    𝑡 ∈ Γ                               (3.60) 

 

olarak tanımlanır. 

[𝑏, 𝑀𝛤] ile 𝑀𝑏,𝛤 arasındaki ilişki şöyledir: 

𝑏 negatif olmayan lokal integrallenebilir fonksiyon olsun. Böylece 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) ve 𝑡 ∈

Γ için 

 

|[𝑏, 𝑀𝛤]𝑓(𝑡)| = |𝑏(𝑡)𝑀𝛤𝑓(𝑡) − 𝑀𝛤(𝑏𝑓)(𝑡)| 

(3.61) 

= |𝑀𝛤(𝑏(𝑡)𝑓)(𝑡) − 𝑀𝛤(𝑏𝑓)(𝑡)| ≤ 𝑀𝛤(|𝑏(𝑡) − 𝑏|𝑓)(𝑡) ≤ 𝑀𝑏,𝛤(𝑓)(𝑡) 

 

sağlanır [46],[47]. 𝛤 üzerinde 𝑏 keyfi lokal integrallenebilir fonksiyon ise, her 𝑓 ∈

𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝛤) için 

 

              |[𝑏, 𝑀𝛤]𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑏,𝛤(𝑓)(𝑡) + 2𝑏−(𝑡)𝑀𝛤(𝑓)(𝑡),     𝑡 ∈ Γ                         (3.62) 

 

sağlanır. [𝑏, 𝑀𝛤] ile 𝑀𝑏,𝛤 operatörler esasen birbirinden farklıdır. Çünkü 𝑀𝑏,𝛤 

operatörü pozitif ve alt lineerdir ama [𝑏, 𝑀𝛤] operatörü ne pozitif ne de alt lineerdir. 

Lemma 3.8 ve (3.62) eşitsizliğinden aşağıdaki sonuç çıkarılır: 
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Sonuç 3.2: 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤) öyle ki 𝑏− ∈ 𝐿∞(𝛤) olsun. Böylece, pozitif 𝐶 sabiti vardır  

 

                  [𝑏, 𝑀𝛤]𝑓(𝑡) ≤ 𝐶(‖𝑏+‖∗ + ‖𝑏−‖𝐿∞
)𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡)                                   (3.63) 

 

İspat 3.5: 𝑀𝛤𝑓 ≤ 𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓) olmasından ve Lemma 3.8 ve (3.62) den  

 

|[𝑏, 𝑀𝛤]𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑏,𝛤(𝑓)(𝑡) + 2𝑏−(𝑡)𝑀𝛤(𝑓)(𝑡)               

≲ ‖𝑏‖∗ 𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡) + 𝑏−(𝑡)𝑀𝛤(𝑓)(𝑡)                                           (3.64) 

      ≲ (‖𝑏+‖∗ + ‖𝑏−‖∗)𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡) + ‖𝑏−‖𝐿∞(Γ)
𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡)

≲ (‖𝑏+‖∗ + ‖𝑏−‖𝐿∞
)𝑀𝛤(𝑀𝛤𝑓)(𝑡) 

 

bulunur. ∎ 

 

Sonuç 3.3: Γ Carleson eğrisi, 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(𝛤), 𝑏− ∈ 𝐿∞(𝛤), 𝛷 ∈ 𝛥2 ∪ 𝛻2 

olmak üzere, 𝜙 ∈ 𝛶  Young fonksiyonu olsun. Bu durumda, 𝐿𝜙(𝛤) uzaylarında [𝑏, 𝑀𝛤] 

komütatörü sınırlıdır. 
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4. SONUÇLAR 

 

Harmonik analizde yaygın kullanılan 𝑀𝛤 maksimal operatör, 𝐼𝛤
𝛼 potansiyel 

operatör, 𝑀𝛤
𝛼 kesirli maksimal operatör çeşitli fonksiyon uzaylarındaki sınırlılık 

kriterlerini uzun yıllardır araştırılmaktadır. Bu operatörlerin 𝐿𝑝 Lebesgue 

uzaylarındaki sınırlılık kriterleri klasiktir. Bu sonuçlar, son yıllarda 𝐿𝑝 Lebesgue 

uzayının genelleşmesi olan 𝐿𝑝,𝜆 Morrey ve 𝐿𝛷 Orlicz uzaylarında çalışılmaktadır. Bu 

çalışmada ise, 𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(𝛤) lokal genelleştirilmiş Morrey uzayları ve 𝐿𝛷(𝛤) Orlicz 

uzaylarında araştırma yapılmıştır. Bu çalışmanın farklılıklarından biri kullanılan 

operatör ve uzayların Carleson eğrileri üzerinden incelenmesidir. 

𝑀𝛤 maksimal operatörünün 𝐿𝑀𝑝,𝜑1

{𝑡0}
(𝛤)  lokal genelleştirilmiş Morrey uzaylarında 

sınırlılık kriteri Teorem 2.3’te verilmiştir. Sonuç 2.1 de,  𝑀𝑝,𝜑1
(𝛤) genelleştirilmiş 

Morrey uzayında verilmiştir. Sonuç 2.2 de ise, 𝑀𝑝,𝜑(𝛤) genelleştirilmiş Morrey 

uzaylarında verilmiştir. 𝐿𝑀𝑝,𝜑
{𝑡0}

(Γ) lokal genelleştirilmiş Morrey uzaylarında, 𝐼𝛤
𝛼 

potansiyel operatör ve 𝑀𝛤
𝛼 kesirli maksimal operatörler için zayıf ve güçlü Spanne-

Guliyev tipi sınırlılık kriteri ile zayıf ve güçlü Adams-Guliyev tipi sınırlılık kriteri 

ispatlanmıştır. 𝑀𝛤
𝛼 kesirli maksimal operatörünün Adams-Gunawan tipi sınırlılık 

kriteri ispatlanmıştır. Bunun yanı sıra, 𝑀𝛤 maksimal operatör ve [𝑏, 𝑀𝛤] 

komütatörünün 𝐿𝛷(𝛤) da sınırlı olması için gerek ve yeter koşulları verilmiştir. 
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