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OZET

TEZ BASLI G I.Genel Relativitede bir Calisma

YAZAR ADI.ibrahim BILIR

Bu tezde Einstein Alan Denklemlerini kiiresel simetrik bir uzayda ¢6zmeye
calistik.Tlgili uzaydaki Enerji-Momentum Tensdriiniin madde-enerji yogunlugunu ve
basing terimini sifirdan farkli kabul ettik.Bu durumda bulunan uzay zamanimnin
madde-enerji dagilimini veren fonksiyona bagli oldugunu gordiik.Bu fonksiyona
ornek olay1 segerek Schwarzschild uzay zamani ile karsilastirilabilecek bir ¢6ziim

bulduk.



II

SUMMARY

THESIS TITLE :A Study in the General Relativity

THESIS AUTHOR:ibrahim BILIR

In this thesis ,we tried to solve Einstein Field Equation in a spherical
symmetric space. In this related space, we accepted matters- energy density and
peressure term of Energy — Momentum Tensor nonzero. We found out that space
time depends on the function which represent the matters — energy distribution.
Choosing the sample occurrence for this function , we found a solution to compare

Schwarzschild space time.
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danismanimYrd.Dog.Dr.Yiicel ENGINER e ve Gebze Yiiksek Teknoloji Enstitiisii

Fen Fakiiltesi Matematik Boliim{i’nilin tiim 6gretim elemanlarina tesekkiir ederim.

Ayrica calismalarimda beni destekleyen aileme de tesekkiir ederim.
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1.GIRIS
1.1. Einstein Alan Denklemleri

ds’ =g, dx"dx’ 1.1

Bu denklemdeki ds® yay uzunlugunun karesidir kisaca metrik denir. Einstein

alan denklemlerindeki g, bileseni metrik tensordiir.Dort boyutlu uzayda
a=b=0,1,2,3 olmak iizere , x” koordinat:1 zaman1 , x',x*,x’ koordinatlar1 da uzay

olugturur. Uzaysal kisim kartezyen,silindirik veya kiiresel koordinatlarda

yazilabilir.Biz bu tezde kiiresel koordinatlarda calisacagiz.Kiiresel koordinatlardaki

bu bilesenler (r, 9,¢) olarak yazilir.

g, -metrik tensorii Einstein Alan Denklemlerini kullanarak c¢oziiliir. Einstein

Alan Denklemleri 4 boyutlu egri uzay zamani olusturan Genel Rolativite Kuramini
matematiksel olarak ifade eder.Einstein Alan Denklemleri

1
Rab_ERgab =T, 1.2

seklindedir.Bu esitlikte

R, Ricci Tensorii
R Ricci Skaler Egriligi
T, Enerji-Momentum Tensortidiir.

Einstein Alan Denklemlerinin ¢6ziimii 4 boyutlu egri uzay zamanin madde ve enerji

anlaminda nasil davrandigini bize verecektir. Bu konuyla ilgili detayli ¢aligmalar

Foster ', Ohanian *, Wold * de bulunabilir.

1.2.Einstein Alan Denklemlerinin Co6ziim Algoritmasi

Coziim igin ncelikle g, * ye bir form &nerilir. g , g, nin ters matrisi

olarak tanimlanir.

ab

g“ ve g, den faydalanilarak Christoffel Sembolleri elde edilir. Christoffel

Sembolleri



a 1 ai
I, :Eg ¢ [abgdc +0,8py — adghc] 1.3

formundadir. (1.3) ile verilen formiiller Riemann Egrilik Tensoriini

bulmakta kullanilir. Riemann Egrilik Tensori

lelcd = achd - aerC - Ff)drjc - Ff)crjd 1.4
a ve c indisleri esitlenerek Ricci tensorleri bulunur. Ricei tensorleri asagidaki
gibidir.
R, =R}, + Ry, + R+ Ry

010 020 030

R, =R}, +R, +R. +R’

111 121 131
_ po 1 2 3
R22 - R202 + R212 + R222 + R232
_ po 1 2 3
R33 - R303 + R313 + R323 + R333
_ _ab
R=g" R, 1.5

Formiilii  kullanilarak  Ricci  Skaler Egriligi  bulunur. Bulunan bilgiler

R, —%Rgab =T, denkleminde yerine konularak ilgili diferansiyel denklem sistemi

elde edilir. Teorik olarak bu denklemin ¢oziimiinde g, metriginin bilesenleri

bulunabilir.Bulunacak sonuglar 7, enerji-momentum tensdriiniin bilesenlerine baglh

olacaktir.

2.EINSTEIN ALAN DENKLEMLERININ COZUMU

2.1.Metrik Form

ds’ metrik formunu kiiresel koordinatlara uygularsak

(0 <f< 7[) ve (0 <Pp< 27z) olmak iizere agagidaki esitlik elde edilir.



ds* = F (r)dt* + G(r)(dr* +17d0’ + 1 sin” 0d 4" 2.1

Bu durumda metrik tensér g, asagidaki matris gibi ifade edilebilir.

F@r) 0 0 0
| 0 GO 0 0
4=l 0 0 G 0 2.2
0 0 0  r*sin®0G(r)
Amag F(r) ve G(r) yi bulmaktir.
2.2.Christoffel Sembolleri
g, metrik tensdriiniin tersi olarak g“ yi tamimlamistik. g* matrisi
asagidaki gibidir.
F'(r) 0 0 0
w_| 0 G'(r) 0 0 )3
0 0 r2GT(r) 0 '
0 0 0 r2sin” G (r)

g()o:F(r) > gllzG(r) > gzzzrzG(r): g33:rzsin20G(r)

g =F'(r),g"=G"'(r),g” =r>G'(r),g” =r?sin? 0G'(r) dir.

g, ve g” ler (1.3) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki sonuglar bulunur.

Fg():() o 15 0

I =—F (r) —F(r
1 . =7 (r) ™ ()
R S N
r01—2F (r) GI”F(F) F?lzo

Iy, =0 r),=0



| 0
T, =50 l(r)EF(r)

I, =0
r,=0
Iy, =0
r,=0

1

0
rl==—G¢"'r—aG
nT5 (’”)ar (r)

I, =0
Fzz __EG (’”)

1ﬂ123 =0

[ﬂGuﬂ

r, = 1o (r)—[r sin” 0 G(r) ]

2

G u) [ﬁG@ﬂ

r2<31@qé%[r2Goq]

F2sin? 0 G~ @) [ﬁsm?aG@{



F2sin2 0 G (r) [rzsinzé’G(r)]

re =% ¥ 2sin26 G (r)a%[rz sin” 0 G(r) ]
rs L gine G‘l(r)i[rz sin® 0 G(r) ]
2 00
r3,=0 2.4

2.3.Rieman Egrilik Tensoriiniin Bilesenlerinin Hesab1

(2.4) de bulunan christoffel sembolleri (1.4) denkleminde yerine yazilarak

asagidaki riemann egrilik tensorleri hesaplanir.

0

Ry, =——
101 8r

BF%r)%F(r)} {26 (r)—G( )}{ F (r)—F(r)}

BF ()—F(r)}{ F ()—F(r)}

o _ 0l 0 L 9 9
Rm—arLF CFs F(r)} {217 (r) F(r)}{ F(r) F(r)}

BG ()—G(r)}{ F ()—F(r)}

Ry, = { ;G ()—[r G(r)}LF ()—F(r)}

R§20={—§G-‘(r)§ [ GMMIF (r) —F(r)}



RS, = [IG (r)—[r sin 6?G(r)ﬂ[lF (r) —F(r)}

0 1 -1
R330—[2G (r)(3 [ 7 sin 6?G(r)ﬂ[2F (r) —F(r)}

Rl = —%HGI (r)iFv)}BFl ") 3F(r>}{—%c;‘ (r)%F(r)}

—[—%G ()—F(r)}[ G ()—G(r)}

0

R, =—
010 al"

Lol Lol 9
[_EG (r)arF(r)} { 2G '(r) F(l’)}{ G (f’) G(V)}

| B 0 | -

ool 1 o, 1 . 01, N
R, = 5{—5G (r)a[r G(r)}}{—EG (r)g[r G(r)ﬂ{EG (r)gG(r)}

1 ) -1 a 2 1 -1 a 2
—{Er G (r)a[r G(F)JM_EG (r)g[r G(r)ﬂ

| ol 1 |- Or 2
R221=—5{—EG O=[r G(r)ﬂ { 602 G(r)]}[—gG "5 G@ﬂ

{_% G\(r )—[r G(r )ﬂ{ G (r)— G(r)}

R, = ;BGW)Q[% sinzeG(r)ﬂ—B G’l(r) [r sin® 6 G(r)ﬂ[zG (r)—G(r)}

Br sin?0 G~ (r)—[r sin QG(r)ﬂ{zG (r)— [ 7 sin HG(r)ﬂ

R, = 8‘36{201(,/) 7 sinZQG(r)ﬂ B 2Gl(;») [r sinzeG(r)ﬂ{—%Gl(r)g[rzG(r)]}

B 1 2sin? 60 G (r)a% [/ sin” 0 G(r)ﬂ {E G! (r)g [ sin” 0 G(r)ﬂ



R, =—{ G (r)— [r sin HG(r)]}{E 7 sin? 0 G (r)— [ sin ec(r)ﬂ[%(r‘(r)aﬁ[ﬁ sinZQG(r)ﬂ+
v

{5 G (r)g [ sin” 0 G(r)ﬂ {5 G "~ G(r)}

R;n:a%BGl(r) [#*sin HG(r)ﬂ {— - Sm—ZHG‘l(r) [r sim HG(r)ﬂ{ G (r)—[r sin 9G(r)ﬂ

B 2 Gl(r)% [ sin” 0 G(r)ﬂ{—a G“'(r)g [ G(r)ﬂ

Ry =~ [ ;G ()_F@M rPGT (N — [rszﬂ

2 _l -1 i l -2 -1 i 2
Rm{ SG (r)arF(r)M2 G K G(r)ﬂ

R, =B r2sin 0 G’l(r)a [#7sin’ 0 G(r)ﬂ[z PG (r)—[r sin @ G(r)ﬂ

R,- {1%ﬂ)[cmﬂ{rcm [%ﬂBﬁ@®§V%ﬂ

—&ngaﬂkrGwapaﬂ_

s Ol L 07 L 0 Lo 070
Rm:—g{ar G (V)E[r G(r)}}t 50 (r)—rG(r)}{Er G (r)g[r G(r)ﬂ

—B 7 G*(r)a [ G(r)ﬂ{g G () — [rzG(r)ﬂ

R, = B r2sin? 6 Gl(r)%[rz sin® 0 G(r)]M% 2 Gl(r)% [#7sin’ @ G(r)ﬂ

Rl = { G ()—F(r)}[ G ()= [rZGv)ﬂ



oll L, . 0,
R, = —5{5 e 1(r)ﬁ[r2 sin” 0 G(r)ﬂ

B G (r)—[r sin HG(r)ﬂ{— G (r)—[r G(r)ﬂ

+Br sin? 0 G (r)—[r sin 9G(r)ﬂ{2 G (r)—[r sin 0G(r)ﬂ

06| 2
{l G (r)% [#7sin® 0 G(r)ﬂB 2 Gl(r)% [ G(r)ﬂ

R, = _i{l 2 G m%[ﬁ sin’ 0 G(r)ﬂ

2

+ B ¥2sin2 6 G‘l(r)%[rz sin® 0 G(r)]}B 2 G"l(r)%[rz sin® 0 G(r)]}

ol|lr 5, 0 .
R, :—E{E G 1(1")@[}"2 sin® @ G(r)]}

+B r2sin2 6 G’l(r)i[rz sin® @ G(r)ﬂB 2 G’l(r)i [#sin’ 0 G(r)]}

B G (r)—[r sin® @ G(r)ﬂ{z G (r)—[r G(r)ﬂ

R, =- aae{ G (=5 [rzsinzﬁ G(r)ﬂ

+B r2sin 6 G"l(r)—[rz sin’ @ G(r)ﬂB 2 G"l(r)%[rz sin® @ G(r)ﬂ

FG (r)—[r sin BG(r)]ME G (r) [rz G(r)ﬂ

R§30—[—%G (r)—F(r)M—r sin? 0 G~ (r)—[r sin GG(V)]}

R, = %{% r2sin” @ G_l(l”)i[”2 sin® @ G(”)ﬂ
4{%1” sin” 0 G~ (F)—[V sin 9G(”)JML’” sin”? 0 G- (r)—[r sin HG(r)ﬂ

BG (r )—G(r)M—r sin?0 G (r)—[r sin 9G(r)ﬂ



.0

2 %{lr sin?20 G (r)—[r sin” @ G(r)ﬂ

_{% r?sin” 0 G\(r) 88 [r sin” @ G(r)]}{l r2sin”? 0 G (r)—[i’ sin® @ G(”)ﬂ

B 2 G'l(r)%[rz G(r)]M% r2sin? 0 G'l(r)%[i’z sin® 6 G(r)]}

3 6 1 2 s 2 -1 a 2 .2
R = 5{5 rosin " 0G (r)a—r[r sin” @ G(r)ﬂ
{ G (r)— G(r)M— r2sin?0 G (r)—[r sin® @ G(r)ﬂ
|2 sin Gil(r)i [#*sin® 6 G(r) ] Li2sin2g G’l(r)i [#7sin” 0 G(r) ]
2 or 2 or
I l rsin? 0 G (r)—[r sin’ G(r)]
132 = ag

+{% r G’l(r)a8 [r G(r)JME r2sin”? 0 G- (r)—[r sin” @ G(r)]}

—{%r sin? 0 G~ (r)—[r sin” @ G(r)]}[lr sin? 0 G~ (r)—[r sin® @ G(”)ﬂ

3 6 1 ) -1 a 2 .2
R, :5{5 resinc 6 G (r)%[r sin” 4 G(r)ﬂ
+B r2sin? 0 G'(r) aa [#7sin’ 0 G(r)ﬂ{— r2sin?6 G (r) [rl sin® @ G(r)ﬂ
|1, G*(r)ﬁ[r2 G(r] Login2e G*l(r)—[r2 sin® 0 G(r) ]
or 2 00

2

gL oo pasa]

+B r2sin 0 G’l(r)%[rz sin® @ G(r)]}{z r2sin 0 G’l(r)%[rz sin® @ G(r)]}

_{_%Gl (r)%[rz G(r)]}B Fsin? @ G’l(r)g[rz sin” 6 G(r)ﬂ
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= —%B r2sin” @ G"(r)%[rz sin> @ G(r)]}

+B Gt (r)%[rz G(r)ﬂ{% r?sin” 0 G’l(r)%[rz sin” ¢ G(r)ﬂ

—B r2sin? 0 G’l(r)%[rz sin’ @ G(r)ﬂ{% r2sin? 0 G (r)%[rz sin’ @ G(r)]}

R, = —%{% r?sin” @ G’l(r)a% [rz sin® @ G(r)ﬂ

.{_%Gl(r)g[rzG(r)]“:% r2sin?0 G (r)air [ﬁ sin’ @ G(r)ﬂ

—{% Fisin? 0 G_l(r)é_aﬁ [rz sin? @ G(r)]} {% rsin?6 G (r)% [rz sin? @ G(r)]}

R, = %{% r?sin?6 G (r)% [rz sin® 0 G(r)]}

a 1 2 . 2 -1 a 2 .2
—E[Er sin? 6 G (r)g[r sin” 0 G(r) |

0

R, = —{l r?sin? @ G‘l(r)i [rz sin® @ G(r)ﬂ
or

00|2

—3[1 r2sin?0 G (r)%[rz sin® @ G(r)ﬂ

or| 2 25

2.4.Ricci Tensorleri

Einstein Alan Denklemlerinin kesin ¢6zlimlerini bulmak zordur. ¢ <1,
F(ry=c,e’’  ,G(r)=ce’® segilerek, ¢oziim igin yaklasik bir metod
uygulayacagiz.

Kesin ¢dziimler Stephani’den bakilabilir.

(2,5) de bulunan Riemann egrilik tensorleri kullanarak asagidaki Ricci

Tensorleri bulunur.



11

_ po 1 2 3
Roo - Rooo + Rom + Rozo + Ro30

1 -eg(r ef(r | D e 1 —eo(r . colr
——c'e g()icoef() —r7sin? 0 c'e g()i[rzsmzﬁcleg()}
2 or 2 or

+ —lcl_le_gg(r) cogegf(’)f’ (r)}

L2 in2 00 sin? 0. 0 [ 27 6550 4 12 o) 7
{Er sin” Oc;'e " sin 0015[27% +rige™g (r)]

!

1 _ & r)—glr ] &l r)=g\r "
Ry =38 a0 (7(r)=g (1) 1)+ £ 17(r)]

+ —%c{lcogr_leg(f(r)g(r))f'(r)}

+ —%c{lco r_lgeg(f(r)g(r))f’(r)}

1 el f(r)-g(r " 1 pr
Rooz—zcllcoge (s ))[f (r)+2r7'f (r)}
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R, =R+ Ry, + RS, + R,

111 121 131

_2 lc—le*‘?f(r) ic ) |4 lc—lefsg(r)icesg(r) lc—lefgf(r) ic oo/
or|27° or ° 7! 1 5 €0 0

11—
— lc(;lefgf(r) ﬁ coesf(r) lc—lefgf(r) ﬁ Coegf(r)
2 or P

i - 4 3 —eg(r cg(r 1 2 -1 _-eg(r eg(r
_9)1 r7ce gg(')i[rzcleég(r) + lcl’le e )icle R )i[rz ¢, )}
or| 2 or 2 0

]
_B 72 el % [,,z Cleegmﬂ B 2 el % [,,z Clesgmﬂ

L ¢ le ) 9 [rz sin® @ clegg(r)]
or|2 7

+ lcl—lefsg(r) iclesg(r) l r—2 Sil’l_z 0 cl—le—sg(r) iI:rz sin2 0 Clegg(r):|
2 or 2 or

r r

_|:% r—2 Sin—Z 9 cl—le—sg(r) i|:l"2 Sin2 9 cleag(l‘):|j||:% 7’_2 Sin—2 9 cl—le—é‘g(r) i[FZ Sin2 9 cleag(r)]j|

—i{l p2eeel) [2re£g(r) + rzgegg(r)g' (r)ﬂ

+ +‘:% e—sg(r) gesg(r)g!(r):| ‘:% ’;2 e—sg(r) I:zregg(r) + r28esg(r)g/(r):|:|

_ 1 2 -eg(r) zg(r) 2 . eg(r) 1 l -2 -eg(r) sg(r) 2 eg(r) 1
i ‘:Er e’ [2reg +rige®® g(r)} 2r e’ |:2F€g +rige™ g(r)]

—ilil r2 o) [ZFeEg(r) + rzgegg(r)g'(r)ﬂ

2

0
1 o) eelr) s 1 s cg(r) | 2. ee(r)
+ w{ze g™ g (1) 2r e [2reg +rige™ g(r)}
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Ry, = —% ef"(r)+r” —% «‘;"g"(r)+%r1 eg'(r)-r?—r'eg'(r)
+r —% gg”(r)+% r! z;"g’(r)—r’2 —r’lgg'(r)
1 " " - '
Ri=d o)) s )

_ po 1 2 3
R,, = Rzoz +Ry), + Ry + R232

e O T 2 eV L ot o) O er(r)
R, —{—Ecl e 5[7’ ce } ECO e Ecoe

+ _lcfle_é‘g(r) ai |:}/'2cle‘9g(r):|j||:% ’/,72 Sin—2 9 Cl—le—e‘g(r) ai |:I"2 sin2 9 Clegg(r):|:|
r r

L 2sing cle e 9 [rz sin” @ clegg(’)}
2 00

1L 26in20 ¢ le ) i[ *sin” @ cle'gg(rq
2 00

R, = [—%egg(") [2re‘9g(’) +r2ge£g(")g'(r)ﬂ[%e*‘"-"(’)gegf(r)f'(l”)}
+—{—%esg(") [2re€g(r) +r28e8g(r)g'(r)ﬂ
+|:_%e—gg(r) |:2regg(r) +7"28€gg(r)g’(7")i|i| |:%€_gg(r) geé‘g(r)g!(r)i|
AL o e[, o) 2 es() L e[, a2 ea(r)

[27” e * [2reg +rige® g(r)} 2e & [2reg +rige™ g(r)]
—%{% sin” @ 2sin6’.cos6’}

L cet)[ o) 2, ea(r) Lo e[, estr) | 2 s

+[—2e & [2reg +rige™® g(r)] Sre g [2reg +rige®™ g(r)]

—[% sin? @ 2sind.cos QM% sin? @ 2sind.cos 6‘}



2

_r_lrzgg'(r)}[_r]B ; g'(r)}

|
+_
or

+[1+ rgg’(r)] —%[ cot 9]—[1+ rag’(r)] —cot’ @

+ }/_Zg//

Ro=| -3 ors 0|3 -1-3e[2rg () +r g ()] o)

+ [1+ reg'(r)] + [1 +cot’ 6’] —[1+ rgg’(r)] —cot’ @

1 ’ 3 ' 1 "
R, :_Egrf (r)—zgrg (r)—Eerzg (r)

_ po 1 2 3
Ry; = Rypy+ Rypy + Ry + Ry

| lf—ara : sg(r 17—£'ra sf(r
R33 = —|:ECI ! #( )—r|:7"2 Sll’l2 o ce ( )j|j||:56‘01€ 1 )Ecoe I )j|:|
—g{%clle”gm 62 [rz sin® @ clefg(’)ﬂ
r r
|1 Cfle_gg(r) 2 |:I”2 sin” @ clegg(r)} lcfle_gg(") icleég(r)
2 or 2 or
+ {%r'z sin G e =) ai [rz sin® 6 Clegg(r)ﬂ{%cfle_gg(") ai
r r
—%{% r'chle_gg(r) % [rz sin? @ cle*'g(’)ﬂ
Voee) OT a2y os) || L 2 mest) O T 2 ealr)
—{Ecl —r[r sin“ @ ce ] Er ¢ e E[F ce ]
+ |:% r—2 Sin—Z 0 Cl—lefsg(r) % |:r2 Sin2 6 Cleé‘g(r):|:||:% r—ZCI—Ieﬂ‘:g(r)
R33 _ _‘:%egg(r) sinz P |:2re£g(r) +r2(€,e£g(i')gr(r):|:H:%esf(r) 8esf(r)fr(r):|:|

0

1 o) o 28(r) 4 12 goelr) of
_E[Ee £ gin 09[2reg +rige”™g (r)}
_[l e’”g(") sinzg[zregg(,)+rzge.sg(r)gr(r):|:| le—sg(r) gesg(r)gf(r)}
5 2

—i i — l —8(r) qin2 eg(r) 2 eg(r) v l 2 —eg(r)
ae[sm@.cos&] {2e ) sin 0[2reg +rice™ g(r)} S e g

+ [ sin~? @sin O.cos 0] [sin 6.cos 6]

[rz sin” @ Cle“’g(")]L

% [rz sin” @ clegg(r)]L

+ [%rz sin? @e 4" sin? 0[2re”g(’) +7r2 ge”g(’)g' (r)ﬂ [% e %" sin’ @ [Zre‘gg(r) +7r? ge‘gg(")g' (r)ﬂ

14

[2re£g(r) + rzge‘gg(r)g'(r)ﬂ
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R, :—%sinz Href'(r)—g{ sin’ H{H%Vzgg'(r)ﬂ{% sin’ Hrgg’(r)}
+{r'l+%€g'(r)}{r sin? :9+%sin2 Hrzgg'(r)}

—cos2o9—[ rsin’ 6’+%sin2 Hrzeg’(r)}{ r'l+%5g’(r)}+ cos’ @

R, = —%sin2 7 rgf'(r)—sin2 O—rsin’ t9€g'(r)—%r2 sin’ Hgg”(r)—% sin’ Oreg'(r)

+sin® @ +sin’ t9rz;"g'(r)—cos2 0 +sin” @ —sin® @—rsin’ 05g’(r)+ cos’ 6
1 -2 ' 1 2 -2 " 3 =2 !
R33=—Esm Oref (r)—zr sin” Oeg (r)—E sin’ Oreg'(r) 2.6
2.5.Ricci Skaler Egriligi

(1.5) formiiliinde (2.6) ve (2.3) de bulunan sonuglar yerine konularak

R Ricci Sakaler Egriligi bulunur.

R:ghded
g" =gul"
_ ]
¢ o o o] [fw O 0 0
-1
gbd: gll 0 0 _ 0 G(’) 0 0
0 g2 0 0 0 G 0
00 ¢"J o 0o 0 rsin?6G)
R, 0 0 0
O U T
10 0 R, 0
0 0 0 R,

R= gOORoo +gan + g22R22 + g33R33
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+[cl_legg(r)}‘:—% ef"(r)-eg"(r)-r"eg'(r) }
J{rzcl1e‘eg(r)][_%grf'(r)—%Wg'(r)‘%”zg”(r)}

+[r sin” fc;'e gg()]{—%sinzHrgf'(r)—%rzsinzGgg”(r)—%sinzersg'(r)}

R= _%Cllge—sg(r) [f"(r)+2rlf'(r)]-k‘:—%cllge_gg }[ f” +2g ( )+2r71g'(7’)]

+ —%cl_lgegg(r) [r_lf'(r)+3r_1g’(r)+g”(r)]

+ _Ecl’ ge ) [rilf'(r)+g”(r)+3r71g'(r)]

R

{—%cllge es(r }[2]‘” +4r7 f'(r )+4g"(r)+8r71g'(r)]
Rz[—cflge es(r }[f" +2r 1f'(r)+2g”(r)+4r’l(gr'(r)] 2.7

2.6.Einstein Alan Denklemlerinin Diferansiyel Denklem Sistemi

Olarak Olusturulmasi

Bulunan sonuglar (1,2) denkleminde yerine yazilirsa

1
R, _ER'gab =T,

1
Ry, _ER‘goo =T

]},Oz[ ;cl c,ee’V }[f )+2r7f'(r) ]

—%[—cllgegg(rq[f”(r)+ 2r’1f’(r)+2g”(r)+4r71g’(r)]_[coegf(r)]
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Tooz[—%cllcoge }[f )+2r7f'(r)]

g artase O 2 () s2g () g ()]

Ty, = [cllcoge }[g +2r g ] 2.8

1
R, _ER-gn =T,

T :[_% : f"(r)—gg”(r)—r_lgg'(r)}

Tllz[grfl][g'(r)ij'(r)] 29

T, =Brg}[f'(r)”f”(rﬁg'(")”g"(r)] 2.10



1
Ry, _ER'gB =T,

T, :{—%sinzﬁrgf'(r)—%l’z sin’ Qgg"(’”)—g sin” ‘9’”‘98"(’”)}

_%[[—cl"lge_gg(r)][f”(r)+ 2r‘1f’(r)+2g”(r)+4r'1g’(r)ﬂ.[r2 sin® @ clegg(r)]

[—%sm Oref'(r )—%rzsin2 Qgg”(r)—%sinzé?rgg’(r)}

H_%CI Fsin? @ o }[f" +2r7 (1 )+2g”(r)+4r‘1g'(r)ﬂ
nel-

1

r £sin 0}[f +rg ( )+3 g'(r)]

NI'—‘

l\)l'—'

rsin’ 98 I’f"(”)"‘2f’(’”)+2’”g”(’”)+4g'(’”)]}

T,

T, =[%r£sin2 9:l[l’f”(l’)-l-f’(l”)-i—l"g”(l")-i—g'(}”)]

1 . . .
R, —ERgab nin esas kdsegen haricindeki elemanlar: sifirdir.

3. DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMININ COZUMU
R —lR =T
05 -8oo = Loo
R —lR =T
nTy B =1
R —lR =T
275 B T 1y

1
Ry, _ER-gzz. =T,

18

" :[—%rgsm 0}[f +rg ( )+3 g'(r)—rf”(r)—2f’(r)—2rg”(r)—4g’(r)]
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15 [cl coge }[g +2r g ]
Ty =c'coe{l+ef(r)—eg(r)} [g”( )+2r" 1g’(r)]
Ty = cflcog[g”(r)+2r_1g'(r)]
no=ler|[g'(r)+/'(r)]
T, :{%ra}[f’(r)+rf”(r)+g’(r)+rg”(r)]

1 . " , " ,
T33=|:57'8511’1 H}Pf (r)+f'(r)+rg"(r)+g (r)]

T,,=T,=0 secilir

0#0ved+#rxveO<O<roldugundan sin@ # 0 olur.

Bu nedenle R, - %R. g,,=0 olur.

(2.10) ve (2.11) den

{—re}[f P s (r)+ g (F)+rg” ()] =0
L/ (r)+rf"(r)+8'(r)+rg"(r)]=0 3.1

4 denklem bu sekilde 3 denkleme indirgenir. T, = E(r),T,, = P(r) sesilir.

[5r’1}[g'(r)+f'(r):|:P(r) 3.2



20

cl’lcog[g”(r)+2r’1g’(r)]:E(r) 33
! ! r
(3.2)den g'+ f'=—P
&

fr=lp_g 3.4
&

r ye gore ikinci tiirev alinirsa f" = l P+ r P'—g" elde edilir.
& &

f've f" (3.1). denkleminde yerine yazilir.

1 2
[LP—g'+r—P+r—P’—rg"+g’+rg'}:0
g & &

2
[£P+rlP+r—P}:0
& & &

2 2
?FP+%P’=O 35

2P+rP'=0

2P+rd—P=0

dr

r—=-2P 3.6

d_P:_J'gdr



InP=-"2lnr+Ink (k = sabit)

ln£=lnL2
k r

k
P==
72

cl_lcog[g” (r) + 2r_1g'(r)] =E(r)

g'+2r'g' = Sg
CoE

Bu denklemi ¢6zmek icin g’ =u

2 c
u'+=u=—L1F
FoCE

dontistimii yapilir.

Bu denklem h integrasyon garpani ile ¢arpilirsa

Wh+lhu=SThE
r CoE

h' 2
-2
Inh=2Inr

h=r’ bulunur.

21

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11



Whilhu=SlpE

r CoE
urr+Zr u=—"p*E
r CoE
d c
—(rzu) =Ly FE
dr CoE

CoE
ru=—1{r Edr+l (1= sabit)
CoE
u=—"3 2_[;"zEa'r+—2
CoET r
dg G 2 [
== =—1_|r Edr+—
g dr cogrz-[ r

J‘dg=J[ ! Jr2 Edr}dr+‘|‘ri2dr+n (n = sabit)

2
CET

g:cc—;J“:in‘ 2Edr}dr+lj'%dr+n (n:sabit)
0

r

_rk .
(3.4)den [f'= P g seklinde yazilir.

, k [
(3.16) ve (3.18) den f :g—2—|:%.[7”2 Edl"+r—2:| yazilir.

r CET

22

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19



E=— Olarak segilip islemlere devam edilir.

f'zi— 4 IrzEd L

2 2

re  cyEr r
.k ¢ » B, [
f = r —3dl"——2

re  Cyer r r

k C B, [
= | —dr-—
4 cogrz'[

re r r
, k ¢ B, [ r
=—= —dr—— —=X dr =B,d
4 re cogrzj. r : r (BO J ( T x)
k ¢ 1 [
f=—— —dr——
re cogrz-[ r r’
BO
f':i— I de—L
re cEr’ r?
f’:i— G 2Bolnx—i2
re  C,ET r
k 3 ro
'=—— ByIn———
4 re cer’ ’ B, r’
d_k__e gl
dr re¢ cogr B0 r
df=idr— - B, ln—dr—Ldr
re c,Eer’ B, r

jdf=j£dr—'[cg Bln—dr j dr

k¢l ¢ 1. r /
f—zj.;dl’—;BOJ‘7lnB—0dl’—J.r—2dl"

Y Y p e )

B, Bo

1 r [
—d - In—dx—|—d
/= I e’ B, ’ -[rz :

B0 B,

23

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27



k¢l C 1 /

=—|—dx——-|—Inxdx—|—dr

f=£1nx+i[l(1+lnx)}ri+m
€ CELX r

f:EInLJriﬂ 14+1n—- +£+m (l:m=0) secilir
e B, cel|r ) r

f=£1nL+i & 1+lnL
& By, cel|r B,

F(r)=ce”’ zco(l-l-é‘f)

F(ry=c,|l+¢ LT - P
& BO Cog v BO

P = | o] kin ] 2o 1t
By ¢ r B,

F(r):CO+COk1nBL+Cl|:&[1+lnLj:|

0 r 0

B B
F(r)zco+coklnL+q_0+cl OlnL
0 r r BO
¢ ([ 1¢, |
£ o _ZJ‘r Edridr+0+n (n=Sabzt)
C)& v
COg r X
q 1
g=—"[—B,Inxdr+n
Co€ " 1
g= [Linxdren
Cp€ X
—i[—1(1+lnx)}rn
Cy& X
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3.28

3.29

3.30

3.31

3.32

3.33

3.34

3.35

3.36



G(r)=ce™ ~c (1+¢g)

B
G(r)=c (1—&—0[1 +1In L)+ gn] n=0 secilir

C T 0

(3.33) ve (3.40) da bulunan sonuglar (2.1) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki

ifade elde edilir.

ds* = co+coklnl+ﬂ+ﬂlnl dar’
B, r r B,

2 2
¢ B, ¢ B r

j{q _8 B0 G Doy, }[ dr* +r*do* +r*sin’ @ d(pz]

Yukaridaki metrikte ¢, =1, ¢, =-1, B,=2M secilirse agagidaki esitlik

bulunur.

ds2:[1—2M+kln ro2M, }dﬁ

n
7 2M 7 2M
{ M 2M . 7
-1+ +

r r 2M

Schwarzchild metrigi asagidaki gibidir.

r r

1
ds® = [1—%} dt’ —‘:l—%jl dr’ —r*d@> —r*sin’ 0 do’

(%«lj (1+x)"zl+nx |x|<<1 ise
r

In }[ dr’ +r*d6” +r*sin* 0 dg’ |

25

3.37

3.38

3.39

3.40

3.41

342

3.43
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Schwarzchild yaklagik olarak asagidaki gibi olur.

ds* ~ [1 —2&} dr* —[1 +2ﬂ} dr’ —r*d6* —r*sin’ 6 d¢’ 3.44

r r

Schwarzchild uzay zamani kiiresel simetrik ve ddonmeyen bir cismin etrafinda

yaydig1 gravitasyon alaninin tasviridir.Bu ¢oziimiin varligini ve tekligini

Birkoff’ ispat etmistir
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4. SONUCLAR VE DEGERLENDIRMLER

Bu caligmada 6zel bir fonksiyon segerek tanimladigimiz enerji momentum
tensoOriine bagli olarak Einstein Alan Denklemlerinin bir ¢oziimii yapildi.
Bu ¢6ziim bize 4 boyutlu uzay zamanina ait kiitlelerin gravitasyonel anlamda nasil
davrandiklar1 hakkinda bilgi verir.Elde edilen ¢6ziimiin yapisi enerji momentum
tensoriliniin nasil secildigi ile yakindan ilgilidir.Bu tezde E(r) = r—;) secildi.Bu
sekildeki bir se¢imin sonucunda olusan uzay zamaninin yapisinin Schwarzchild
metrigi ile yaklastig1 gorildii.

r r

-1
PN [1_ M } ar _{l_zﬂ} dr’ -1’ d0® —1*sin’@ dp>  Schwarzchild

metriginde — <1  olarak se¢ilirse |1-——— | =I+—— seklinde yazilabilir.
r r r

Bunun sonucunda Schwarzchild metrigi yaklasik olarak

oM T oM

ds? ~ [1 _%} dr’ _[1 +%} dr’—r*d@’ —r’sin’ 6 dp®  seklinde bulunur.

r r

Bu ¢aligmada bizim buldugumuz

dszz{l—2M+kln ro2AM, }dﬂ

r 2M r 2M
a2 M [ dr* +12d0* + 7 sin> 0 d’ |
r r 2M

metrginin, Schwarzchild metrigine benzedigi goriiliir.
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