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ÖZET 

TEZ BAŞLIĞI: İntegrodiferansiyel denklemler için parametrelerin değişim ve 

uygulamaları. 

 

YAZAR ADI: Mine KELEŞ 

 

Bu tezde Volterra-tipli lineer ve lineer-olmayan integro-diferansiyel denklem 

sistemleri için parametrelerin değişimi metodu ve bunların uygulaması incelenmiştir. 

Lineer Volterra-integro-diferansiyel denklem sistemi için bu sisteme denk lineer 

diferansiyel sistem bulunmuştur ve bu metot lineer matris integro-diferansiyel 

sistemine genelleştirilmiştir. 

 

Lineer ve lineer olmayan integro-diferansiyel denklem  sistemleri için kararlılık 

özellikleri üzerine sonuçlar elde edilmiştir. 

 

Farklı başlangıç zaman ve pozisyonlu pertörb-olmayan (saptırılmış-olmayan) ve 

pertörb (saptırılmış) sistemler arasındaki ilişkiyi parametrelerin değişim formülü 

kullanılarak (PDF) elde edilmiştir. Ayrıca Lyapunov-like fonksiyonlarının 

çözümünün yapısıyla alakalı genelleştirilmiş parametrelerin değişim formülü (PDF) 

belirtilmiştir. 
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SUMMARY 

TITLE OF THE THESIS: Variation  of parameters for integro-diferential 

equations and its applications. 

AUTHOR: Mine KELEŞ 

In this thesis; we have discussed the method of variation of parameters for linear and 

nonlinear integrodifferential systems of Volterra-type and we have application of 

them. We have found an equivalent linear-differential system for linear Volterra 

integro-differential system and expand this method to linear matrix integro-

differential system. 

 

We have obtained stability properties for linear and nonlinear  integro-differential 

systems. 

 

We derive VPF showing the relationship between: unperturbed systems with 

different initial time and the positions and unperturbed and perturbed systems with 

different initial conditions. Further we state generalized VPF relating solutions of a 

construction of Lyapunov-like functions. 

 

 

 

 

  



 V

 
 

TEŞEKKÜR 

 
Bu bitirme çalışmasının ortaya çıkmasındaki eşsiz katkılarından dolayı çok 

değerli danışmanım Yrd. Doç. Dr. Coşkun YAKAR’a, Sayın Prof. Dr. Tahir 

ALİYEV’e ve Prof. Dr. Engin HALİLOĞLU’na, Sayın Doç. Dr. Mansur 

İSMAİLOV’ a, Sayın Doç. Dr. Hasan SADIKOĞLU’ na, Yrd. Doç. Dr. Mustafa 

AKKURT’ a ve Yrd. Doç. Dr. Ahmet DEMİR’e, Annem , Babam ve abim Hüseyin  

ve ablam Lale’ye, yengem Hülya ve yeğenlerim Erkan ve Egemen’e sevgili 

arkadaşlarım Melek,  Mevhibe, Yelda’ya sonsuz teşekkür ederim. 

          



 VI

İÇİNDEKİLER DİZİNİ    

  Sayfa  
                   

 ÖZET   iii  
    

        SUMMARY  iv  
    

        TEŞEKKÜR   v  
    

        İÇİNDEKİLER DİZİNİ   vi  
    

1. GİRİŞ  1  
    

2. LİNEER İNTEGRODİFERANSİYEL DENKEMLER İÇİN 
BAŞLANGIÇ ZAMAN FARKLI PARAMETRELERİN DEĞİŞİMİ METODU     2  
2.1 Başlangıç Zaman Farklı Pertörb Lineer  İntegrodiferansiyel  
Denklemler İçin Parametrelerin Değişim Formülleri  2  
2.2 Başlangıç Zaman Farklı Pertörb ve Pertörb Olmayan Lineer  
İntegrodiferansiyel Denklemler İçin Parametrelerin Değişim Formülleri   7  
2.3 Örnekler  15  

3. BAŞLANGIÇ ZAMAN FARKLI YARILİNEER İNTEGRO-
DİFERANSİYEL DENKLEMLER İÇİN PARAMETRELERİN DEĞİŞİMİ   20  
3.1 Başlangıç Zaman Farklı Pertörb Yarı Lineer    
İntegrodiferansiyel Denklemler İçin Parametrelerin Değişimi                     20  
3.2 Başlangıç Zaman Farklı Pertörb ve Pertörb Olmayan Yarı Lineer  
İntegrodiferansiyel Denklemler İçin Parametrelerin Değişimi  24  
    

4. BAŞLANGIÇ ZAMAN FARKLI LİNEER OLMAYAN 
İNTEGRODİFERANSİYEL DENKLEMLER İÇİN PARAMETRELERİN 
DEĞİŞİMİ  32  
4.1 Başlangıç Zaman Farklı Lineer Olmayan Pertörb İntegrodiferansiyel 
Denklemler için Parametrelerin Değişimi                                                         32  
4.2 Başlangıç Zaman Farklı Pertörb ve Pertörb Olmayan Lineer Olmayan 
İntegrodiferansiyel Denklemler için Parametrelerin Değişimi             40  
    

    
    

SONUÇ  57  
    

KAYNAKLAR  58  
    

ÖZGEÇMİŞ  59  
    
 



1

1.GİRİŞ

Bu tezde Volterra tipli integrodiferansiyel sistemler için parametrelerin deği̧simi

metodunun geli̧stirilmesi amaçlanmı̧stır. Başlangıç zamanı farklı ve başlangıç

konumu farklı başlangıç değer problemi için parametrelerin deği̧simi metodu in-

celenip pertörb olmayan (saptırılmı̧s olmayan) ve pertörb (saptırılmı̧s) sistem-

ler arasındaki ili̧ski gösterilerek parametrelerin deği̧simi formülleri elde edilm-

eye çalı̧sılmı̧stır. Genelleştirilmi̧s parametrelerin deği̧simi tekniklerini integral

formullerini elde etmek ve parametrelerin deği̧simi sonuçlarının kaŗsılaştırılması

sonucu elde edilen başlangıç zamanı farklı Lyapunov-tipli fonksiyonları tanımla-

mak için kullanılmı̧stır. Ayrıca Lyapunov-tipli fonksiyonların çözümünün yapısıyla

alakalı genelleştirilmi̧s parametre deği̧sim formülleri elde edilmeye çalı̧sılmı̧stır.

İlk bölümde lineer Volterra integrodiferansiyel sistemleri için lineer diferan-

siyel sisteme denk metodun bulunuşu incelenmi̧stir. Bu teknik lineer matris in-

tegrodiferansiyel sistemleri için geli̧stirilmi̧stir. Çözücü fonksiyonun terimleri ile

lineer integrodiferansiyel sistemler için parametrelerin deği̧simi formülü üzerinde

çalı̧sılmı̧stır. Daha sonra lineer integrodiferansiyel sistemlere eşdeğer olan lineer

diferansiyel sistemi belirlemek için yeterli koşullar ele alınmı̧stır. Birinci bölümün

sonunda lineer integrodiferansiyel sistemler için genelleştirilmi̧s parametrelerin

deği̧simi formulünü açıklayan iki örnek gösterilmi̧stir.

Yarılineer parametrelerin deği̧simi formülünü incelemek amacıyla 3. bölümde

öncelikle sürekli bağımlılıkları ve çözümlerin diferansiyellenebilirliklerinin başlangıç

koşullarıyla ili̧skisi incelenmi̧stir. Diferansiyel sistemler için yarılineer parame-

trelerin deği̧simi formülüne benzetilen farklı bir forma sahip sonuçları lineer ol-

mayan integrodiferansiyel sistemler için parametrelerin deği̧sim formullerini elde

etmek için kullanılmı̧stır.

Yarılineer parametrelerin deği̧sim formüllerini önceA (t) fonksiyonu için ince-

lenip sonra bunu 4. bölümde f (t, x (t)) formülüne genelleştirerek lineer olmayan

sistemler için parametrelerin deği̧simi formülleri elde alınmı̧stır.

En son üssel asimtotik kararlılık nedir sorusuna cevap verilip bir sistemin

diğer bir sisteme göre üssel asimtotik kararlılığı bir teoremle gösterilmi̧stir.



2

2.LİNEER İNTEGRODİFERANSİYEL DENK-

LEMLER İÇİN BAŞLANGIÇ ZAMANFARKLI

PARAMETRELERİN DEĞİŞİMİ METODU

Parametrelerin deği̧simi formülleri (PDF) [1,2] gibi denklemlerin çözümlerinin

araştırılmasında pratik bir araç olduğundan qualitatif diferansiyel denklem teorisinde

çok kullanı̧slıdır. Son zamanlarda [3,4] de ,başlangıç zaman farkıyla birlikte

başlangıç değer problemi çalı̧smalarında araştırılmaktadır. Bu bölümde biz,

parametre deği̧simi formüllerini farklı başlangıç durumlarıyla birlikte pertörb ve

pertörb olmayan sistemlerin ili̧skisini göstererek çıkaracağız. Ayrıca,parametre

deği̧sim formüllerini,bir Lyapunov -tipli fonksiyonun yapısının çözümüyle genel-

leştireceğiz.

2.1 Başlangıç Zamanı Farklı Pertörb Lineer İntegrodiferan-

siyel Denklemler için Parametrelerin Deği̧simi Formülleri

Aşağıdaki lineer integrodiferansiyel denklemleri

x0(t) = A(t)x(t) +

tZ
t0

K(t, s)x(s)ds ,x(t0) = x0 , t ≥ t0, t0 ∈ R+ (2.1.1)

x0(t) = A(t)x(t) +

tZ
τ0

K(t, s)x(s)ds, x(τ 0) = y0 , t ≥ τ 0, τ 0 ∈ R+ (2.1.2)

ve (2.1.1) lineer integrodiferansiyel denkleminin pertörb kısmını

y0(t) = A(t)y(t) +

tZ
τ0

K(t, s)y(s)ds+ F (t), y(τ 0) = y0 , t ≥ τ 0 (2.1.3)

ele alalım.. Burada aşağıda verilecek (H1) ve (H2) hipotezleri sağlansın..

Verilecek hipotezler bazı teoremler için çok kullanı̧slı olacak.

(H1) A(t) ve K(t, s) t ∈ R+ ve (t, s) ∈ R+ × R+ için n× n sürekli matris.

(H2) F ∈ C [R+,Rn].

(H3)(2.1.3)’ün çözümü y(t, τ 0, y0), R+×R+×Rn’de mevcut ∂y
∂τ0

ve ∂y
∂y0

kısmi
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sürekli türevlerine sahiptir.

(H4) (2.1.2) ’nin çözümü x(t, τ 0, y0),R+ × R+ × Rn ’de mevcut ∂x
∂τ0

ve ∂x
∂y0

kısmi sürekli türevlerine sahiptir.

Teorem 2.1.1: Kabul edelim ki (H1) ve (H2) sağlansın. (2.1.3) denkleminin

çözümü

y(t, τ 0, y0) = R(t, τ 0)y0 +

tZ
τ0

R(t, s)F (s)ds, y(τ 0) = y0 , t ≥ τ 0 (2.1.4)

olup burada R(t, s)

∂R(t, s)

∂s
+R(t, s)A(s) +

tZ
s

R(t, γ)K(γ, s)dγ = 0, t ≥ τ 0 (2.1.5)

denkleminin tek çözümüdür ve I , n. mertebeden birim matris olmak üzere

R(t, t) = I dır.

Not 1.1.Yukarıdaki (2.1.5) kısmi diferansiyel denklemi t0 ≤ s ≤ t < ∞ için

I , n. mertebeden birim matris olmak üzere

ψ(t, s) = A(t) +

tZ
s

K(t, σ)dσ,R(t, s) = I +

tZ
s

R(t, σ)ψ(σ, s)dσ

olarak gösterilebileceğini araştıralım.

Not1.1.inİspatı :

R(t, s) = I +

tZ
s

R(t, σ)ψ(σ, s)dσ ve ψ(t, s) = A(t) +

tZ
s

K(t, σ)dσ

olmak üzere

R(t, s) = I +

tZ
s

R(t, s)

⎡⎣A(s) + σZ
s

K(s, σ)dσ

⎤⎦ ds

R(t, s) = I +

tZ
s

R(t, s)A(s)ds+

tZ
s

σZ
s

R(t, s)K(s, σ)dσds (*)
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∂R(t,s)
∂s

+R(t, s)A(s)+

Z t

s

R(t, γ)K(γ, s)dγ = 0 eşitliğinin s den t ye kadar integrali

alınırsa

Z t

s

⎡⎣∂R(t, s)
∂s

+R(t, s)A(s) +

tZ
s

R(t, γ)K(γ, s)dγ

⎤⎦ ds = 0
Z t

s

∂R(t, s)

∂s
ds+

Z t

s

R(t, s)A(s)ds+

Z t

s

σZ
s

R(t, s)K(s, σ)dσds = 0, R(t, t) = I

R(t, s) = I +

tZ
s

R(t, s)A(s)ds+

tZ
s

σZ
s

R(t, s)K(s, σ)dσds (**)

(∗) ve (∗∗) dan istenilen elde edilir. Böylece K(t, s) = ψ(t, s) = R(t, s) = 0

, s > t ≥ τ 0 elde edilir.

İspat: Verilen ψ(t, s) fonksiyonu (H1)’ den dolayı sürekli bir fonksiyon-

dur.Böylece R(t, s) var, ayrıca ∂R(t,s)
∂s

kısmi türevi var ve (2.1.5) denklemini

sağlar.Kabul edelim ki y(t), t ≥ t0 için (2.1.3) denkleminin çözümü olsun.

p (s) = R(t, s)y(s)

diyelim.

p0 (s) =
∂R(t, s)

∂s
y(s) +R(t, s)y0(s)

=
∂R(t, s)

∂s
y(s) +R(t, s)

⎡⎣A(s)y(s) + tZ
τ0

K(s, u)y(u)du+ F (s)

⎤⎦
τ 0’dan t’ ye kadar integral alırsak

p (t)− p (τ 0) =

Z t

τ0

∙
∂R(t, s)

∂s
y(s) +R(t, s)A(s)y(s) +R(t, s)F (s)

¸
ds

+

Z t

τ0

R(t, s)

∙Z s

τ0

K(s, u)y(u)du

¸
ds

Fubini teoreminden

y(t)−R(t, τ 0)y0 =

Z t

t0

R(t, s)F (s) ds
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y(t) =

Z t

τ0

R(t, s)F (s) ds+R(t, τ 0)y0

elde edilir.

y (t, τ 0, y0) = R (t, τ 0) y0 +

Z t

τ0

R(t, s)F (s) ds

elde edilip ispat tamamlanmı̧s olur.

Burada R(t, s) diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f (t) de kaynak fonksiyon-

dur.(2.1.4) formülü bu fonksiyonlarla ili̧skili olarak (2.1.3) integrodiferansiyel

denklemi için parametre deği̧simi formülünü açıklar.

Burada (2.1.5) matris diferansiyel denklemi R(t, s) = I+
R t
s
R(t, σ)ψ(σ, s)dσ

volterra tipli matris diferansiyel denklemine eşittir.¥
Teorem 2.1.2: Kabul edelim ki (H1), (H2) ve (H3) doğru ve sırasıyla y(t−

η, t0, x0) t ≥ t0 için (t0, x0) dan geçen ve y(t, τ 0, y0) t ≥ τ 0 ≥ t0 için (τ 0, y0) dan

geçen (2.1.3) sisteminin tek çözümü olsun. Böylece y(t, τ 0, y0) ve y(t− η, t0, x0)

y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

∂y

∂w
[u(s), v(s), w(s)] ds [y0 − x0]

+ (τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

[A(u)y(u) + F (u)] ds

⎤⎦ (2.1.6)

+(τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

uZ
v

K(u, η)y(η)dηds−
1Z
0

∂y

∂v
[u(s), v(s), w(s)] ds

⎤⎦
ðintegral denklemini sağlar.Burada t ≥ τ 0 ≥ 0, t0 ≥ 0,her s, 0 ≤ s ≤ 1 ve

η = τ 0 − t0 ≥ 0 için u(s) = st + (1− s) (t− η) , v(s) = sτ 0 + (1− s) t0 ve

w(s) = sy0 + (1− s)x0 ’dır.

İspat: Kabul edelim ki p(s) = y (u(s), v(s), w(s)) olsun. Burada y (u(s), v(s), w(s)) ,

her s ∈ [0, 1] , t ≥ τ 0, τ 0, t0 ∈ R+ için

y0(u) = A(u)y(u) +

uZ
v

K(u, s)y(s)ds+ F (u), y(v) = w , u ≥ v (2.1.7)

sisteminin bir çözümüdür. p(s) ’nin s ye göre diferansiyelini alıp 0 dan 1’ e kadar

integrali alınır ve u(s), v(s), w(s) ve η yerine yazılırsa (2.1.6) denklemi elde

edilir. Bu ise yukarıdaki (2.1.4) ve (2.1.6) denklemlerinin birbirine eşit olduğunu
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gösterir.¥
Not.2.1:Yukarıdaki (2.1.4) formülünü kullanarak

∂y(t, τ 0, y0)

∂y0
= R(t, τ 0) (2.1.8)

∂y(t, τ0, y0)

∂τ 0
=

∂R(t, τ 0)

∂τ 0
y0 −R (t, τ 0)F (τ 0) (2.1.9)

elde ederiz.Böylece (2.1.6) formülü için

y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

R [u(s), v(s)] ds [y0 − x0] + (2.1.10)

+ (τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

[A(u)y(u) + F (u)] ds+

1Z
0

uZ
v

K(u, η)y(η)dηds

⎤⎦
+ (τ 0 − t0)×

⎡⎣ 1Z
0

R [u(s), v(s)]F (v(s)ds−
1Z
0

∂R

∂v
[u(s), v(s)[w(s)] ds

⎤⎦
şeklinde yeni bir formül elde ederiz.

Not .2.2: EğerK(t, s) ≡ 0 iseR(t, s) = ϕ(t)ϕ−1 (s) olduğunu araştıralım.Bu-

rada ϕ (t)

X 0 = A(t)X.

sistemi için temel matristir.Böylece (2.1.10) formülü

y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

£
ϕ(u(s))ϕ−1 (v(s))

¤
ds [y0 − x0]

+ (τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

[A(u)y(u) + F (u)] ds−
1Z
0

∙
ϕ(u(s))

dϕ−1 (v(s))
dv

¸
[w(s)] ds

⎤⎦
+ (τ 0 − t0)×

⎡⎣ 1Z
0

£
ϕ(u(s))ϕ−1 (v(s))

¤
F (v(s)ds

⎤⎦ (2.1.11)

formülüne dönüşür.

İspat:A(t), n × n sürekli matris t ∈ R+ için K(t, s) ≡ 0 için X 0 (t) =

A(t)X (t)elde ederiz.Yukarıdaki (2.1.1) lineer integrodiferansiyel denkleminin çözümü
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X (t, t0, X0) = R(t, t0)X0 ve X (t, t0,X0) = ϕ(t)ϕ−1 (t0)X0 olup

∂X (t, t0, X0)

∂X0
= R(t, t0) = ϕ(t)ϕ−1 (t0)

olur.BuradanR(t, s) = ϕ(t)ϕ−1 (s) olur. Böylece (2.1.10) formülüR [u(s), v(s)] =

ϕ(u(s))ϕ−1v(s)

∂R

∂v
[u(s), v(s)[w(s)] =

∙
ϕ(u(s))

dϕ−1 (v(s))
dv

¸
[w(s)] ds

yazılırsa (2.1.11) formülüne dönüşür.¥

2.2 Başlangıç Zaman Farklı Pertörb ve Pertörb Olmayan

Lineer İntegrodiferansiyel Denklemler İçin Parametrelerin

Deği̧simi Formülleri

Bu bölümde öncelikle pertörb olmayan sistemlerin çözümleri arasındaki ili̧skiyi

gösterip pertörb ve pertörb olmayan lineer integrodiferansiyel denklemler sistem-

inin birbirine göre ili̧skisini araştıracağız. Böylece sistemlerin çözümleri arasında

kurduğumuz ili̧skiden yararlanarak pertörb denklemin çözümü için pertörb ol-

mayan denklemin çözümünden yararlanacağız. Bu bakımdan parametrelerin

deği̧simi formülleri denklem sistemlerinin çözümünü bulmada kolaylık sağladığın-

dan çok kullanı̧slıdır.

Teorem 2.2.1: (H1) ve (H4) hipotezlerinin doğru olduğunu kabul edelim.

Böylece x(t, τ 0, y0) ve x(t− η, t0, x0)

x(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0)−
tZ
τ0

∂x

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) dσ

−
tZ
τ0

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η))A (σ − η)x (σ − η) dσ

−
tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η))K(σ − η, s− η)x(s− η))dsdσ

+

1Z
0

∂x

∂y0
(t, τ 0, v(s)) ds [y0 − x0] (2.2.1)
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integral diferansiyel denklemini t ≥ τ 0 ≥ 0 için sağlar. Burada v(s) = y0s+(1−
s)x0 , 0 ≤ s ≤ 1 ve τ 0 ≤ σ ≤ t.

İspat : (2.1.1) ve (2.1.2) sistemleri x(t− η, t0, x0)’ ı t ≥ t0 ≥ 0 için (t0, x0)

’dan geçen x(t, t0, x0) (2.1.1) sisteminin bir çözümüyken ve t ≥ τ0 ≥ 0, τ 0 ∈ R+
için (τ 0, y0)’ dan geçen x(t, τ 0, y0)’ ı (2.1.2) sisteminin bir çözümü olduğu yerde

tek çözüm kabul etsin. p(σ) = x(t, σ, x (σ − η)) , τ 0 ≤ σ ≤ t olarak alalım.

Burada x(τ 0 − η, t0, x0) = x0 olur. Buradan

dp(σ)

dσ
=

∂x

∂τ 0
(t, σ, x (σ − .η)) +

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η))x0 (σ − η) . (2.2.2)

(2.2.2)’ nin σ ya göre τ 0 dan t’ ye göre integralini alırsak

x(t− η, t0, x0) = x(t, τ0, x0) +

tZ
τ0

∂x

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) dσ (2.2.3)

+

tZ
τ0

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η))A (σ − η)x (σ − η) dσ

+

tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η))K(σ − η, s− η)x(s− η))dsdσ

elde ederiz. Şimdi,

q(s) = x(t, τ 0, v(s)), v(s) = y0s+ (1− s)x0, 0 ≤ s ≤ 1

olsun. Böylece
dq(s)

ds
=

∂x

∂y0
(t, τ 0, v(s)) [y0 − x0] .

elde ederiz. s’ ye göre 0 ’ dan 1’ e kadar integralini alırsak,

x(t, τ 0, y0) = x(t, τ 0, x0) +

1Z
0

∂x

∂y0
(t, τ 0, v(s))ds [y0 − x0] , t ≥ τ 0 (2.2.4)

elde ederiz. Yukarıdaki (2.2.3) ve (2.2.4)’ ün birleşimi (2.2.1)’ i gerektirir. Böylece,
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(2.2.1) farklı başlangıç zamanlı ve farklı başlangıç konumlu (2.1.1) ve (2.1.2) in-

tegrodiferansiyel denklemlerinin çözümleri arasındaki ili̧skiyi verir.¥
Teorem 2.2.2: (H1), (H2) ve (H3) hipotezlerinin doğru ve (2.1.1), (2.1.2),

(2.1.3) integrodiferansiyel sistemleri sırasıyla x(t, t0, x0)’ ı t ≥ t0 için (t0, x0)’dan

geçen ;x(t, τ 0, y0)’ ı t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen ve y(t, τ 0, y0)’ ı t ≥ τ 0 için

(τ 0, y0)’ dan geçen tek çözüm olarak kabul etsin.Böylece y(t, τ 0, y0) ve x(t −
η, t0, x0)

y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0)−
tZ
τ0

∂y

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) dσ

−
tZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η))A (σ − η)x (σ − η) dσ

−
tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η))K(σ − η, s− η)x(s− η))dsdσ

+

1Z
0

∂y

∂y0
(t, τ 0, v(s)) ds [y0 − x0] (2.2.5)

integral denklemini sağlar. Burada v(s) = y0s + (1− s)x0 , 0 ≤ s ≤ 1 ve

τ 0 ≤ σ ≤ t, t ≥ τ 0 ≥ 0.
İspat: Kabul edelim ki x(t, τ 0, y0) (2.1.2) sisteminin t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’

dan geçen tek çözümü , x(t, t0, x0)’ın (2.1.1) integrodiferansiyel sisteminin t ≥ t0,

t0 ∈ R+ için tek çözümü olduğu yerde x(t− η, t0, x0) çözümü de t ≥ τ 0, t0 ∈ R+
için (t0, x0)’dan geçen ve y(t, τ 0, y0)’ ın (2.1.3) integrodiferansiyel sisteminin

(τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü olsun

Kabul edelim ki
∼
p (σ) = y (t, σ, x (σ − η)) ,τ 0 ≤ σ ≤ t olsun. Burada x(τ 0 −

η, t0, x0) = x0 olur.
∼
p ’ yi σ’ ya göre diferansiyelleyip τ 0 dan t’ ye göre integralini
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alırsak,

x(t− η, t0, x0) = y(t, τ 0, x0) +

tZ
τ0

∂y

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) dσ (2.2.6)

+

tZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η))A (σ − η)x (σ − η) dσ

+

tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η))K(σ − η, s− η)x(s− η))dsdσ

elde edilir. Şimdi,

∼
q(s) = y(t, τ 0, v(s)), v(s) = y0s+ (1− s)x0 , 0 ≤ s ≤ 1

olarak alalım.Buradan

d

ds

∼
q(s) =

∂y

∂y0
(t, τ 0, v(s)) [y0 − x0] .

elde ederiz. s ’ ye göre 00 dan 1’e kadar integralini alırsak

y(t, τ 0, y0) = y(t, τ 0, x0) +

1Z
0

∂y

∂y0
(t, τ 0, v(s))ds [y0 − x0] , t ≥ τ 0 ≥ 0. (2.2.7)

elde ederiz.

Bulduğumuz (2.2.6) ve (2.2.7) birleşimi (2.1.4) eşit olan (2.2.5)’i gerektirir.

Burada (2.2.5), başlangıç zaman ve konumları farklı (2.1.1) ve (2.1.3) integrod-

iferansiyel denklemlerinin çözümleri arasındaki ili̧skiyi verir.¥
Not .2.3: Not 2.1deki, (2.1.8) ve (2.1.9) eşitliklerini kullanarak
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y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0)−
tZ
τ0

∙
∂R

∂τ0
(t, σ)x (σ − η)−R(t, σ)F (σ)

¸
dσ

−
tZ
τ0

R(t, σ)A (σ − η) x (σ − η) dσ (2.2.8)

−
tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

R(t, σ)K(σ − η, s− η)x(s− η))dsdσ

+R(t, τ 0) [y0 − x0] .

elde edilir.

Not.2.4: K(t, s) ≡ 0 kabul edelim. Böylece Not 2.2 ’ yi kullanarak

y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0) + ϕ(t)ϕ−1(τ 0) [y0 − x0] (2.2.9)

− ϕ(t)

tZ
τ0

∙
dϕ−1(σ)

dσ
x (σ − η) + ϕ−1(σ)(A (σ − η)x (σ − η)− F (σ))

¸
dσ.

Şimdi (2.2.5) ili̧skisinin farklı bir yoldan sağlanabileceğini göstereceğiz.

Teorem 2.2.3: (H1), (H2) ve (H3) hipotezlerinin doğru ve (2.2.1), (2.2.2) ve

(2.2.3) integrodiferansiyel sistemlerinin sırasıyla x(t, t0, x0)’ ı t ≥ t0 için (t0, x0)’

dan geçen ;x(t, τ 0, y0)’ ı t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen ve y(t, τ 0, y0)’ ı t ≥
τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözüm olarak kabul etsin. Böylece y(t, τ 0, y0),

y(t, τ 0, y0 − x0) ve x(t− η, t0, x0)

y(t, τ 0, y0) = y(t, τ 0, y0 − x0)− x(t− η, t0, x0) (2.2.10)

+

tZ
τ0

∙
∂y

∂τ 0
(t, s, z(s)) +

∂y

∂y0
(t, s, z(s)) {A(s)y(s)−A(s− η)x(s− η) + F (s)}

¸
ds

+

tZ
τ0

sZ
τ0

K(s, γ)y(γ))dγds−
tZ
τ0

s−ηZ
τ0

K(s− η, γ − η)x (γ − η) dγds.

integrodiferansiyel denklemini sağlar. Burada τ 0 ≤ s ≤ t, η = τ 0 − t0 ve

t ≥ τ 0 ≥ 0 için z(s) + x(s− η) = y(s) .
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İspat: Kabul edelim ki x(t, τ 0, y0) (2.1.2) integrodiferansiyel sisteminin t ≥
τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen t ≥ τ 0 ≥ 0 için tek çözümü ve x(t, t0, x0) ’ın t ≥
t0, t0 ∈ R+ için (2.1.1) integrodiferansiyel sisteminin tek çözümü olduğu yerde
x(t− η, t0, x0) çözümü de t ≥ τ 0, t0 ∈ R+ için (t0, x0)’dan geçen ve y(t, τ 0, y0)’ ın
t ≥ τ 0, τ 0 ∈ R+ için (τ 0, y0)’ dan geçen (2.1.3) integrodiferansiyel sisteminin tek
çözümü olsun. Varsayalım ki z(t) = y(t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0) ≡ y(t)− ∼

x(t) ,

t ≥ τ 0 ≥ 0 olsun. Burada z(τ 0) = y0 − x0 ve
∼
x(t) = x(t− η, t0, x0). Böylece

z0(t) = A(t)y(t)+

tZ
τ0

K(t, s)y(s))ds+F (t)−A(t−η)x(t−η)−
t−ηZ
τ0

K(t−η, s−η)x (s− η) ds

t ≥ τ 0 ≥ 0 ve z0 = y0 − x0.

Kabul edelim ki r(s) = y(t, s, z(s)) , τ 0 ≤ s ≤ t olsun. Buna göre önce her

iki tarafın diferansiyelini alıp sonra r(s)’nin τ 0 dan t’ ye kadar integralini alırsak

τ 0 ≤ s ≤ t için (2.2.10) formülünü elde ederiz. Bu integral denklemler için bir

parametrelerin deği̧simi formülüdür.¥
Teorem 2.2.4: (H1), (H2) ve (H3) hipotezlerinin sağlandığını kabul edelim ve

(2.1.1), (2.1.2) ve (2.1.3) integrodiferansiyel sistemlerinin sırasıyla x(t−η, t0, x0)’
ı (t0, x0)’ dan geçen; x(t, τ 0, y0 − x0)’ ı (τ 0, y0 − x0)

0 dan geçen ve y(t, τ 0, y0)’ ı

(τ 0, y0)’ dan geçen tek çözüm kabul etsin. Böylece y(t, τ 0, y0), x(t, τ 0, y0 − x0)

ve x(t− η, t0, x0)

y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0) +R(t, τ 0)x(t, τ 0, y0 − x0)

+

tZ
τ0

∂R

∂s
(t, s) [x(t, s, y(s, τ 0, y0)− x(s− η, t0, x0)] ds

+

tZ
τ0

R(t, s)
∂x

∂t0
ds+

tZ
τ0

R(t, s)
∂x

∂x0
[A(s)y(s)−A(s− η)x(s− η) + F (s)] ds

+

tZ
τ0

sZ
τ0

K(s, γ)y(γ))dγds−
tZ
τ0

s−ηZ
τ0

K(s− η, γ − η)x(γ − η))dγds (2.2.11)

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada τ 0 ≤ s ≤ t, η = τ 0− t0 ve t ≥ τ 0 ≥
0 için z(s) + x(s− η) = y(s)’ dır.
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İspat: Kabul edelim ki x(t, τ 0, y0) (2.1.2) integrodiferansiyel sisteminin t ≥
τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü ve x(t, t0, x0) ’ın (2.1.1) integrodiferansiyel

sisteminin t ≥ t0 , t0 ∈ R+ için tek çözümü olduğu yerde x(t− η, t0, x0) çözümü

de t ≥ τ 0 ≥ 0 için (t0, x0)’ dan geçen ve y(t, τ 0, y0)’ ın t ≥ τ 0, τ 0 ∈ R+ için
(τ 0, y0)’ dan geçen (2.1.3) integrodiferansiyel sisteminin tek çözümü olsun. R(t, s)

, (2.1.5)’ in çözümüyken

q(s) = R(t, s)p(s) , t ≥ τ 0, p(s) = x (t, s, y(s, τ 0, y0)− x(s− η, t0, x0))

olarak alalım. Aşikar olarak

q(t) = p(t), q(τ 0) = R(t, τ 0)x(t, τ 0, y0 − x0).

Böylece
dq(s)

ds
=

∂R(t, s)

∂s
p(s) +R(t, s)p0(s).

τ 0 dan t ’ye kadar integralini alırsak (2.2.11).’ i elde ederiz. Bu integrodiferansiyel

denklemler için bir parametre deği̧simidir.¥
Ayrıca verilecek hipotezlere ihtiyacımız var:

(H5)G ∈ C [R+ ×Rn ×Rn,Rn] .

(H6)
∂V
∂t
var ∂V

∂x
ve R+ × Rn’de sürekli.

Aşağıda bir başka integrodiferansiyel denklem bulacağız ve bunu (2.1.2) ve

(2.1.3) de verilen iki integrodiferansiyel denklemle ili̧skilendireceğiz.

Teorem 2.2.5

z0(t) = A(t)z(t)+

tZ
t0

g(t, s, z(s))ds+G(t, z(t), (Sz)(t)), z(t0) = z0 , t ≥ t0 ≥ 0, t0 ∈ R+

(2.2.12)

integrodiferansiyel denklemini düşünelim ve t ≥ τ 0 ≥ 0 için (H1), ve (H5) hipo-

tezlerinin z(t, t0, z0), x(t, τ 0, y0) ve y(t, τ 0, z0−y0) çözümlerinin sırasıyla (2.2.12),
(2.1.2) ve (2.1.3) sistemlerinin (t0, z0), (τ 0, y0) ve (τ 0, z0−y0)’ dan geçen çözüm-

lerinin sağlandığını düşünelim.Böylece z(t−η, t0, z0), x(t, τ 0, y0) ve y(t, τ 0, z0−y0)
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, s ≥ τ 0 için

z(t− η, t0, z0) = x(t, τ 0, y0) + y(t, τ 0, z0 − y0) +

tZ
τ0

∂y

∂t0
(t, s, v(s))ds

+

tZ
τ0

∂y

∂y0
(t, s, v(s)) {A(s)x(s) +A(s− η)z(s− η) +G(s− η)} ds

+

tZ
τ0

s−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, s, v(s))K(s− η, γ − η)z (γ − η))dγds

+

tZ
τ0

sZ
τ0

∂y

∂y0
(t, s, v(s))K(s, γ)x (γ))dγds. (2.2.13)

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada v(s) = z(s− η, t0, z0)− x(s, τ 0, y0)

.

İspat:Kabul edelim ki v(t) = z(t−η, t0, z0)−x(t, τ 0, y0) , t ≥ τ 0 olsun. v(t);

v0(t) = A(t)x(t) +A(t− η)z(t− η) +G(t− η) +

t−ηZ
τ0

K(t− η, γ − η)z (γ − η))ds

+

tZ
τ0

K(t, γ)x (γ))dγ , v(τ 0) = z0 − y0. (2.2.14)

denkleminin bir çözümüdür.v(t, τ 0, z0 − y0) ve y(t, τ 0, y0) (2.2.14) ve (2.1.3) sis-

temlerinin çözümüyken w(s) = y(t, s, v(s)) olsun. w(t) = z(t − η, t0, z0) −
x(t, τ 0, y0), w(τ 0) = y(t, τ 0, z0 − y0) olduğuna dikkat edelim.Önce w(s) dife-

ransiyelini alıp sonra τ 0 dan t ’ ye integralini alalım.Sonuç olarak (2.2.13)’ ü

elde ederiz.Bu (2.1.2), (2.1.3) ve (2.2.12) integrodiferansiyel sistemleri üzerindeki

ili̧skiyi veren bir integrodiferansiyel denklemdir.

Yukarıdaki görüş Lyapunov-tipli fonksiyonlar için daha genel parametre dönü-

şüm formulünün τ 0 ≤ σ ≤ t için
∼
x(σ) = x(σ− η, t0, x0), x(τ 0− η, t0, x0) = x0 ve

V ∈ C
£
R+ × Rn,RN

+

¤
iken p(σ) = V

³
σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

´
alınarak sağlanabileceğini

önerir.¥
Not.2.5:Kabul edelim ki x(t, t0, x0), x(t, τ 0, y0), y(t, τ 0, y0) sırasıyla (2.1.1),(2.1.2)

ve (2.1.3) integrodiferansiyel sitemlerinin t ≥ t0 için (t0, x0)’dan geçen , t ≥ τ 0

için (τ 0, y0)’ dan geçen ve t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü olsun ve.
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(H6) sağlansın. Böylece V (t,
∼
x(t, t0, x0)) ve V (τ 0, y(t, τ 0, x0)); τ 0 ≤ s ≤ t ve

V ∈ C1,1
£
R+ ×Rn,RN

+

¤

V (t,
∼
x(t, t0, x0)) = V (t, y(t, τ 0, x0)) +

tZ
τ0

∂V

∂t
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))dσ (2.2.15)

+

tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂V

∂x
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

∂y(t, σ,
∼
x(σ))

∂y0
K(σ − η, s)x (s− η))dsdσ

+

tZ
τ0

∂V

∂x
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

∂y(t, σ,
∼
x(σ))

∂τ 0
dσ

+

tZ
τ0

∂V

∂x
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

∂y(t, σ,
∼
x(σ))

∂y0
A(σ − η)x(σ − η)dσ

integrodiferansiyel denklemini sağlar. Burada
∼
x(s) = x(s − η, t0, x0), x(τ 0 −

η, t0, x0) = x0 olur. Bunu ispatlamak için τ 0 ≤ σ ≤ t için
∼
x(σ) = x(σ− η, t0, x0),

x(τ 0 − η, t0, x0) = x0 ve V ∈ C1,1
£
R+ ×Rn,RN

+

¤
iken p(σ) = V (σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

olsun. Böylece (2.2.15) de istenilen sonucu elde etmi̧s oluruz. (2.2.15)’ deki ili̧ski

y(t, τ 0, y0) (2.1.3) sisteminin çözümü ve x(t, t0, x0)’ın (2.1.1) sisteminin çözümü

olduğu yerde,
∼
x(t, t0, x0), t ≥ τ 0 ≥ 0 için genelleştirilmi̧s parametre deği̧simi ve

Lyapunov-tipli vektor fonksiyonlarının birleştirilmesi şartları altında bir Lyapunov-

tipli fonksiyonu tanımlar. Burada V (t, x) = x (2.2.5) formulünü verir.

2.3 ÖRNEKLER

Aşağıdaki örnekler yukarıdaki bazı teoremlerin uygulamasıdır.

Örnek 2.3.1: Aşağıdaki lineer integrodiferansiyel denklemini düşünelim.

x0(t) = −x(t) +
tZ
0

sin(t− s)x(s)ds, x(0) = x0 , t ≥ 0

Burada x(0, 0, x0) = x0, t ≥ 0 ve bu denklemin pertörb(saptırılmı̧s) integrodif-
feransiyel denklemi

y0(t) = −y(t) +
tZ
0

sin(t− s)y(s)ds+ g(t), y(0) = y0 ,t ≥ 0
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formundadır. Burada y(0, 0, y0) = y0, t ≥ 0 ve g(t) sürekli bir fonksiyondur.

Verilen integrodiferansiyel denklemin açık çözümünü araştıralım.

Çözüm 2.3.1: Verilen

x0(t) = −x(t) +
tZ
0

sin(t− s)x(s)ds, x(0) = x0 , t ≥ 0

integrodiferansiyel denklemine Laplace dönüşümü uygulayalım.

L{x0(t)} = L{−x(t)}+ L
⎧⎨⎩

tZ
0

sin(t− s)x(s)ds

⎫⎬⎭
sx (s)− x (0) = −sx (s) + 1

s2 + 1
x (s) olup ve x (s)

½
s+ 1− 1

s2 + 1

¾
= x0

x (s) =
(s2 + 1)x0

s (s2 + s+ 1)
.

Şimdi de basit kesirlere ayıralım.

A

s
+

Bs+ C

s2 + s+ 1
=

(s2 + 1) x0
s (s2 + s+ 1)

Buradan kolayca A = x0, B = 0, C = −x0 olduğu anlaşılır.Şimdi de basit kesir-
lere ayırdığımız ifadeye ters Laplace dönüşümünü uygulayalım.

L−1 {x(s)} = L−1
nx0
s

o
− L−1

½
x0

(s2 + s+ 1)

¾
L−1 {x(s)} = L−1

nx0
s

o
− x0L−1

(
x0¡

s2 + 1
2

¢2
+ 3

4

)
s→s− 1

2

x(t) = x0 − x0 exp

µ
−1
2
t

¶
2√
3
sin

Ã√
3

2
t

!

Bulduğumuz son ifadeyi düzenlersek

x(t) =
1√
3

"√
3− 2 sin

Ã√
3

2
t

!
exp

µ
−1
2
t

¶#
x0

çözümünü elde ederiz. Şimdi de pertörb integrodiferansiyel denklemine Laplace
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dönüşümünü uygulayalım.

y0(t) = −y(t) +
tZ
0

sin(t− s)y(s)ds+ g(t)

L{y0(t)} = L{−y(t)}+ L
⎧⎨⎩

tZ
0

sin(t− s)y(s)ds

⎫⎬⎭+ L{g(t)}
sy (s)− y (0) = −sy (s) + y (s)

s2 + 1
+ g (s)

y (s)

½
s+ 1− 1

s2 + 1

¾
= g (s) + y0 =⇒ y (s) =

g (s) (s2 + 1)

s (s2 + s+ 1)
+

y0 (s
2 + 1)

s (s2 + s+ 1)

Benzer şekilde basit kesirlere ayırıp ters Laplace dönüşümüyle birlikte konvolüsyon

toremini uygulayalım.

L−1 {y(s)} = L−1
ny0
s

o
− y0L−1

½
(s2 + 1)

(s2 + s+ 1)

¾
+ L−1

½
g (s) (s2 + 1)

s (s2 + s+ 1)

¾

y(t) = y0−y0 exp
µ
−1
2
t

¶
2√
3
sin

Ã√
3

2
t

!
+

tZ
0

(
y0 − y0 exp

µ
−1
2
τ

¶
sin

Ã√
3

2
t

!)
g (t− τ)

Bulduğumuz son ifadeyi düzenlersek

y(t) =
1√
3

"√
3− 2 sin

Ã√
3

2
t

!
exp

µ
−1
2
t

¶#
y0

+
1√
3

tZ
0

"√
3− 2 sin

Ã√
3

2
τ

!
exp

µ
−1
2
τ

¶#
g(t− τ)dτ

çözümünü elde ederiz. Sırasıyla verilen integrodiferansiyel denklemin kesin çözümü

t ≥ 0 için

x(t, 0, x0) =
1√
3

"√
3− 2 sin

Ã√
3

2
t

!
exp

µ
−1
2
t

¶#
x0 , t ≥ 0
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ve

y(t, 0, x0) =
1√
3

"√
3− 2 sin

Ã√
3

2
t

!
exp

µ
−1
2
t

¶#
y0

+
1√
3

tZ
0

"√
3− 2 sin

Ã√
3

2
τ

!
exp

µ
−1
2
τ

¶#
g(t− τ)dτ

Burada t0 = 0 olduğuna dikkat edelim.Verilen (2.1.6), (2.2.1), (2.2.5), (2.2.10),

(2.2.11), (2.2.13) ve (2.2.15) parametre deği̧simi formullerini açık şekilde ifade

edebiliriz..

Örnek 2.3.2: Aşağıdaki lineer integro diferansiyel denklemini düşünelim.

X 0 =

⎡⎢⎣−1 0 0

0 −1 0

−1 0 −1

⎤⎥⎦X(t) + tZ
t0

⎡⎢⎣et−s 0 0

0 et−s 0

0 0 et−s

⎤⎥⎦X(s)ds

Burada X(t) =

⎡⎢⎣x1(t)x2(t)

x3(t)

⎤⎥⎦ t ≥ t0, X(t0, t0, x0) = X0. Açıktır ki

x01 = −x1 +
tZ
t0

et−sx1(s)ds

x02 = −x2 +
tZ
t0

et−sx2(s)ds

x03 = −x1 − x3 +

tZ
t0

et−sx3(s)ds.

olup, verilen X(t) fonksiyonunun katsayı matrisi A(t) üçgensel matrisidir.

Sırasıyla yukarıdaki denklemlere Laplace dönüşümünü uygulayalım.

L{x01 (t)} = L{−x1 (t)}+ L
⎧⎨⎩

tZ
t0

et−sx1(s)ds

⎫⎬⎭
sx1 (s)− x1 (0) = −x1 (s) + x1 (s)

s− 1 =⇒ x1 (s) =
s− 1
(s2 − 2)X0
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Son elde edilen eşitliğe ters Laplace dönüşümü uygulayalım.

L{x1 (s)} = L
½

s− 1
(s2 − 2)X0

¾
x1 (t) =

X0√
2

h√
2 cosh

³√
2t
´
− sinh

³√
2t
´i

Benzer şekilde verilen diğer iki denkleme de Laplace dönüşümünü uygularsak

x2 (t) =
X0√
2

h√
2 cosh

³√
2t
´
− sinh

³√
2t
´i

x3 (t) =
X0√
2

h√
2 cosh

³√
2t
´
− sinh

³√
2t
´i

X (t) =

⎡⎢⎣ α 0 0

0 α 0

0 0 α

⎤⎥⎦ ;α = X0√
2

h√
2 cosh

³√
2t
´
− sinh

³√
2t
´i

Böylece kesin çözümü bulduk.(2.2.1) ve (2.2.5) denklemlerinde verilen parame-

trelerin deği̧simi formulünü açık bir şekilde ifade edebiliriz. Detayları hesaba

katmadık.
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3. BAŞLANGIÇ ZAMANFARKLI YARILİNEER

İNTEGRODİFERANSİYELDENKLEMLER İÇİN

PARAMETRELERİN DEĞİŞİMİ

Bu bölümde öncelikle yarılineer pertörb sistemin çözümünü araştırıp daha sonra

yarılineer pertörb ve pertörb olmayan integrodiferansiyel denklem sistemlerinin

ili̧skisini inceleyeceğiz. Bir önceki bölümde olduğu gibi pertörb olmayan denklem

sisteminin çözümünden yararlanarak pertörb denklem sisteminin çözümünü bul-

mada kolaylık sağlayan bir metottur.

3.1 Başlangıç Zaman Farklı Pertörb Yarılineer İntegrod-

iferansiyel Denklemler İçin Parametrelerin Deği̧simi

Yarılineer

x0(t) = A(t)x(t) +

tZ
t0

g(t, s, x(s))ds, x(t0) = x0 , t ≥ t0, t0 ∈ R+ (3.1.1)

x0(t) = A(t)x(t) +

tZ
τ0

g(t, s, x(s))ds, x(τ 0) = y0 , t ≥ τ 0, τ 0 ∈ R+ (3.1.2)

integrodiferansiyel denklemini düşünelim.Yarılineer (3.1.1) integrodiferansiyel den-

kleminin pertörb kısmı

y0(t) = A(t)y(t) +

tZ
τ0

g(t, s, y(s))ds+ F (t, y(t), (Sy)(t)), y(τ 0) = y0 , t ≥ τ 0

(3.1.3)

olup burada verilecek (H1) ve (H2) hipotezleri sağlanır.

Verilecek hipotezler bazı teoremler için çok yararlı olacak.

(H1) A(t), t ∈ R+ için n× n sürekli matris ve g ∈ C [R+ ×R+ ×Rn,Rn].

(H2) F ∈ C [R+ ×Rn × Rn,Rn] ve (Sy)(t) =
Z t

τ0

k(t, s, y(s))ds , k ∈ C [R+ ×R+ × Rn,Rn]

(H3) gx var ve R+ × R+ ×Rn’de sürekli .

(H4) (3.1.3)’ün y(t, τ 0, y0) çözümü R+ ×R+ ×Rn’ de var ve ∂y
∂τ0

ve ∂y
∂y0

kısmi
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sürekli türevlerine sahip .

(H5) (3.1.2)’nin x(t, τ 0, y0) çözümü R+×R+×Rn’ de var ve ∂x
∂τ0

ve ∂x
∂y0
kısmi

sürekli türevlerine sahip ve G (t, s, τ 0, y0) = gx (t, s, x(t, τ 0, y0))’ı belirtir.

Teorem 3.1.1: (H1) ve (H2) hipotezleri sağlansın. Eğer (3.1.3)’ deki g ve

F

g(t, s, y(s)) = K(t, s)y(s) ve F (t, y(t), (Sy)(t)) = F (t) ise (3.1.3)’ ün çözümü

olup

y(t, τ 0, y0) = R(t, τ 0)y0 +

tZ
τ0

R(t, s)F (s)ds, y(τ 0) = y0 , t ≥ τ 0 (3.1.4)

burada R(t, s)

∂R(t, s)

∂s
+R(t, s)A(s) +

tZ
s

R(t, γ)K(γ, s)dγ = 0 , t ≥ τ 0 (3.1.5)

denkleminin çözümüdür ve R(t, t) = I olup I n.mertebeden birim matristir.

(2.1.5) kısmi diferansiyel denklemi t0 ≤ s ≤ t < ∞ için I , n. mertebeden

birim matris olmak üzere ψ(t, s) = A(t) +
R Z t

s

K(t, σ)dσ, R(t, s) = I +Z t

s

R(t, σ)ψ(σ, s)dσ olarak temsil edilebileceğini araştıralım.Böylece K(t, s) =

ψ(t, s) = R(t, s) = 0 , s > t ≥ τ 0.

İspat: Bak [teorem 2.1.1].¥
Teorem 3.1.2: (H1), (H2), (H3) ve (H4) hipotezleri doğru ve (3.1.3) sistemi

sırasıyla y(t− η, t0, x0)’ı t ≥ t0 için (t0, x0)’ dan geçen ve y(t, τ 0, y0)’ı t ≥ τ 0 ≥ t0

için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözüm kabul etsin. Böylece y(t, τ 0, y0) ve y(t −
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η, t0, x0), t ≥ τ 0 ≥ 0, t0 ≥ 0 için

y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

∂y

∂w
[u(s), v(s), w(s)] ds [y0 − x0]

+ (τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

[A(u)y(u) + F (u, y(u), (Sy)(u))] ds

⎤⎦ (3.1.6)

+(τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

uZ
v

g(u, η, y(η))dηds−
1Z
0

∂y

∂v
[u(s), v(s), w(s)] ds

⎤⎦
integrodiferansiyel denklemini sağlar. Burada her s, 0 ≤ s ≤ 1 ve η = τ 0−t0 ≥ 0
için u(s) = st+(1− s) (t− η) , v(s) = sτ 0+(1− s) t0 ve w(s) = sy0+(1− s)x0

İspat: Kabul edelim ki her s ∈ [0, 1] , t ≥ τ 0, τ 0, t0 ∈ R+ için y (u(s), v(s), w(s))

y0(u) = A(u)y(u) +

uZ
v

g(u, s, y(s))ds+ F (u, y(u), (Sy)(u)), y(v) = w , u ≥ v

(3.1.7)

denkleminin çözümüyken p(s) = y (u(s), v(s), w(s)) olsun. p(s)’ in s’ ye göre

diferansiyelini alıp sonra 0 dan 1’ e kadar integralini alırsak ve u(s), v(s), w(s) ve

η’yü yerine yazarsak (3.1.6) integrodiferansiyel denklemini elde ederiz. g(t, s, y(s)) =

K(t, s)y(s) ve F (t, y(t), (Sy)(t)) = F (t). için (3.1.4) ve (3.1.6) denklemleri bir-

birine eşittir.¥
NOT.3. 1: Yukarıdaki (3.1.4)’ü kullanarak

∂y(t, τ 0, y0)

∂y0
= R(t, τ 0) (3.1.8)

∂y(t, τ0, y0)

∂τ 0
=

∂R(t, τ 0)

∂τ 0
y0 −R (t, τ 0)F (τ 0) (3.1.9)

elde ederiz. Böylece (3.1.6) formülü için
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y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

R [u(s), v(s)] ds [y0 − x0] +

+ (τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

[A(u)y(u) + F (u, y(u), (Sy)(u))] ds+

1Z
0

uZ
v

g(u, η, y(η))dηds

⎤⎦

+(τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

R [u(s), v(s)]F (v(s), y(v(s)), (Sy)(v(s)))ds−
1Z
0

∂R

∂v
[u(s), v(s), w(s)] ds

⎤⎦
(3.1.10)

şeklinde yeni bir formül elde ederiz.

NOT3. 2: Eğer g(t, s, x(s)) ≡ 0 ise R(t, s) = ϕ(t)ϕ−1 (s) olur.Burada ϕ (t)

X 0 = A(t)X.

sistemi için bir temel matristir.Böylece, (3.1.10) formülü için

y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

£
ϕ(u(s))ϕ−1 (v(s))

¤
ds [y0 − x0] (3.1.11)

+ (τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

[A(u)y(u) + F (u, y(u), (Sy)(u))] ds

⎤⎦
+(τ 0 − t0)×

⎡⎣− 1Z
0

∙
ϕ(u(s))

dϕ−1 (v(s))
dv

¸
[w(s)] ds

⎤⎦
+ (τ 0 − t0)×

⎡⎣ 1Z
0

£
ϕ(u(s))ϕ−1 (v(s))

¤
F (v(s), y(v(s)), (Sy)(v(s)))ds

⎤⎦
formulüne dönüşür.
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3.2.Başlangıç Zaman Farklı Pertörb ve Pertörb

Olmayan Yarılineer İntegrodiferansiyel Denklem-

ler İçin Parametrelerin Deği̧simi

Bu bölümde öncelikle lineer sistemlerde yaptığımız gibi yarılineer sistemlerde

pertörb olmayan sistemlerin birbirine göre ili̧skisini daha sonraysa pertörb ve

pertörb olmayan integrodiferansiyel denklem sistemlerinin ili̧skisini inceleyeceğiz.

Teorem 3.2.1: Kabul edelim ki (H1), (H5) hipotezleri doğru olsun. Böylece

t ≥ τ 0 ≥ 0 için x(t, τ 0, y0) ve x(t− η, t0, x0)

x(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0)−
tZ
τ0

∂x

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) dσ

−
tZ
τ0

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η))A (σ − η)x (σ − η) dσ

−
tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) g(σ − η, s− η, x(s− η))dsdσ

+

1Z
0

∂x

∂y0
(t, τ 0, v(s)) ds [y0 − x0] (3.2.1)

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada v(s) = y0s + (1− s)x0 , 0 ≤ s ≤ 1
ve τ 0 ≤ σ ≤ t.

İspat:Kabul edelim ki (3.1.1) ve (3.1.2) sistemleri x(t−η, t0, x0)’ı; x(t, t0, x0),
(3.1.1) sisteminin t ≥ t0 ≥ 0 için (t0, x0)’ dan geçen bir çözümü ve x(t, τ 0, y0),
(3.1.2) sisteminin t ≥ τ 0 ≥ 0, τ 0 ∈ R+ için (τ 0, y0)’ dan geçen bir çözümüyken
tek çözüm kabul etsin. τ 0 ≤ σ ≤ t için x(τ 0 − η, t0, x0) = x0 iken p(σ) =

x (t, σ, x (σ − η)) olsun. Böylece

dp(σ)

dσ
=

∂x

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) +

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η))x0 (σ − η) . (3.2.2)
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elde ederiz. (3.2.2)’yi σ’ ya göre τ0 dan t ’ye kadar integralini alırsak,

x(t− η, t0, x0) = x(t, τ 0, x0) +

tZ
τ0

∂x

∂τ0
(t, σ, x (σ − η)) dσ (3.2.3)

+

tZ
τ0

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η))A (σ − η)x (σ − η) dσ

+

tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) g(σ − η, s− η, x(s− η))dsdσ

elde edilir.Şimdi

q(s) = x(t, τ 0, v(s)), v(s) = y0s+ (1− s)x0, 0 ≤ s ≤ 1

olarak alırsak
dq(s)

ds
=

∂x

∂y0
(t, τ 0, v(s)) [y0 − x0] .

elde ederiz. s’ ye göre 0 dan 1’e kadar integralini alırsak

x(t, τ 0, y0) = x(t, τ 0, x0) +

1Z
0

∂x

∂y0
(t, τ 0, v(s))ds [y0 − x0] , t ≥ τ0 (3.2.4)

elde ederiz. Elde edilen (3.2.3) ve (3.2.4)’ün birleşimi, (3.2.1) ’i gerektirir. Böylece,

(3.2.1) farklı başlangıç zaman ve konumdaki (3.1.1) ve (3.1.2) integrodiferansiyel

denklemlerin çözümleri arasındaki ili̧skiyi verir .¥
Teorem 3.2.2:(H1), (H2) ve (H3) hipotezleri doğru ve x(t, t0, x0), x(t, τ 0, y0)

ve y(t, τ 0, y0) sırasıyla (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) diferansiyel sistemlerinin t ≥ t0

için (t0, x0)’ dan geçen ;t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen ve t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’

dan geçen tek çözümü olsun. Böylece τ 0 ≤ σ ≤ t, t ≥ τ 0 ≥ 0 için y(t, τ 0, y0) ve

x(t− η, t0, x0) aşağıdaki

y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0)−
tZ
τ0

∂y

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) dσ−
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−
tZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η))A (σ − η)x (σ − η) dσ

−
tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) g(σ − η, s− η, x(s− η))dsdσ

+

1Z
0

∂y

∂y0
(t, τ 0, v(s)) ds [y0 − x0] (3.2.5)

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada v(s) = y0s+ (1− s) x0 , 0 ≤ s ≤ 1.
İspat :Kabul edelim ki x(t, τ 0, y0) (3.1.2) sisteminin t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’

dan geçen tek çözümü, x(t, t0, x0)’ ın (3.1.1) diferansiyel sisteminin t ≥ t0 için

tek çözümüyken x(t − η, t0, x0) çözümü de t ≥ τ 0 ≥ 0 için (t0, x0)’ dan geçen
ve y(t, τ 0, y0)’ ın (3.1.3) diferansiyel sisteminin t ≥ τ 0 ≥ 0 için (τ 0, y0)’ dan

geçen tek çözümü olsun. τ 0 ≤ σ ≤ t için x(τ 0 − η, t0, x0) = x0 iken ;
∼
p (σ) =

y (t, σ, x (σ − η)) olsun.
∼
p ’ nın σ’ ya göre önce diferansiyelini sonra τ 0 dan t’ ye

kadar integrali alınırsa ,

x(t− η, t0, x0) = y(t, τ 0, x0) +

tZ
τ0

∂y

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) dσ (3.2.6)

+

tZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η))A (σ − η)x (σ − η) dσ

+

tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) g(σ − η, s− η, x(s− η))dsdσ

elde edilir. Şimdi

∼
q(s) = y(t, τ 0, v(s)), v(s) = y0s+ (1− s)x0 , 0 ≤ s ≤ 1

olarak alalım. Buradan

d

ds

∼
q(s) =

∂y

∂y0
(t, τ 0, v(s)) [y0 − x0] .
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elde ederiz. s’ ye göre 0 dan 1’e kadar integrali alınırsa

y(t, τ 0, y0) = y(t, τ 0, x0) +

1Z
0

∂y

∂y0
(t, τ 0, v(s))ds [y0 − x0] , t ≥ τ 0 ≥ 0.

elde edilir.Bulduğumuz (3.2.6) ve (3.2.7)’ nin birleşimi (3.1.4)’ e eşit olan (3.2.5)’

i gerektirir .Burada (3.2.5) farklı başlangıç zaman ve konumlu (3.1.1) ve (3.1.3)

integrodiferansiyel denklemlerin çözümleri arasındaki ili̧skiyi verir. ¥
NOT.3.3: Not 3.1 deki verilen (3.1.8) ve (3.1.9) daki özellikleri kullanarak

y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0)−
tZ
τ0

∙
∂R

∂τ 0
(t, σ)x (σ − η)−R(t, σ)F (σ)

¸
dσ (3.2.8)

−
tZ
τ0

R(t, σ)A (σ − η)x (σ − η) dσ −
tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

R(t, σ)g(σ − η, s− η, x(s− η))dsdσ

+R(t, τ 0) [y0 − x0] .

elde ederiz.

NOT.3.4: Kabul edelim ki g(t, s, x(s)) ≡ 0 olsun. Böylece Not 3.2’ yi

kullanarak

y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0) + ϕ(t)ϕ−1(τ 0) [y0 − x0] (3.2.9)

− ϕ(t)

tZ
τ0

∙
dϕ−1(σ)

dσ
x (σ − η) + ϕ−1(σ)(A (σ − η)x (σ − η)

¸
dσ.

+ϕ(t)

tZ
τ0

[F (σ, y(σ), (Sy)(σ)))] dσ.

elde ederiz. Şimdi (3.2.5) ili̧skisinin farklı bir yoldan sağlanabileceğini göstere-

ceğiz.

Teorem 3.2.3: Kabul edelim ki (H1), (H2), (H3) ve (H4) hipotezlerinin

doğru ve x(t, t0, x0), x(t, τ 0, y0), y(t, τ0, y0) sırasıyla (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) in-

tegrodiferansiyel sistemlerinin t ≥ t0 için (t0, x0)’ dan geçen ; t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’

dan geçen ve t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü olsun.Böylece y(t, τ 0, y0),
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y(t, τ 0, y0 − x0) ve x(t− η, t0, x0).

y(t, τ 0, y0) = y(t, τ 0, y0 − x0)− x(t− η, t0, x0)

+

tZ
τ0

∙
∂y

∂τ 0
(t, s, z(s))

¸
ds (3.2.10)

+

tZ
τ0

∙
∂y

∂y0
(t, s, z(s)) {A(s)y(s)−A(s− η)x(s− η) + F (s, y(s), (Sy)(s))}

¸
ds

+

tZ
τ0

sZ
τ0

g(s, γ, y(γ))dγds−
tZ
τ0

s−ηZ
τ0

g(s− η, γ − η, x (γ − η) dγds.

integral denklemini sağlar.Burada z(s)+x(s−η) = y(s) ; τ 0 ≤ s ≤ t, η = τ 0−t0
ve t ≥ τ 0 ≥ 0 .
İspat :Kabul edelim ki x(t, τ 0, y0), (3.1.2) sisteminin t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’ dan

geçen tek çözümü, x(t, t0, x0)’ın (3.1.1) diferansiyel sisteminin t ≥ t0 için (t0, x0)’

dan geçen tek çözümüyken x(t− η, t0, x0) çözümü de t ≥ τ 0 ≥ 0, τ 0 ∈ R+ için
y(t, τ 0, y0)’ın, (3.1.3) diferansiyel sisteminin (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü olsun.

t ≥ τ 0 ≥ 0 için z(t) = y(t, τ 0, y0) − x(t − η, t0, x0) ≡ y(t) − ∼
x(t) olsun. Burada

z(τ 0) = y0 − x0 ve
∼
x(t) = x(t− η, t0, x0).Böylece

z0(t) = A(t)y(t) +

tZ
τ0

g(t, s, y(s))ds+ F (t, y(t), (Sy)(t))

−A(t− η)x(t− η)−
t−ηZ
τ0

g(t− η, s− η, x (s− η) ds

Kabul edelim ki t ≥ τ 0 ≥ 0 ve z0 = y0 − x0. τ 0 ≤ s ≤ t için r(s) = y(t, s, z(s))

olsun. r(s)’ nin önce diferansiyelini alıp sonra τ 0 dan t’ ye integrali alınırsa ,

τ 0 ≤ s ≤ t için (3.2.10)’ı elde ederiz.Bu integrodiferansiyel denklemler için bir

parametereerin deği̧simi formülüdür. ¥
Teorem 3.2.4: (H1), (H2), (H3) ve (H5) hipotezleri sağlansın ve x(t−η, t0, x0),

x(t, τ 0, y0 − x0), ve y(t, τ 0, y0) sırasıyla (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) integrodiferan-

siyel sistemlerinin (t0, x0)’ dan geçen ,(τ 0, y0 − x0)’ dan geçen ve (τ 0, y0)’ dan
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geçen tek çözümü olsun. Böylece y(t, τ 0, y0), x(t, τ 0, y0 − x0) ve x(t− η, t0, x0)

y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0) +R(t, τ 0)x(t, τ 0, y0 − x0)

+

tZ
τ0

∂R

∂s
(t, s) [x(t, s, y(s, τ 0, y0)− x(s− η, t0, x0)] ds+

tZ
τ0

R(t, s)
∂x

∂t0
ds

+

tZ
τ0

R(t, s)
∂x

∂x0
[A(s)y(s)−A(s− η)x(s− η) + F (s, y(s), (Sy)(s))] ds

+

tZ
τ0

sZ
τ0

g(s, γ, y(γ))dγds−
tZ
τ0

s−ηZ
τ0

g(s− η, γ − η, x(γ − η))dγds(3.2.11)

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada z(s) + x(s − η) = y(s) , τ 0 ≤ s ≤
t, η = τ 0 − t0 ve t ≥ τ 0 ≥ 0.
İspat: Kabul edelim ki x(t, τ 0, y0), (3.1.2) integrodiferansiyel sisteminin t ≥

τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü ve x(t, t0, x0)’ ın (3.1.1) integrodiferansiyel

sisteminin t ≥ t0, t0 ∈ R+ için tek çözümü olduğu yerde x(t− η, t0, x0) çözümü

de t ≥ τ 0 > 0 için (t0, x0) dan geçen ve y(t, τ 0, y0)0ın, (3.1.3) integrodiferansiyel

sisteminin t ≥ τ 0 > 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü olsun.

q(s) = R(t, s)p(s) , t ≥ τ 0, p(s) = x (t, s, y(s, τ0, y0)− x(s− η, t0, x0))

olsun. Burada R(t, s) ,(3.1.5) denkleminin çözümüdür. Aşikar olarak

q(t) = p(t), q(τ 0) = R(t, τ 0)x(t, τ 0, y0 − x0).

Böylece
dq(s)

ds
=

∂R(t, s)

∂s
p(s) +R(t, s)p0(s).

τ 0 dan t’ ye kadar integralini alırsak, (3.2.11)’i elde ederiz.Bu integrodiferansiyel

denklemler için bir parametre deği̧simi formulüdür. Ayrıca verilecek hipotezlere

ihtiyacımız var:

(H6)G ∈ C [R+ ×Rn ×Rn,Rn] .

(H7)
∂V
∂t
ve ∂V

∂x
var ve R+ ×Rn’de sürekli .

Aşağıda bir başka integrodiferansiyel denklem bulacağız ve bunu (3.1.2) ve

(3.1.3) de verilen iki integrodiferansiyel denklemle ili̧skilendireceğiz.
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Teorem 3.2.5:

z0(t) = A(t)z(t)+

tZ
t0

g(t, s, z(s))ds+G(t, z(t), (Sz)(t)), z(t0) = z0 , t ≥ t0 ≥ 0, t0 ∈ R+

(3.2.12)

integrodiferansiyel sistemini düşünelim ve (H1), (H4) ve (H6) hipotezleri sağlansın.z(t, t0, z0)

, x(t, τ 0, y0) ve y(t, τ 0, z0−y0) çözümleri t ≥ τ 0 ≥ 0 için sırasıyla (t0, z0), (τ 0, y0)
ve (τ 0, z0−y0) dan geçen (3.2.12), (3.1.2) ve (3.1.3) sistemlerinin çözümleri olsun.
Böylece z(t− η, t0, z0), x(t, τ 0, y0) ve y(t, τ 0, z0 − y0)

z(t− η, t0, z0) = x(t, τ 0, y0) + y(t, τ 0, z0 − y0) +

tZ
τ0

∂y

∂t
(t, s, v(s))ds

+

tZ
τ0

∂y

∂y0
(t, s, v(s)) {A(s)x(s) +A(s− η)z(s− η)} ds

+

tZ
τ0

s−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, s, v(s))g(s− η, γ − η, z (γ − η))dγds

+

tZ
τ0

sZ
τ0

∂y

∂y0
(t, s, v(s))g(s, γ, x (γ))dγds (3.2.13)

+

tZ
τ0

∂y

∂y0
(t, s, v(s)) {G(s− η, z(s− η), (Sz)(s− η))} ds.

integrodiferansiyel denklemini sağlar. Burada v(s) = z(s− η, t0, z0)−x(s, τ 0, y0)

, s ≥ τ 0.

İspat: Kabul edelim ki t ≥ τ 0 için v(t) = z(t− η, t0, z0)− x(t, τ 0, y0) olsun.

v(t)

v0(t) = A(t)x(t) +A(t− η)z(t− η) +G(t− η, z(t− η), (Sz)(t− η))

+

t−ηZ
τ0

g(t− η, γ − η, z (γ − η))ds+

tZ
τ0

g(t, γ, x (γ))dγ

, v(τ 0) = z0 − y0. (3.2.14)

denkleminin çözümüdür. v(t, τ 0, z0 − y0) ve y(t, τ 0, y0) ; (3.2.14) ve (3.1.3) sis-
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temlerinin çözümüyken w(s) = y(t, s, v(s)) olsun. w(t) = z(t − η, t0, z0) −
x(t, τ 0, y0), w(τ 0) = y(t, τ 0, z0 − y0) olduğuna dikkat edelim. Bu (3.1.2), (3.1.3)

ve (3.2.12) integrodiferansiyel sistemleri üzerindeki ili̧skiyi veren bir integrod-

iferansiyel denklemdir. w(s)’ yi diferansiyeller ve τ 0 dan t’ ye kadar integralini

alırsak (3.2.13)’ ü elde ederiz.

Yukarıdaki görüş Lyapunov-tipli fonksiyonlar için daha genel parametre dönü-

şüm formulünün τ 0 ≤ σ ≤ t için
∼
x(σ) = x(σ−η, t0, x0), x(τ 0−η, t0, x0) = x0 ve

V ∈ C
£
R+ × Rn,RN

+

¤
iken p(σ) = V

³
σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

´
alınarak sağlanabileceğini

önerir.¥
NOT.3.5:Kabul edelimki x(t, t0, x0), x(t, τ 0, y0) ve y(t, τ 0, y0) çözümleri sırasıyla

(3.1.1),(3.1.2) ve (3.1.3) integrodiferansiyel sitemlerinin t ≥ t0 için (t0, x0)’dan

geçen ;t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’dan geçen ve t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’dan geçen tek çözümü

olsun ve (H6) sağlansın. Böylece V (t,
∼
x(t, t0, x0)) ve V (τ 0, y(t, τ 0, x0)); τ 0 ≤ s ≤ t

ve V ∈ C1,1
£
R+ ×Rn,RN

+

¤

V (t,
∼
x(t, t0, x0)) = V (t, y(t, τ 0, x0)) +

tZ
τ0

∂V

∂t
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))dσ

+

tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂V

∂x
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

∂y(t, σ,
∼
x(σ))

∂y0
g(σ − η, s, x (s− η))dsdσ

+

tZ
τ0

∂V

∂x
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

∂y(t, σ,
∼
x(σ))

∂τ 0
dσ

+

tZ
τ0

∂V

∂x
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

∂y(t, σ,
∼
x(σ))

∂y0
A(σ − η)x(σ − η)dσ (3.2.15)

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada
∼
x(s) = x(s−η, t0, x0), x(τ 0−η, t0, x0) =

x0 ’dır. Bunu ispatlamak için kabul edelim ki τ 0 ≤ σ ≤ t için
∼
x(σ) =

x(σ − η, t0, x0), x(τ 0 − η, t0, x0) = x0 ve V ∈ C1,1
£
R+ ×Rn,RN

+

¤
iken p(σ) =

V (σ, y(t, σ,
∼
x(σ)) olsun. Böylece (3.2.15)’ de istenilen sonucu elde etmi̧s olu-

ruz. Yukarıdaki (3.2.15)’ deki ili̧ski; y(t, τ 0, y0) (3.1.3) sisteminin çözümü ve

x(t, t0, x0)’ ın t ≥ τ 0 ≥ 0 için (3.1.1)’ in çözümü olduğu yerde
∼
x(t, t0, x0),

genelleştirilmi̧s parametre deği̧simi ve Lyapunov-tipli vektor fonksiyonlarının bir-

leştirilmesi şartları altında bir Lyapunov-tipli fonksiyonu tanımlar.
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4. BAŞLANGIÇ ZAMANFARKLI LİNEEROL-

MAYAN İNTEGRODİFERANSİYELDENKLEM-

LER İÇİN PARAMETRELERİN DEĞİŞİMİ

Bu kısımda yarılineer integrodiferansiyel denklemler için parametrelerin deği̧simi

formülünü A(t)x(t) = f(t, x(t)) şeklindeki denklemler için geli̧stireceğiz. Bu

metod diferansiyel denklemlerin kualitatif teorisinde ve yarılineer integrodiferan-

siyel denklemlerin [1,2] çözümlerinin bulunmasında kolaylık sağladığı gibi lineer

olmayan integrodiferansiyel denklem sistemlerinin çözümlerinin araştırılmasında

da kolaylık sağlar.

Başlangıç zamanı farklı yarılineer pertörb ve pertörb olmayan sistemlerin

arasındaki ili̧skiyi inceleyip parametre deği̧simi formüllerini Lyapunov gibi fonksiy-

onların çözümleriyle genelleştireceğiz.

Bu bölümün sonunda ise bir sistemin diğer bir sisteme göre üssel asimtotik

kararlı olmasının ne demek olduğunun tanımını verip bir sistemin diğer bir sis-

teme göre asimtotik kararlı oluşunu bir teoremle göstereceğiz.

4.1 Başlangıç Zaman Farklı Lineer Olmayan Pertörb

İntegrodiferansiyel Denklemler için Parametrelerin

Deği̧simi

Aşağıda ki lineer olmayan

x0(t) = f(t, x(t)) +

tZ
t0

g(t, s, x(s))ds, x(t0) = x0 , t ≥ t0, t0 ∈ R+ (4.1.1)

x0(t) = f(t, x(t)) +

tZ
τ0

g(t, s, x(s))ds, x(τ 0) = y0 , t ≥ τ 0, τ 0 ∈ R+ (4.1.2)

integrodiferansiyel denklemleri düşünelim..Lineer olmayan (4.1.1) integrodifer-

ansiyel denkleminin pertörb kısmı
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y0(t) = f(t, y(t)) +

tZ
τ0

g(t, s, y(s))ds+ F (t, y(t), (Sy)(t)), y(τ 0) = y0 , t ≥ τ 0

(4.1.3)

olup aşağıda verilecek (H1) ve (H2) hipotezlerini sağlar.

Aşağıda verilecek hipotezler bazı teoremlerde kullanılacaktır.

(H1) f ∈ C [R+ × Rn,Rn] ve g ∈ C [R+ ×R+ × Rn,Rn].

(H2) F ∈ C [R+ ×Rn × Rn,Rn] ve (Sy)(t) =

Z t

τ0

k(t, s, y(s))ds , k ∈
C [R+ ×R+ × Rn,Rn] .

(H3) fx ,gx var ve sırasıyla R+ ×Rn ve R+ × R+ ×Rn de sürekli.

(H4) (4.1.3)’ün y(t, τ 0, y0) çözümünün R+ × R+ × Rn de ∂y
∂τ0

and ∂y
∂y0

kısmi

türevleri var ve sürekli.

(H5) (4.1.2) ’ün x(t, τ 0, y0) çözümünün R+×R+×Rn de ∂x
∂τ0

and ∂x
∂y0

kısmi

türevleri var ve sürekli .

(H6) x(t, t0, x0) (4.1.1) sisteminin t0+T < a J = [t0, t0 + T ] da tek çözümü

ve

H (t, t0, x0) = fx (t, x(t, t0, x0))

G (t, s, t0, x0) = gx (t, s, x(t, t0, x0))

ili̧skisini sağlar.

Teorem 4.1.1: (H1) ve (H3) hipotezleri sağlansın. Böylece

f (t, x)− f (t, y) =

Z 1

0

fx [t, sx+ (1− s) y] ds (x− y) (4.1.4)

İspat:Burada x ve y Rn’nin bir konveks kümesine aittir. Kabul edelim ki

K (s) = f(t, sx+ (1− s) y), 0 ≤ s ≤ 1

olarak alalım.D’ninkonveks oluşundan K (s) tanımlıdır. Böylece

dK

ds
=

∙
∂f (t, sx+ (1− s) y)

∂x

¸
. (x− y)

elde edilir. Bu ifadenin 0’dan 1’e kadar integrali alınırsa K (1) = f (t, x) ve
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K (0) = f (t, y) olup istenilen elde edilir.¥
Teorem 4.1.2: (H1), (H2) , (H3) ve (H6) sağlansın. Böylece

(i) φ (t, t0, x0) =
∂x
∂x0
(t, t0, x0) var ve φ (t0, t0, x0) = I olacak şekilde

y0 (t) = H(t, t0, x0)y (t) +

Z t

t0

G (t, s, t0, x0) y (s) ds (4.1.5)

eşitliğinin çözümü olsun.

(ii) ψ (t, t0, x0) =
∂x
∂t0
(t, t0, x0) var ve ψ (t0, t0, x0) = −f (t0, x0) olacak şekilde

z0 (t) = H(t, t0, x0)z (t) +

Z t

t0

G (t, s, t0, x0) z (s) ds− g(t, t0, x0) (4.1.6)

eşiliğinin çözümü olsun.

(iii) φ (t, t0, x0) , ψ (t, t0, x0) fonksiyonları

ψ (t, t0, x0) + φ (t, t0, x0) f (t0, x0) +

Z t

t0

R (t, σ; t0, x0) g(σ, t0, x0)dσ = 0 (4.1.7)

ili̧skisini sağlar.Burada

R (t, s; t0, x0) t0 ≤ s ≤ t aralığında R (t, t; t0, x0) = I ve R (t, t0; t0, x0) =

φ (t, t0, x0) olacak şekilde

∂R

∂s
(t, s; t0, x0)+R (t, s; t0, x0)H(s, t0, x0)+

Z t

s

R (t, σ; t0, x0)G (σ, s, t0, x0) dσ = 0

(4.1.8)

varyasyönel denklemin çözümüdür.

İspatı vermeden önce aşağıdaki bazı temel bilgileri hatırlayalım;

Herhangi bir fonksiyon, kapalı ve sınırlı bir bölgede sürekli ise ortalama değer

teoremi uygulanabilir olup, dolayısı ile Lipschitz koşulunu sağlar. Bu yüzden tek

çözüme sahiptir.

• f ve g var ve fx ,gx türevleri sürekli olduğundan varlık-teklik teoreminden
(4.1.1) integrodiferansiyel denkleminin (t, t0, x0)’a göre x (t, t0, x0) gibi bir ve yal-

nız bir çözümü vardır.

•fx ve gx sürekli olduğundan H ve G fonksiyonları tanımından H ve G

fonksiyonları da süreklidir

•H ve G fonksiyonları sürekli olduğundan (4.1.5) ve (4.1.6) denklemlerinin
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x (t, t0, x0)’ ın tanımlı olduğu aralıkta bir tek çözümleri vardır.

İspat :

Bu teoremde amaç başlangıç parametrelerine göre sürekliliği incelemek.

i )

(ek =
¡
e1k, ..., e

n
k

¢
ejk = 0, k 6= j ve ejk = 1, k = j

özelliğini sağlayan bir vektör olsun. h yeterince küçük bir sayı olmak üzere, x (t, h) =

x (t, t0, ek + h) olarak belirleyelim.Buradan x (t, h) , J üzerinde tanımlı ve J

üzerindelim
h→0

x (t, h) = x (t, t0, x0) , x (t, h) → x (t, t0, x0) düzgün yakınsaktır.

x (t) = x (t, t0, x0) olarak gösterelim.

Teorem 4.1.1 den

[x (t, h)− x (t)]0 = f (t, x (t, h)) +

Z t

t0

g (t, s, x (s, h)) ds−
∙
f (t, x (t)) +

Z t

t0

g (t, s, x (s)) ds

¸
= f (t, x (t, h))− f (t, x (t)) +

Z t

t0

[g (t, s, x (s, h))− g (t, s, x (s))] ds

=

Z 1

0

[fxt, sx (t, h) + (1− s) ¦ x (t)]ds [x (t, h)− x (t)]

+

Z t

t0

Z 1

0

[gx [t, s, σx (s, h)] + (1− σ)x (s)]dσ [x (s, h)− x (s)] ds

elde edilir.

xh (t) =
[x (t, h)− x (t)]

h
, h 6= 0

dersek ,açıkça görülür ki ispatlamaya çalı̧stığımız ∂x(t,t0,x0)
∂x0

ın varlığı h→ 0

giderken xh (t) fonksiyonunun limitinin varlığına eşittirBöylece x (t0, h) = x0 +

ek.h ve xh (t0) = ek olup, xh (t)

y0 (t) = H (t, t0, x0, h) y (t) +

Z t

t0

G (t, s, t0, x0, h) y (s) ds, y (t0) = ek (4.1.9)

bir çözümüdür. Burada
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H (t, t0, x0, h) =

Z 1

0

fx [t, sx (t, h) + (1− s)x (t)] ds

G (t, s, t0, x0, h) =

Z 1

0

gx [t, s, σx (s, h) + (1− σ)x (σ)] dσ

Ayrıca, J ’de lim
h→0

x (t, h) = x (t) düzgün yakınsamasından ve fx,gx fonksiyon-

larının sürekliliğinden

lim
h→0

H (t, t0, x0, h) = H (t, t0, x0)

ve

lim
h→0

G (t, s, t0, x0, h) = G (t, s, t0, x0)

yakınsaması sırasıyla J ve JxJ ’de düzgün yakınsar. (4.1.9)’i H ve G sürekli ve

h yeteri kadar küçükken bir parametreye bağlı başlanğıç değer problemi olarak

düşünelim.(4.1.9) ’in çözümü tek olduğundan , (4.1.9) ’in genel çözümü de

sabitlenmi̧s (t, t0, x0) için h’ın bir sürekli fonksiyonudur. Özel olarak lim
h→0

xh (t)

nin var ve J de (4.1.5) ün bir çözümü olduğunu gösterir.lim
h→0

xh (t)’nin varlığı
∂x
∂x0
(t, t0, x0)’a eşit olduğundan (∂x\∂x0) (t, t0, x0) var ve ∂x

∂x0
(t0, t0, x0) = I ola-

cak şekilde (4.1.5)’ ün bir çözümüdür.

Ayrıca verilen hipotezler altında (t, t0, x0) a bağlı (4.1.5) denklemi ve ∂x
∂x0
(t0, t0, x0)

süreklidir.

ii) nin ispatı için x (t, h) = x (t, t0 + h, x0) olarak tanımlayıpTeorem 4.1.1’den

yararlanalım. Böylece

|x (t, h)− x (t)|0 =
Z 1

0

fx [t, sx (t, h) + (1− s)x (t)] ds [x (t, h)− x (t)]

+

Z t

t0+h

Z 1

0

gx [t, s, σx (s, h) + (1− σ) x (s)] dσ [x (s, h)− x (s)] ds

−
Z t0+h

t0

g (t, s, x (s)) ds

elde ederiz.

xh (t) =
[x (t, h)− x (t)]

h
, h 6= 0
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olarak alırsak, xh (t) açık olarak

y0 (t) = H (t, t0, x0, h) y (t)+

Z t0+h

t0

G (t, s, t0, x0, h) y (s) ds−L (t, t0, x0, h) , y (t0 + h) = a (h)

bir çözümüdür. Burada

L (t, t0, x0, h) =
1

h

Z t0+h

t0

g (t, s, x (s)) ds

ve

a (h) = −1
h

Z t0+h

t0

f (s, x (s)) ds− 1
h

Z t0+h

t0

Z s

t0

g (s, σ, x (σ)) dσds

lim
h→0

L (t, t0, x0, h) = g (t, t0, x0)

ve

lim
h→0

a (h) = −f (t0, x0)

olduklarına dikkat edip (i)’ nin ispatına benzer şekilde y0 (t) yi H ve G fonksi-

yonları sürekli fonksiyonken ve h yeteri kadar küçükken bir parametreye bağlı in-

tegral ailesi gibi düşünürsek (4.1.9) denkleminin çözümü tek olduğundan (4.1.9)

denkleminin genel çözümü de sabitlenmi̧s (t, t0, x0) için h fonksiyonunun bir

sürekli fonksiyonudur. Bu da lim
h→0

xh (t) nin var olduğunu gösterir.lim
h→0

xh (t)

nin varlığı ∂x/∂t0 (t, t0, x0) var ve (4.1.6) denkleminin ∂x/∂t0 (t0, t0, x0) =

−f (t0, x0) olacak şekilde bir çözümü olduğu sonucuna varırız.
Sonuç olarak φ (t, t0, x0) ve ψ (t, t0, x0) sırasıyla (4.1.5) ve (4.1.6) denklem-

inin çözümüdür.

(iii)Sırasıyla (4.1.5) ve (4.1.6) başlangıç değer probleminin çözümleri φ (t, t0, x0)

ve ψ (t, t0, x0) fonksiyonları olsun.Teorem 2.1.1 i kullanarak (4.1.7) ili̧skisin elde

edilir.İspat tamamlandı.¥
Teorem 4.1.3:(H1), (H2), (H3) ve (H4) hipotezlerinin doğru ve y(t−η, t0, x0)’ı

(4.1.3) sisteminin t ≥ t0 için (t0, x0) dan geçen ve y(t, τ 0, y0) ’ı t ≥ τ 0 ≥ t0 için
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(τ 0, y0) dan geçen tek çözüm kabul etsin. Böylece y(t, τ 0, y0) ve y(t− η, t0, x0)

y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

φ (u (s) , v (s) , w (s)) ds [y0 − x0] + (τ 0 − t0)

×
⎡⎣ 1Z
0

[f(u (s)), y(u (s) , v (s) , w (s)) + F (u(s), y(u(s)), (Sy)(u(s))] ds

⎤⎦
+(τ 0 − t0)×

⎡⎣ 1Z
0

[−φ (u (s) , v (s) , w (s)) f (v (s) , w (s))] ds
⎤⎦

+(τ 0 − t0)×
1Z
0

vZ
u

g(u, η, y(η))dηds

+(τ 0 − t0)×
1Z
0

Z u

v

g(η, u, v)R (u, η; v, w) dηds (4.1.10)

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada t ≥ τ 0 ≥ 0, t0 ≥ 0 için u(s) =

st + (1− s) (t− η) , v(s) = sτ 0 + (1− s) t0 ve w(s) = sy0 + (1− s)x0 her s için

0 ≤ s ≤ 1 ve η = τ 0 − t0 ≥ 0.
İspat:Kabul edelim ki t ≥ τ 0, τ 0, t0 ∈ R+ olmak üzere her s ∈ [0, 1] için

y (u(s), v(s), w(s))

y0(u) = f(u, y(u)) +

uZ
v

g(u, s, y(s))ds+ F (u, y(u), (Sy)(u)), y(v) = w , u ≥ v

(4.1.11)

çözümüyken p(s) = y (u(s), v(s), w(s)) olsun. p(s)’ nin s ’ ye göre diferansiyelini

alıp 0 dan 1’ e kadar integralini alır , u(s), v(s), w(s) ve η yerine yazılırsa (4.1.10)

elde edilir.¥
NOT.4.1: Teorem (4.1.2) ’i (4.1.7) eşitliğini dikkate almadan kullanarak (4.1.10)

formülü
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y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

φ (u (s) , v (s) , w (s)) ds [y0 − x0]

+ (τ 0 − t0)×
1Z
0

[f(u (s)), y(u (s) , v (s) , w (s)) + F (u(s), y(u(s)), (Sy)(u(s))]ds

+(τ 0 − t0)×
⎡⎣ 1Z
0

vZ
u

g(u, η, y(η))dηds+

Z 1

0

∂ (u(s), v(s), w(s))

∂v
ds

⎤⎦
şekline dönüşür.Burada R (t, t0; t0, x0) = φ (t, t0, x0) alırsak

∂y(t, τ 0, y0)

∂y0
= R(t, τ 0;τ 0, y0) = φ (t, τ 0, y0) (4.1.12)

∂y(t, τ 0, y0)

∂τ 0
=

∂R(t, τ 0; τ 0, y0)

∂τ 0
y0−R (t, τ 0; τ 0, y0)F (τ 0, y (τ 0) , (Sy) (τ 0)) , y (τ 0) = y0

(4.1.13)

elde ederiz. Böylece yeni (4.1.10) formülü

y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

R [u(s), v(s); v(s), w(s)] ds [y0 − x0] + (τ 0 − t0)

×
1Z
0

[f(u (s) , y(u (s) , v (s) , w (s)) + F (u(s), y(u(s)), (Sy)(u(s)))] ds

+(τ 0 − t0)×
1Z
0

uZ
v

g(u, η, y(η))dηds (4.1.14)

+(τ 0 − t0)×
1Z
0

∂R

∂v
[u(s), v(s), w(s)]w (s) ds

− (τ 0 − t0)×
1Z
0

R [u(s), v(s); v(s), w(s)]F (v(s), y(v(s)), (Sy)(v(s)))ds

şeklinde yeni bir formüle dönüşür.

NOT.4.2: Eğer g(t, s, x(s)) ≡ 0 olursa ϕ (t, τ 0, y0)

X 0 = A(t)X.
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sistemi için bir temel matrisken R(t, s; τ 0, y0) = ϕ(t, τ 0, y0)ϕ
−1 (s, τ 0, y0) alırsak

(4.1.14) formülü

y(t, τ 0, y0) = y(t− η, t0, x0) +

1Z
0

£
ϕ(u(s), v(s), w(s))ϕ−1 (v(s), v(s), w(s))

¤
ds [y0 − x0]

+ (τ 0 − t0)×
1Z
0

[f(u (s) , y(u (s) , v (s) , w (s))) + F (u(s), y(u(s)), (Sy)(u(s)))] ds

+(τ 0 − t0)×
1Z
0

ϕ(u(s), v(s), w(s))
dϕ−1 (v(s), v(s), w(s))

dv
[w(s)] ds

− (τ 0 − t0)×
1Z
0

χ
£
ϕ, ϕ−1, F ; s

¤
ds

(4.1.15)

Burada

χ
£
ϕ,ϕ−1, F ; s

¤
=
£
ϕ(u(s), v(s), w(s))ϕ−1 (v(s), v(s), w(s))

¤
F (v(s), y(v(s)), (Sy)(v(s)))

olup 4.1.15 formülüne dönüşür.

4.2 Başlangıç Zamanı Farklı LineerOlmayan Pertörb ve

Pertörb Olmayan İntegrodiferansiyel Denklemler için Para-

metrelerin Deği̧simi Formülleri

Bu bölümde lineer olmayan pertörb ve pertörb olmayan integrodiferansiyel den-

klemleri inceleyeceğiz.

Teorem 4.2.1: (H1), (H5) hipotezlerinin doğru olduğunu kabul edelim. Böylece

x(t, τ 0, y0) ve x(t− η, t0, x0)

x(t, τ 0, y0) = x(t−η, t0, x0)−
tZ
τ0

G∗ (t, σ, x(σ − η); η) dσ+

1Z
0

∂x

∂y0
(t, τ 0, v(s)) ds [y0 − x0]

(4.2.1)

integral denklemini sağlar. Burada 0 ≤ s ≤ 1 için v(s) = y0s + (1 − s)x0 ,
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t ≥ τ 0 ≥ 0, τ 0 ≤ σ ≤ t ve

G∗ (t, σ, x(σ − η); η) ≡ ∂x

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η))

+
∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) f(σ − η, x (σ − η))

×
σ−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) g(σ − η, s− η, x(s− η))ds

İspat : Kabul edelim ki x(t, t0, x0) ve x(t− η, t0, x0) sırasıyla (4.1.1) ve (4.1.2)

sistemlerinin t ≥ t0 ≥ 0 için (t0, x0)’dan geçen ve t ≥ τ 0 ≥ 0, τ 0 ∈ R+ için
(τ 0, y0)’dan geçen tek çözümü olsun.

x(τ 0 − η, t0, x0) = x0 iken

p(σ) = x (t, σ, x (σ − η)) , τ 0 ≤ σ ≤ t

olsun. Böylece

dp(σ)

dσ
=

∂x

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) +

∂x

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) f (σ − η, x (σ − η))

+

σ−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) g(σ − η, s− η, x(s− η))ds (4.2.2)

≡ G∗ (t, σ, x(σ − η); η)

elde ederiz. Elde edilen (4.2.2) ’yi σ’ya göre τ 0 ’dan t’ye kadar integralini alırsak

x(t− η, t0, x0) = x(t, τ 0, x0) +

tZ
τ0

GB (t, σ, x(σ − η); η) dσ , t ≥ τ 0 ≥ 0 (4.2.3)

elde ederiz.

q(s) = x(t, τ 0, v(s)), v(s) = y0s+ (1− s)x0, 0 ≤ s ≤ 1

alırsak,

dq(s)

ds
=

∂x

∂y0
(t, τ 0, v(s)) [y0 − x0] .
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elde ederiz.s ’ ye göre 0 dan 1’e kadar integralini alırsak

x(t, τ 0, y0) = x(t, τ 0, x0) +

1Z
0

∂x

∂y0
(t, τ 0, v(s))ds [y0 − x0] , t ≥ τ0 (4.2.4)

elde ederiz.

Elde ettiğimiz (4.2.3) ve (4.2.4) birleştirilmesi (4.2.1)’i gerektirir. Böylece

(4.2.1) başlangıç zaman ve konumları farklı (4.1.1) ve (4.1.2) integrodiferansiyel

denklemlerinin çözümleri arasındaki ili̧skiyi verir.¥
Teorem 4.2.2: (H1), (H2) ve (H3) hipotezlerinin doğru ve x(t, t0, x0), x(t, τ 0, y0)

ve y(t, τ 0, y0) çözümleri sırasıyla (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) integrodiferansiyel sis-

temlerinin t ≥ t0 için (t0, x0)’dan geçen ve t ≥ τ 0 için (τ 0, y0) için ve t ≥ τ 0

için (τ 0, y0)’dan geçen tek çözümü olsun. Böylece y(t, τ 0, y0) ve x(t− η, t0, x0)

y(t, τ 0, y0) = x(t−η, t0, x0)−
tZ
τ0

∼
G (t, σ, x(σ − η); η) dσ+

1Z
0

∂y

∂y0
(t, τ 0, v(s)) ds [y0 − x0]

(4.2.5)

integrodiferansiyel denklemini sağlar. Burada v(s) = y0s+(1− s)x0 , 0 ≤ s ≤ 1
ve τ 0 ≤ σ ≤ t, t ≥ τ 0 ≥ 0 için

∼
G (t, σ, x(σ − η); η) =

∂y

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η))

+
∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) f(σ − η, x (σ − η))

+

σ−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) g(σ − η, s− η, x(s− η))ds.

İspat : Kabul edelim ki x(t, τ 0, y0), (4.1.2) sisteminin t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’dan

geçen tek çözümü,x(t, t0, x0) (4.1.1) sisteminin t ≥ t0, t0 ∈ R+ için tek çözümüyken
x(t−η, t0, x0) çözümü de t ≥ τ 0 ≥ 0 için (t0, x0)’dan geçen ve y(t, τ 0, y0)’ın (4.1.3)
sisteminin t ≥ τ 0 ≥ 0 için (τ 0, y0)’dan geçen tek çözümü olsun.

∼
p (σ) = y (t, σ, x (σ − η)) , x(τ 0 − η, t0, x0) = x0, τ 0 ≤ σ ≤ t
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olsun. Buradan
∼
p’yi σ’ya göre önce diferansiyelini alıp sonra elde ettiğimiz

ifadenin τ 0’ dan t’ ye kadar integralini alırsak

x(t− η, t0, x0)− y(t, τ 0, x0) =

tZ
τ0

∂y

∂τ 0
(t, σ, x (σ − η)) dσ

+

tZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) f(σ − η, x (σ − η))dσ

+

tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, σ, x (σ − η)) g(σ − η, s− η, x(s− η))dsdσ

≡
∼
G (t, σ, x(σ − η); η) (4.2.6)

x(t− η, t0, x0) = y(t, τ 0, x0) +

tZ
τ0

∼
G (t, σ, x(σ − η); η) dσ (4.2.7)

elde ederiz. Şimdi

∼
q(s) = y(t, τ 0, v(s)), v(s) = y0s+ (1− s)x0, 0 ≤ s ≤ 1

olarak alırsak
d

ds

∼
q(s) =

∂y

∂y0
(t, τ 0, v(s)) [y0 − x0] .

elde ederiz.
∼
q’yi s0ye göre 0 ’dan 1’e kadar integralini alırsak

y(t, τ 0, y0) = y(t, τ 0, x0) +

1Z
0

∂y

∂y0
(t, τ 0, v(s))ds [y0 − x0] , t ≥ τ 0 ≥ 0. (4.2.8)

elde ederiz. Elde ettiğimiz (4.2.7) ve (4.2.8)’in birleştirilmesi (4.2.5) ’i gerek-

tirir. Böylece (4.2.5), başlangıç zamanları ve konumları farklı (4.1.1) ve (4.1.3)

integrodiferansiyel denklemlerinin çözümleri arasındaki ili̧skiyi verir.¥
NOT.4.3: Not 4.1 deki (4.1.12) ve (4.1.13) eşitliklerini kullanarak
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y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0)−
tZ
τ0

∙
∂R

∂τ 0
(t, σ; τ 0, y0)x (σ − η)

¸
dσ

+

tZ
τ0

R(t, σ; τ 0, y0)F (σ, y(σ), (Sy)(σ))dσ

−
tZ
τ0

R(t, σ; τ 0, y0)f(σ − η, x (σ − η) dσ

−
tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

R(t, σ; τ 0, y0)g(σ − η, s− η, x(s− η))dsdσ

+R(t, τ 0; τ 0, y0) [y0 − x0] (4.2.9)

elde ederiz.

NOT.4.4:g(t, s, x(s)) ≡ 0 olsun.Böylece Not 4.2 ’yi kullanarak

y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0) + ϕ(t, τ 0, y0)ϕ
−1(τ 0, τ 0, y0) [y0 − x0]

− ϕ(t, t0, y0)

tZ
τ0

∙
dϕ−1(σ, τ 0, y0)

dσ
x (σ − η)

¸
dσ. (4.2.10)

−ϕ(t, t0, y0)
tZ
τ0

ϕ−1(σ, τ 0, y0)(f(σ − η, x (σ − η))− F (σ, y(σ), (Sy)(σ)))dσ.

elde ederiz.

Şimdi (4.2.5) deki ili̧skiyi farklı bir yoldan elde edelim.

Teorem 4.2.3: Kabul edelim ki (H1), (H2), (H3) ve (H4) hipotezlerinin

doğru ve x(t, t0, x0), x(t, τ 0, y0), y(t, τ 0, y0) sırasıyla (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3)

integrodiferansiyel sistemlerinin t ≥ t0 için (t0, x0)’ dan geçen ; t ≥ τ 0 için

(τ 0, y0)’ dan geçen ve t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü.olsun. Böylece

y(t, τ 0, y0), y(t, τ 0, y0 − x0) ve x(t− η, t0, x0)
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y(t, τ 0, y0) = y(t, τ 0, y0 − x0)− x(t− η, t0, x0)

+

tZ
τ0

∼
H (t, s, z (s) ; η) ds (4.2.11)

+

tZ
τ0

sZ
τ0

g(s, γ, y(γ))dγds−
tZ
τ0

s−ηZ
τ0

g(s− η, γ − η, x (γ − η) dγds

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada τ 0 ≤ s ≤ t, η = τ 0−t0 ve t ≥ τ 0 ≥ 0
için z(s) + x(s− η) = y(s) ve

∼
H (t, s, z (s) ; η) ≡ ∂y

∂τ 0
(t, s, z(s))

+
∂y

∂y0
(t, s, z(s)) {f(s, y(s))− f(s− η, y (s)− z (s)) + F (s, y(s), (Sy)(s))}

İspat : Kabul edelim ki x(t, τ 0, y0), (4.1.2) sisteminin t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’ dan

geçen tek çözümü, x(t, t0, x0)’ın (4.1.1) diferansiyel sisteminin t ≥ t0 için (t0, x0)’

dan geçen tek çözümüyken x(t− η, t0, x0) çözümü de t ≥ τ 0 ≥ 0, τ 0 ∈ R+ için
y(t, τ 0, y0)’ın, (4.1.3) diferansiyel sisteminin (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü olsun.

z(t) = y(t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0) ≡ y(t)− ∼
x(t), t ≥ τ 0 ≥ 0

olsun. Burada z(τ 0) = y0 − x0 ve
∼
x(t) = x(t− η, t0, x0). Böylece t ≥ τ 0 ≥ 0 ve

z0 = y0 − x0 için

z0(t) = f(t, y(t)) +

tZ
τ0

g(t, s, y(s))ds

−
t−ηZ
τ0

g(t− η, s− η, x (s− η) ds+ F (t, y(t), (Sy)(t))− f(t− η, x(t− η))

≡ H∗ (t, z (t) ; η)

Kabul edelim ki r(s) = y(t, s, z(s)) , τ 0 ≤ s ≤ t olsun
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dr (s)

ds
=

∂y

∂τ 0
(t, s, z(s)) +

∂y

∂y0
(t, s, z(s))H∗ (s, z (s) ; η) ≡

∼
H (t, s, z (s) ; η)

elde ederiz ve elde ettiğimiz bu ifadenin τ 0 dan t ’ye kadar integralini alırsak için

τ 0 ≤ s ≤ t için (4.2.11) i

z (t, τ 0, y0 − x0) = y (t, τ 0, y0 − x0) +

tZ
τ0

∼
H (t, s, z (s) ; η) ds

ya da ona eşit olan

y(t, τ 0, y0) = y(t, τ 0, y0 − x0)− x(t− η, t0, x0)

+

tZ
τ0

∼
H (t, s, z (s) ; η) ds (4.2.12)

+

tZ
τ0

sZ
τ0

g(s, γ, y(γ))dγds−
tZ
τ0

s−ηZ
τ0

g(s− η, γ − η, x (γ − η) dγds.

elde ederiz. Bu integrodiferansiyel denklemler için bir parametrelerin deği̧simi

formülüdür.¥
Teorem 4.2.4:(H1), (H2), (H3) ve (H5) hipotezleri sağlansın ve x(t−η, t0, x0),

x(t, τ 0, y0 − x0), ve y(t, τ 0, y0) sırasıyla (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) integrodiferan-

siyel sistemlerinin (t0, x0)’ dan geçen ,(τ 0, y0 − x0)’ dan geçen ve (τ 0, y0)’ dan

geçen tek çözümü olsun. Böylece y(t, τ 0, y0), x(t, τ 0, y0 − x0) ve x(t− η, t0, x0)
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y(t, τ 0, y0) = x(t− η, t0, x0) +R(t, τ 0; τ 0, y0)x(t, τ 0, y0 − x0)

+

tZ
τ0

∂R

∂s
(t, s; τ 0, y0) [x(t, s, y(s, τ 0, y0)− x(s− η, t0, x0)] ds

+

tZ
τ0

R(t, s; τ 0, y0)
∂x

∂t0
ds

+

tZ
τ0

R(t, s; τ 0, y0)
∂x

∂x0
[f(s, y(s))− f(s− η, x(s− η) + F (s, y(s), (Sy)(s))] ds

+

tZ
τ0

sZ
τ0

g(s, γ, y(γ))dγds−
tZ
τ0

s−ηZ
τ0

g(s− η, γ − η, x(γ − η))dγds (4.2.13)

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada τ 0 ≤ s ≤ t, η = τ 0−t0 vet ≥ τ 0 ≥ 0
için z(s) + x(s− η) = y(s).

İspat :Kabul edelim ki x(t, τ 0, y0), (4.1.2) integrodiferansiyel sisteminin t ≥
τ 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü ve x(t, t0, x0)’ ın (4.1.1) integrodiferansiyel

sisteminin t ≥ t0, t0 ∈ R+ için tek çözümü olduğu yerde x(t− η, t0, x0) çözümü

de t ≥ τ 0 > 0 için (t0, x0) dan geçen ve y(t, τ 0, y0)0ın, (4.1.3) integrodiferansiyel

sisteminin t ≥ τ 0 > 0 için (τ 0, y0)’ dan geçen tek çözümü olsun.

q(s) = R(t, s; τ 0, y0)p(s) , t ≥ τ 0, p(s) = x (t, s, y(s, τ 0, y0)− x(s− η, t0, x0))

olsun. Burada R(t, s; τ0, y0), (4.1.8) denkleminin çözümüdür. Açıkça görülür ki

q(t) = p(t), q(τ 0) = R(t, τ 0; τ 0, y0)x(t, τ 0, y0 − x0).

Buradan
dq(s)

ds
=

∂R(t, s; τ 0, y0)

∂s
p(s) +R(t, s; τ 0, y0)p

0(s).

τ 0 dan t ye kadar integral alınırsa, (4.2.13)yi elde ederiz. Bu integrodiferansiye

denklemler için bir parametrelerin deği̧simi formülüdür.¥
Verilecek hipotezlere ihtiyacımız olacaktır:
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(H6)L ∈ C [R+ ×Rn × Rn,Rn] .

(H7)
∂V
∂t
ve ∂V

∂x
var ve R+ ×Rn’ da sürekli.

Yukarıda (4.1.2) ve (4.1.3) ile verilen iki integrodiferansiyel denklem sistem-

lerinin ili̧skisi bir başka integrodiferansiyel denklemle aşağıda verilecek.

Teorem 4.2.5:

z0(t) = f(t, z(t))+

tZ
t0

g(t, s, z(s))ds+L(t, z(t), (Sz)(t)), z(t0) = z0 , t ≥ t0 ≥ 0, t0 ∈ R+

(4.2.14)

diferansiyel sistemini düşünelim ve (H1), (H4) ve (H7) hipotezlerinin sağlandığını

kabul edip z(t, t0, z0) , x(t, τ 0, y0) ve y(t, τ 0, z0 − y0) sırasıyla t ≥ τ 0 ≥ 0 için

(t0, z0), (τ 0, y0) ve (τ 0, z0− y0)’ dan geçen (4.2.12), (4.1.2) ve (4.1.3) diferansiyel

sistemlerinin çözümü olsun. Böylece z(t−η, t0, z0), x(t, τ 0, y0) ve y(t, τ 0, z0−y0)

z(t− η, t0, z0) = x(t, τ 0, y0) + y(t, τ 0, z0 − y0) +

tZ
τ0

T (t, s, v(s); η) (4.2.15)

integrodiferansiyel denklemini sağlar. Burada v(s) = z(s−η, t0, z0)−x(s, τ 0, y0)
ve s ≥ τ 0 için

T (t, s, v(s); η) ≡ ∂y

∂τ 0
(t, s, v(s)) +

∂y

∂y0
(t, s, v(s)) (4.2.16)

×{f(s− η, z(s− η))− f(s, x(s)) + L(s− η, z(s− η), (Sz)(s− η))}

+

s−ηZ
τ0

∂y

∂y0
(t, s, v(s))g(s− η, γ − η, z (γ − η))dγ

−
sZ
τ0

∂y

∂y0
(t, s, v(s))g(s, γ, x (γ))dγ

İspat : Kabul edelim ki v(t) = z(t− η, t0, z0)− x(t, τ 0, y0) , t ≥ τ 0 olsun. v(t)
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v0(t) = f(t− η, z(t− η))− f(t, x(t)) + L(t− η, z(t− η), (Sz)(t− η))

+

t−ηZ
τ0

g(t− η, γ − η, z (γ − η))ds (4.2.17)

−
tZ
τ0

g(t, γ, x (γ))dγ , v(τ 0) = z0 − y0.

çözümüdür.

v(t, τ 0, z0−y0) ve y(t, τ 0, y0) (4.2.14) ve (4.1.3) çözümleriykenw(s) = y(t, s, v(s))

olsun. Burada w(t) = v (t) = z(t−η, t0, z0)−x(t, τ 0, y0), w(τ 0) = y(t, τ 0, z0− y0)

olup her iki tarafın diferansiyelini alırsak

dw (s)

ds
=

∂y (t, s, v (s))

∂t0
+

∂y (t, s, v (s))

∂y0
v0 (t) ≡ T (t, s, v(s); η)

elde edilir. Elde ettiğimiz ifadenin τ 0 dan t’ye kadar integralini alırsak (4.2.15)

’i elde ederiz.

Bu yukarıda belirtilen (4.1.2), (4.1.3) ve (4.2.14) integrodiferansiyel sistemleri

arasındaki ili̧skiyi veren bir integral denklemdir.

Yukarıdaki görüş
∼
x(σ) = x(σ − η, t0, x0), x(τ 0 − η, t0, x0) = x0 , τ 0 ≤ σ ≤ t

ve V ∈ C
£
R+ ×Rn,RN

+

¤
iken p(σ) = V

³
σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

´
olarak alındığında

Lyapunov tipli denklemler için daha genelleştirilmi̧s parametrelerin deği̧simi

formülü elde edilebilir.¥
NOT .4.5:Kabul edelimki x(t, t0, x0), x(t, τ 0, y0) ve y(t, τ 0, y0) çözümleri

sırasıyla (4.1.1),(4.1.2) ve (4.1.3) integrodiferansiyel sitemlerinin t ≥ t0 için

(t0, x0)’dan geçen ;t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’dan geçen ve t ≥ τ 0 için (τ 0, y0)’dan geçen

tek çözümü olsun. (H4) ve (H7) hipotezleri sağlansın. Böylece V (t,
∼
x(t, t0, x0))

ve V (τ0, y(t, τ 0, x0))
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V (t,
∼
x(t, t0, x0)) = V (t, y(t, τ 0, x0)) +

tZ
τ0

∂V

∂t
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))dσ

+

tZ
τ0

σ−ηZ
τ0

∂V

∂x
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

∂y(t, σ,
∼
x(σ))

∂y0
g(σ − η, s, x (s− η))dsdσ

+

tZ
τ0

∂V

∂x
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

∂y(t, σ,
∼
x(σ))

∂τ 0
dσ

+

tZ
τ0

∂V

∂x
(σ, y(t, σ,

∼
x(σ))

∂y(t, σ,
∼
x(σ))

∂y0
f(σ − η, x(σ − η))dσ(4.2.17)

integrodiferansiyel denklemini sağlar.Burada
∼
x(s) = x(s − η, t0, x0), x(τ 0 −

η, t0, x0) = x0 , τ 0 ≤ s ≤ t ve V ∈ C1,1
£
R+ × Rn,RN

+

¤
olur.

İspatı için
∼
x(σ) = x(σ − η, t0, x0), x(τ 0 − η, t0, x0) = x0 ,τ 0 ≤ σ ≤ t ve

V ∈ C1,1
£
R+ ×Rn,RN

+

¤
iken p(σ) = V (σ, y(t, σ,

∼
x(σ)) olsun. Böylece istenilen

(4.2.17) sonucunu elde ederiz.

Yukarıdaki (4.2.15)’ deki ili̧ski; y(t, τ 0, y0) (4.1.3) sisteminin çözümü ve x(t, t0, x0)’

ın t ≥ τ 0 ≥ 0 için (4.1.1)’ in çözümü olduğu yerde ∼
x(t, t0, x0), genelleştirilmi̧s

parametrelerin değiimi ve Lyapunov-tipli vektor fonksiyonlarının birleştirilmesi

şartları altında bir Lyapunov-tipli fonksiyonu tanımlar.V (t, x) = x (4.2.5) for-

mulünü verir.

Teorem 4.2.7:(H2) hipotezinin sağlandığını düşünelim. φ (t, τ 0, y0) = ∂x
∂y0
(t, τ 0, y0)

olsun ve teorem (4.1.1)’ in şartları sağlansın. Eğer x(t, τ 0, y0) , J aralığında

(4.1.2) in çözümü ve y(t, τ 0, y0), J aralığında (4.1.3) in çözümüyse ve R (t, s; τ 0, x0)

(4.1.7)’ nin çözümü olduğu yerde

y(t, τ 0, y0) = x(t, τ 0, y0) +

Z t

τ0

φ(t, s, y(s).F (s, y (s) , (Sy) (s))ds (4.2.18)

+

Z t

τ0

Z t

s

[φ (t, σ, y(σ))−R (t, σ; s, y (s))] g(σ, s, y(s)dσds

İspat:Kabul edelim ki p (s) = x (t, s, y(s)) olsun ve y (s) = y(s, τ 0, y0) olsun.

Buradan

p0 (s) =
∂x (t, s, y (s))

∂τ 0
+

∂x (t, s, y (s))

∂y0
.y0 (s)
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p0 (s) = ψ (t, s, y(s)) + φ (t, s, y(s)) .y0 (s) ve y0 (s) yi yerine yazarsak

p0 (s) = ψ (t, s, y(s))+φ (t, s, y(s))¦
∙
f (s, y (s)) +

Z s

τ0

g (s, σ, y (σ)) dσ + F (s, y (s) , (Sy) (s))

¸

ve τ 0 ’dan t’ye kadar integrali alırsak

p (t)− p (τ 0)−
Z t

τ0

φ (t, s, y(s))F (s, y (s) , (Sy) (s))ds

=

Z t

t0

[ψ (t, s, y(s)) + φ (t, s, y(s)) f (s, y (s))

+φ (t, s, y(s))

Z s

τ0

g (s, σ, y (σ)) dσ + F (s, y (s) , (Sy) (s))dσ]ds

elde ederiz. ψ (t, τ 0, y0)+φ (t, τ 0, y0) f (τ 0, y0)+
R t
t0
R (t, σ; τ 0, x0) g(σ, τ 0, y0)dσ =

0 olduğundan (4.2.18) elde edilir.¥
TANIM:4.2.1. Eğer t ≥ τ 0 ≥ 0, t0 ∈ R+ ve η = τ 0 − t0 için

ky(t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0)k ≤ C (τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|)× exp [p(τ 0)− p (t)]

ise (4.1.3) sisteminin (τ 0, y0) geçen y (t, τ 0, y0) çözümü; x(t, t0, x0) (4.1.1) sis-

teminin çözümüyken x(t− η, t0, x0) göre başlangıç zamanı farklı genelleştirilmi̧s

üssel asimtotik kararlıdır denir. Burada C (t, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|) > 0 sürekli

ve p ∈ K = {p ∈ C [R+,R+] : p (t) , t ’ye göre azalmayan ve p (0) = 0} , t → ∞
iken p (t)→∞ bir fonksiyondur.

TANIM:4.2.2Özel olarak verilen her ρ > 0 için ,φ (t, s, y (s)) (4.1.6) Varyasy-

onel denklemin temel matrisiyken

kφ (t, s, y (s))k ≤Me−α(t−s), ky (s)k ≤ ρ

olacak şekilde bir M sabiti varsa (4.1.3) sisteminin (τ0, y0) geçen y (t, τ 0, y0)

çözümü; x(t, t0, x0) (4.1.1) sisteminin çözümüyken x(t−η, t0, x0) göre varyasyon
da başlangıç zaman farklı genelleştirilmi̧s üssel asimtotikli kararlıdır denir.
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Teorem 4.2.8: Kabul edelim ki

(i) Teorem 4.1.2 nin hipotezleri sağlansın;

(ii) Yukarıdaki (4.1.2) sisteminin (τ0, y0) dan geçen x (t, τ 0, y0) çözümü;

x(t, t0, x0),(4.1.1) sisteminin bir çözümüyken x(t−η, t0, x0) göre t ≥ τ 0 ≥ 0, t0 ∈
R+ ve η = τ 0 − t0 için başlangıç zamanı farklı genelleştirilmi̧s üssel olarak

asimtotik kararlı olsun yani.α ve M gibi pozitif sayılar vardır öyle ki

t ≥ τ 0 için kx (t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0)k ≤M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|] .e−α(t−τ0);

(iii) α,M∗ ve ρ pozitif sayıları olsun öyle ki

kx0k ≤ ρ için kφ (t, s, y0)k ≤M∗e−α(t−s)ve kR (t, s; τ 0, x0)k ≤M∗eα(t−s);

(iv)

kxk ≤ ρ için kg (t, s, x)k ≤ K kxk e−2αt,

ve

kxk ≤ ρ ve kyk ≤ ρ için kF (t, x, (Sy) (t))k ≤ λ (t) kxk+
Z t

τ0

β (t, s) ky (s)k ds

olup burada λ ∈ C [R+,R+] β ∈ C [R+ × R+,R+] ;
(v) λ ∈ C [R+,R+] ve R0 (t, s) için

∂R0 (t, s)

∂s
+R0 (t, s)λ0 (s) +

Z t

s

R0 (t, σ) γ (σ, s) dσ = 0

denkleminin çözümüdür. Burada

λ0 (s) =M∗λ (s) +
2M∗K

α
e−(τ0+s) ve γ (t, s) = β (t, s) eα(t−s).

ve
R∞
τ0

P (ζ)dζ = P1 (τ 0) olup burada P (ζ) ∈ C [[0,∞)] olacak şekilde bir P1 (τ 0)var.
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Böylece yukarıdaki (4.1.3) sisteminin y (t, τ 0, y0) çözümü, x(t, t0, x0) (4.1.1)

sisteminin bir çözümü iken, x(t − η, t0, x0) göre t ≥ τ 0 ≥ 0, t0 ∈ R+ ve η =
τ 0 − t0 için varyasyonda başlangıç zaman farklı genelleştirilmi̧s kararlıdır.

İspat : Kabul edelim ki

z (t) = kx(t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0)k
m (t) = ky(t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0)k

olsun.

y(t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0) = x(t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0)

+

Z t

τ0

φ(t, s, y(s)).F (s, y (s) , (Sy) (s))ds+

+

Z t

τ0

Z t

s

[φ (t, σ, y(σ))−R (t, σ; s, y (s))] g(σ, s, y(s))dσds

denkleminden (i) ve (ii) kabullerinden ve üçgen eşitsizliğinden

m (t) ≤ z (t) +

Z t

τ0

kφ(t, s, y(s))k kF (s, y (s) , (Sy) (s))k ds

+

Z t

τ0

Z t

s

k[φ (t, σ, y(σ))−R (t, σ; s, y (s))]k kg(σ, s, y(s))k dσds

ve

m (t) ≤ z (t) +M∗
Z t

τ0

e−α(t−s)λ (s) ky (s)k ds

+

Z s

τ0

M∗e−α(t−s)
Z s

τ0

β (s, σ) ky(σk)dσds

+

Z t

τ0

Z t

s

2M∗Ke−α(t−σ).e−2ασ ky (s)k dσds

elde edilir.ky (s)k için üçgen eşitsizliğinden yararlanırsak
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m (t) ≤ z (t) +M∗
Z t

τ0

e−α(t−s)λ (s) (m(s) + kx (s− η, t0, x0)k) ds

+

Z t

τ0

M∗e−α(t−s)
Z s

τ0

β (s, σ) (m (σ) + kx (σ − η, t0, x0)k) dσds

+

Z t

τ0

Z t

s

2M∗Ke−α(t−σ).e−2ασ (m(s) + kx (s− η, t0, x0)k) dσds

elde ettiğimiz eşitsizliğin her iki tarafını eα(t−τ0) ile çarparsak

m (t) eα(t−τ0) ≤ z (t) eα(t−τ0) +M∗
Z t

τ0

λ (s)m (s) eα(s−τ0)ds+M∗2
Z t

τ0

λ (s) kx0k ds

+M∗
Z t

τ0

Z s

τ0

β (s, σ)m (σ) eα(σ−τ0)dσds+M∗2
Z t

τ0

Z s

τ0

β (s, σ) kx0k dσds

+

Z t

τ0

2M∗K
α

e−α(τ0+s).m (s) eα(s−τ0)ds

+

Z t

τ0

2M∗2K
α

e−α(τ0+s) kx0k .ds

elde edilir.U (t) = m (t) eα(t−τ0) olarak tanımlayalım.Buradan

U (t) ≤ z (t) eα(t−τ0) +M∗
Z t

τ0

λ (s)U (s) ds+M∗2
Z t

τ0

λ (s) kx0k ds

+M∗
Z t

τ0

Z s

τ0

β (s, σ)U (σ) dσds+M∗2
Z t

τ0

Z s

t

β (s, σ) kx0k dσds

+

Z t

τ0

2M∗K
α

e−α(τ0+s).U (s) ds

+

Z t

τ0

2M∗2K
α

e−α(τ0+s) kx0k .ds

ve (v) kabulünden

U (t) ≤ z (t) eα(t−τ0) +
Z t

τ0

λ0 (ζ)U (ζ) dζ +M

Z t

τ0

λ0 (ζ) kx0k dζ

+M

Z t

τ0

Z s

ζ

β (σ, ζ)U (ζ) dσdζ

+M2

Z t

τ0

Z s

ζ

β (σ, ζ) kx0k dσdζ



55

elde edilir. Son elde ettiğimiz ifadeyi düzenlersek

U (t) ≤ z (t) eα(t−τ0) +
Z t

τ0

∙
λ0 (ζ) +M∗

Z s

ζ

β (σ, ζ) dσ

¸
U (ζ) dζ

+M∗
Z t

τ0

∙
λ0 (ζ) +M∗

Z s

ζ

β (σ, ζ) dσ

¸
kx0k dζ.

U (t) ≤ M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|] +
Z t

τ0

∙
λ0 (ζ) +M∗

Z s

ζ

β (σ, ζ) dσ

¸
U (ζ) dζ

+M∗
Z t

τ0

∙
λ0 (ζ) +M∗

Z s

ζ

β (σ, ζ) dσ

¸
kx0k dζ

olur.

N (t) =
h
M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|] +M∗ R t

τ0

h
λ0 (ζ) +M∗ R s

ζ
β (σ, ζ) dσ

i
kx0k

i
ve P (ζ) = λ0 (ζ) +M∗ R s

ζ
β (σ, ζ) dσ alırsak

N (t) =

∙
M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|] +M∗

Z t

τ0

P (ζ) kx0k dζ
¸

U (t) ≤ N (t) +

Z t

τ0

P (ζ)U (ζ) dζ

elde edilir.Genelleştirilmi̧s Gronwall’s (Goltwitzer) eşitsizliğinden

U (t) ≤ N (τ 0) e
t
τ0

P (ζ)dζ +

Z t

τ0

e
t
ζ P (ζ)dζP ∗ (ζ) kx0k dζ

= M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|] e
t
τ0

P (ζ)dζ +

Z t

τ0

e
t
ζ P (ζ)dζP ∗ (ζ) kx0k dζ

elde edilir.Burada P ∗ (ζ) =M∗P (ζ) olarak aldık.

U (t) ≤ (M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|]) eP1(τ0) + eP1(τ0) [M∗P1 (τ 0) kx0k]
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U (t) ≤ eP1(τ0) (M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|]) + [M∗P1 (τ 0) kx0k]
m (t) eα(t−τ0) ≤ eP1(τ0) [M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|] +M∗P1 (τ 0) kx0k]

ky(t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0)k ≤ eP1(τ0) [M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|] +M∗P1 (τ 0) kx0k] e−α(t−

elde edilir. Kabul edelim ki

[M [τ 0, ky0 − x0k+ |τ 0 − t0|] + P1 (τ 0) kx0k] eP1(τ0) = C

olsun. Böylece

ky(t, τ 0, y0)− x(t− η, t0, x0)k ≤ Ce−α(t−τ0)

bulunur. Böylece (4.1.3) sisteminin y (t, τ 0, y0) çözümü,. x(t, t0, x0) çözümü

(4.1.1) sisteminin bir çözümüyken, x(t − η, t0, x0) göre t ≥ τ 0 ≥ 0, t0 ∈ R+
ve η = τ 0 − t0 için başlangıç zamanı farklı üssel asimtotik kararlıdır.¥
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SONUÇ

Bu çalı̧smada parametrelerin deği̧sim metodu kullanılarak lineer ve lineer-

olmayan ve yarılineer integro-diferansiyel denklemler için analitik gösterimler elde

edilip bu analitik formüllerle integro-diferansiyel denklem sistemlerinin kararlılığı

elde edilmi̧stir.

Bahsettiğimiz metodların yardımı ile pertörb ve pertörb olmayan integro-

diferansiyel denklemler için parametrelerin deği̧sim formülleri örneklerle incelen-

mi̧stir.



58

KAYNAKLAR

[1] V.M. Alekseev, An estimate for perturbations of the solution of or-

dinary differential equation, Vestnik Moscov, University Ser.

T. Mathematical Mekh. 2 (1961), 28-36.

[2] Lakshmikantham, V. and Deo, S.G., Method of Variation of Parameter

for Dynamic Systems. Gordon and Breach Science Publishers, Amsterdam, The

Netherlands,1998.

[3] Lakshmikantham, V. and Deo, S.G., Method of Variation of Parameter

for Dynamic Systems, Gordon and Breach Science Publishers, Amsterdam, The

Netherlands,1998.

[4] Lakshmikantham, V. and Rao, M., Theory of Integro-differential Equa-

tions,Gordon and Breach Science Publishers, Singapore 1995.

[5] Lakshmikantham, V. and Vatsala, A.S., Differential inequalities with

time difference and application, Journal of Inequalities and Applications. 1999,

Vol. 3, pp. 233-244.

[6] Shaw, M.D. and Yakar, C., Stability criteria and slowly growing mo-

tions with initial time difference. International Journal of Problems of Nonlinear

Analysis in Engineering Systems. Volume 6, Issue 1(11) 2000. (50-66).

[7] Hastings,S.P., Variation of parameters for nonlinear differential-difference

equations, Proc. Amer. Math. Soc.19 (1968) , 1211-1216.

[8] Hu,S.,Lakshmikantham,V. and Rao, M.R.M., Nonlinear variation of

parameters formula for integrodifferential equations of Volterra type, J.Math

Analy. Appl.129 (1988), 223-230.

[9] Miller, R.K ,Nonlinear Volterra Integral Equations , Benjamin, Men-

loPark, CA 1971.

[10] Guo, D., Initial value problems for integrodifferential equations of

Volterra type in Banach spaces, J.Appl.Math. and Stoch. Analy.7 (1994), 13-23.

[11] Yakar, C.and Deo, S.G., Variation of Parameter formulae with ini-

tial time difference for linear integrodifferential equations.Journal of Applicable

Analysis. Vol.85No:4.April 2006, 333-343.



59

ÖZGEÇMİŞ
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