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III

OZET

TEZ BASLIGI: integrodiferansiyel denklemler igin parametrelerin degisim ve

uygulamalari.
YAZAR ADI: Mine KELES

Bu tezde Volterra-tipli lineer ve lineer-olmayan integro-diferansiyel denklem
sistemleri i¢in parametrelerin degisimi metodu ve bunlarin uygulamasi incelenmistir.
Lineer Volterra-integro-diferansiyel denklem sistemi i¢in bu sisteme denk lineer
diferansiyel sistem bulunmustur ve bu metot lineer matris integro-diferansiyel

sistemine genellestirilmistir.

Lineer ve lineer olmayan integro-diferansiyel denklem sistemleri i¢in kararlilik

ozellikleri lizerine sonuglar elde edilmistir.

Farkli baslangic zaman ve pozisyonlu pertorb-olmayan (saptirilmis-olmayan) ve
pertdrb (saptirilmis) sistemler arasindaki iliskiyi parametrelerin degisim formiilii
kullanilarak (PDF) elde edilmistir. Ayrica Lyapunov-like fonksiyonlarinin
¢Oziimiinilin yapisiyla alakali genellestirilmig parametrelerin degisim formiilii (PDF)

belirtilmistir.



IV

SUMMARY

TITLE OF THE THESIS: Variation of parameters for integro-diferential

equations and its applications.
AUTHOR: Mine KELES

In this thesis; we have discussed the method of variation of parameters for linear and
nonlinear integrodifferential systems of Volterra-type and we have application of
them. We have found an equivalent linear-differential system for linear Volterra
integro-differential system and expand this method to linear matrix integro-

differential system.

We have obtained stability properties for linear and nonlinear integro-differential

systems.

We derive VPF showing the relationship between: unperturbed systems with
different initial time and the positions and unperturbed and perturbed systems with
different initial conditions. Further we state generalized VPF relating solutions of a

construction of Lyapunov-like functions.
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1.GIRIS

Bu tezde Volterra tipli integrodiferansiyel sistemler i¢in parametrelerin degigimi
metodunun gelistirilmesi amaclanmigtir. Baslangic zaman farkh ve baglangig
konumu farkl baglangi¢ deger problemi i¢in parametrelerin degisimi metodu in-
celenip pertérb olmayan (saptirilmig olmayan) ve pertérb (saptirilmig) sistem-
ler arasindaki iligki gosterilerek parametrelerin degigimi formiilleri elde edilm-
eye caligilmigtir. Genellegtirilmis parametrelerin degigsimi tekniklerini integral
formullerini elde etmek ve parametrelerin degisimi sonuclarinin karsilagtirilmasi
sonucu elde edilen baglangi¢ zaman farkli Lyapunov-tipli fonksiyonlar: tanimla-
mak i¢in kullanilmigtir. Ayrica Lyapunov-tipli fonksiyonlarin ¢dziimiiniin yapisiyla
alakali genellestirilmis parametre degisim formiilleri elde edilmeye caligilmigtir.

[k boliimde lineer Volterra integrodiferansiyel sistemleri icin lineer diferan-
siyel sisteme denk metodun bulunusu incelenmistir. Bu teknik lineer matris in-
tegrodiferansiyel sistemleri i¢in gelistirilmistir. Coziicii fonksiyonun terimleri ile
lineer integrodiferansiyel sistemler icin parametrelerin degisimi formiilii iizerinde
calisgitlmistir. Daha sonra lineer integrodiferansiyel sistemlere esdeger olan lineer
diferansiyel sistemi belirlemek icin yeterli kogullar ele alinmigtir. Birinci boliimiin
sonunda lineer integrodiferansiyel sistemler icin genellestirilmis parametrelerin
degisimi formuliinii agiklayan iki 6rnek gosterilmistir.

Yarilineer parametrelerin degisimi formiiliinii incelemek amaciyla 3. boliimde
oncelikle siirekli bagimliliklar: ve ¢oziimlerin diferansiyellenebilirliklerinin baglangic
kosullariyla iligkisi incelenmistir. Diferansiyel sistemler icin yarilineer parame-
trelerin degisimi formiiliine benzetilen farkli bir forma sahip sonuglari lineer ol-
mayan integrodiferansiyel sistemler i¢in parametrelerin degisim formullerini elde
etmek i¢in kullanmilmigtar.

Yarilineer parametrelerin degigim formiillerini 6nce A (¢) fonksiyonu i¢in ince-
lenip sonra bunu 4. boliimde f (¢, z (t)) formiiliine genellestirerek lineer olmayan
sistemler i¢in parametrelerin degisimi formiilleri elde alinmigtir.

En son iissel asimtotik kararlhilik nedir sorusuna cevap verilip bir sistemin

diger bir sisteme gore tissel asimtotik kararliligi bir teoremle gosterilmistir.



2.LINEER INTEGRODIFERANSIYEL DENK-
LEMLER iCIN BASLANGIC ZAMAN FARKLI
PARAMETRELERIN DEGiSiMi METODU

Parametrelerin degisimi formiilleri (PDF) [1,2] gibi denklemlerin ¢oziimlerinin
aragtirilmasinda pratik bir arag oldugundan qualitatif diferansiyel denklem teorisinde
gok kullamighdir. Son zamanlarda [3,4] de ,basglangic zaman farkiyla birlikte
baglangic deger problemi c¢alismalarinda arastirilmaktadir. Bu boéliimde biz,
parametre degisimi formiillerini farkli baglangic durumlariyla birlikte pertorb ve
pertérb olmayan sistemlerin iligkisini gostererek cikaracagiz. Ayrica,parametre
degisim formiillerini,bir Lyapunov -tipli fonksiyonun yapisinin ¢oziimiiyle genel-

legtirecegiz.

2.1 Baslangi¢ Zamani Farkli Pertorb Lineer Integrodiferan-

siyel Denklemler icin Parametrelerin Degisimi Formiilleri

Asagidaki lineer integrodiferansiyel denklemleri

2(t) = A(D)a(t) + / K(t,s)e(s)ds a(ty) = 70, ¢ > to, to € R, (2.1.1)

2'(t) = A(t)x(t) + /K(t, s)x(s)ds, x(to) =yo ,t > 719, To €Ry  (2.1.2)

ve (2.1.1) lineer integrodiferansiyel denkleminin pertérb kismin

y'(t) = Alt)y(t) + /K(t s)y(s)ds + F(1), y(ro) =yo, t =70 (2.1.3)

ele alalim.. Burada asagida verilecek (H;) ve (Hs) hipotezleri saglansin..
Verilecek hipotezler baz1 teoremler icin ¢ok kullanigh olacak.

(Hy) A(t) ve K(t,s) te R, ve (t,s) € Ry x Ry igin n x n siirekli matris.
(Hy) F e C[R,R.

(H3)(2.1.3)’1in ¢oziimii y(t, 7o, %0), R x Ry x R de mevcut % ve g—;} kismi



stirekli tiirevlerine sahiptir.

(Hy) (2.1.2) ’nin ¢oziimii z(t, 7o, y0), Ry X Ry x R™ ’de mevcut 8f ve gy’;
kismi siirekli tiirevlerine sahiptir.

¢cozimi

Teorem 2.1.1: Kabul edelim ki (H;) ve (H2) saglansimn. (2.1.3) denkleminin

t

y(t 70, 90) = R(t. 70)yo + / R(t,)F(s)ds, y(ro) = yo » t > 70

(2.1.4)
T0
olup burada R(t, s)
OR t
t
a(s, s) + R(t,s)A(s) + /R(t,y)K(% s)dy =0,t > 7g (2.1.5)

denkleminin tek coziimiidiir ve I , n. mertebeden birim matris olmak iizere
R(t,t) =1 dir.

1

Y

Not 1.1.Yukaridaki (2.1.5) kismi diferansiyel denklemi ¢y < s < ¢ < oo igin

n. mertebeden birim matris olmak iizere

¢@g:A@+/K@@@Jwﬁpd+/3@@m@mw

s

olarak gosterilebilecegini aragtiralim

Notl.l.infspatz :

t

R(t,s) :I—l—/R(t,a)w(a s)do ve Y(t,s) /Kt o

S

olmak tizere

t

R(t,s) = I+/R(t, s) A(s)+/K(s,0)da ds

S

R@@:J+]R@@mgw+]7ﬁmgK@@@m

)



t

%—I—R(t S)A(s)+/ R(t,v)K (7, s)dy = 0 esitliginin s den ¢ ye kadar integrali

almirsa

/: FR& s) + R(t,s)A(s) + /R(t,’y)K(% S)d,y] ds = 0

S

/:%dﬁ/: R(t, s)A(s)ds+/st7R(t, $)K (s, 0)dods = 0, R(L,t) = I

0s
Rit,s) = I + / R(t, s)A(s)ds + / R(t, s)K (s, 0)dods (%)

() ve (xx) dan istenilen elde edilir. Boylece K (t,s) = ¢(t,s) = R(t,s) = 0
, § >t > 71 elde edilir.

Ispat: Verilen v(t,s) fonksiyonu (H;) den dolay: siirekli bir fonksiyon-

dur.Boylece R(t,s) var, ayrica % kismi tiirevi var ve (2.1.5) denklemini

saglar.Kabul edelim ki y(t),t > t, igin (2.1.3) denkleminin ¢oziimii olsun.

p(s) = R(t, s)y(s)

diyelim.
p () = 0y ) 4 R ()

= 3R8(i, S)y(s) + R(t,s)

A(s)y(s) + /K(s,u)y(u)du + F (s)]

To'dan t’ ye kadar integral alirsak

pO=p(r) = [ | TR0+ R DA + RO ()]

- / : R(t, s) l / :K(s’u)y<u)du] .

Fubini teoreminden

y(t) — R(t,70)yo = /t R(t,s)F (s)ds

to



y(t) = / CR(t$)F (s)ds + R(t.70)uo

70

elde edilir.
t
y (t,70,40) = R (t,70) 9o + / R(t, $)F (s) ds

7o
elde edilip ispat tamamlanmig olur.

Burada R(t, s) diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f () de kaynak fonksiyon-
dur.(2.1.4) formiilii bu fonksiyonlarla iligkili olarak (2.1.3) integrodiferansiyel
denklemi i¢in parametre degisimi formiiliinii aciklar.

Burada (2.1.5) matris diferansiyel denklemi R(t,s) = I+fst R(t,0))(0,s)do
volterra tipli matris diferansiyel denklemine esittir.l

Teorem 2.1.2: Kabul edelim ki (H;), (Hz) ve (H3) dogru ve sirasiyla y(t —
n,to, o) t > tg igin (to, x9) dan gegen ve y(t, 7o, yo) t > To > o igin (79,y) dan

gecen (2.1.3) sisteminin tek ¢oziimii olsun. Boylece y(t, 7o, yo) ve y(t — 0, to, xo)

ot o) = 9t = t0,0) + [ 5 [u(s), vls), w(s)] ds oo — o]
+ (10 — to) X / [A(w)y(u) + F(u)] ds (2.1.6)

wro—ta)x | [ [ Klwmymnds = [ G uts). 009, w(s)) s

dintegral denklemini saglar.Burada t > 79 > 0, {5 > Oher 5,0 < 5 < 1 ve
n = To—ty > 0igin u(s) = st+ (1L—35)(t—mn),v(s) = st9 + (1 —38)ty ve
w(s) = syo + (1 — s) xp *dur.
I spat: Kabul edelim ki p(s) = y (u(s), v(s), w(s)) olsun. Burada y (u(s), v(s), w(s)),
her s € [0,1] , t > 79, To,to € R, i¢in

y'(u) = A(u)y(u) + /K(u, s)y(s)ds + F(u), y(v) =w ,u>wv (2.1.7)
sisteminin bir ¢oziimiidiir. p(s) 'nin s ye gore diferansiyelini alip 0 dan 1’ e kadar

integrali alinir ve u(s),v(s),w(s) ve n yerine yazilirsa (2.1.6) denklemi elde

edilir. Bu ise yukaridaki (2.1.4) ve (2.1.6) denklemlerinin birbirine esit oldugunu



gosterir.ll
Not.2.1:Yukaridaki (2.1.4) formiiliinii kullanarak

8y(t> To, yO)
Yo
ay(tv To, yO) 8R<t77-0)

6’7—0 - 87'0 Yo — R <t7 7—0) F (7_0)

= R(t, 7o)

elde ederiz.Boylece (2.1.6) formiilii i¢in

1

y(t,70,50) = y(t —n,to,w0)+ /R [u(s),v(s)] ds [yo — wo] +
+ (7’0 — to)

+ (10 —tp) X

[
M1 1R
L O 0

seklinde yeni bir formiil elde ederiz.

(2.1.8)

(2.1.9)

Not .2.2: Eger K(t,s) = 0ise R(t,s) = o(t)o " (s) oldugunu aragtiralim.Bu-

rada ¢ (t)
X''=A(t)X.

sistemi i¢in temel matristir.Boylece (2.1.10) formiilii

1

mumw@::yu—mmwa+/ﬁww@w1w@mdﬂm—xa

+ (70— to) X t/ <nw—]pW@ﬂ¢
+ (10 —to) % ] (v(s))] F(v(s)cls]

formiiliine doniisiir.

Ispat:A(t), n x n siirekli matris t € R, icin K(t,s) = 0 icin X' (t) =

A(t)X (t)elde ederiz. Yukaridaki (2.1.1) lineer integrodiferansiyel denkleminin ¢oziimii



OX (t,to, Xo)

S = Rit.to) = w0 (1o

olur.Buradan R(t, s) = ¢(t)¢ ! (s) olur. Boylece (2.1.10) formiilii R [u(s), v(s)] =
p(u(s))e™ v(s)

OR _ de™! (v(5))
S [us), v(e)wls)) = | () T2 fu(s)] ds

yazilirsa (2.1.11) formiiliine doniigiir.l

2.2 Basglangi¢c Zaman Farkli Pertorb ve Pertorb Olmayan
Lineer Integrodiferansiyel Denklemler Icin Parametrelerin
Degisimi Formiilleri

Bu boliimde oncelikle pertérb olmayan sistemlerin ¢oziimleri arasindaki iligkiyi
gosterip pertorb ve pertérb olmayan lineer integrodiferansiyel denklemler sistem-
inin birbirine gore iligkisini aragtiracagiz. Boylece sistemlerin ¢oziimleri arasinda
kurdugumuz iligkiden yararlanarak pertérb denklemin coziimii i¢in pertorb ol-
mayan denklemin c¢oziimiinden yararlanacagiz. Bu bakimdan parametrelerin
degisimi formiilleri denklem sistemlerinin ¢oziimiinii bulmada kolaylik sagladigin-
dan ¢ok kullanmighdir.

Teorem 2.2.1: (H;) ve (H,4) hipotezlerinin dogru oldugunu kabul edelim.
Boylece x(t, 7o, v0) ve x(t —n,to, o)

t
Ox

x(taT(J?yO) = x(t_%tm%)— 87(t70_>x<0—_77))d0_
0

T0

_ /g_yxo(t,mm(a—n))A(a—n)av(a—n)da

t o—n

- [ [ 5o =) Ko = s = n)ats = m)dsdo
+ % (t,70,v(s)) ds [yo — xo] (2.2.1)

Yo
0



integral diferansiyel denklemini ¢ > 79 > 0 i¢in saglar. Burada v(s) = yos+ (1 —
s)xg,0<s<1lverg<o <t

Ispat: (2.1.1) ve (2.1.2) sistemleri z(t — 1, o, 20) 1 t >t > 0 icin (to, x0)
"dan gegen x(t, t, x9) (2.1.1) sisteminin bir ¢oziimiiyken ve t > 79 > 0, 79 € R,
i¢in (70, %0)’ dan gegen x(t, 7o, %0)’ 1 (2.1.2) sisteminin bir ¢dziimii oldugu yerde
tek ¢oziim kabul etsin. p(o) = z(t,0,2(c —n)) , 7o < o < t olarak alalim.

Burada x(rg — ), to, z9) = xo olur. Buradan

d};(;) 8871 (t,o,x(0c—.m))+ g—;() (t,o,x (0 —n))a' (o —n). (2.2.2)

(2.2.2)’ nin o ya gore 7o dan t’ ye gore integralini alirsak

x(t —n,to,x0) = x(t, 7o, o) + / aa—fo (t,o,x(0c —n))do (2.2.3)
t Ox A p
+ ayo(tﬁl'(a—n)) (0 —n)z(o—n)do

+ //ayo (t,o,x (0 —n)) K(oc —n,s —n)x(s —n))dsdo

To TO

elde ederiz. Simdi,
q(s) = x(t, 70, v(s)),v(s) = yos + (1 — $) 29,0 < s < 1

olsun. Boylece
dq(s) Ox
ds 8 Yo

——(t,70,v(5)) [yo — 2o -

elde ederiz. s’ ye gore 0 > dan 1’ e kadar integralini alirsak,

1

0
I(t, TOvyO) = l'(t,To, 5170) + / 8_50(t7 TO?“(S))ds [yO - .130] ’ t Z To (224)
0

elde ederiz. Yukaridaki (2.2.3) ve (2.2.4) iin birlegimi (2.2.1)’ i gerektirir. Boylece,



(2.2.1) farkli baglangig zamanh ve farkh baglangi¢ konumlu (2.1.1) ve (2.1.2) in-
tegrodiferansiyel denklemlerinin ¢oziimleri arasindaki iligkiyi verir.ll

Teorem 2.2.2: (H,), (Hs) ve (H3) hipotezlerinin dogru ve (2.1.1), (2.1.2),
(2.1.3) integrodiferansiyel sistemleri sirasiyla x(t, to, z9)" 1t > g igin ({g, zo)’dan
gegen ;x(t, 7o, 90)" 1t > T igin (79, y0)’ dan gegen ve y(t,7o,yo)’ 11 > T¢ igin
(T0,Y0)” dan gegen tek ¢oziim olarak kabul etsin.Boylece y(t,7¢,y0) ve z(t —

7, tOv 'CUO)

0
y(taTanO) - $(t—n,t071}0)—/8—,30(7570',l’<0'—77))d0'

70

_/88_;/0(t,g,x(a—n))A(g—n)x(a—n)da

/M/ayo t,o,x (o —n)) K(o—n,s—n)z(s —n))dsdo

T0 TO

+ / g—yyo (t, 70, v(s))ds [yo — o] (2.2.5)

integral denklemini saglar. Burada v(s) = s+ (1 —s)zp , 0 < s < 1 ve
ToLo<t, t>719>0.

Ispat: Kabul edelim ki (¢, 70, 10) (2.1.2) sisteminin ¢ > 7¢ icin (7o, o)’
dan gecgen tek ¢oziimii , (¢, ty, o)’ m (2.1.1) integrodiferansiyel sisteminin ¢ > ¢,
to € R, igin tek ¢oziimii oldugu yerde x(t — n, to, x¢) ¢ozlimii de t > 7¢, top € Ry
icin (to,x0)’dan gegen ve y(t,7o,v0) m (2.1.3) integrodiferansiyel sisteminin
(T0,Y0)’ dan gegen tek ¢oziimii olsun

Kabul edelim ki p (¢) =y (t,0,2 (¢ — 1)) ;70 < 0 < t olsun. Burada (¢ —

n,to, To) = T olur. p’ yi o’ ya gore diferansiyelleyip 7o dan ¢’ ye gore integralini
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alirsak,
¢
Jdy
x(t —n,to, m0) = y(t, 7o, 7o) + / ore (t,o,2(c —n))do (2.2.6)

T0O

8@/

+ (t,o,x(c—n))A(c—n)x(c—n)do
ayo

+ //ayo (t,o,x (0 —n)) K(oc —n,s —n)x(s —n))dsdo

T0 TO

elde edilir. Simdi,
q(s) = y(t,70,v(s)), v(s) =yos + (1 —s)mp,0<s< 1

olarak alalim.Buradan

d ~ Jy
dS ( ) = a_%(tﬂ-ﬂvv(‘g)) [yO - Z‘o] .

elde ederiz. s’ ye gore 0/ dan 1’e kadar integralini alirsak

dy
y(t,70,90) = y(t, 7o, o) /a—tTo» $))ds [yo — wo| ,t > 79 > 0.  (2.2.7)
0

elde ederiz.

Buldugumuz (2.2.6) ve (2.2.7) birlesimi (2.1.4) esit olan (2.2.5)"i gerektirir.
Burada (2.2.5), basglangi¢ zaman ve konumlar1 farkl (2.1.1) ve (2.1.3) integrod-
iferansiyel denklemlerinin ¢oziimleri arasindaki iligskiyi verir.H

Not .2.3: Not 2.1deki, (2.1.8) ve (2.1.9) egitliklerini kullanarak



11

y(tTo.00) = (t— 1, to,z0) — / [8% o)z (0 — 1) — R(t,0)F(0)| do

079
- / R(t,0)A (0 — 1) (o — 1) do (2.28)
]U/ Rt 0)K (0 —n, s — (s — n))dsdo

+R(t, 7'0) [y[) — l’o] .

elde edilir.
Not.2.4: K(t,s) =0 kabul edelim. Boylece Not 2.2 * yi kullanarak

y(t,70,90) = w(t — 777 to, zo) + ()~ (10) [yo — o] (2.2.9)

— () / s lo =)+ o)A (0 = ) ao 1) = Flo)] o

70

Simdi (2.2.5) iligkisinin farkh bir yoldan saglanabilecegini gosterecegiz.
Teorem 2.2.3: (H,), (Hs) ve (H3) hipotezlerinin dogru ve (2.2.1), (2.2.2) ve
(2.2.3) integrodiferansiyel sistemlerinin sirasiyla (¢, to, o)’ 1t > to igin (to, zo)’
dan gegen ;x(t,70,y0)’ 1t > To i¢in (70,%0)" dan gegen ve y(t,7o,yo) 1t >
To i¢in (79, y0)’ dan gegen tek ¢oziim olarak kabul etsin. Boylece y(t, 79, yo),

y(t, 7o, yo — o) ve x(t —n,to, o)

y(t7 To, yO) = y(t> To, Yo — $0) - l’(t -, t0> IO) (2'2'10)
T / [(f—i)(t,s,z@» +§—i<t7s,z<s>>{A<s>y<s> (s — m)a(s — ) + F(s)} | ds
+ //KS")/ d’yds—//Ks—nfy n)x (v —n) dvyds.

integrodiferansiyel denklemini saglar. Burada 79 < s < t, n = 79 — tg Ve

t>719>0igin 2(s) + z(s —n) = y(s) .
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Ispat: Kabul edelim ki z(t, 79, y0) (2.1.2) integrodiferansiyel sisteminin ¢ >
Toigin (7o0,y0)’ dan gegen t > 79 > 0 igin tek ¢oziimii ve x(t,to,zo) 'n t >
to, to € Ry igin (2.1.1) integrodiferansiyel sisteminin tek ¢oziimii oldugu yerde
x(t —mn,tg, ro) ¢oziimii de t > 7¢, to € Ry i¢in (tg, ) dan gegen ve y(t, 7o, yo) 0
t > 7o, To € Ry i¢in (79, y0)’ dan gegen (2.1.3) integrodiferansiyel sisteminin tek
¢oziimii olsun. Varsayalim ki 2(t) = y(t, 7o, yo) — 2(t — 1, to, 20) = y(t) — (1) ,

t > 719 > 0 olsun. Burada 2(7¢) = yo — o ve 2(t) = x(t — n, to, 7). Boylece

t—n

2 (t) = /Kt s)y(s))ds+F(t)—A(t n)x(t—n)—/K(t—n,s—n)x (s —mn)ds

70

t>7192>0vezy=1yg— o

Kabul edelim ki r(s) = y(t, s,2(s)) , 7o < s <t olsun. Buna gore 6nce her
iki tarafin diferansiyelini alip sonra 7(s)’nin 7¢ dan ¢’ ye kadar integralini alirsak
7o < s < t igin (2.2.10) formiiliinii elde ederiz. Bu integral denklemler icin bir
parametrelerin degisimi formiiliidiir.l

Teorem 2.2.4: (H,), (H3) ve (Hs) hipotezlerinin saglandigini kabul edelim ve
(2.1.1), (2.1.2) ve (2.1.3) integrodiferansiyel sistemlerinin sirasiyla x(t — 7, to, o)’
1 (to,0)" dan gegen; x(t, 7o, Yo — o)’ 1 (To, %0 — o)" dan gegen ve y(t, 7o, %o)" 1
(T0,Y0)’ dan gegen tek ¢oziim kabul etsin. Boylece y(t, 7o, v0), (¢, To, Yo — o)

ve x(t — n, to, xg)

y(ta To, yO) = I(f -, t07 *IO) + R(tu TO)x(t7 To, Yo — Io)

t
OR
+ g(t,s) [I(t78ay(377—07y0) —95(5—777150,130)] ds

70
t

+ / R(t, s)g—xds + /R(t, s)g—;; [A(s)y(s) — A(s —n)x(s —n) + F(s)] ds

//st dvds—//KS—nv mz(y —n))dyds (2.2.11)

To ToO T0o To

integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada 7o < s <t,n=719—tyvet > 79 >

0ic¢in z(s) +xz(s —n) = y(s)’ dir.
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Ispat: Kabul edelim ki z(t, 7o, y0) (2.1.2) integrodiferansiyel sisteminin ¢ >
To igin (79, yo)’ dan gegen tek ¢oziimii ve x(t, tg, o) n (2.1.1) integrodiferansiyel
sisteminin ¢ > ¢y , to € R, igin tek ¢oziimii oldugu yerde x(t — 1, tg, xo) ¢oziimii
de t > 79 > 0 icin (o, x¢)” dan gegen ve y(t,7o,y0)’ n t > 79, 7o € R, igin
(T0,Y0)" dan gegen (2.1.3) integrodiferansiyel sisteminin tek ¢oziimii olsun. R(t, s)

, (2.1.5)" in ¢oziimiiyken

q(s) = R(t,s)p(s) 1> 70,p(s) =z (t,5,y(s,70,90) — (s =1, %0, Z0))

olarak alalim. Asikar olarak

q(t) = p(t), q(10) = R(t, 70)x(t, 70, Yo — Zo)-

Boylece
dq(s) _ OR(,s)

P — S (s) + Rt 90 (9)

7o dan t ’ye kadar integralini alirsak (2.2.11).” i elde ederiz. Bu integrodiferansiyel
denklemler i¢in bir parametre degisimidir.H

Ayrica verilecek hipotezlere ihtiyacimiz var:

(H5)G € C[Ry x R™ x R",R"].

(He)9r var L ve R, x R™de siirekli.

Asgagida bir bagka integrodiferansiyel denklem bulacagiz ve bunu (2.1.2) ve
(2.1.3) de verilen iki integrodiferansiyel denklemle iligkilendirecegiz.

Teorem 2.2.5

t

2 (t) = A(t)z(t)—l—/g(t, s,2(s))ds+G(t, z(t), (Sz)(t)), z(to) =20 ,t >to >0, tg € Ry

to

(2.2.12)
integrodiferansiyel denklemini diigiinelim ve ¢ > 79 > 0 igin (H;), ve (Hs) hipo-
tezlerinin z(t, to, 20), x(t, 7o, Yo) ve y(t, 7o, 20— Yo) ¢dziimlerinin sirasiyla (2.2.12),
(2.1.2) ve (2.1.3) sistemlerinin (to, 20), (70,%0) ve (To, 20 — Yo)’ dan gegen ¢oziim-

lerinin saglandigin diisiinelim.Boylece z(t—n, to, 20), (¢, 70, Yo) ve y(t, To, 20—Yo)
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, S > T icin

t
0
Z(t -, t07 ZO) = ZC(t, To, ?JO) + y<t7 To, 20 — yU) + / 8_30(t7 S, U<S))d8

70

+ / g—yyo(t, s,v(s)) {A(s)x(s) + A(s —n)z(s —n) + G(s —n)} ds

t s—n

4 / g—yyo(t, $,0(8)) K (s —n,v7 —n)z (v — n))dyds
+ / g—i(t, 5, 0(8)) K (5,7)2 (7)) dyds. (2.2.13)

integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada v(s) = z(s — 0, to, 20) — (S, To, Yo)

I spat:Kabul edelim ki v(t) = z(t —n, to, z0) — z(t, 7o, o) , t > 7o olsun. v(t);

o) =Jﬂﬂd0+A@—nVU—n%+G@—n%+/Vﬂﬁ—mv—MZW—WD%

T0

4—/memwwmwm:%—%. (2.2.14)

denkleminin bir ¢oziimiidiir.v(¢, 7o, 20 — yo) ve y(t, 7o, o) (2.2.14) ve (2.1.3) sis-
temlerinin ¢oziimiiyken w(s) = y(t, s,v(s)) olsun. w(t) = z(t — n,to,20) —
x(t, 70, 40), w(To) = y(t, 70,20 — yo) olduguna dikkat edelim.Once w(s) dife-
ransiyelini alip sonra 7o dan ¢t ’ ye integralini alahm.Sonug olarak (2.2.13) i
elde ederiz.Bu (2.1.2), (2.1.3) ve (2.2.12) integrodiferansiyel sistemleri tizerindeki
iliskiyi veren bir integrodiferansiyel denklemdir.

Yukaridaki goriis Lyapunov-tipli fonksiyonlar icin daha genel parametre donii-
giim formuliiniin 79 < o <t i¢in 55(0) = z(0 —n,to, x0), ©(To — 1, to, To) = o Ve
Ve C[Ry x R",RY] iken p(o) =V (a, y(t, o, 5(0))) alinarak saglanabilecegini
onerir.l

Not.2.5:Kabul edelim ki x(t, to, zo), (¢, 7o, Y0), y(t, To, Yo) sirasiyla (2.1.1),(2.1.2)
ve (2.1.3) integrodiferansiyel sitemlerinin ¢t > t, i¢in (%o, x¢)’dan gegen , t > 7

icin (70, %0)" dan gegen ve t > 7¢ icin (79, %0)’ dan gegen tek ¢oziimii olsun ve.
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(Hg) saglansin. Boylece V(t,x(t,to, 10)) ve V (1o, y(t, To,70)); 7o < 5 < t ve
Ve M [Ry x R", RY]

V(t,z(t, o, 20)) = V(t,y(t, 70, 20)) + %—‘;(U,y(t,aﬁ(a))da (2.2.15)
/ / B (o,y(t,o x( ))3y(t gy:(a>>K<a_77= )z (s — n))dsdo

T0O TO

/8 oyt o, x(c ))ay<tg:(a>>da

t/a aytox(ﬂ%“éjw”Aw—nmw—nmU

integrodiferansiyel denklemini saglar. Burada x(s) = (s — 0, to, 7o), x(170 —
1, to, To) = To olur. Bunu ispatlamak icin 7o < o < t i¢in 2(0) = x(0 — n, 1o, x0),
x(To — 1,0, x0) = xo ve V € O [Ry x R RY] iken p(o) = V(o,y(t,o,z(0))
olsun. Boylece (2.2.15) de istenilen sonucu elde etmis oluruz. (2.2.15)" deki iligki
y(t, 7o, yo) (2.1.3) sisteminin ¢oziimii ve x(t,to, o) m (2.1.1) sisteminin ¢oziimii
oldugu yerde,z(t,to, 29),t > 7o > 0 icin genellestirilmis parametre degisimi ve
Lyapunov-tipli vektor fonksiyonlarinin birlegtirilmesi sartlar1 altinda bir Lyapunov-

tipli fonksiyonu tamimlar. Burada V' (¢,z) = = (2.2.5) formuliinii verir.

2.3 ORNEKLER

Asagidaki ornekler yukaridaki bazi teoremlerin uygulamasidir.

Ornek 2.3.1: Asagidaki lineer integrodiferansiyel denklemini diigtinelim.

t

' (t) = —x(t) + /Sin(t — 8)x(s)ds, ©(0) =mz9 ,t >0

0
Burada z(0,0, ) = xg, t > 0 ve bu denklemin pertérb(saptirilmig) integrodif-

feransiyel denklemi

t

wwzw@+/ww—mmmﬁmmy@:%¢zo
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formundadir. Burada y(0,0,v0) = yo, t > 0 ve g(t) siirekli bir fonksiyondur.
Verilen integrodiferansiyel denklemin agik ¢oziimiinii aragtiralim.

Coziim 2.3.1: Verilen

t

' (t) = —x(t) + /Sin(t — 8)x(s)ds, ©(0)=mz9 ,t >0

0

integrodiferansiyel denklemine Laplace doniisiimii uygulayalim.

t

L{z(t)} = L{—z)}+L /sin(t — s)x(s)ds

0

st (s)—x(0) = —sa:(s)—l—82::_1x(s) olupvex(s){s+1—82:_1}:xo
(5) = (s + 1)z
TS s(s2+s+1)

Simdi de basit kesirlere ayiralim.

A Bs+C  (s41)x

s +52—1—5—1-1_5(52—1-5—1-1)

Buradan kolayca A = xg, B = 0,C = —xy oldugu anlagilir.Jimdi de basit kesir-

lere ayirdigimiz ifadeye ters Laplace doniistimiinii uygulayalim.

e - {3 g
L z(s)} = 5_1{%}—%)[, {( aco }

§
1
1 2
xz(t) = xo— zoexp <—§t —Sl (%)

Buldugumuz son ifadeyi diizenlersek

z(t) = % [\/5 — 2sin (?t) exp (—%t)] %o

¢oziimiinii elde ederiz. Simdi de pertorb integrodiferansiyel denklemine Laplace
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doniisiimiinii uygulayalim.

t

y() = —y(t) + / sint — s)y(s)ds + g(t)

0

L)) =L{-y()} + L {/Sin(t - S)y(S)dS} +L{g(t)}

y()
s2+1 ()
g(s

sy (s) =y (0) = —sy (s)

)(°+1)  yw(s*+1)
(2+s+1) s(s24+s+1)

v {s41- ot = o -

Benzer gekilde basit kesirlere ayirip ters Laplace doniigiimiiyle birlikte konvoliisyon

toremini uygulayalim.
~1 _p=1fYo -1 (s* +1) 1 fg(s8)(s*+1)
L)} = £ {s} Yok {(82—|—5+1) L s(s2+s+1)
t
1\ 2 . (V3 1\ . (V3
y(t) = yo—yo exp (_§t) ﬁ sin (775) +/ {yo — Yo €XPp (—§T> sin <7t> } g(t—1)
0
Buldugumuz son ifadeyi diizenlersek

y(t) = % [\/5 — 2sin (?t) exp (—%t)] Yo
%] [\/5 — 2sin (§7) exp (—%T)] g(t —1)dr

¢ozlimiinii elde ederiz. Sirasiyla verilen integrodiferansiyel denklemin kesin ¢oziimii

t > 0 icin

x(t,0,z9) = 7 [[ 2 sin <§t> exp (—%t)] To,1>0
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ve

Burada ty = 0 olduguna dikkat edelim.Verilen (2.1.6), (2.2.1), (2.2.5), (2.2.10),
(2.2.11), (2.2.13) ve (2.2.15) parametre degisimi formullerini agik sekilde ifade
edebiliriz..

Ornek 2.3.2: Asagidaki lineer integro diferansiyel denklemini diigiinelim.

-1 0 0 t let™s 0 0
X'=10 -1 0 X(t)+/ 0 e 0 | X(s)ds
-1 0 -1 to | O 0 e
1(t)
Burada X(t) = |x2(t)| t >to, X(to,to,20) = Xo. Aciktir ki
3(t)
t
r, = —x1+/etsx1(s)ds
to
t
Ty = —$2+/€ts$2(8)d5
to
t
Ty = —xl—x3+/et3x3(s)ds.

to

olup, verilen X (t) fonksiyonunun katsayr matrisi A(t) iicgensel matrisidir.

Sirasiyla yukaridaki denklemlere Laplace doniistimiinii uygulayalim.

t

L{xy(t)} = L{-x(O)}+L /etsxl(s)ds

to

—1
izl—(sl) — I (S) = i XO

sr1(s) —x1(0) = —mz(s)+
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Son elde edilen egitlige ters Laplace doniigiimii uygulayalim.

L{m(s)} = L {(;;_12))(0}

1 (t) = % [\/5 cosh (\/§t> — sinh (\/515)]

Benzer sekilde verilen diger iki denkleme de Laplace doniigiimiinii uygularsak

xo (t) = % [\/5 cosh (\/§t> — sinh (\/ﬁtﬂ

x3(t) = % [\/5 cosh (\/it) — sinh (\/it)}

a 0 0
Xt=10 a 0 |;a= % [\/ﬁcosh (\/it) — sinh (\/it)}
0 0 «

Boylece kesin ¢oziimii bulduk.(2.2.1) ve (2.2.5) denklemlerinde verilen parame-
trelerin degisimi formuliinii agik bir gekilde ifade edebiliriz. Detaylar1 hesaba

katmadik.
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3. BASLANGIC ZAMAN FARKLI YARILINEER
INTEGRODIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN
PARAMETRELERIN DEGiSiMi

Bu boliimde 6ncelikle yarilineer pertorb sistemin ¢oziimiinii arastirip daha sonra
yarilineer pertorb ve pertorb olmayan integrodiferansiyel denklem sistemlerinin
iligkisini inceleyecegiz. Bir tnceki boliimde oldugu gibi pertérb olmayan denklem
sisteminin ¢oziimiinden yararlanarak pertorb denklem sisteminin ¢oziimiinii bul-

mada kolaylik saglayan bir metottur.

3.1 Baslangic Zaman Farkli Pertérb Yarilineer Integrod-

iferansiyel Denklemler Icin Parametrelerin Degisimi

Yarilineer

t

() = A(t)x(t) + /g(t, s,x(s))ds, x(ty) = xo , t > to, to € Ry (3.1.1)

to

t

2'(t) = A(t)z(t) + /g(t, s,x(s))ds, x(10) =yo , t > To, To € Ry (3.1.2)

T0
integrodiferansiyel denklemini diigiinelim. Yarilineer (3.1.1) integrodiferansiyel den-

kleminin pertérb kismi

t

y'(t) = A(t)y(t) + /g(t, s,y(s))ds + F(t,y(t), (Sy)(t)), y(T0) = o , t > To

(3.1.3)
olup burada verilecek (H;) ve (Hy) hipotezleri saglanir.
Verilecek hipotezler bazi teoremler i¢in ¢ok yararh olacak.

(Hy) A(t),t € Ry igin n x n siirekli matris ve g € C'[Ry x Ry x R*, R"].

(H,) F € C[R, x R" x R, R"] ve (Sy)(t) /t k(t,5,y(s))ds , k € C[Ry x Ry x R", R"]
(
(

7o

Oy

)
Hj) g, var ve Ry x R, x R™de siirekli .
Hy) (3.1.3)tn y(?, 7o, yo) ¢oztimii Ry x Ry x R™ de var ve 5L ve g_;) kismi
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stirekli tiirevlerine sahip .

(Hs) (3.1.2)"nin z(t, 7o, yo) ¢oziimii R, x R, x R"” de var ve g—;’; ve g—y”f) kismi
stirekli tiirevlerine sahip ve G (,,70,%0) = ¢z (¢, s, 2(t, 7o, o)) "1 belirtir.

Teorem 3.1.1: (H;) ve (H2) hipotezleri saglansin. Eger (3.1.3)” deki g ve
F

g(t,s,y(s)) = K(t,s)y(s) ve F(t,y(t), (Sy)(t)) = F(t) ise (3.1.3)" iin ¢oziimii

olup

t

y(t, 7o, y0) = R(t, To)yo + /R(t» s)F(s)ds, y(T0) =y , t > To (3.1.4)

To

burada R(t,s)

+ R(t,s)A(s) + /R(t, YK (y,s)dy =0,t>T1 (3.1.5)

S

OR(t,s)
ds

denkleminin ¢oziimiidiir ve R(t,t) = I olup I n.mertebeden birim matristir.
(2.1.5) kismi diferansiyel denklemi o < s < ¢ < oo igin I , n. mertebeden
t
birim matris olmak tizere (t,s) = A(t) + f/ K(t,o)do, R(t,s) = I +

/ t R(t,0)Y(o,s)do olarak temsil edilebilecegini aragtiralim.Boylece K(t,s) =
w(%,s) =R(t,s)=0,s8>t>T.

Ispat: Bak [teorem 2.1.1).H

Teorem 3.1.2: (H,), (Hz), (Hs) ve (H4) hipotezleri dogru ve (3.1.3) sistemi
sirastyla y(t — n, o, o)1t > to igin (to, xo)’ dan gegen ve y(t, 7o,90)'1t > 7o > 1o

icin (79,%0)" dan gegen tek ¢oziim kabul etsin. Boylece y(t, 7o,%0) ve y(t —
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n,to, o), t > 7o >0, tp > 0 igin

o) = ot —nto,z0) + [ 5 u(s)0(6). w(s)] sl — o
T (70 — to) x / W)+ Flu,y(u), (Sy)(w)]ds|  (3.1.6)
+ (19 — to) X // u,n,y(n))dnds — /B_y s),w(s)] ds

integrodiferansiyel denklemini saglar. Burada her s, 0 < s <1lven=719—1ty >0
icin u(s) = st+(1—s)(t—n),v(s) = sto+ (1 —s)to ve w(s) = syo+ (1 — s) o
Ispat: Kabul edelimki her s € [0,1] ,¢ > 70, To, Lo € Ry icin y (u(s), v(s), w(s))

u

y'(u) = A(u)y(u) + /g(u, s,y(8))ds + F(u,y(u), (Sy)(uw)), y(v) =w ,u>wv

v

(3.1.7)
denkleminin ¢oziimiiyken p(s) = y (u(s),v(s),w(s)) olsun. p(s)’ in s’ ye gore
diferansiyelini alip sonra 0 dan 1’ e kadar integralini alirsak ve u(s),v(s), w(s) ve
n’yii yerine yazarsak (3.1.6) integrodiferansiyel denklemini elde ederiz. g(t, s,y(s)) =
K(t,s)y(s) ve F(t,y(t),(Sy)(t)) = F(t). igin (3.1.4) ve (3.1.6) denklemleri bir-
birine egittir.l

NOT.3. 1: Yukandaki (3.1.4)’ii kullanarak

8y<t7 To, yO)

Sp = Rlt.7o) (3.1.8)

Ay(t, 7o, 90)  OR(t, 7o)
Yo

gre —  org W LT F(To) (3.1.9)

elde ederiz. Boylece (3.1.6) formiilii icin
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1

y(t 7o) = ylt — 1 to, 7o) + / R u(s), v(s)] s [yo — z0] +

T (ro — t) % { / w) + Flu,y(u), (Sy) ()] ds + / / g(u,n,ym))dnds]
(ro — o) x / (), 4(0(s)), (Sy) (v(s)))ds — / 2 (), s), () ds]
’ " (3.1.10)

seklinde yeni bir formiil elde ederiz.

NOT3. 2: Eger ¢(t,s,z(s)) =0 ise R(t,s) = o(t)p ! (s) olur.Burada ¢ (t)
X''=A(t)X.

sistemi icin bir temel matristir.Boylece, (3.1.10) formiilii igin

1

y(t70m0) = ylt —1,t0,z0) + / lo(u(s))o™ (v(s))] ds [yo — 0] (3.1.11)

+ (10 —to) % {/ [Aw)y(u) + F(u, y(u), (Sy)(u))] ds

e

+ (70 —to) X {/ [p(u(s)e™" (v(s))] F(U(S),y(U(S)),(Sy)(v(S)))dS]

0

formuliine doniigiir.
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3.2.Baslangic Zaman Farkli Pertorb ve Pertorb
Olmayan Yarilineer Integrodiferansiyel Denklem-
ler I¢cin Parametrelerin Degisimi

Bu bolimde oncelikle lineer sistemlerde yaptigimiz gibi yarilineer sistemlerde
pertorb olmayan sistemlerin birbirine gore iligkisini daha sonraysa pertorb ve
pertorb olmayan integrodiferansiyel denklem sistemlerinin iligkisini inceleyecegiz.

Teorem 3.2.1: Kabul edelim ki (H;), (H5) hipotezleri dogru olsun. Boylece

t Z To Z 0 l(}lII ‘T(tv To, yO) ve $(t - 777t07 xO)

0
2(t,70.p0) = alt—mto,20) = | 5= (to.x (o —n))do
To
t a ’
T
- gyl mmab-ne-nd
Yo

t o—n
- // (t,o,x (0 —n))glo —n,s—n,z(s —n))dsdo
o

To 7o
1
+ §i<t7m (5)) ds o — o] B2.1)
integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada v(s) = yos + (1 —s)zp, 0 < s <1
ve g <o <t
I spat:Kabul edelim ki (3.1.1) ve (3.1.2) sistemleri x(t—n, to, 20)1; z(t, to, o),
(3.1.1) sisteminin ¢ > to > 0 igin (o, o)’ dan gegen bir ¢oziimii ve x(t, 7o, Yo),
(3.1.2) sisteminin ¢ > 79 > 0, 79 € R, i¢gin (79,%0)" dan gegen bir ¢ziimiiyken
tek ¢oziim kabul etsin. 79 < o < ¢ igin (79 — 1,0, x9) = zo iken p(o) =

x(t,o,2 (0 —n)) olsun. Boylece

d];(aa) - g_fo (t,0,2 (0 —n)) + g—; (tboz(@—mn)a'(c—n).  (322)
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elde ederiz. (3.2.2)’yi 0’ ya gore 79 dan ¢ ’ye kadar integralini alirsak,

ox
87'0

To

x(t —n,to,xo) = x(t,To,20) + (t,o0,2 (0 —n))do (3.2.3)

+/g—;(t,a,x(a—n))A(U—n)iv(U—n)dU

]J/ (t,o,x (0 =) glo —n,s —n,z(s —n))dsdo

To TO

elde edilir.Simdi
q(s) = x(t, 70, v(s)),v(s) = yos + (1 — $) 29,0 < s < 1

olarak alirsak
dq(s) Ox
ds ayo

——(t,70,v(5)) [yo — 2o -

elde ederiz. s’ ye gore 0 dan 1’e kadar integralini alirsak

1
ox

8 —(t,70,v(s))ds [yo — xo] , t > To (3.2.4)

(t, 7o, Yo) = x(t, 7o, To) +
elde ederiz. Elde edilen (3.2.3) ve (3.2.4)’tin birlesimi, (3.2.1) ’i gerektirir. Boylece,
(3.2.1) farkh baglangic zaman ve konumdaki (3.1.1) ve (3.1.2) integrodiferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri arasindaki iligkiyi verir .1

Teorem 3.2.2:(H,), (H,y) ve (H3) hipotezleri dogru ve x(t, tg, zo), x(t, To, Yo)
ve y(t, 7o, yo) sirasiyla (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) diferansiyel sistemlerinin ¢ > ¢,
icin (to, o)’ dan gegen ;t > 7 icin (70,%0)" dan gegen ve t > 7 i¢in (79, yo)’
dan gegen tek ¢oziimii olsun. Boylece 7 < o <'t, t > 79 > 0 igin y(t, 79, v0) Ve

x(t — n,to, xo) asagrdaki

t
0
it 7o,0) = a(t =y tan) = [ £ (40,2 0 =) do—

70
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—/3—50w,m—n»Aw—mw—mda

t o—n
// (t,o,x (0 —n))glo —n,s —n,z(s —n))dsdo
o

To ToO

/ayo (t,70,v(s))ds [yo — o] (3.2.5)

integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada v(s) = yos+ (1 —s) 29, 0 < s < 1.

Ispat :Kabul edelim ki z(t,70,1) (3.1.2) sisteminin ¢ > 7¢ icin (70,%0)’
dan gegen tek ¢oziimii, z(t,tg, o)’ 1 (3.1.1) diferansiyel sisteminin ¢ > t; igin
tek ¢oziimiiyken x(t — 1,1, o) ¢oziimii de t > 79 > 0 icin (ty,x¢)" dan gegen
ve y(t,70,y0)’ m (3.1.3) diferansiyel sisteminin ¢ > 7¢ > 0 i¢in (79, %)" dan
gecen tek ¢oziimii olsun. 79 < o < t icin x(1y — 1, to, 1) = T iken ;p(0) =
y(t,o,x (0 —n))olsun. p’ nin o’ ya gore once diferansiyelini sonra 7o dan ¢’ ye

kadar integrali alinirsa ,

8@/
(9’7'0

To

x(t —n,to,xo) = y(t,To,x0) + (t,o,x(c —n))do (3.2.6)

+/88—50(t,a,x(a—77))14(0—7])$(U—77)d0

t o—n
// (to,x (0 — ) gl — s — n, 2(s — n))dsdo
3y0

T0 TO

elde edilir. Simdi

q(s) = y(t, 70, 0(s)), v(s) =yos + (1 —s)zo ,0< s < 1

olarak alalim. Buradan

d ~ dy
dS ( ) = a—yo(tﬂ_O?U(S)) [yO - J}o] .
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elde ederiz. s’ ye gore 0 dan 1’e kadar integrali alinirsa

1
it 70000) =yt 7o) + [ 2070, 0(5)ds fgo — ] £ 2 70 2 0
0

elde edilir.Buldugumuz (3.2.6) ve (3.2.7)’ nin birlesimi (3.1.4)" e esit olan (3.2.5)’
i gerektirir .Burada (3.2.5) farkl baglangi¢ zaman ve konumlu (3.1.1) ve (3.1.3)
integrodiferansiyel denklemlerin ¢oziimleri arasindaki iligkiyi verir. B

NOT.3.3: Not 3.1 deki verilen (3.1.8) ve (3.1.9) daki 6zellikleri kullanarak

t

tromn) = olt=mtoan) ~ [ |52 00 (@ =) = Rt.0)F(o)| do (3.25)
_t/R(t,a)A(a— nx(c—n da—t/a/ R(t,0)g(c —n,s —n,z(s — n))dsdo

+R(t,70) [yo — o] -

elde ederiz.
NOT.3.4: Kabul edelim ki g(¢,s,2(s)) = 0 olsun. Boylece Not 3.2’ yi

kullanarak

y(t,70,90) = x(t —m,to,z0) + p(t)e ' (7o) [vo — o] (3.2.9)

= o0 [ | % Dato -+ @A - (o) do

70
t

+6(0) [ IF(o.3(0). (Sy)0))] do

70

elde ederiz. Simdi (3.2.5) iligkisinin farkh bir yoldan saglanabilecegini gostere-
cegiz.

Teorem 3.2.3: Kabul edelim ki (H;), (H2),(Hs) ve (H,) hipotezlerinin
dogru ve x(t, to, xo), x(t, 7o, Yo), y(t, To, Yo) strasiyla (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) in-
tegrodiferansiyel sistemlerinin ¢ > ¢, igin (¢, x¢)’ dan gegen ; t > 7¢ i¢in (79, yo)’

dan gegen vet > 7 igin (79, yo)’ dan gecen tek ¢oziimii olsun.Boylece y(t, 7o, yo),
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y(ta To, Yo — IO) ve $(t - t07 ZL’())-

y(ta To, yO) - y(t7 To, Yo — 'IO) - ZE(t - t07 ZL’())
t

+/ :g—i(t,s,z(s))} ds (3.2.10)

70
t

+/ _gyo (t,5,2(5)) {A(s)y(s) = Als —=m)z(s —n) + F(s,y(s), (5y)(s))} | ds

// 9(s,7,y dvds—// g(s =n,y —n,x (v —n) dyds.

To ToO T0 To

integral denklemini saglar.Burada z(s)+xz(s—n) =y(s) ;70 < s <t,n=T10—1o
ve t>719>0.

I spat :Kabul edelim ki z(t, 79, o), (3.1.2) sisteminin ¢ > 7 icin (7, )’ dan
gegen tek ¢oztimii, (1, o, £9) 1 (3.1.1) diferansiyel sisteminin ¢ > ¢, i¢in (to, zo)’
dan gegen tek ¢oziimiiyken x(t — 1, to, xg) ¢dziimii de t > 79 > 0, 79 € R, igin
y(t, 7o, yo)'1n, (3.1.3) diferansiyel sisteminin (7¢, 7o)’ dan gegen tek ¢oziimii olsun.
t > 719> 0icin 2(t) = y(t, 70, %0) — x(t — 0, to, 7o) = y(t) — 2(t) olsun. Burada
2(T0) = yo — xo ve z(t) = z(t — 0, to, To).Boylece

t

Z(t) = A(t)y(t)+/g(t,s>y(8))d8+F(t,y(t%(Sy)(t))

70

t—n

—A{t —n)zt —n) - /g(t—n,s—n,x(s—n)ds

70

Kabul edelim ki ¢t > 79 > 0 ve zp = yo — Zo. To < s < ¢t igin 7(s) = y(t, s, 2(s))

olsun. r(s)’

nin 6nce diferansiyelini alip sonra 79 dan t’ ye integrali alinirsa ,
To < s < ti¢in (3.2.10)"1 elde ederiz.Bu integrodiferansiyel denklemler igin bir
parametereerin degisimi formiiliidiir. H

Teorem 3.2.4: (H,), (H2), (Hs) ve (Hs) hipotezleri saglansin ve z(t—n, to, o),
x(t, To, Yo — o), ve y(t, 7o, Yo) strasiyla (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.3) integrodiferan-

siyel sistemlerinin (to, o)’ dan gegen (79,40 — o)’ dan gegen ve (7g,%0)" dan
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gecen tek ¢oziimii olsun. Boylece y(t, 7o, yo), ©(t, To, Yo — xo) ve x(t — n, to, xo)

y(ta To, yO) = I(f -, t07 *IO) + R(tu TO)x(t7 To, Yo — Io)

¢
OR 9,

+ —(t, 8) [x(t, s,y(s,To,Y0) — (s — 1, to, To)] ds + /R(t, s)—xds
Js 8750

b [ RS 5 [A(s) = Als = mials =)+ Fls.y(9). (50)(s)) s

t

! 7]9(8’ 7.y(7))dyds = ]79(5 — 1,7 = n,a(y = n))dyds(3.2.11)

T0 T0 To ToO

integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada z(s) +x(s —n) = y(s) , 70 < s <
t,n=T19—tovet>719>0.

I spat: Kabul edelim ki x(t, 7o, Yo), (3.1.2) integrodiferansiyel sisteminin ¢ >
To igin (79, yo)’ dan gegen tek ¢oziimii ve x(t, 1y, zo)’ m (3.1.1) integrodiferansiyel
sisteminin ¢ > g, to € Ry igin tek ¢oziimii oldugu yerde z(t — 1, to, xo) ¢dziimii
de t > 19 > 0 i¢in (o, o) dan gegen ve y(t, 7o, yo)'1n, (3.1.3) integrodiferansiyel

sisteminin t > 79 > 0 igin (79, %o)” dan gegen tek ¢oziimii olsun.

q(s) = R(t,s)p(s) , t = 70,p(s) = = (L, 5,9(5, 70, y0) — (s =1, Lo, o))

olsun. Burada R(t,s) ,(3.1.5) denkleminin ¢oziimiidiir. Agikar olarak

q(t) = p(t), q(10) = R(t, 70)x(t, 70, Yo — To)-

Boylece

dq(s)  OR(t,s)

P2 S50 s) 4 Rt ) (9)

7o dan ¢’ ye kadar integralini alirsak, (3.2.11)’i elde ederiz.Bu integrodiferansiyel
denklemler i¢in bir parametre degisimi formuliidiir. Ayrica verilecek hipotezlere
ihtiyacimiz var:

(He)G € C'[Ry x R™ x R",R"].

(H7)9% ve 2% var ve R, x R™de siirekli .

Asagida bir bagka integrodiferansiyel denklem bulacagiz ve bunu (3.1.2) ve

(3.1.3) de verilen iki integrodiferansiyel denklemle iligkilendirecegiz.
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Teorem 3.2.5:

2'(t) = A(t)z(t)+/g(t, s,2(8))ds+G(t, z(t), (Sz)(t)), z(to) =20 ,t >ty >0, to € Ry

to

(3.2.12)

integrodiferansiyel sistemini diisiinelim ve (H; ), (Hy) ve (Hg) hipotezleri saglansin.z(t, tg, zo)
x(t, 7o, yo) ve y(t, To, 20 — yo) ¢oziimleri ¢ > 7¢ > 0 igin swrasiyla (%o, 20), (70, ¥o)
ve (7o, 20—Yo) dan gegen (3.2.12), (3.1.2) ve (3.1.3) sistemlerinin ¢oziimleri olsun.

Boylece z(t —n,to, 20), ©(t, 7o, Y0) ve y(t, 7o, 20 — Yo)

0
2(t —m,to, 20) = x(tﬂ'o,yo)+?J(t,7'0,20—y0)+/8—i(t73;7}(5))ds

70

" / g—i@,sw(s»m@)x(s)+A<s—n>z<s—n>}ds

t s—n
0
+ / JgtSM@M@—mv—sz—nWhﬁ
+ // (t,s,v(s))g(s, v,z (v))dyds (3.2.13)
Yo
T0 TO

integrodiferansiyel denklemini saglar. Burada v(s) = z(s —n, to, 20) — (S, To, Yo)
y S Z To-

Ispat: Kabul edelim ki t > 7 icin v(t) = z(t — 1, to, 20) — x(t, 7o, Yo) olsun.

O'(t) = Al)x(t) + At —n)z(t —n) + G(t —n,2(t —n), (Sz)(t —n))
+/ﬁ@—mv—m2W—an+/ﬁ@%xhﬁh
u(T0) = Zo—oyo- O (3.2.14)

denkleminin ¢oziimiidiir. v (¢, 79,20 — yo) ve y(t, 7o, y0) ; (3.2.14) ve (3.1.3) sis-
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temlerinin ¢oziimiiyken w(s) = y(t, s,v(s)) olsun. w(t) = z(t — n,tg,20) —
x(t, 7o, Yo), w(To) = y(t, 7o, 20 — Yo) olduguna dikkat edelim. Bu (3.1.2), (3.1.3)
ve (3.2.12) integrodiferansiyel sistemleri iizerindeki iligkiyi veren bir integrod-
iferansiyel denklemdir. w(s)’ yi diferansiyeller ve 7¢ dan t’ ye kadar integralini
alirsak (3.2.13)’ ii elde ederiz.

Yukaridaki goriis Lyapunov-tipli fonksiyonlar i¢in daha genel parametre donii-
stim formuliiniin 7o < o <t icin z(0') = 2(0 —n, to, x0), (T — 1, to, o) = ¢ Ve
Ve C[Ry xR",RY] iken p(o) =V (0, y(t, o, 5(0))) alinarak saglanabilecegini
onerir.H

NOT.3.5:Kabul edelimki (¢, to, xo), x(t, 7o, yo) ve y(t, To, Yo) ¢oziimleri sirasiyla
(3.1.1),(3.1.2) ve (3.1.3) integrodiferansiyel sitemlerinin ¢ > ¢, igin (o, zo)’dan
gegen ;t > Tq igin (70, yo) dan gegen ve t > 7¢ icin (79, yo)'dan gegen tek ¢oziimii
olsun ve (Hg) saglansin. Boylece V (¢, z(t, to, z0)) ve V (1o, y(t, 7o, 70)); To < s < t
ve Ve CH [Ry x R", RY]

V(t,z(t, to, 20)) = V(t,y(t,T0,20)) + %Y(a y(t,0,2(0))do
* aav@f y(tox(a))ay“g—;?””dg
e i)

x(o)) Ao —n)x(oc —n)do (3.2.15)

+ %(0—7y<t70

To

o

integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada z(s) = x(s—, to, xo), (10—, to, To) =
zo 'dir. Bunu ispatlamak icin kabul edelim ki 79 < o < t icin z(0) =
z(o = n,to, z0), (1o — 1, to, Tg) = zo ve V € CM [Ry x R, RY] iken p(o) =
V(o,y(t,o,z(c)) olsun. Boylece (3.2.15)" de istenilen sonucu elde etmis olu-
ruz. Yukaridaki (3.2.15)" deki iligki; y(¢,70,0) (3.1.3) sisteminin ¢oziimii ve
x(t,to,z0) m t > 79 > 0 icin (3.1.1)" in ¢oziimii oldugu yerde z(t, o, 7o),
genellestirilmis parametre degisimi ve Lyapunov-tipli vektor fonksiyonlarinin bir-

lestirilmesi sartlar1 altinda bir Lyapunov-tipli fonksiyonu tanimlar.
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4. BASLANGIC ZAMAN FARKLI LINEER OL-
MAYAN INTEGRODIFERANSIYEL DENKLEM-
LER iCIN PARAMETRELERIN DEGiSiMi

Bu kisimda yarilineer integrodiferansiyel denklemler i¢in parametrelerin degisimi
formiiliinti A(t)x(t) = f(t,2(t)) seklindeki denklemler icin gelistirecegiz. Bu
metod diferansiyel denklemlerin kualitatif teorisinde ve yarilineer integrodiferan-
siyel denklemlerin [1,2] ¢ziimlerinin bulunmasinda kolaylik sagladig1 gibi lineer
olmayan integrodiferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin aragtirilmasinda
da kolaylik saglar.

Baslangi¢ zamani farkli yarilineer pertorb ve pertorb olmayan sistemlerin
arasindaki iligkiyi inceleyip parametre degigimi formiillerini Lyapunov gibi fonksiy-
onlarmm ¢oziimleriyle genellestirecegiz.

Bu boliimiin sonunda ise bir sistemin diger bir sisteme gore {issel asimtotik
kararli olmasinin ne demek oldugunun tanimini verip bir sistemin diger bir sis-

teme gore asimtotik kararl olusunu bir teoremle gosterecegiz.

4.1 Baslangi¢ Zaman Farkli Lineer Olmayan Pertorb
Integrodiferansiyel Denklemler i¢in Parametrelerin
Degisimi

Asagida ki lineer olmayan

t

2'(t) = f(t, z(t)) + /g(t,s,m(s))ds, z(to) =x0 ,t >ty, to € Ry (4.1.1)

to

t

' (t) = f(t,z(t)) + /g(t,s,x(s))ds, 2(to) =yo,t>70, T0o ERy  (4.1.2)

70
integrodiferansiyel denklemleri diigiinelim..Lineer olmayan (4.1.1) integrodifer-

ansiyel denkleminin pertorb kismi
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t

y'(t) = fty(t) + /g(n s,y(s))ds + F(t,y(t), (Sy)(1)), y(T0) =wo , t = 7o

(4.1.3)
olup agagida verilecek (H;) ve (Hs) hipotezlerini saglar.
Asagida verilecek hipotezler bazi teoremlerde kullanilacaktir.

(Hy) feC[R. xR"R" vegeC[R, xR, x R, R,

(Hy) F € C[Ry xR"xR" R"] ve (Sy)(t) = /t k(t,s,y(s))ds , k €
C[R; x R, x R",R"]. "

(Hs3) fr ,9. var ve sirasiyla Ry x R™ ve R, x R, x R™ de siirekli.

(Hy) (4.1.3)%n y(t, 7o, yo) ¢oziimiiniin Ry x Ry x R™ de g—fo and 88—;; kismi
tiirevleri var ve stirekli.

(Hs) (4.1.2) tin z(t, 7o, Yo) ¢Ozlimiiniin Ry x Ry x R™ de 867’“; and % kismi
turevleri var ve stirekli .

(Hg) x(t,to, o) (4.1.1) sisteminin to+7 < a J = [to,to + T| da tek ¢dziimii

ve

H (t,tg,l'o) = fz (th(t?t()va))
G (ta 37t07 l’o) =gz (ta 8,$(t,t0,$0))

iligkisini saglar.

Teorem 4.1.1: (H;) ve (H3) hipotezleri saglansin. Boylece
1
ftx)—f(ty = / felt,sx+ (1 —s)ylds(z—y) (4.1.4)
0
I spat:Burada z ve y R"'nin bir konveks kiimesine aittir. Kabul edelim ki
K(s)=f(t,sz+(1—5)y),0<s<1

olarak alalim.D’ninkonveks olugundan K (s) tamimhdir. Boylece

dK  [Of(t,sz+(1—s)y)
ds or (z—y)

elde edilir. Bu ifadenin 0’dan 1’e kadar integrali almirsa K (1) = f(¢t,z) ve
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K (0) = f (t,y) olup istenilen elde edilir.l
Teorem 4.1.2: (H,),(H,) , (H3) ve (Hg) saglansin. Boylece
(1) ¢ (t,to, 20) = 2Z(t,to, o) var ve ¢ (Lo, lo, 20) = I olacak sekilde

Oz

Y (1) = H(t to, m0)y (1) + / G (t, 5,10, 70) (5) ds (4.15)

to
esitliginin ¢oziimii olsun.

(4) 1 (t,to, 7o) = %(t,to,xo) var ve 1 (to, to, o) = —f (fo, 7o) olacak sekilde

2 (t) = H(t, to, x0)z (t) + /t G (t, s,to,x0) 2 (s) ds — g(t, to, xo) (4.1.6)

to

esiliginin ¢oziimii olsun.

(1ii) ¢ (t,to, o), (t,to, xo) fonksiyonlar:

W (10, 70) + 6 (£ o, 70) f (For 7o) + / Rt 0:to,10) 9(0, o, 70)do — 0 (4.1.7)

to

iligkisini saglar.Burada
R (t,s;t0,0) to < s <t araligmda R (t,t;t0,x0) = I ve R(t,to;to, z0) =
o (t,to, o) olacak sekilde

OR !
- (t,S;to,l‘o)—i-R (t, S;to,fﬂo) H(S,t0,$0)+/ R(t,a;to,fﬂo) G(U, S,to,xo) do =0

0s
(4.1.8)
varyasyonel denklemin ¢oziimiidiir.

Ispat1 vermeden once agagidaki bazi temel bilgileri hatirlayalim;

Herhangi bir fonksiyon, kapali ve sinirh bir bolgede siirekli ise ortalama deger
teoremi uygulanabilir olup, dolayisi ile Lipschitz kogulunu saglar. Bu yiizden tek
¢oziime sahiptir.

e f ve g var ve f, ,g, tiirevleri siirekli oldugundan varlik-teklik teoreminden
(4.1.1) integrodiferansiyel denkleminin (¢, ¢y, zo)’a gore x (t, to, o) gibi bir ve yal-
niz bir ¢dziimii vardir.

of, ve g, siirekli oldugundan H ve G fonksiyonlar1 tammmindan H ve G
fonksiyonlar1 da siireklidir

o H ve G fonksiyonlar: siirekli oldugundan (4.1.5) ve (4.1.6) denklemlerinin
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x (t,to, xo)" m tammh oldugu aralikta bir tek ¢oziimleri vardir.
I spat :
Bu teoremde amac basglangic parametrelerine gore siirekliligi incelemek.
i)
(e = (e,lg, s 62)

ei = O,k;éjveei;zl, k=7

ozelligini saglayan bir vektor olsun. h yeterince kiigiik bir say1 olmak iizere, x (t,h) =
x (t,tg,ex + h) olarak belirleyelim.Buradan x (¢,h) , J iizerinde tammh ve J
ﬁzerinde}gr(l)a: (t,h) = x(t,to,x0),x(t,h) — x(t,ty,x0) diizgiin yakimsaktir.

x (t) =z (t,t9, xo) olarak gosterelim.

Teorem 4.1.1 den

[ (t,h) —x )] = f(t,x(th)) +/ g(t,s,x(s,h))ds — lf (t,x (1)) +/ g(t,s,z(s)) ds}

to to

- f (t,l’ (t7h)) - f (t7$ (t)) + /t [g (t,s,x (‘97 h)) -9 (t,S,I (S))] ds

to

= /0 [fot, sz (t,h) 4+ (1 —s) . (t)]ds [z (t, h) — ()]
—l—/to /0 (g2 [t, 8,02 (s,h)] + (1 — o) x (s)]do [z (s,h) —x(s)] ds

elde edilir.

o (1) = [z (t,h)h—x(t)] 40

dersek ,acikca goriiliir ki ispatlamaya calistigimiz %;0,%) i varligt h— 0

giderken x, (t) fonksiyonunun limitinin varhgina esittirBoylece z (tg, h) = zo +

er.h ve xp, (to) = ey, olup, zy, (t)

t

y' (t) = H (t,to, x0,h) y (¢) +/ G (t,s,to, 0, h) y (s)ds, y(to) =€,  (4.1.9)

to

bir ¢oziimiidiir. Burada
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H (t,t0, 70, h) — /0 Foltose (6 h) + (1 — s) 2 (1)) ds

G (t,s,ty,x0,h) = /0 gz [ty s,0x (s,h) + (1 — o)z (0)]do

Ayrica, J ’de }llin(l)x (t,h) = z(t) diizgiin yakinsamasindan ve f,,g, fonksiyon-

larmin  siirekliliginden

}llln(l)H <t7 t07 Zo, h) =H (t7 to, *IO)

ve

}llin(l]G (t,s,to, x0,h) = G (t, 5,10, x0)

yakinsamasi sirasiyla J ve JxJ ’de diizgiin yakinsar. (4.1.9)'i H ve G siirekli ve
h yeteri kadar kiigiikken bir parametreye bagl baslangic deger problemi olarak
diigiinelim.(4.1.9) ’in ¢oziimii tek oldugundan , (4.1.9) ’in genel ¢oziimii de
sabitlenmis (¢,to, 7o) i¢in h'm bir siirekli fonksiyonudur. Ozel olarak flliir(l)xh (t)

nin var ve J de (4.1.5) iin bir ¢6ziimii oldugunu g(')sterir.}llinéxh (t)’nin varhg

ox

32 (L, 10, To)’a esit oldugundan (9x\0xo) (¢, %o, zo) var ve g—;o (to, to, z9) = I ola-

cak gekilde (4.1.5)" iin bir ¢oziimiidiir.

Ayrica verilen hipotezler altinda (¢, to, 7o) a bagh (4.1.5) denklemi ve g—;} (to, to, o)
stireklidir.

ii) nin ispatii¢in z (¢, h) = x (¢, ty + h, x¢) olarak tanimlayip Teorem 4.1.1’den

yararlanalim. Boylece

|z (t,h) —x(t)] = /0 fult, sz (t,h) + (1 —s)x(t)]ds|x (t, h) — x (t)]
+/t /0 gz [ty s,0x (s,h) + (1 —o)x(s)]do [z (s,h) —x(s)]ds

o+h

[ s

to

elde ederiz.

o (t) = [z <t7h)h_ @]y 20




olarak alirsak, z;, (t) acik olarak

to+h
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y (t) = H (t,to,x0, h)y (t)—i—/ G (t,s,to,x0,h)y (s)ds—L (t, to,xo,h), y (to + h) = a(h)

to

bir ¢oziimiidiir. Burada

to+h
L(t,to,&}o,h) = E/ g(t,S,[L’(S))dS

to
ve
1 to+h 1 to+h S
o) =3 [ sea@as—1 [ [ g s
h to h to to
}LII'I[])L (tv tOv Lo, h) =9 (tv tOv ':UO)
ve

lima (h) = —f (to, 7o)

olduklarina dikkat edip (¢)’ nin ispatma benzer sekilde ' (t) yi H ve G fonksi-

yonlari siirekli fonksiyonken ve h yeteri kadar kiiciikken bir parametreye bagl in-

tegral ailesi gibi diigiiniirsek (4.1.9) denkleminin ¢oziimii tek oldugundan (4.1.9)

denkleminin genel ¢oziimii de sabitlenmis (¢,ty, o) i¢in h fonksiyonunun bir

stirekli fonksiyonudur. Bu da }llin%xh (t) nin var oldugunu gésterir.}llin[l)xh (1)

nin varhgr 0z /0ty (t,t9,x0) var ve (4.1.6) denkleminin 0z /0ty (o, o, o) =

— f (to, o) olacak sekilde bir ¢oziimii oldugu sonucuna variriz.

Sonug olarak ¢ (t, %o, xg) ve ¥ (t,to, xo) swrasiyla (4.1.5) ve (4.1.6) denklem-

inin ¢ozuimudiir.

(i73)Sirasiyla (4.1.5) ve (4.1.6) baglangig deger probleminin ¢oziimleri ¢ (¢, to, o)

ve 1 (t, to, o) fonksiyonlar1 olsun.Teorem 2.1.1 i kullanarak (4.1.7) iligkisin elde

edilir.Ispat tamamland:.l

Teorem 4.1.3:(H,), (H,), (H3) ve (H,) hipotezlerinin dogru ve y(t—n, to, o)1

(4.1.3) sisteminin ¢ > to igin (o, z9) dan gegen ve y(t, 7o, yo) 1t > T¢ > tp igin
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(T0,y0) dan gecen tek ¢oziim kabul etsin. Boylece y(t, 7o, y0) ve y(t — n, to, zo)

y(t, 70, 90) = y(t—n,to,wo)+/¢(u(8),v(8)’w(8))d8 Yo — o] + (70 — to)

1

x / [f(u(s)),y(u(s),v(s),w(s)) + Fluls),y(uls)), (Sy)(u(s))] ds

+ (10 — to) X / g(n,u,v)R (u,n; v, w) dnds (4.1.10)

integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada ¢ > 79 > 0, tp > 0 i¢gin  u(s) =
st+(1—38)(t—mn),v(s) =s70+ (1 —8)tg ve w(s) = syo + (1 — s) 2o her s igin
0<s<1lven=719—19>0.

Ispat:Kabul edelim ki ¢t > 7¢, 70, %) € Ry olmak iizere her s € [0,1] icin
y (u(s), v(s), w(s))

u

y'(u) = f(u,y(u)) + /g(u, $,y(8))ds + F(u,y(u), (Sy)(w)), y(v) =w ,u=wv

(2

(4.1.11)
¢oztimiiyken p(s) =y (u(s), v(s),w(s)) olsun. p(s)’ nin s’ ye gore diferansiyelini
alip 0 dan 1’ e kadar integralini alir , u(s), v(s),w(s) ve n yerine yazilirsa (4.1.10)
elde edilir.H

NOT.4.1: Teorem (4.1.2) i (4.1.7) esitligini dikkate almadan kullanarak (4.1.10)

formiilii
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1

y(tT0m0) = y(t— 1, to,z0) + / b (u(s) v (s) w(s))ds [y — o)

+ (70 —t0) % /[f(U(S)),y(u (s),v(s),w(s)) + F(u(s), y(u(s)), (Sy) (u(s))]ds

+ (10 — to) X {//g(um,y(n))dndﬁ/o 8(u(8)’gf)’w(s))d«9]

sekline doniigiir. Burada R (¢, to; to, o) = ¢ (t, to, o) alirsak

ay(ta To, yO)

a = R(t77—0;7-07y0) - ¢<t77-07y0) (4112)
Yo
8 t’ U aR ta 7 )
y( To yO) — ( TosTo yO)yO_R (t, T03 o, yo) F (7_0’ y (7_0) : (Sy) (7‘0)) Ly (7-0) — %
87—0 87’0
(4.1.13)

elde ederiz. Boylece yeni (4.1.10) formiilii

1

y(t, 7o, 0) = y(t —mn,to,z0) + /R [u(s), v(s);v(s), w(s)] ds [yo — xo] + (70 — to)

X/[f(u (s),y(u(s),v(s),w(s)) + Fluls), y(uls)), (Sy)(u(s)))] ds

(7o — to) x / 9(u, 1, y(n))dds (4.1.14)

8_R
ov

+ (10 — to) X [u(s),v(s),w(s)] w(s)ds

Ru(s),v(s);0(s), w(s)] F(v(s), y(v(s)), (Sy)(v(s)))ds

—(To—to)x

o — O~ o —_ ~

seklinde yeni bir formiile doniistir.

NOT.4.2: Eger ¢g(t,s,z(s)) = 0 olursa ¢ (t, 7o, o)

X '= A(DX.
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sistemi icin bir temel matrisken R(t,s;7q,v0) = ©(t, To, Yo)© ' (s, T, Yo) alirsak

(4.1.14) formiilii

y(t. 70, %0) = y(t—n,to,on/[@(U(S),U(S),w(S))w1 (v(s), v(s), w(s))] ds [yo — o]

[f(u(s),y(u(s),v(s),w(s))) + F(ul(s), y(uls)), (Sy)(u(s)))] d

o —t0) % [ pluls).0(s) w(s) LDV 0D 1 g

(4.1.15)

Burada

X [0, 071 Fis] = [(uls), v(s), w(s))e™" (v(s), v(s), w(s))] F(v(s), y(v(s)), (Sy)(v(s)))

olup 4.1.15 formiiliine doniistir.

4.2 Baslangic Zamani Farkli LineerOlmayan Pertérb ve
Pertérb Olmayan Integrodiferansiyel Denklemler icin Para-

metrelerin Degisimi Formiilleri

Bu boliimde lineer olmayan pertorb ve pertérb olmayan integrodiferansiyel den-
klemleri inceleyecegiz.

Teorem 4.2.1: (H,), (Hs) hipotezlerinin dogru oldugunu kabul edelim. Boylece

x(t, 7o, Yo) ve x(t — 1, to, To)

1
x(t, 7o, 40) = x(t—n,to, 7o) /G (t,o,2(0c — 1 /g—tﬂ), ) ds [yo — o]
0

T0

(4.2.1)

integral denklemini saglar. Burada 0 < s < 1 igin v(s) = yos + (1 — s)zo ,
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t>7902>0, 70 <o <tve

G (t,0,a(0 —n)im) = gi (t,o.x (0 — 1))

+(§_§0 (to,x (o —n) flo—n,z (0 =)

o1
0
< [ 5L (oo = m)glo — ns = n.als — )ds
Yo
70

Ispat : Kabul edelim ki z(t, ty, o) ve x(t — 1, to, z) swrasiyla (4.1.1) ve (4.1.2)
sistemlerinin ¢ > ¢y > 0 igin (to,x¢)’dan gecen ve t > 79 > 0, 79 € R, igin
(70, yo) dan gegen tek ¢oziimii olsun.

x(To — 1,10, To) = xo iken

plo) =z (t,o,x(c—n)), 7o <o <t

olsun. Boylece

d];(;) _ ;i <t’07x(0_77)>+g—;)(t70’x<‘7_U))f(ff—n,x(a—n))
+ / g—yyo(t,a,x(ﬁ—U))Q(U—n,s—n,x(s—n))ds (4.2.2)

G* (t,U,:L‘(U - 77);77)

elde ederiz. Elde edilen (4.2.2) ’yi o’ya gore 7 ’dan t’ye kadar integralini alirsak

t
x(t — n,to, ko) = x(t, 7o, To) + /G* (t,o,x(c—n);n)do ,t >19>0 (4.2.3)

70

elde ederiz.
q(s) = I(t, TO,U(S)),U<S) = YoS + (1 - 3) Lo, 0<s<1

alirsak,
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elde ederiz.s ’ ye gore 0 dan 1’e kadar integralini alirsak

1

z(t, 7o, Yo0) = (t, 70, x0) + / g—;o(t, To,v(8))ds [yo — xo] , t > To (4.2.4)
0
elde ederiz.

Elde ettigimiz (4.2.3) ve (4.2.4) birlegtirilmesi (4.2.1)’1 gerektirir. Boylece
(4.2.1) baslangi¢ zaman ve konumlar: farkh (4.1.1) ve (4.1.2) integrodiferansiyel
denklemlerinin ¢oziimleri arasindaki iligkiyi verir.Hl

Teorem 4.2.2: (H,), (Hy) ve (Hj) hipotezlerinin dogru ve x(t, to, xo), x(t, 7o, Yo)
ve y(t, 7o, yo) ¢oztimleri sirasiyla (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) integrodiferansiyel sis-
temlerinin ¢ > tq igin (tg, zo)’dan gecen ve t > ¢ igin (79, yo) icin ve t > 7

i¢in (79, yo)’dan gegen tek ¢oziimii olsun. Boylece y(t,7o,90) ve z(t — 1, to, zo)

t

1
y(t, 7o, Yo) = 95<t—77,750,$0)—/G(t70>$(0 - /a—y (t,70,v(8)) ds [yo —350]
0

T0

(4.2.5)
integrodiferansiyel denklemini saglar. Burada v(s) = yos+(1 —s)zg,0<s <1

ve T9<o0<t t>719>0icn

~ 0
G(toalo—nn) = 5 (ho,w(o =)
Jy

aoﬁaxw—nﬂﬂa—mxw—nﬂ

+ / Sk (60,2 (0 = 1)) 9o = 5 = (s — )i

Ispat : Kabul edelim ki x(t, 70, ), (4.1.2) sisteminin ¢ > 74 icin (7o, y) dan
gecen tek ¢oziimii,z(t, to, o) (4.1.1) sisteminin ¢ > tg, tg € R, igin tek ¢oziimiiyken
x(t—n, to, o) ¢oziimii de t > 7¢ > 0 igin (¢, xo) dan gegen ve y (¢, 79, Yo) 1 (4.1.3)

sisteminin t > 79 > 0 i¢in (79, ¥o) dan gecen tek ¢oziimii olsun.

5(0)=y(t,0,x(0—n)), x(To — 1, t0,%0) = To, To <0 <t
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olsun. Buradan p’yi o’ya gore once diferansiyelini alip sonra elde ettigimiz

ifadenin 7o’ dan ¢’ ye kadar integralini alirsak

0
x(t —m, to, x0) — y(t, 70, 19) = /6—73_/0 (t,o,x(0c —n))do

+ 8850 (t,o,x (0 —n)) flo —n,2(c —n))do

t o—n
4 // (to,x (0 —n) gl — s — n, 2(s — n))dsdo
3y0

= G (t,o,2(c —n);n) (4.2.6)
x(t —n,to, xo) = y(t, To, o) + /é (t,o,2(c —n);n)do (4.2.7)

70

elde ederiz. Simdi

q(s) = y(t,70,v(s)), v(s) =yos+ (1 —s) o, 0< s < 1

olarak alirsak

d ~ dy
dS ( ) = a_yo(thO?U(S)) [yO - J}o] .

elde ederiz.

¢’yi s'ye gore 0 ’dan 1’e kadar integralini alirsak

1
y(t,70,%0) = y(t, 7o, 7o) /8_y (t,To,v(s))ds [yo — o] ,t > 70 > 0. (4.2.8)
0

elde ederiz. Elde ettigimiz (4.2.7) ve (4.2.8)'in birlestirilmesi (4.2.5) i gerek-
tirir. Boylece (4.2.5), baglangi¢ zamanlar1 ve konumlar1 farkh (4.1.1) ve (4.1.3)

integrodiferansiyel denklemlerinin ¢oziimleri arasindaki iligkiyi verir.Hl

NOT.4.3: Not 4.1 deki (4.1.12) ve (4.1.13) esitliklerini kullanarak
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OR
y(taT()?yO) - l’(t—Th thxO) _/ [a—m(t7U;T07y0)x (‘7_77) do

o
t

+—/fzzaao:7b,y0>F«oyy<a>,09y><a>>do

70
t

—/RwJWmmﬁw—mxw—an

t o—n
// (t,0570,Y0)g9(0 —n, s —n,x(s — n))dsdo

T0 TO

+R(t, 70370, Y0) [y0 — o] (4.2.9)

elde ederiz.

NOT.4.4:¢4(t,s,z(s)) =0 olsun.Boylece Not 4.2 ’yi kullanarak

y(t,70,90) = x(t— 77»150,% ‘HO(t To, Yo)P "(70, 70, %0) (Yo — o]

d
— w(t, to, Yo) [ o (o To’yo x(oc—n)| do. (4.2.10)

tMm/wammﬂWMWHW—mewwmw.

elde ederiz.

Simdi (4.2.5) deki iligkiyi farkl bir yoldan elde edelim.

Teorem 4.2.3: Kabul edelim ki (H;), (Hs),(Hs) ve (H4) hipotezlerinin
dogru ve z(t,t9,x0), x(t,T0,%0), y(t,To,y0) swrasiyla (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3)
integrodiferansiyel sistemlerinin ¢ > ¢, igin (fo,z)’ dan gegen ; t > T7¢igin
(T0,Y0)’ dan gegen ve t > 7¢ igin (79,y0)’ dan gegen tek ¢oziimii.olsun. Boylece

y(ta To, y0)7 y<t7 To, Yo — 1'0) ve I(t -, th .130)
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y(t, 70,%0) = ytTo Yo — o) — x(t — 1,10, 70)
/H (t,s,2(s);n)ds (4.2.11)

t s—n
// g(s,7,y(y dvds—// g(s =mn,v —n,2(y—n)dyds

To ToO To TO

integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada 7o < s <t,n=r19—tyvet > 179 >0

icin z(s) + x(s —n) = y(s) ve

I;(t,s,z(s) in) = gyo(t s,2(s))

gt 2(6) L s,0(5) = 5 = 1,(5) = 2 (5)) + Flsp(9), (Su)(5)

Ispat : Kabul edelim ki z(t, 7o, 1o), (4.1.2) sisteminin ¢ > 7¢ icin (7o, )’ dan
gecen tek ¢oziimii, x(t, to, x9)'1n (4.1.1) diferansiyel sisteminin ¢ > ¢, igin (¢g, zo)’
dan gegen tek ¢oziimiiyken x(t — 1, tg, xo) ¢oziimii de t > 79 > 0, 79 € R, igin
y(t, 7o, yo)' m, (4.1.3) diferansiyel sisteminin (7¢, 39)’ dan gegen tek ¢oziimii olsun.

~

2(t) = y(t, 70, yo) — x(t — 1, t0, x0) = y(t) — x(t),t > 70 > 0

olsun. Burada z(7¢) = yo — o ve 2(t) = x(t — 0, 1o, 70). Boylece t > 79 > 0 ve
Zo = Yo — To i¢in

t

A1) = ﬂamwwg/aaaM$mS

70

t—n

«—/gu—ms—mx@—mwm+F@wa»wwu»—fu—nwu—n»

7o

H* (t, 2 (t) ;n)

Kabul edelim ki r(s) = y(t,s,2(s)) , 7o < s < t olsun
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dr(s) Oy dy x -7 :
T = 8—7_0(75,8, z(s)) + 8—%(75,8, 2(s))H* (s,2(s);mn) = H (t,s,2(s);n)

elde ederiz ve elde ettigimiz bu ifadenin 7¢ dan ¢ ’ye kadar integralini alirsak icin

To < s <tigin (4.2.11) i

t

Z(t77—07y0_x0) :y(t77-07y0_x0)+/H<t7saz(s);n)d8

70

ya da ona esit olan

y(t,70,%0) = y(t, 70,90 — o) — x(t — 1, to, x0)
+ /H ,8,2(8);m)ds (4.2.12)
t s—n
+ //g(s,%y(’y))dvds—//g(s—n,v—n,w(’y—n)dvd&

elde ederiz. Bu integrodiferansiyel denklemler icin bir parametrelerin degisimi
formiiliidiir.l

Teorem 4.2.4:(H,), (H2), (H3) ve (H;) hipotezleri saglansin ve x(t—n, to, zo),
x(t, To, Yo — To), ve y(t, To,yo) swrasiyla (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) integrodiferan-
siyel sistemlerinin (¢, o)’ dan gegen (70,40 — zo)’ dan gegen ve (7o,%o)’ dan

gecen tek ¢oziimii olsun. Boylece y(t, 7o, y0), x(t, To, Yo — xo) ve x(t — n, to, xo)
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y(ta To, yO) = $(t -, t07 *IO) + R(tu To5To, ?/O)x@» To, Yo — IO)

t
OR
+ %(ta S5;T0, yO) [‘T(tv S, y(87 To, yO) - 117(8 -1, th IO)] ds
To
t

ox
+ /R(t> S;TO’yO)ﬁ_todS
t
o

+ / R(t, s; 70, yO)ax [f(s,u(8)) = f(s —m,2(s —n) + F(s,y(s), (Sy)(s))] ds

0

To
t s t s—q
+ //g(s, 7, y(7))dyds — / / g9(s =n,v —n,x(y — n))dyds (4.2.13)
To To To 70
integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada 7o < s <t,n = 19—ty vet > 79 >0
iein 2(s) + 25 — 1) = y(5).
I spat :Kabul edelim ki x(t, 7o, Y0), (4.1.2) integrodiferansiyel sisteminin ¢ >
To igin (79, yo)’ dan gegen tek ¢oziimii ve x(t,ty, o)’ m (4.1.1) integrodiferansiyel
sisteminin ¢ > tg, tp € Ry igin tek ¢oziimii oldugu yerde z(t — n, to, x¢) ¢Oziimii
de t > 19 > 0 igin (to, zo) dan gegen ve y(t, 7o, yo)'1n, (4.1.3) integrodiferansiyel

sisteminin ¢t > 79 > 0 igin (79, y)" dan gegen tek ¢oziimii olsun.

q(S) - R(t’ S5;T0, yO)p(S) ) t Z To, p(S) = (t7 S, y(‘Sa To, yO) - ZE(S -, t07 xO))

olsun. Burada R(t,s; 7o, o), (4.1.8) denkleminin ¢oziimiidiir. Agikca goriiliir ki

Q(t) - p(ﬂa Q(TO) - R(ta To,To, yO)x@? To, Yo — Io).

Buradan

dq(s)  OR(t,s;7To0,Y0) : '
T2 - p(s) + R(t, 5570, Y0)p' (5)-

7o dan t ye kadar integral alimirsa, (4.2.13)yi elde ederiz. Bu integrodiferansiye
denklemler i¢in bir parametrelerin degisimi formiiliidiir.ll

Verilecek hipotezlere ihtiyacimiz olacaktir:
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(He)L € C'[Ry x R" x R" R"|.

(H7)9% ve 22 var ve Ry x R™ da siirekli.

Yukarida (4.1.2) ve (4.1.3) ile verilen iki integrodiferansiyel denklem sistem-
lerinin iligkisi bir bagka integrodiferansiyel denklemle asagida verilecek.

Teorem 4.2.5:

t

2 (t) = f(t,z(t))—l—/g(t,s, 2(8))ds+L(t, 2(t), (Sz)(t)), 2(tg) = 20 , t > tg > 0,tg € Ry

(4.2.14)
diferansiyel sistemini diistinelim ve (H;), (Hy4) ve (H7) hipotezlerinin saglandigim
kabul edip z(t,t0, 20) , x(t,To,v0) Ve y(t,To, 20 — yo) sirasiyla t > 7¢ > 0 igin
(to, 20), (To,Yo) Ve (To, 20 — Yo)’ dan gegen (4.2.12), (4.1.2) ve (4.1.3) diferansiyel
sistemlerinin ¢oziimii olsun. Boylece z(t — 7, to, 20), (¢, 70, Y0) ve y(t, o, 20— Yo)

t

2(t —n,t0, 20) = x(t, 70, y0) + y(t, 7o, 20 — Yo) + /T(t7 s,0(s);n) (4.2.15)

70

integrodiferansiyel denklemini saglar. Burada v(s) = z(s—n, to, z0) —2($, To, Yo)

ve S > To icin

T(t,s,v(s);n) = g—i(t,s,v(s))—l—g—yy(t,s,v(s)) (4.2.16)

x{f(s=m,2(s =m)) = f(s,2(s)) + L(s =, 2(s —n), (S2)(s = n))}
+ / g—i(t, s,0(5))g(s =,y —n,2 (v —n))dy

_ / 5_50@, 5,0(5))g(s, 7,2 (7))dy

Ispat : Kabul edelim ki v(t) = z(t — 1, to, z0) — x(t, 70, yo) 5 t > 7o olsun. v(t)
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V(t) = flt=n,z2(t=n)) = f(tx(t) + Lt —n, 2(t = n), (S2)(t —n))

t—n

+ / gt —=n,y —n,z(y—n))ds (4.2.17)

- /g(taf}/am (7))d7 7U(TO) = 20 — Yo-
T0
¢oziimiid{ir.
v(t, 7o, 20—Yyo) ve y(t, 7o, o) (4.2.14) ve (4.1.3) ¢oziimleriyken w(s) = y(t, s,v(s))
olsun. Burada w(t) = v (t) = z(t —n, to, 20) — x(t, To, Yo), w(T0) = y(t, To, 20 — Yo)

olup her iki tarafin diferansiyelini alirsak

dw (3) 8y (tv S,V (‘9)) + ay (t7 S,V (S))Ul (t) = T(t, s, 1}(8); 77)

ds toy Yo
elde edilir. Elde ettigimiz ifadenin 79 dan ¢ ye kadar integralini alirsak (4.2.15)
i elde ederiz.

Bu yukarida belirtilen (4.1.2), (4.1.3) ve (4.2.14) integrodiferansiyel sistemleri
arasindaki iligkiyi veren bir integral denklemdir.

Yukaridaki goriis 7(c) = x(0 — 1, te, 20), 2(To — 1, t0,T0) = To , To < 0 < 1
ve V € C[Ry xR"RY] iken p(o) =V (U,y(t,a,z(a))) olarak alindiginda
Lyapunov tipli denklemler icin daha genellestirilmis parametrelerin degisimi
formiilii elde edilebilir.l

NOT .4.5:Kabul edelimki z(t, 9, zo), (¢, T0,%0) ve y(t,To,y0) ¢Ozlimleri
sirastyla (4.1.1),(4.1.2) ve (4.1.3) integrodiferansiyel sitemlerinin ¢t > ty igin
(to, zo)’dan gegen ;t > ¢ icin (79, yo) dan gegen ve t > 7¢ igin (79, yo) dan gegen
tek ¢oziimii olsun. (H,) ve (Hy) hipotezleri saglansin. Boylece V (£, 2(t, to, 7o)
ve V(7o, y(t, 7o, 7o)
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~ 8V
V(t,x(t, to,l’o)) = V(tay(taTOwIO)) ot (J y(t o I(O’))dO’
+ / / (o,y(t,o x(a))Mg(a —n,8,x(s—n))dsdo
Yo
T0 TO
oV dy(t,0,2(0))
+ e ——(o,y(t,o,2(0)) p do
+ av(a y(t,o x(a))Mf(J —n,z(0c —n))do (4.2.17)
o Yo
integrodiferansiyel denklemini saglar.Burada z(s) = (s — 0, to, o), (7o —

n,t0,T0) = Ty , To < s <tve Ve [Ry x R",RY] olur.

Ispat1 icin z(0) = (0 — n,to, z0), (1o — 0, to, o) = 20 ;70 < 0 <t ve
Ve CM [Ry x R",RY] iken p(0) = V(o,y(t,0,2(c)) olsun. Boylece istenilen
(4.2.17) sonucunu elde ederiz.

Yukaridaki (4.2.15) deki iliski; (¢, 7o, yo) (4.1.3) sisteminin ¢oziimii ve x (¢, to, xo)’
m ¢t > 79 > 0icin (4.1.1)’ in ¢oziimii oldugu yerde x(t,to, o), genellestirilmis
parametrelerin degiimi ve Lyapunov-tipli vektor fonksiyonlarinin birlegtirilmesi
sartlarn altinda bir Lyapunov-tipli fonksiyonu tammlar.V(¢,z2) = = (4.2.5) for-
muliinii verir.

Teorem 4.2.7:( H;) hipotezinin saglandigi diigiinelim. ¢ (¢, 7o, y0) = ayo L (t, 7o, Yo)
olsun ve teorem (4.1.1)" in sartlar1 saglansin. Eger x(t,70,%0) , J araliginda
(4.1.2) in ¢oztimii ve y(t, 7o, o), J araliginda (4.1.3) in ¢oztimiiyse ve R (t, s; 7o, Zo)
(4.1.7)” nin ¢oziimii oldugu yerde

y(t, 70, 9%0) = (t 7o, %0) / oL, s,y(s).F(s,y(s),(Sy) (s))ds  (4.2.18)

/ / (t,0.4(0)) - R(t,0: 5,y (5)] g(0, 5, y(s)dods

I spat:Kabul edelim ki p (s) = x (¢, s,y(s)) olsun ve y (s) = y(s, 7o, yo) olsun.

Buradan
Ox (t,5,y(s)) +3$(t,s,y(8)) )

P () = S Ty o)
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P (s)=v(ts,y(s))+o(t,s,y(s)) .y (s) ve ¥ (s) yi yerine yazarsak

P () = o (1, 5, 9(5)) 1 (1, 5, 5(5))- [f (.0 6)+ [ g0 do+ Flsy(s).(50) 5)

70

ve 7o 'dan t’ye kadar integrali alirsak

p(t) — p(ro) - / b (t,5,9()) F(s,y (s) . (Sy) (3))ds
- / [ (£, 5,9(5)) + 6 (6,5, 5()) f (5,5 (5))

to
+0(t,5.9(6)) [ 905,00 (@) dor+ Fs,(5).(59) (s))dolds
To
elde ederiz. @Z) (ta T, yO) +¢ (t7 T0, yO) f (TO7 ?/0) _’_JZ) R <t7 0;To, IO) g<0-7 To, yO)dU -
0 oldugundan (4.2.18) elde edilir.H
TANIM:4.2.1. Egert > 79 > 0,t0 € Ry ve n =79 — to igin

1y(t, 70, 90) = 2(t =1, %0, Z0)[| < C (70, lyo = woll + [T0 = to]) X exp [p(70) — p (t)]

ise (4.1.3) sisteminin (79, yo) gecen y (t,7o,v0) ¢Ozlimii; x(t,to,xo) (4.1.1) sis-
teminin ¢oziimiiyken x(t — 7, to, o) gore basglangic zamam farkh genellegtirilmis
tissel asimtotik kararhdir denir. Burada C (¢, ||yo — @ol| + |70 — to|) > 0 siirekli
vep e K={peC[R,,R,]:p(t),t ye gore azalmayan ve p (0) =0} ,t — o0
iken p(t) — oo bir fonksiyondur.

TANIM:4.2.20z¢l olarak verilen her p > 0igin ,é (¢, s, (s)) (4.1.6) Varyasy-

onel denklemin temel matrisiyken

o (¢, 5.y ()] < Me™), Iy (s)]| < p

olacak gekilde bir M sabiti varsa (4.1.3) sisteminin (79, o) gegen vy (¢, 70, o)
¢oziimii; x(t,to, xg) (4.1.1) sisteminin ¢oziimiiyken x(t —n, ty, xo) gore varyasyon

da baglangic zaman farkli genellestirilmis iissel asimtotikli kararlidir denir.
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Teorem 4.2.8: Kabul edelim ki

(1) Teorem 4.1.2 nin hipotezleri saglansin;

(17) Yukaridaki (4.1.2) sisteminin (79, o) dan gecen x (¢, 7o, yo) ¢Oziimii;
x(t, to, x0),(4.1.1) sisteminin bir ¢oziimiiyken x(t —n,tg,xo) gore t > 79 > 0,tg €
R, ve n = 79 — ty i¢in baglangic zamani farkli genellegtirilmis iissel olarak

asimtotik kararli olsun yani.cv ve M gibi pozitif sayilar vardir dyle ki

—a(t—70).

t > 7o icin ||z (¢, 70, y0) — x(t — 0,0, x0)|| < M [0, [|[yo — zo|| + |70 — to]] -€ 7

(vii) o, M* ve p pozitif sayilar1 olsun 6yle ki

2ol < pigin ||¢ (t, 8, 90)|| < M*e " ve ||R (t,s;70, 20)|| < M*et=*);
(1)
2]l < pigin [lg (¢, s,2)|| < K [Ja]| e,

ve

[zl < pve [lyll < pigin [[E(E, 2, (Sy) ()] < A(#) [l«] +/ Bt s) lly (s)l ds

olup burada A € C'[RT,R*] g € C'[RT x RT, R];
(v) A€ C R, Ry ve Ry (t,s) icin

8R0 (t, S)

s +Ro(t,5)>\o(8)+/s Ry (t,0)v(0,s)do =0

denkleminin ¢oziimiidiir. Burada

2M*K
o

ve [ P(¢)d¢ = Py (7o) olup burada P(¢) € C'[[0, 00)] olacak sekilde bir Py (ro)var.

Ao (8) = M*X\(s) + et ve g (t,s) = B (t, 5) e,
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Boylece yukaridaki (4.1.3) sisteminin y (¢, 79, yo) ¢Oztimii, x(t,to, o) (4.1.1)
sisteminin bir ¢oziimii iken, x(t — n,to,zo) gore t > 179 > 0,tg € Ry ve n =
To — to i¢in varyasyonda baslangic zaman farkli genellegtirilmis kararhdir.

I spat : Kabul edelim ki

z(t) = |2t ,70,90) — z(t — 0,0, o)
m(t) = ||y(t77—0ay0)_'I<t_777t07x0)||
olsun.
y(t, 7o, y0) — x(t — n,to,x0) = x(t,70,%0) — (t =, to, To)

/ o(t,s,y(s)).F(s,y(s),(Sy) (s))ds +
+/7'0/S [0 (t,o,y(0)) — R(t,0;8,y ()] g(o,s,y(s))dods

denkleminden (i) ve (i) kabullerinden ve ii¢gen esitsizliginden

m(t) < 2(t)+ / 16(t. 5, 5() | 1F (5, (5) , (Sy) (s))]] ds
" / / 116 (¢,0,9(0)) — R(t, 35,5 ()] 1900, 5, y(s)) | dords

ve

m(t) < z(t)+ M / e (s) [ly (s)]] ds

+ / Mreol-) / 8 (s,0) y(oll)dods

t t
+ / / IM* K e=9) =207 1y ()| dords
T0 Js

elde edilir. ||y (s)|| i¢in tiggen esitsizliginden yararlanirsak
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m(t) < Z()+M*/ e IN(s) (m(s) + | (s =, to, o) [|) ds
+/ Mreelt=s / B(s,0) (m (o) + ||z (6 —n,to, z0)|) dods

~|—/ / 2M* Ke *1=9) e7209 (m(s) + ||z (s — 1, to, 0)||) dods
70 Js

elde ettigimiz esitsizligin her iki tarafim e**=70) ile carparsak

t t
m (£) 500 <5 (1) extT0) 4 g / M(s)m (s) e2=0)ds 4 M2 / A(s) ol ds

70

/ B (s,0)m (o) e oo dads—l—M*2/ B (s,0) ||xol|| dods
TOo Y TO

T0 Y TO

2M*K
+/ e~ 0T m (5) e g
70

«

t 2M*2K
+/ e~ Tt 10| .ds
T0 a

elde edilir.U (t) = m (t) e*~70) olarak tammlayalim.Buradan

t

Ut) < z(t)eo‘(tTO)nLM*/ /\(S)U(s)ds+M*2/ A (s) ||zo]| ds

0

t s t s
M*/ B (s,0)U (o) dads—l—M*2/ / B(s,0) ||lzoll dods
T0 JTo To Jt

LoM*K
—I—/ e~oT0t) 7 (s) ds
T0 Q

PoM*K
+/ e~2T0t) |20 || .ds
70

(07

ve (v) kabuliinden

Ut) < = (et /Uuo< «+M/Ao|mwc

+M/To/ﬁa( ¢) dodC
WLL&WMMWM
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elde edilir. Son elde ettigimiz ifadeyi diizenlersek

Ut) < 2(t)etm 4 / [Ao<<>+M* /< Sﬁ(m@)do]U(ocK

sar | [Ao )+ /< "B(0.0) da] ol dc.

U@ < Moo~ zoll +ro— tll + [ [Ao<<>+M*/:ﬁ<a,c>da]U<<>dc

7o

wr [ o)+ [ 3o ol ac

0

olur.
N (8) = [M o, lyo = ol + Iro = tol] + M [1, [N (¢) + M* [} B (.C) dor] ol
ve P(¢) =X\ (¢) + M* fgﬁ (0,¢) do alhrsak

N () = [M roslo = ol +Iro = all 4+ | PQ) ol dc]

70

v <N@+ [ POUEQ

elde edilir.Genellestirilmis Gronwall’s (Goltwitzer) esitsizliginden

t t t
U(t) < N(rg)efoO% 4 / elc PO pr (¢ |1z d¢

t t t
= M 70, lyo — ol + |0 — tof] e TO% 1 / elc POL P (¢) ||| d
TO

elde edilir.Burada P* (¢) = M*P (¢) olarak aldik.

U (t) < (M 1o, lyo — ol| + |70 — to[]) 77 + P27 [M* Py () ||20]l]
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U(t) e (M [ro, llyo — @ol| + |70 — tol]) + [M*P1 (7o) [|o]]

IN

m (t) ea(thO)

IN

eF1(mo) [M [T0, ||lyo — xo|| + |70 — to|] + M* Py (T0) ||%o]|]

ly(t,70,50) — (t = m,t0, x0)|| < €7 [M [ro, |lyo — ol + |70 — tol] + M* Py (7o) [|ol|] e
elde edilir. Kabul edelim ki

[M [70, |10 — @ol| + |70 — to|] + P1 (7o) ||zo|] €10 = C

olsun. Boylece

||y(t7 To, yO) - l’(t -, to, l’o)” < Ce*a(tffo)

bulunur. Boylece (4.1.3) sisteminin y (¢, 7¢,yo) ¢Ozlimii,. x(t,to,zo) ¢Ozimii
(4.1.1) sisteminin bir ¢oziimiiyken, x(t — n,to,z) gore t > 79 > 0,y € Ry

ve 11 = T — tg i¢in baglangi¢ zamani farkl iissel asimtotik kararlidir.ll
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SONUC

Bu caligmada parametrelerin degisim metodu kullanilarak lineer ve lineer-
olmayan ve yarilineer integro-diferansiyel denklemler i¢in analitik gosterimler elde
edilip bu analitik formiillerle integro-diferansiyel denklem sistemlerinin kararliligi
elde edilmigtir.

Bahsettigimiz metodlarin yardimi ile pertorb ve pertorb olmayan integro-
diferansiyel denklemler icin parametrelerin degisim formiilleri 6rneklerle incelen-

migstir.
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